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Titulo en espanol

Oscilaciones Acusticas Baridénicas

Titulo en inglés

Baryon Acoustic Oscillations

Resumen

Las Oscilaciones Actsticas Baridénicas son un fenémeno ocurrido antes del desacople
de materia y radiacion que se caracteriza porque las perturbaciones en la densidad
de la materia bariénica presentan oscilaciones, como sugiere su nombre. Estas
perturbaciones se propagan como una onda de presion en el fluido fotén-barién
producida por la presencia de potenciales gravitacionales, que agrupan la materia
barionica, y choques entre ésta y la radiacién, que la dispersan. En este proyecto
de grado se deduce la ecuacion de las Oscilaciones Acusticas Bariénicas mediante la
teoria de perturbaciones cosmologicas y de las ecuaciones de Boltzmann, y se describe
fisicamente. Ademads, se hace uso del software CAMB para hallar soluciones de la

ecuacion, con distintos modelos de energia oscura.

Abstract

Baryon Acoustic Oscillations are a phenomenon ocurred before matter-radiation
decoupling, characterized because the baryonic matter perturbations presents
oscillations, as the name suggests. These perturbations propagate like a pressure
wave on the photon-baryon fluid produced by gravitational potentials, which join
the baryonic matter, and collisions of baryons and photons, which scatter it.
In this work I obtain the Baryon Acoustic Oscillations equation through the
cosmological perturbations theory and Boltzmann equations, and I provide its
physical description. Besides, I use CAMB software to find equation solutions, using

different dark energy models.
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Introduccion

El interés de la humanidad por conocer el Universo se remonta a sus mismos
origenes. La necesidad de saber qué lugar ocupa el ser humano en el Cosmos lo llevé
desde siempre a especular sobre su origen, su evolucién, su futuro y su posible final.
En un principio, estas especulaciones eran de tipo mitico o religioso, y no podian
ser de otra manera, debido al incipiente desarrollo cientifico y de instrumentos de

observacion.

Tuvieron que transcurrir muchos siglos hasta que Sir Isaac Newton desarrolld su
Teoria de Gravitaciéon Universal, en la segunda mitad del siglo XVII, y por primera
vez en la historia se contaba con una teoria cientifica del Universo. De la mano
de Newton la fisica terrestre y la universal se unificaban puesto que ya no cabia
considerar a la Tierra y al Cielo como opuestos, como pensaban los antiguos griegos,
sino que aquélla ocupaba un lugar en el Universo y éste era de su misma naturaleza,

y seguia sus mismas leyes fisicas.

Durante los siguientes doscientos anos la fisica creci6 a pasos agigantados,
encontrandose nuevos descubrimientos que hacian que el modelo de gravitacién de
Newton ya no fuera sostenible y era necesario someterlo a revisiéon. La genialidad
de Albert Einstein trajo a la luz la Teoria General de la Relatividad en 1916, con la
radical y a la vez brillante idea de considerar a la gravedad como una manifestacién
de las propiedades geométricas del espacio-tiempo, en lugar de ser una mas entre
las fuerzas de la naturaleza. El espacio y el tiempo, antes considerados fondos
pasivos en los que los fenémenos fisicos tomaban lugar, pasaron a convertirse en

un elemento inseparable de la materia. En palabras de John Wheeler, ”la materia

IX
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le decia al espacio-tiempo como curvarse y el espacio-tiempo le decia a la materia
como moverse”. Esta nueva unificacion en la fisica, la de materia y geometria, en
la reciente teoria de la gravedad, le arrebataba la cosmologia a la religion y a la

filosofia y la constituia en una nueva rama de la fisica.

Casi de inmediato aparecieron los primeros modelos para describir el Universo.
Se basaban en la hipotesis de un Universo homogéneo e isotrépico, lo cual era
confirmado por un gran numero de observaciones. Estos modelos ofrecian una
explicacién a la expansion del Universo, la cual es causa de la separacion observada

y medida en las galaxias.

El modelo de un Universo homogéneo e isotrépico era una primera aproximacion que
explicaba gran parte de su comportamiento observado, pero tenia que ser revisado
para incluir las agrupaciones de materia, que llevaron a la formacién de galaxias, lo
que a su vez llevé a la formacion de estrellas con sistemas planetarios y, al menos
en un planeta, a vida inteligente que se preguntara ;por qué hay agrupaciones de
materia en la que pudo surgir vida inteligente? Asi, como un avance natural en la
cosmologia, surgieron los modelos de perturbaciones cosmoldgicas. Su tratamiento
va mas alla de una simple analogia al estudio de las perturbaciones tal como se
trata en otras areas de la fisica . Su estudio se empezd a desarrollar en la década de
los 40 [26], pero tomé bastante tiempo llegar a una definicién satisfactoria de las
mismas. S6lo a principios de los anos 80 [6] se empezé a disponer de un formalismo
matematico que sentara las bases para realizar predicciones que pudieran someterse
a observaciones. Aun asi, las perturbaciones cosmoldgicas estan lejos de ser un tema

concluido y, por el contrario, sigue siendo materia de investigacion.

El estudio de las perturbaciones cosmoldgicas conlleva de manera inherente las
interacciones entre los distintos tipos de materia que hay en el Universo. Las
multiples interacciones entre estos distintos tipos de materia hace complejo el
escenario de la evolucion del Universo. Por fortuna, existen maneras de abordar
este problema. Una de ellas consiste en acudir a una idea que data de unos 150

anos atras, cuyo autor es Ludwig Boltzmann, y que trata de como las colisiones
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entre particulas determinan la manera en que éstas se distribuyen y evolucionan. El
ingrediente adicional es la inclusion de un espacio-tiempo curvado por la presencia

de la materia en él.

Dentro del conjunto de fenémenos abarcados por las perturbaciones cosmoldgicas es
de gran interés el de las llamadas Oscilaciones Acusticas Bariénicas (BAO, por
sus siglas en inglés: Baryon Acoustic Oscillations), que son un tipo de fluctuaciones
en la densidad de la materia bariénica. Las BAO son el resultado de la presencia de
potenciales gravitacionales, que producen atracciéon en la materia, e interacciones
entre materia y radiacion que causan que las particulas se separen. Esto provoca
que la materia bariénica oscile y se propague como una onda de sonido, hasta que,
al presentarse el desacople de materia y radiacién, las oscilaciones se congelan, de tal
manera que pueden ser observadas hoy en dia [35]. A pesar de que ya se cuenta con
un conjunto de medidas muy precisas de las Oscilaciones Actsticas Barionicas, su
estudio es reciente. Al llegar a conocerse en detalle, permitird hacer un refinamiento

en los modelos de formacién de estructuras galdcticas.

Todos los avances en la Cosmologia anteriormente mencionados han ayudo a explicar
la evolucion del Universo, pero el estudio de esta evolucién sigue dando sorpresas.
Recientemente se ha descubierto que la expansion del Universo se esta acelerando
[33], 1o que condujo a los fisicos a postular la existencia de una nueva forma de
materia que fuera la causa de esa aceleracién: la Energia Oscura, que no interactiia
directamente con la materia barionica pero si modifica el espacio-tiempo, por lo que
influye en la evolucion de ésta. Aqui vuelven a desempenar un papel importante las
BAO ya que se constituyen en un método para confirmar o descartar modelos de

energia oscura.

En el presente trabajo de grado se obtiene la ecuacion que describe el fenémeno de
las Oscilaciones Acusticas Baridnicas, haciendo uso de la teoria de perturbaciones
cosmoldégicas y las ecuaciones de Boltzmann de materia bariénica y radiacién, y se
hace una descripcion fisica de la misma. Adicionalmente, se muestran soluciones

de la ecuacién de las BAO haciendo uso del software CAMB, utilizando diferentes
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modelos de energia oscura. Se compararan los resultados calculados por CAMB
con mediciones de las BAO y se mostrara que esta comparacién se convierte en un
método para descartar o confirmar la validez de los diferentes modelos de energia

oscura.

El escrito se divide de la siguiente manera: en el capitulo 1 se exponen los elementos
de la herramienta fundamental para el estudio de la cosmologia, la relatividad
general, limitdndose a mostrar los conceptos que seran utilizados en el presente
trabajo. La deduccién de la ecuacién de las BAO requiere como paso previo obtener
las ecuaciones de Boltzmann de materia bariénica y radiacién, lo cual se hace en
el capitulo 4, para lo cual se usa de la teoria de perturbaciones cosmoldgicas que
se trata en el capitulo 3, la cual implica perturbar un Universo homogenéneo e
isotrépico, del que se habla en el capitulo 2. Asi, los dos primeros capitulos son una
base previa para el estudio y los dos siguientes capitulos son la metodologia como
tal. En el capitulo 5 se deduce la ecuacion de las Oscilaciones Acisticas Bardnicas y
se realiza su caracterizacion fisica. En la 1ltima seccién de este capitulo se indican
algunas soluciones analiticas de la ecuacién de las BAO. En el capitulo 6 se muestran
graficas de soluciones de la ecuacién utilizando el software CAMB, se exploran las
soluciones con diferentes modelos de energia oscura y, como complemento a los
objetivos del trabajo de grado, se comparan las soluciones con mediciones para

confirmar o descartar la validez de estos modelos.



Capitulo 1

ELEMENTOS DE
RELATIVIDAD GENERAL

La teoria general de la relatividad se constituyd en una verdadera revolucién en la
historia de la fisica al considerar a la gravedad aparte de las otras fuerzas, cuya
causa es la modificacion en la geometria del espacio-tiempo por el contenido de
materia. La teorfa original de Einstein fue revisada en la década de los 60 [41] ,
gracias a los trabajos de fisicos como Stephen Hawking, Roger Penrose y George
Ellis, incluyéndose elementos de Topologia, lo cual permitié crear nuevos métodos
para estudiar los problemas de gravitacion y cosmologia. Esta es la interpretacién

que prevalece hasta nuestros dias.

A continuacion se expone un conjunto de definiciones y relaciones matematicas que
no pretenden, ni mucho menos, agotar el amplio campo de conocimiento aportado
por la relatividad general, sino que se selecciona cuidadosamente como fundamento

matematico que se utilizara a lo largo de este escrito.

Al ser la gravedad una curvatura en el espacio-tiempo, es necesario abandonar la
idea de un espacio Euclidiano, el cual debe ser reemplazado por un espacio-tiempo
descrito, en términos generales, por un tensor simétrico de segundo orden llamado
el Tensor Métrico g, cuyas componentes en una determinada base coordenada seran

gap- Asi, g define una métrica sobre el espacio-tiempo [40]. A partir del tensor

1
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métrico se define el intervalo espacio-temporal como:

ds? = gopdzdaP. (1.1)

El tensor métrico permite también definir otras operaciones como subir y bajar

indices:

A% = g A, (1.2)
Aﬂ - gaﬂAa7 (13>

o la magnitud de un vector:
A? = g pA“AP. (1.4)

Una importante definicién adicional es la signatura del tensor métrico, sig.(g),
que es el nimero de valores propios positivos menos el nimero de valores propios
positivos de la matriz que representa dicho tensor. Un caso particular a resaltar es
la métrica lorentziana cuya signatura es, o bien, n — 2, o bien, 2 — n, y para la cual
hay un dnico valor propio de signo contrario a los demas: negativo en el primer caso
y positivo en el segundo. Este valor propio de signo diferente se interpreta como la
coordenada temporal. A lo largo de este escrito se trabajara siempre con métricas

de signatura n — 2.

La tunica manera de determinar si un espacio-tiempo estd o no curvado, con
independencia de las coordenadas que se elijan para representarlo, es a través del

Tensor de Riemman, que escrito en términos de sus componentes es:

pe M58 % | rape  pape L5
00 = g1 ge T Laebos ~Losl 5 (1.5)

con I'g , las conexiones.

Se puede imponer una condicién adicional al tensor métrico, la cual es:
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Vg =0, (1.6)

que en términos de sus componentes suele expresarse con la siguiente notacion:

Japyy = 0. (17)

El operador V es la derivada covariante que se define para cualquier tensor:

orgrgr
Q... 1 oQ...Qp QL Q=10 at...0p Qat...0p
Toilbin = g Tlaolal +t0ooTs U, S R MR N S
(1.8)
Con la condicién anterior, las componentes de las conexiones se escriben ahora como:
a lgoca ag'YU + 8950 _ agﬁ’y (1 9)
fr— 9 oxf ~ oz Ox° ) '

A partir del tensor de Riemman se define el Tensor de Ricci mediante una

contraccion:

Rps = Rj,5 (1.10)

y, de una nueva contraccion, el Escalar de Ricci:

R =R (1.11)

1.1 La ecuaciéon de campo

La métrica que describe los efectos gravitaciones estd determinada por la ecuacién

de campo:

1
Gag = Rag — §R9a5 + Agaﬂ = SWGTaﬁ, (1.12)

donde Gp es el Tensor de Einstein, G es la constante de gravitacion universal y A
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es la constante cosmologica, la cual surge de manera natural en las ecuaciones de

campo gravitario.

El tensor momento-energia, 7,3, se define a partir de un principio de minima accion,

para una métrica g,z como:

oo__ =2 S
SVETE

con |g|, el determinante de g,g, para una accion:

(1.13)

S = /Ldv, (1.14)

donde la densidad Lagrangiana, L, es funcion de los campos de materia y sus

derivadas. El tensor momento-energia cumple el principio de conservacién local [40]:

T°%5=0. (1.15)

1.2 Ecuacién de las geodésicas

El principio de inercia se expresa mediante la ecuacion:

d*at
dt?

Esta ecuacién, sin embargo, debe ser generaliza para incluir la curvatura del

= 0. (1.16)

espacio-tiempo:

d?xt , dx® da?
+ - =
ds? B ds ds

Noétese que la ecuacién (1.16) no estd parametrizada por el tiempo t, tal como lo esta

(1.17)

(1.17). Esto se debe a que en la relatividad general, el tiempo es una coordenada
con el mismo status que las coordenadas espaciales. Por esta razén, (1.17) estd
expresada en términos de una variable s llamada pardmetro afin. La ecuacién (1.17)

puede expresarse en términos de otro parametro afin A:
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d%at dz® dxP
poZ T 1.1
ey (1.18)
donde A y s se relacionan a través de:
A=as+Db, (1.19)

para a y b constantes. Encontrar parametros afines como s o A es un problema
fundamental en relatividad general. Una manera natural de parametrizar la ecuacién
de las geodésicas es a través del tiempo propio 7, definido, para una métrica con

signatura n — 2, a partir de la relacion:

dr? = —ds>. (1.20)



Capitulo 2

UNIVERSO HOMOGENEO E
ISOTROPICO

Puesto que las Oscilaciones Actsticas Baridnicas forman parte del estudio de
las perturbaciones cosmologicas, su apropiado entendimiento inicia con una
comprension de éstas, lo cual implica a su vez la necesidad de dar un vistazo al

Universo homogéneo e isotrépico.

Una serie de trabajos en los anos 20, por parte de los fisicos Alexander Friedmann
y Howard Robertson, el matematico Arthur Walker y el sacerdote y astréonomo
George Lemaitre, concluyé en una solucién exacta de la ecuaciéon de campo de
Einstein (1.12). La solucién es conocida como la métrica FLWR[13] (por las
iniciales de los apellidos de los cientificos mencionados). En esa métrica, el intervalo

espacio-temporal viene dado por [11]:

dr?

2 2 2

+72d6* + 7’25in29d¢2> : (2.1)

donde r, 8 y ¢ son coordenadas espaciales, t es la coordenada temporal, llamada
tiempo cosmoldgico(apéndice A.3); a es el factor de escala y K es el pardmetro de
curvatura espacial, el cual puede ser normalizado para tomar los valores 1, —1 o 0.
Esta métrica describe un Universo homogéneo e isotrépico en expansion. En 1929 la
expansion del Universo fue confirmada por las observaciones del astronomo Edwin

Hubble.
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A cada uno de los valores de la curvatura espacial K corresponde una geometria
espacial para el Universo (Figura 2.1). La geometria del Universo, junto con el

factor de escala a, determinan su evolucién futura.

2.1 Tensor momentum-energia

El tensor momento-energia asociado a la métrica FLRW que soluciona la ecuacién

de campo (1.12) corresponde a un modelo de fluido perfecto [44]:

—pt) 0 0 0
o = 0 PH 0 0 22)
0 P(t) 0

0
0o 0 0 P

La densidad de energia p y la presion P solo dependen de la coordenada temporal,

lo que refleja su caracter homogéneo.

2.2 Universo plano

Las diferentes observaciones [32], tales como las del fondo césmico de microondas
o CMB, la distribucion de galaxias, etc., favorecen un valor de curvatura espacial
K = 0, es decir un Universo plano. El intervalo espacio-temporal de la ecuacién

(2.1) se escribe entonces:

ds® = —dt* + a*(6;;dx'dz?). (2.3)

La métrica FLRW, expresada en forma matricial, es la siguiente:

-1 0 0 0
0 a2 0 0
Gy = s 2.4
gM O 0 a2 O ( )
0 0 0 a?
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Figura 2.1: Geometrias espaciales del Universo. Imagen tomada de la pagina: http :
/Jwww.universetoday.com /86122 /astronomy — without — a — telescope — enough —
with — the — dark — already/ en mayo de 2017.

por lo tanto:

2.2.1 Ecuaciones de campo para la métrica FLRW

Una vez definida la métrica FLRW (2.4), y el tensor momento-energia (2.2),
se procede a resolver la ecuacién de campo de Einstein (1.12). Las soluciones
correspondientes de la ecuacién de campo llevan a un par de ecuaciones conocidas

como Ecuaciones de Friedmann [42]:

2 _
a’ 8tGp A
) = - 2.
(a) T (2.6)
a” ArG _ A
—=——(p+3P)+ —=. 2.
LT (p+3P) + 5 (27)

Estas dos ecuaciones son suficientes para conocer la evoluciéon del Universo

homogéneo.
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Es interesante tratar la constante cosmoldgica como una densidad de materia mas.

Se define de manera estandar:

B A
816G

Asi, la densidad de materia es la suma de distintas contribuciones, incluyendo la

PA (2.8)

constante cosmoldgica:

para p,, particulas con masa en reposo no nula, p,, radiaciéon y p,, la densidad

asociada a la constante cosmologica.

2.2.2 Evolucién de la energia

A partir del tensor momento-energia (2.2) se hallan las ecuaciones de la evolucién de
la energia, mediante el principio de conservacién, expresado por la ecuacién (1.15).
De la definicién de la derivada covariante y calculando las conexiones (1.9), a partir
de la métrica FLRW (2.4), se llega a la relacion:

a _

9 3 (p+P)=0. (2.10)

ot a

En el modelo de fluido perfecto la materia no ejerce presién y para ella P = 0. Esto
simplifica la ecuacién (2.10) a:
Opm a’
— +3—pm =0, 2.11
5 T3P (2.11)

siendo su solucién:

Pm X a7, (2.12)

Lo anterior indica que la densidad de materia cae proporcionalmente al crecimiento
del volumen del Universo. Este es un resultado esperado, que surge del hecho de que
la cantidad de materia se mantiene constante, mientras que el volumen evoluciona,

determinado por el factor de escala. Es posible expresar estas dos ultimas ecuaciones
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en términos del nimero de particulas por unidad de volumen n. Ya que, para una

particula de masa m, n = mp,,, se tiene:

a— /
8—? + 3%7@ —0, (2.13)
noca® (2.14)

P, =" (2.15)
por lo tanto, se reescribe la ecuacién (2.10):

o
—+4+4p, =0 2.16
at + p’y ) ( )

cuya solucién es:

pyoxa . (2.17)

Este resultado también puede hallarse heuristicamente si se tiene en cuenta que
para la radiacion, ademas de la disminucion de la densidad proporcional al aumento
del volumen, debe agregarse un factor adicional que es el aumento de la longitud de
onda de los fotones, el cual es proporcional al factor de escala a, lo que causa una

disminucién adicional en la energia de los mismos.

Es importante encontrar relaciones entre las densidades y la temperatura. La energia
de la radiacién es proporcial a la temperatura, £, oc T', e inversamente proporcional
a la longitud de onda de los fotones, E., o (A)~!. Ya que la longitud de onda es, a su
vez, proporcional al factor de escala, A o« a, a partir de (2.12) y (2.17), se encuentran

relaciones entre las densidades de materia y la temperatura:

P < T2, (2.18)
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py ox T (2.19)

Las dos ultimas ecuaciones son consecuencia directa de las ecuaciones de campo
para la métrica (2.4) [11, 15]. El acercamiento heuristico aqui expresado es suficiente

para los propositos de este documento.

Se ha dicho que para el modelo del fluido perfecto la materia tiene presiéon cero,
mientras que para la radiacién la presién viene dada por (2.15). En términos
generales, se establece una ecuacion de estado que relaciona la presion y la densidad

de materia:

P =wp, (2.20)

con una solucién general:

poc el Tt} (2.21)

2.3 Energia Oscura

Tal como se mencioné desde la Introduccién misma, hay fuertes evidencias de
que la expansion del Universo se esta acelerando en el presente. A la luz de
esta evidencia deben hacerse algunas observaciones con respecto a las ecuaciones

derivadas anteriormente para el Universo plano y homogéneo.

La ecuacion (2.7) puede reescribirse, como se indicé anteriormente, absorbiendo la
constante cosmoldgica en la densidad de materia para obtener:

a”’ ArG _

— =——(p+3P). 2.22

~ =T (p+3P) (222)
Esta ecuacion implica que para densidades de materia que cumplan la relacién:

P< -, (2.23)

W

0, lo que es lo mismo, a partir de (2.20):



Capitulo 2. UNIVERSO HOMOGENEO E ISOTROPICO 12

1
w< —-. (2.24)

3
Por supuesto, la materia conocida ejerce una presion positiva, pero dada la evidencia
de la aceleracién en la expansion del Universo, debe buscarse la opcion de un tipo

de materia que produzca una presién negativa y que sea dominante en el presente.

Un candidato ideal esta nueva especie desconocida de materia es la constante
cosmolégica. En efecto, se habia dicho que esta puede interpretarse como una
densidad de materia, segin (2.8). La tnica manera para que p, sea constante, es
que w = —1, como puede verse claramente de (2.21). La constante cosmoldgica
cumple la condicién impuesta en (2.24), con el atractivo adicional de que surge de
forma natural de la ecuacion de campo de Einstein, lo que ahorraria la busqueda de
una forma diferente y desconocida de materia.

Lo cierto es que la tnica restriccién impuesta es que, para hoy, w < —% (més una
restriccién observacional que apunta a que w < —0.5 [15]). Cualquier campo que
cumpla esta restriccién explicaria la aceleracion en la expansién. Este tipo de campos
que cumplen la propiedad mencionada se conocen en su conjunto como FEnergia
Oscura [1] y se denotan en general como p,. Dado que w no tiene que ser constante, el
futuro del Universo no esté definido. Puede llegar a expandirse por siempre, escenario

conocido como Big Freeze, o puede incluso llegar a recolapsar, en un llamado Big

Crunch.
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PERTURBACIONES
COSMOLOGICAS

Hasta el momento se ha considerado una aproximacion ideal del Universo, dada
por la métrica FLRW (2.4). Esta aproximacién es ttil porque describe su
proceso de expansién. Sin embargo, dicho modelo ideal no explica la presencia de
concentraciones de materia, a partir de las cuales se formaron las galaxias, estrellas
y planetas (Figura 3.1). Esto implica que deben considerarse modelos que contengan

perturbaciones para una explicaciéon mas acorde al Universo real.

3.1 Definicién de las perturbaciones

En el presente documento se trabajard exclusivamente con perturbaciones a
primer orden. El Universo homogéneo e isotropico, descrito en el capitulo 3, sera

considerado el fondo u orden cero.

Para definir las perturbaciones a primer orden en el Universo se debe contar con
dos variedades espacio-tiempo. Una describe el Universo ideal a través de la métrica
FLRW, la otra busca aproximarse al Universo real [6]. Cada punto p del Universo
ideal puede asociarse con un punto p del Universo real a través de una én p = ¢(p),
tal que esta correspondencia es uno a uno. La transformacién ¢ define una escogencia

de gauge. Esta transformacién no es unica y hacer un mapeo diferente p = ¢'(p)

13
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The Big Bang

Figura 3.1: Formacion de estructuras en el Universo. Imagen tomada de la pagina:
http : / Jwww.universetoday.com /54756 /what — is — the — big — bang — theory/ en

mayo de 2017.

implica realizar una transformacion gauge [21]. A través de la determinacién de este

mapeo es posible ahora definir perturbaciones como:

59/11/ = Guv — Guv;

5p:p_ﬁ7

ST =T-T,

asi como perturbaciones fraccionales para cantidades escalares:

op
5/) = ?,
or

@:511:?

(3.1)

(3.5)

A través de las transformaciones gauge es posible trabajar en la variedad del

espacio-tiempo ideal, descrita por la métrica FLWR, para describir el Universo real.
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3.2 Perturbacion en la métrica

Las perturbaciones en el espacio-tiempo FLRW se describen mediante la métrica:

(1 +20) 0
o = ( 0 a?(1 4 29)6;, ) ' (3:6)

Esta métrica se conoce en la literatura como gauge newtoniano. Incluye inicamente
perturbaciones escalares, siendo ® y W funciones escalares con respecto a las
transformaciones de coordenadas en el espacio-tiempo ideal FLRW, que dependen
tanto de la coordenada temporal como de las coordenadas espaciales. W es conocido
como Potencial Newtoniano y ® como Perturbacion en la Curvatura Espacial [15],
para los que se cumple ¢ << 1y ¥ << 1. El gauge newtoniano permite describir
la formacién de grandes estructuras en el Universo y sera la métrica utilizada a lo

largo de este trabajo en las descripciones del Universo perturbado.

La inversa de la métrica, ¢g"”, con la condiciéon de que los potenciales ¢ y ¥ son

pequenos, es:

w [ —(1=2) 0
7= ( 0 a (1 — 29)4;, > ' (3.7)

3.3 Ecuaciones de campo perturbadas
La ecuacién de campo (1.12) perturbada se escribe como:

0GY = 8rGOTY, (3.8)

donde la parte perturbada del tensor momento-energia asociado al fluido perfecto es:

-4 o+ P)vt
D B L (3.9)
—(p+ P}’ PO
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con v’ = Cg—“’i:, la velocidad coordenada y 0, el tiempo conforme (A.33). A partir de la

métrica del gauge newtoniano (3.6) y de la perturbaciéon del tensor momento-energia

de (3.9) se encuentran las ecuaciones de campo perturbadas, escritas en tiempo

conforme[7]:
a : a 2 2
;i (<i> - 9\11) = —4rGa*(p + P)', (3.11)
a

N . a a\? 1
d— —(U—20) — |2- + <—> U — —V*(U + @) = —4rGa*SP, (3.12)

a a a 3
0,0;(¥ + @) = 0. (3.13)

Al aplicar Transformada de Fourier (A.21) en (3.13), para trabajar en variable

numero de onda k, se tiene:

Como esta tltima ecuacién debe ser valida para cualquier escala k, implica que:

U =—5. (3.15)

Dada la relacién anterior, es posible escribir las ecuaciones (3.10) a (3.12) en términos

de un sélo potencial. Asi, escribiéndolas en términos del potencial newtoniano W:

V2V = 4nGa’p [5p + 3%(1 + w)v] , (3.16)

¥+ g\p = 47Ga*(5 + P)v, (3.17)
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a a\?>
(2
a a

donde se introdujo la variable v, que cumple v* = —d;v. En el caso de la materia,

¥+ 350 + U = 47GaSP, (3.18)
a

para la cual w = P = § P = 0, las ultimas ecuaciones se reducen a:

V20 = 47Ga2p,, [5pm + 3%} , (3.19)
a
¥+ 20 = 4nGa?p0, (3.20)
a

. a a\?

B+ 350 + |22 + (—) T =0, (3.21)
a a a
Para la era de materia [43]:

a o n?, (3.22)

aplicando en la ecuacién (3.21), junto a las ecuaciones de Friedmann (2.6) y (2.7),
se obtiene [27]:

. 6.
U+ —v =0, (3.23)
n
cuya solucion es:
U(n, ) = C1(T) + Co(Z)n~°. (3.24)

El segundo término del lado derecho tiende a cero por lo que:

U(n,7) = C(7). (3.25)

Esta ecuacién muestra que el potencial ¥ es independiente de la coordenada temporal
en la era de materia y, por lo tanto, ¥ = 0. Combinando este hecho con (3.19), (3.20)
y (3.22), y aplicando transformada de Fourier:
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Oy, = — [2 + %(kn)ﬂ 0. (3.26)

Para modos superhorizonte, es decir, longitudes de onda que cruzan el horizonte de
Hubble (apéndice A.3), kn << 1 (A.47), por lo que la ecuacién anterior se reduce a:
5,, = —20 = C(k). (3.27)
Se ha encontrado que las perturbaciones de materia son independientes de la
coordenada temporal en la era de materia para modos superhorizonte. Las
condiciones iniciales que determinan el valor de los potenciales y la perturbacién

de materia son establecidas en Inflacién .

Inflacién no forma parte del alcance de este trabajo de grado, por lo que no se entrard en
detalles sobre este tema. Para un estudio del mismo véase por ejemplo [20].



Capitulo 4

LAS ECUACIONES DE
BOLTZMANN

El proceso de derivar la ecuacién de las Oscilaciones Acusticas Barionicas tiene un
elemento de dificultad, debido a las interacciones de materia y espacio-tiempo. La
materia barionica interactia con la radiacién a través de procesos de dispersion
de Compton (apéndice A.3) y las dos especies de materia afectan la métrica.
Los neutrinos, la materia oscura y la energia oscura (apéndice A.3), si bien no
interactian con la materia bariénica ni la radiacién, si deben incluirse como
elemento perturbador de la métrica. La métrica a su vez modifica el movimiento de

la materia, y por lo tanto los procesos de dispersién entre materia y radiacién '.

Puede verse que en este caso todos los elementos involucrados se interrelacionan y
no puede sustraerse ninguno de ellos, ni analizarse por separado. Una manera de
enfrentar esta dificultad es escribir las ecuaciones de Boltzmann para las especies.

Asi, se parte de la ecuacién de Boltzmann:

IEste capitulo estd ampliamente basado en el libro Modern Cosmology de Scott Dodelson, al que
le corresponde la referencia [15], que se encuentra varias veces a lo largo del escrito. Este libro se ha
tomado como guia metodoldgica para la deduccién de la ecuacién de las BAO en el actual capitulo
y en la seccién 5.1 del siguiente, y de él se ha tomado también su notacién. Sin embargo, no se
trata simplemente de seguir una serie de pasos en la deduccién de las ecuaciones sino de adaptar
la metodologia del libro a las necesidades especificas del presente escrito, las cuales difieren de las
del libro en mencioén.

19
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J
& —c), (1)

siendo f, la funcion de distribucion de la respectiva especie, t la coordenada temporal
y C(f) el término de colisiones. Esta ecuacién dice, en términos generales, que las
colisiones entre particulas cambian la evolucién de la funcién de distribucion de las
particulas. Antes de aplicar la ecuacion de Boltzmann de forma especifica al caso de

interés, es necesario analizar los términos a lado y lado de la igualdad (4.1).

4.1 Desarrollo de los términos de la ecuacion de

Boltzmann

A continuacion se muestra como se desarrollan los términos izquierdo y derecho de
la ecuacién de Boltzmann (4.1), en particular, cémo se incluye la métrica perturbada

en dicha ecuacidn.

df

4.1.1 Término 7

La funcién de distribucion es, en general, inhomogénea y anisotrépica, por lo tanto:

f=ft2" p,p), (4.2)

con 7 las coordenadas espaciales, p la magnitud del momento de las particulas y p
un vector unitario de momento que determina la direccién de las particulas, que por

definicién cumple:

P =P 0P D =1, (4.3)

lo cual indica la dependencia de la direccién de la funcién de distribucion.

Teniendo en cuenta lo anterior, se aplica el Teorema de Liouwille[36] para obtener:

df _0f  0f da'  Ofdp , Of dif

= . e . . 4.4
dt ot Ox'dt  Opdt Op dt (44)
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De la relatividad especial [37] se conoce la energia de un particula en funcién de su

masa €1n reposo, Mmgp, y su momento:

E = \/mg? + p. (4.5)

Esta relacién entre energia y momento permite redefinir (4.4) en términos de E:

df of 9fdi' _Of dE _ Of dpf

dt 0t " owidt OB dt | op dt

(4.6)

De hecho, el tdltimo término de esta ecuacion puede despreciarse cuando se
trabaja con perturbarciones a primer orden. Esto es debido a que las funciones

de distribucién a orden cero no dependen de la direccién. La dependencia de la

direccion solo ocurre cuando se considera una perturbacién. Asi, g—gi es un término

%" implica un cambio en el tiempo en la direccién

7
de las particulas. Si no se consideran perturbaciones en el Universo (tomando al

de primer orden. Por otra parte

Universo como homogéneo e isotrépico) las particulas se mueven en linea recta. El
hecho de que este término sea distinto de cero, implica la presencia de los potenciales
gravitacionales, ® y ¥, definidos en la seccién 3.2, los cuales son de primer orden.
En conclusién, el dltimo término de (4.6), resulta ser de segundo orden y puede

despreciarse para el tratamiento que se seguira en el presente escrito.

Segun lo anterior:

df _0f 0f du'  0f dE

dt ~ ot ' Oxidt ' OF dt

Hasta el momento se ha hablado de las variables momento y energia, p yv F

(4.7)

respectivamente, pero ;jqué significado tienen estos términos de momento y energia
en el marco de la relatividad general? La respuesta viene de la definicién del

cuadrivector momento:
dx

P* = my—. 4.
Mo dr (4.8)

Usando la definicién de tiempo propio (1.20) y la de la magnitud de un vector (1.4),

el cuadrado de la magnitud del cuadrivector momento es:
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P? = —m. (4.9)

Para particulas que tienen masa en reposo nula, como es el caso de la radiacion, debe

usarse una parametro afin, tal que el cuadrivector momento toma la forma:

dzt

Pt =— 4.10
) (4.10)
Anélogamente, el vector momento se define como:
, : dr®  d2’
= P'= = — 4.11
b O T AN (4.11)
y su magnitud al cuadrado:
p* = g,; PP (4.12)

Ahora es necesario incluir los efectos gravitacionales en (4.7), para lo cual se hara

uso de la métrica del gauge newtoniano (3.6). El método consiste en reemplazar los

dx® dE
Y dio

reescribe (4.9), mediante (1.4):

términos en la ecuacién (4.7), como se expone a continuacién. Primero se

P? = goo(P°)* + p* = —mq?. (4.13)

Despejando P°:

P’=E(1-0). (4.14)

Ahora bien, las componentes del momento p’ son proporcionales al vector unitario
(4.3), es decir:

p =P =Cp. (4.15)

La constante de proporcionalidad C' se encuentra a partir de (4.12) , por lo que:
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. 11—
P'=pp'——. (4.16)
a
Reescribiendo:
dz’ dz* d\
= —— 4.17
dt d)\ dt’ ( )
por lo tanto, de (4.10):
da’ Pt
—_ = 4.1
dt po (4.18)

Conociendo P° y P en funcién de los potenciales gravitacionales, dados por (4.14)
y (4.16), se reemplaza en la ecuacién anterior para obtener:
dzt  pp

= (LU 2). (4.19)

ar
dt

ecuacion de las geodésicas (1.18) para la componente temporal, la cual, aprovechando

Para determinar en términos de los potenciales gravitacionales se hard uso de la

la definicién (4.8) del cuadrivector momento es:

AP’ o s
e PP =0, (4.20)

El desarrollo algebraico lleva a la ecuacion:

() ot

dt ot ort a (4:21)

Ahora es posible insertar (4.19) y (4.21) en (4.7). Luego de despreciar términos de

segundo orden, el miembro izquierdo de la ecuacién de Boltzmann es finalmente:

df _of p'pof 8f< P prod ﬁipalll). (429

dt ot  aEodr OE\aE E ot a Ozt

Esta ecuacion, para particulas con masa en reposo cero, para las cuales E = p, se

simplifica a:

df _of P Of 8f(’+8<1> ff‘aqf) (42

dt ~ Ot adri 0p ot + a O
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4.1.2 Término de colisiones C(f)

Para analizar el término de las colisiones, C'(f), se toma en cuenta que la evolucién
de la funcién de distribucion es debida a interacciones entre particulas de dos especies

distintas, que producen un cambio en sus valores de momento y energia:

(ﬁhﬁQaEl?EQ) e (];;17};;27 EiaEé) (424)

Las cantidades no primadas son los valores de las particulas antes de la interaccién
y las primadas los resultantes luego de la interaccién. El proceso es en general
reversible, lo que se denota con la doble flecha en (4.24). El término de colisiones
que modifica la funcién de distribucién de una especie, por ejemplo la 1’, se expresa

entonces como:

3 3 3, 3,/
el = / (2%521& / (2;1)522@ / (2;[)3}?21@ / (27?)522@ ()"0 pi 472 =i = 1)
«0(Ey + By — By — Ey)|MP(fufa = [115)-

(4.25)
Ahora se procede a indicar qué es cada uno de los términos de esta ecuacién. Los
deltas de Dirac expresan la conservacion del momento y la energia. A cada una la
acompana un factor de 27 que resulta de pasar de una delta de Kronecker discreta
a la delta de Dirac.

Se deduce que el aumento en la cantidad de la especie 1’ es proporcional a las
cantidades de las especies antes de la interaccion, y su disminucién a las cantidades
luego de la interaccién. Esta dependencia se expresa en el ultimo factor de la

ecuacion anterior.

La amplitud |M|? viene por la fisica de la interaccién entre particulas especifica.
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La forma que toma las medida de integracion se explican en el apéndice B
(Ecuaciones B.46-B.50).

4.2 La ecuacién de Boltzmann para fotones

4.2.1 La funcién de distribuciéon de primer orden

Para fotones, la funciéon de distribucién se obtiene partiendo de la estadistica de
Bose-Einstein:

1

e —1
con [, el potencial quimico, el cual puede despreciarse. Recordando que para fotones

E = p, la ecuacién (4.26) para una temperatura perturbada a primer orden es:

1
fy= (4.27)
eTli+e] — 1
Aplicando una perturbacién a f:
fy=F+df (4.28)
y dado que fw es:
- 1
fy=— (4.29)
eT —1
se llega a que la funcién de distribucion se escribe como:
_ of.
fy=fy—py,=—O. 4.30
Y Y "/ap’y ( )

A partir de (4.27) se halla una relacién entre la derivada parcial de ji, con respecto

a la temperatura y con respecto a la magnitud del momento. En efecto:

= X 4.31
op, py OT ( )
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Reemplazando (4.31) en (4.23), dejando sélo los términos de primer orden, es decir
los que contienen la informacién de la perturbacion como tal, se obtiene la ecuacién

de primer orden:

df, 8f7(8@+ﬁ§8@ 0 P, 0V

dt |p'rimerorden - _p’ya_py

ot Taor Tt 8xi) ‘ (4.32)

4.2.2 El término de colisiones para fotones

Las colisiones que afectan la evolucion de la funcién de distribucién de los fotones
son debidas a la dispersiéon de Compton, en la que la interaccion entre los fotones y
otras particulas con masa en reposo no nula es tratada como un choque elastico entre
dos cuerpos, en la cual el momento y la energia se conservan. Debido a que la masa
del proton es casi 2000 veces la del electrén, la interaccion de interés corresponde a

la de los fotones con los electrones que esqueméaticamente se escribira:

e(@.) +v (7)) = elp',) +e(@,). (4.33)

Se aplica entonces la ecuacién (4.25), pero con algunas modificaciones (seccién 4.2.2
del apéndice B). Ademas, no se integrara con respecto momento p,, puesto que se
busca analizar la dependencia de las interacciones de los fotones con respecto a su

direccion. El término de colisiones se escribe entonces como:

3 3./ 3./
W)= [ oo | oo | aoem @G A=
# 0(Ey + B — B, = EDIMP[f(0)) ] (7)) = [ (5) (7))

(4.34)
La anterior ecuacién puede tratarse basandose en algunas consideraciones fisicas.
En la época de interés los electrones son no relativistas [28], por esta razén su
masa en reposo es mucho mayor que su energia cinética, por lo que en (4.34), los
denominadores de las integrales en los que aparece E(p.)y E(p.) pueden reemplazarse
por sus masas en reposo. Integrando sobre p/ y usando E., = p,, la ecuacién anterior

queda:
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o ™ d3pe d3pfy / /
UG =gz | oy | oo+ B9l P

« |MP[f(pe + 9, — L) F L) — F(0) ()]

Ya que, como se indico, la energia cinética del electrén es mucho menor que su masa

(4.35)

en reposo me, es posible hacer una expansion en serie de Taylor de tal manera que

se puede aproximar a:

2

P
E.=m, <, 4.36
met 5 (4.36)
por lo que el cambio en la energia en el electrén es:
2 _‘6 + = 7\2
BB =yt Pe g, PP VL) (4.37)
2me 2me

Puesto que el momento del electrén es mucho mas grande que el del foton, antes

como después del choque, es vélida la aproximacion:

(ﬁ'y_ﬁ’y)'ﬁe

E.—E =
Me

= (py — p,) - U (4.38)

El término de la derecha de la relacion anterior surge debido a que la velocidad del
electron, para una aproximacion no relativista, es v, = T‘%. [gualmente, debido a que
Pe >> D, también es posible hacer una expansién de Taylor del valor de la energia
cinética final del electron alrededor de su valor antes del choque, E., lo cual permite

hacer la siguiente aproximacién en la delta de Dirac de la ecuacion (4.35):

5 (Pw+ P Py - ks —5’0) ~6(py —p)) + (7, = 7/,) P 00(py — )
2m. ki 2m, 7 Me opl,
(4.39)
Por iguales razones, la funcién de distribucion de los electrones no se vera afectada
en gran medida luego de las interacciones, por lo que f (pZ) ~ f(pe). Inmediatamente

se observa que en puede factorizarse f(p;). Asi, en (4.35) aparecerd la integral:

*pe f(Pe)
/ i (4.40)
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que no es otra cosa que el nimero de electrones por unidad de volumen, n..

En cuanto a la amplitud |M|?, ésta es la correspondiente a la dispersién Compton

que se toma de manera aproximada como un valor constante dado por:

|M?* = 8rarm?, (4.41)

donde o7 es la seccion eficaz de Thomson.

Segun lo dicho anteriormente, ya se ha integrado con respecto a p, y pl. Resta en

(4.35) integrar con respecto a 1;’7. Si se hace la integral en coordenadas esféricas se

/dgpfy :/ dpfypi/dQ'. (4.42)
0

La funcién de distribucién para los fotones, establecida en (4.30), depende de la

tendra que:

perturbacion fraccional de temperatura, ©, por lo que, cuando se inserte dicha
funcién de distribucién en el término de colisiones (4.35), al integrar en coordenadas

esféricas, aparecera una integral de © sobre el angulo sélido. Esto motiva a definir:

1 o
G)OZE dYO(p,, 7, 1). (4.43)

Oy es la parte monopolar de la perturbacion en la temperatura e indica la desviacién

del monopolo con respecto al valor promedio de temperatura en el espacio-tiempo.

Colectando las indicaciones anteriores, el término de colisiones para fotones quedara

CO1mo:

- Ned % / d
Clf()] = - / dp’,p,,[6(py — 1)) <_pva =l +P'ya_@)
Py Jo v i (4.44)
_|_p“ ﬁw(ﬁ _JF)]
Y ap{y 0% v

Al resolver esta integral se llega finalmente al término de colisiones para los fotones:
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ClI)) = b 5 neon(E0 — (5,) + 57 (4.45)

4.2.3 La ecuacién para fotones

La relacién (4.1) indica que deben igualarse las ecuaciones (4.32) y (4.45). Luego de

cancelar términos comunes se obtiene:

00 #0000 i 0w
ot a 0xt Ot a 0zt

= neor[O0 — O(py) + Py - Tel. (4.46)

En principio, esta tltima es la ecuacion de Boltzmann para fotones, pero se hard un
tratamiento adicional para la misma. En primer lugar se cambiard la coordenada
temporal, pasando de tiempo cosmolégico a tiempo conforme. Se aplicard a (4.46)
la transformada de Fourier para trabajar sobre variable nimero de onda. Ademsés,

se utilizard la profundidad optica, T (A.37).

Hasta el momento, la direcciéon de los fotones ha sido determinada por el vector
momento unitario, p,, pero, una vez aplicada la transformada de Fourier a la
ecuacion de Boltzmann para fotones, conviene definir una nueva variable que indique

la direccion de las particulas:

= k . (4.47)

La velocidad se considera irrotacional [28], por lo que tiene la misma direccién que
E, por lo tanto 7, - Dy = Upu. Establecidas estas consideraciones se llega a que la

ecuacion de Boltzmann para fotones es:

O + ikud + & + ikpl = —7(6y — & + i) |. (4.48)
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4.3 La ecuacién de Boltzmann para bariones

Anélogamente al tratamiento realizado para los fotones, se utilizara la ecuacién de
Botlzmann (4.1) para hallar un conjunto de relaciones que determinan la evolucién
de las particulas bariénicas. En el contexto de la cosmologia, se llaman bariones
tanto a los electrones como a los protones (apéndice A.3), asi que es viable partir
de un tratamiento general que involucre a los dos tipos de particulas. Cuando se

analice el término de colisiones, sin embargo, se hara necesario distinguirlas.

4.3.1 Término % para bariones

El método para tratar la ecuacion de primer orden de la funcién de distribucién
(4.22) para el caso de los bariones, serd diferente al usado para los fotones, en los
cuales se partié de usar la estadistica de Bose-Einstein, incluyendo una pequena

perturbacién. Aqui, se preferira tomar un camino que consiste en integrar la ecuacién

(4.22), multiplicando por (d;’Tp)‘g e integrando. Escribiendo en la notaciéon compacta

definida en el apéndice A.1 para las colisiones:

2 _dgpbf_|_la /d?)pbfpb_ﬁé_ 2/4_6_(1) /dgpb%p_g
ot ] @np’" " adx | (213" E, a ot (27)3 OE, E,

10v¥ d3pb afb ~7
T aor / (27)3 a—Ebepb = (C(fo))ps

(4.49)

Ahora se analizaran cada uno de los términos que aparecen en la ecuacién anterior.
La primera integral del término izquierdo es andloga a (4.40), es decir que resulta

Ser nyg.

Las particulas involucradas son no relativistas por lo que su energia puede

aproximarse a su masa en reposo, por lo tanto:

mo

~ = V. 4.50
Eb my b ( )

Esto induce a definir la velocidad de los bariones como:
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1 pbpb

K <27r>

La tercera integral se resuelve directamente y da como resultado —3n,;. La integral

(4.51)

del tltimo término de (4.49) involucra al vector unitario pj, es decir, la direccién
de las particulas. Por esta razon, el resultado de la integral sélo sera distinto de
cero para la parte perturbada de f;,, es decir para un término de primer orden.
Esto implica que el dltimo término es en su totalidad de segundo orden y puede ser

despreciado.

Dicho todo esto, la expresion (4.49) queda como:

ony 1 0nyv;

00
O | 100tk (% n 5) = (C (o) (452)

La densidad de los bariones corresponde a una pequena perturbacion con respecto a

su densidad de orden cero:

Se inserta esta expresién en (4.52), resultando:

(06 Ovi OV
m (G g+ 5 ) = U (454)

4.3.2 Ecuacion para perturbacién de densidad bariones

Se parte de analizar la colisién entre una particula barionica y una especie 2, que
puede ser otra particula bariénica o un fotéon. Usando la notacion del apéndice A.1,

la ecuacién (4.54) se escribe como:

9%, 10v 0P
(E + aa;- + SE) = <cpbp2>pbpgp2p’2‘ (4.55)

Lo anterior implica que, para la interacciéon entre un bariéon y una particula 2, el
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término cp,,, es explicitamente:

M

Cppps = (27T)453(ﬁb+ﬁ2—ﬁb—ﬁ2)5(Eb+E2—E£—E§)W
b 2

[f (py) f (P2)— f (Do) f (p2)]-
(4.56)
Notese que, para el término de la derecha, la medida de integracion es simétrica ante
los intercambios p, <> pj, ¥ p2 <> Py , mientras que el integrando (4.56) es totalmente
antisimétrico ante dicho intercambio. Ademas, el proceso que llevé de (4.49) a (4.55)
no se ve tampoco afectado por este intercambio. La tinica manera de que el resultado
tenga sentido es que el término derecho de (4.55) sea igual a 0. Puesto que se ha

llegado a que (C(fy)) = 0, en (4.55), aplicando transformada de Fourier y cambiando

a tiempo conforme, se tiene la ecuacién para la densidad de bariones:

0 + ik + 30 =0 (4.57)

4.3.3 Ecuacion para la velocidad de bariones

En lo que se tiene hasta el momento se han introducido dos variables que determinan
la evolucién de los bariones: la densidad fraccional ¢, y su velocidad o, y se cuenta
con la ecuacién (4.57). Es necesario llegar a una segunda ecuacién. El método para
obtener dicha ecuacién serd similar al usado para derivar la ecuacién (4.57), pero

esta vez, adicionalmente, se multiplicarda por pp, obteniéndose:

(B) = €. (4.59

Lo que estricamente se esta indicando es que se debe multiplicar por f (d;Tp)%ﬁb. Ahora

bien, el momento se define como:

1 [P,
Dy n—b/ﬁf(pb)pv (4.59)

Por otra parte, recuérdese que, al definir la velocidad (4.51), se tuvo en cuenta que
las particulas bariénicas son no relativistas y se aplicé la aproximacion indicada en

(4.50). De manera andloga, es valido hacer la aproximacion:
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i i 1 d3pb b
Py = Moty = - (27r)3fb

gbmb. (4.60)

Esto sugiere que, en lugar de multiplicar la parte izquierda por f é %@pb, se

é f’}, ﬁ}’ my. Una vez establecido esto, se procede a aplicarlo en

multiplicard por [
(4.22):

3/dpbfpbpb 1i/ d?’pbfp?,ﬁ%;ﬁim B a_’+8_<I> /d3pb 8fbp2ﬁim
ot ) (2m)3”’ teor ) GrpltE TG T (2m)? 0E, E2 "

10V [ dpy Ofy iDL J
uan | erpom, B, v (R

(4.61)

2
Puesto que p, << E), es posible despreciar los términos cuadraticos %. Al
b

desarrollar la parte izquierda de (4.61) se obtiene:

d(nyv]) a om0V
4=
my ( ot + a nbv + — a Oz

) = (C(fo)P})n- (4.62)

Como se dijo anteriormente, los dos tipos de particulas baridnicas, electrones y
protones, deben ser estudiados de manera independiente. Para los bariones, ademas
de la dispersion Compton, hay otro tipo de interaccion: la dispersion de Coulomb
[10]. Por otra parte, dado que el momento de los protones es mucho mayor que el
de los fotones, se puede despreciar el proceso de dispersién de Compton para los
protones. Esto indica que (4.62) se convierte en dos ecuaciones, una para electrones
y otra para protones, y que el término de colisiones para la ecuacién de Boltzmann

de los electrones se divide en dos tipos de interacciones:

— +4— ne vl + —_> = <Cpepppi>pepﬁppp’ + <Cpep7pé>pepépwp;a (4.63)

at + 4_ ;j) + ;%) - <Cpepbp;7;>pep’eppp;' (4-64>
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Para la época en consideracion, la tasa de dispersion de Thomson (A.35) es mucho
mayor que la tasa de expansion del Universo en ese momento. Esto fuerza a que,
tanto las densidades como las velocidades de los dos tipos de particulas, tomen el
mismo valor: 6, = d, = 0, y U = ¥, = U, [29]. Igualmente, como el nimero de
electrones es igual al nimero de electrones, se tendrd n. = n, = n,. Se procede a
sumar las ecuaciones (4.63) y (4.64), factorizando 7y, y como m,, >> m,, se establece

simplemente m,, = my:

(o d ;. 10T , ,
" (3_; + Evg + aﬁ) - <Cpepb (pfs + pﬁ)))pep’epppé + <Cpepwp]e>l’epépvl"w' (4'65>

Por la conservacién del momento:

ﬁe +ﬁp:];;e _’_];;p’ (466)

ﬁe +ﬁ7:ﬁe +];;fy) (467>

el integrando c,,p, (p? + pgj) sigue siendo antisimétrico ante los intercambios p’ <+ ]5; ,
lo que permite usar el mismo argumento explicado en 4.3.2 y concluir que el primer
sumando del miembro derecho de la ecuacién (4.65) es cero, mientras que para el

segundo sumando:

<Cpepwpé>l7ep'epwp% = - <Cpepwpiy>pcpép~/p% : (468)

Luego de aplicar transformada de Fourier y multiplicar por k’, (4.65) se simplifica

a:

(o d ;10U N
Pb (a_tb + gvlj) + a%) = _<Cpep«,pwﬂ>pepépwpg' (4.69)
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Nétese que (cp.p, )pepp, corresponde exactamente a C[f(p,)], calculado en (4.45).

Por lo tanto, escribiendo explicitamente el lado derecho de la ecuacion anterior:

(Cpup DI popt /:na/dgpyﬁ% [é —é()-f-f) ] (4.70)
PePvy K PePeP~vP~ eVT (277')3 fyap,yl’b 0 H biL- .

Luego de integrar por f_ll %“, definir el dipolo como:

1
d
0, = z/ —MuG), (4.71)
L2
la relacion foton-barion, R:
5
R="2P (4.72)
4py

y cambiar a tiempo conforme, se llega a la ecuacién de Boltzmann de la velocidad

de bariones:

@+gm+m®:%@@rww. (4.73)




Capitulo 5

OSCILACIONES ACUSTICAS
BARIONICAS

Se ha llegado al capitulo principal de este escrito, en el cual se derivara la ecuacion
que gobierna a las BAO y se explicara el significado fisico de la misma. El capitulo
anterior se constituyé en la base metodolégica para llegar a ella. Previo a seguir
la ruta que lleva de las ecuaciones de Boltzmann, halladas en el capitulo anterior,
hasta la ecuacion de las BAO, conviene hablar de las condiciones fisicas del Universo

que permiten la existencia del fenémeno de las oscilaciones acusticas.

Antes del desacople de materia y radiacion, la temperatura del Universo era elevada,
del orden de miles de K, por lo cual los fotones tenian altas energias. Esto tiene
una serie de implicaciones importantes. La primera de ella es que los fotones se
encontraban en permanente interaccion con los electrones mediante la dispersion de
Compton. Ademsds, los electrones no lograban unirse a los protones para formar
atomos estables. Los fotones no podian seguir caminos libres prolongados antes
de ser, a su vez, dispersados por un electrén. A esta alta interaccion se le conoce
como limite de acople fuerte [31] y provoca que bariones y fotones se muevan como
un unico fluido, razén por la cual, el modelo que describe este comportamiento es

conocido como aprozimacion de fluido [38].

Otra consecuencia de lo anteriormente establecido es que la tasa de dispersion

36
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y la profundidad éptica tendréan valores elevados previo al desacople de materia
y radiaciéon. La alta dispersion provoca que cualquier perturbacion para escalas
menores que el camino medio que recorren los fotones (correspondientes a modos

altos), sea eliminada.

El hecho de que fotones y bariones se muevan como un unico fluido elimina
también las anisotropias, lo que permite despreciar modos altos y aproximar las

perturbaciones en la temperatura a sus componentes monopolar y dipolar.

Una ultima consecuencia es la aparacion misma de las oscilaciones actsticas. El
fluido foton-barién se propaga a partir de dos fuerzas opuestas, las fuerzas atractivas
de los potenciales gravitacionales y la presién causada por las dispersiones. Por lo
tanto, el fendmeno cesa una vez se presenta el desacople de materia y radiacién.
Las oscilaciones quedan impresas en el fondo de microondas y son observables [16].

A lo largo de este capitulo se ampliara la descripcién fisica hasta aqui introducida.

5.1 Ecuacidon de las BAO

Se recopilan ahora las ecuaciones de Boltzmann para fotones y bariones, (4.48),
(4.57) y (4.73), encontradas en el capitulo anterior, removiendo la tilde (~) sobre
ellas, entendiéndose que ya se ha aplicado la transformada de Fourier y que, por lo

tanto, se estd trabajando con la variable niimero de onda, k':

O + ikp® + ® + ikp¥ = —7(0g — O + ), (5.1)
oy + ikvy + 39 = 0, (5.2)

N . P
Uy + Pl + kWU = E(?)z@l + vp). (5.3)

Por otra parte, en (4.43), se definié el monopolo y el dipolo fue definido en (4.71).

Estas definiciones suscitan a expandir la densidad fraccional de temperatura en
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polinomios de Legendre, P,(j):

con el momento multipolar, ©y:

1 Udu
o - = / SR, (5.5)

Con esto, la ecuacion de Boltzmann para fotones es expresada como una jerarquia

infinita de momentos ©;. Aun asi, es posible despreciar los momentos para [ > 2

y quedarse inicamente con el monopolo y el dipolo como se mostrara a continuacion.

Multipliquese (5.1) por P(u) e intégrese sobre p, para [ > 2. Para los términos que
s6lo dependen de p™, con m = 0 o m = 1, se aplica la propiedad de los polinomios
de Legendre segin (A.32); al realizar la integracién indicada, el resultado serd cero.

Se llegara entonces a:

8@1 1k ! d,u .
o + =) /_1 - Dilw)pe =76 (5.6)

Al aplicar la relacién de recurrencia de los polinomios de Legendre (A.32):

kl E(l+1 )
- 2l—+1 1—1 + %@H—l = T@l. (5.7)

A partir del modelo de aproximacién de fluido, con la consecuente ausencia de

O,

anisotropias, es natural suponer que ©; < ©,,1, por lo que se puede ignorar el iltimo
término del lado izquierdo de la ecuacion anterior. Como sélo se estd interesado en
observar los 6rdenes de magnitud, se cambia la derivada por una divisién. Por lo
tanto, en cuanto a los érdenes de magnitud se refiere, se puede decir que:

I kn

C"‘)l ~ m?@l_l. (58)

Puesto que 7 >> 1 (apéndice A.3) y para modos superhorizonte, en los que
kn << 1 (A.47), se encuentra que 0, << ©;_1, lo que justifica ignorar los términos

de la expansion para [ > 2. Modos altos pueden ser ignorados por el argumento
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indicado en el inicio de este capitulo.

Una vez establecido que pueden despreciarse los momentos para [ > 2, se procede

a tomar la ecuaciéon (5.1), multiplicar por Py(u) v Pi(p) e integrar sobre _11 %“,
llegandose a las siguientes dos ecuaciones:
Oy + kO, = —, (5.9)
: k©y kU . vy
0 — —=— 0, —— ). 5.10
1 3 3 +7 < 173 ) ( )
Ahora se despeja vy, de la ecuacién (5.3):
R .
v, = —310; + — (@b + gvb + Zk‘I’) . (5.11)
T a

Dado que la densidad de materia cae como T2, mientras que la de radiacién como T,
y tediendo en cuenta los valores al dia de hoy para las especies de materia (apéndice
A.3), se concluye que para la época de interés, la relacién fotén barién, R, es mucho

menor que 1. Puesto que 7 >> 1, se puede hacer una primera aproximacion:

vy = —3i0);. (5.12)

Para obtener un resultado mas exacto, se reinsertara (5.12) en (5.11), con lo cual:

R : '
vy = —3i0; + — <—3i@1 ~3i%0, + quf) , (5.13)
T a
lo que permite eliminar v, en (5.10):

. a R k kW
@ _ —— 14
1 aR+1®1 3(1+R)@0 3 (5.14)

(5.9) vy (5.14) se constituyen en dos ecuaciones acopladas para ©p y O, que se
pueden descoplar derivando (5.9) y combindndola con (5.9) y (5.14), obteniéndose

finalmente:
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- a R . k2 a R . .
- Eloy=——V—-———d -0 1
@0+a1+R@0—|— Cs@o 3 al—l—R s (5 5)
para la cual se ha definido:
1
s =4 —0——, 5.16
¢ 3(1+ R) (5.16)

la velocidad del sonido (apéndice A.3) del fluido fotén-barién. La anterior es como
tal la ecuacién de Oscilaciones Acusticas para fotones. A partir de ella, se
obtendra la andloga para los bariones, uno de los propdsitos principales de este

documento.
Mediante (5.12) en (5.2), se encuentra que:

o = 36, (5.17)

por lo tanto:

55 = 3@0 + cte. (518)

Queda pendiente entonces hallar el valor de la constante. Para esto, hay que apoyarse

dpp

en las definiciones de las densidades fraccionales: Ty 6= %T, y en el hecho de que

la materia cae como T2, lo que implica que:

8 o ©. (5.19)

En virtud de esta proporcionalidad, al multiplicar por F, e integrar, se encuentra

que &, = 0 — O = 0, siendo la constante en (5.18) igual a cero. Asi,

op = 30y, (5.20)

que, reemplazando en (5.15), permite obtener la ecuacién de las Oscilaciones

Acusticas Baridnicas:
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R
1+R

. " R . .
8 + k226, = — kU — 322" _§ — 35|, 5.21
b+ KGO al+ R ( )

- a
0+ =
a

Las ecuaciones (5.15) y (5.21) se expresan también como:

B R . k2 R . .

— K20y = ——0 — ——d— 22
ot TR FHeOo=—5¥ -1 ! (5:22)
. R . R . .

) o + k220, = — k20 —3———d — 30|, 5.23
b TR RGO 1+ R (5.23)

5.2 Interpretacién fisica de la ecuacién de las
BAO

Muy seguramente se caerd en la tentacién de seguir un camino que establezca
soluciones analiticas para la ecuacién de las BAO (5.21). El problema es altamente
no trivial (véase por ejemplo [30]) y en la seccién 5.4 se hard una discusion sobre esas
soluciones. Esta seccion, por lo pronto, se concentrard en ofrecer la interpretacion

fisica de esta ecuacién. Para esto, se parte de escribir (5.21) como:

Oy + boy + w2, = F. (5.24)

Esta ecuacion, resulta mucho més familiar: es la de un oscilador armdnico forzado
amortiguado. El segundo término del lado izquierdo de (5.24) es de hecho conocido
como damping (Amortiguamiento). El tercer término corresponde a la presion en el
fluido foton-barion. El papel de fuerza externa es desempenada por el potencial ¥
y las variaciones temporales del potencial ®, & y ®, que dan cuenta de los efectos

de dilacion.

No es sorprendente que la ecuacion de las BAO resulte ser la de un oscilador armoénico

si se recuerda que el fenémeno proviene de un compromiso entre interacciones de
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los potenciales gravitacionales, ® y W, que agrupan a la materia baridnica, mientras
que los fenémenos de dispersiéon de Compton, fruto de los choques entre fotones y
electrones, producen una presion que tienden a disiparla. Lo anteriormente dicho

puede visualizarse en la figura 5.1.

5.2.1 Las oscilaciones

En una primera aproximacién se considera R constante, por lo que la velocidad ¢, es
también constante, el término de amortiguamiento desaparece y la ecuacion (5.24)

se reduce a:

O + w?o, = F. (5.25)

La solucion homogénea de la ecuacion anterior es:

O = Oy, ,cos(kesn + ). (5.26)

En épocas tempranas las perturbaciones de bariones eran constantes (3.27), lo que
fuerza a que ¢ = 0, es decir:

Oy = Op,,,.cos(kegm). (5.27)

ini

Esta ecuacion indica con claridad que la densidad de bariones se propaga con
un movimiento oscilatorio a una velocidad c¢,, que depende de las condiciones de
densidad del fluido fotén-bariéon. La propagacion del movimiento oscilatorio sugiere

definir una distancia alcanzada por la propagacion, conocida como horizonte sénico
ds:

"
dsz/ csdn'. (5.28)
Mini

La descripcién anterior, de oscilaciones de materia en un medio, producto de
fluctuaciones en la densidad y en la presion, recuerda a la propagacién de ondas de
presion de un gas, tal como las ondas de sonido. Esto es justamente lo que lleva al

nombre de Oscilaciones Acisticas y a los nombres de velocidad del sonido para ¢, y
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Figura 5.1: Oscilaciones de bariones en el fluido fotén-barién. Figura modificada a
partir de la imagen tomada de la pagina: hitp : //background.uchicago.edu en mayo
de 2017.

horizonte sénico para d,.

En términos generales, R no es constante, puesto que las densidades medias de
bariones y fotones evoluciona a medida que el universo se expande, por lo que el
damping no desaparece. De hecho, R crece en la medida en que la contribucién de
la densidad media de fotones se diluye mas rapido que la de bariones. Esto provoca
que las oscilaciones se atenten cada vez mas. Finalmente, cuando se presenta el
desacople de materia y radiacién, el fenémeno cesa, el horizonte sénico llega a un
valor maximo y queda “congelado” en el fondo de microondas, lo que actualmente
puede observase como una especie de cascarones esféricos con un horizonte sénico
de 150 Mpc [3] y con un grosor de los cascarones de 30 Mpc [12]. La figura 5.2

ayuda a formarse una imagen de esta descripcién.

5.2.2 Damping o amortiguamiento

En la seccién anterior se partié de una primera aproximacion consistente en
considerar R constante, lo que es equivalente a decir que la densidad del fluido

foton-barién permanece constante. Esta aproximacién permitiéo ver con claridad
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Figura 5.2: ITlustracién de las Oscilaciones Actsticas Barionicas. Imagen tomada de
la pagina: http : //apod.nasa.gov/apod/apl40120.html en mayo de 2017.

el comportamiento oscilatorio en las perturbaciones bariénicas. Sin embargo,
la densidad del fluido no es constante, debido a la expansion del Universo y
a las colisiones entre fotones y bariones. Por esto, el segundo término del
miembro izquierdo de la ecuacién (5.24) no se puede despreciar y se presenta un

amortiguamiento.

El término de amortiguamiento se trata partiendo del hecho de que las colisiones
entre fotones y bariones se modelan como un proceso de difusién [15]. En efecto,
se trata de un proceso en el que los fotones se ven dispersados por los choques con
los bariones. Las perturbaciones de radiacién y bariones sufren un amortiguamiento

que se aproxima a:

@0,(5(, ~ Q_W, (529)

con
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B 21
=3

Ap es la longitud de onda de difusion y representa la distancia promedio que recorre

kp (5.30)

el foton en un tiempo de Hubble. Esta distancia se calcula tomando en cuenta que

el recorrido promedio del fotén es

Ah ~ (X)*#dispersiones. (5.31)

El nimero de dispersiones es el producto de la tasa de dispersién por el tiempo. La
tasa de dispersion es dada por (A.37) y el tiempo es el tiempo de Hubble (apéndice

A.3). X es el camino libre medio de colision:

. 1
A= . (5.32)
neoTa
Segun lo anterior:
Ap ~ (neopa®H)z. (5.33)

El hecho de que A\p represente la distancia promedio que viajan los fotones, implica
que cualquier perturbacién en los bariones a menores longitudes (mayores valores a

kp) es desvanecida por las dispersiones causadas por los fotones.

5.2.3 Comportamiento en funcion de la magnitud del vector

de onda

En esta seccion se evalia el comportamiento de las perturbaciones bariénicas en
funcién de la magnitud del vector de onda k. El andlisis se realiza en el tiempo de
desacople, ya que, por definicién, posterior a ese tiempo, materia y radiacion no
interactiian mas, y, siendo esta interaccién la causa de las BAO, carece de sentido

el andlisis en un tiempo posterior.

Para escalas superhorizonte se observa, a partir de (A.47) y (5.27), que las
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perturbaciones de bariones son constantes, determinadas por las condiciones

iniciales establecidas en inflacidn.

Para escalas abajo del horizonte sonico las oscilaciones empiezan a ser importantes.
El punto de equilibrio de las oscilaciones se calcula despreciando en la ecuacién (5.21)

las variaciones de las perturbaciones y de los potenciales, 0, 0y, ® v ® [28]:

1
5b(equilibm’o) = _6_2\11 (534)

s
Puesto que el potencial ¥ es diferente de cero (seccién 3.3), el valor de equilibrio
de las perturbaciones no es nulo. El amortiguamiento (5.29) lleva a que las
perturbaciones de bariones caigan asintéticamente a cero para modos altos. La
amplitud de las oscilaciones se reduce a medida que aumenta el valor de k, al igual que
el valor de equilibrio de las oscilaciones. Notese que esta descripcién es consecuente
con la indicada al inicio de este capitulo, donde se establecié que, para modos altos,

las perturbaciones eran eliminadas.

5.3 Soluciones analiticas

Se enunciaran, sin demostracién, soluciones analiticas propuestas para la ecuacién

de las BAO, para lo cual, en primera instancia, se escribird (5.23) como:

d? R d 4, . 1

De nuevo, para obtener las soluciones oscilatorias, se desprecia el término de

amortiguamiento. La solucién general es [15]:

U

0 +3D = (p,,, +3Pini)cos(kds) —I—\/gk‘/ dn'{®(n') = V(1) }sen{[k[ds(n") —dsn)]}.
Nini

(5.36)

El primer sumando corresponde a la solucién homogénea. Noétese que es equivalente

a la ecuacién (5.27), cuando se toma a R constante. El segundo sumando es

la solucién forzada, la cual muestra claramente la influencia de los potenciales
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gravitacionales.

El término forzado es tal cual como se indicé en la relacién (5.29), una funcién

exponencial con argumento negativo, pero kp toma una forma més elaborada [15]:

1 K 1 R? 8
— = dn’ — . 5.37
k3, /mm 1 6(1 + R)n.ora (1 +R i 9) (5:37)

Es notable que al tomar en cuenta los 6rdenes de magnitud de la ecuacion anterior

se llega a:

|
P (5.38)

k% neora’

la cual, junto al hecho de que el orden de magnitud de n, n ~ ﬁ (A.48), permite

obtener la aproximacion:

1

— ~ Ap ~ (neora’H)?, (5.39)
kp

que es la relacién (5.39), hallada mediante los argumentos heuristicos explicados en

la seccién 5.2.2.
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DATOS, GRAFICAS Y
MEDICIONES: EL CODIGO
CAMB

El codigo CAMB, Code for Anisotropies in the Microwave Background, creado por
Antony Lewis y Anthony Challinor, es un software desarrollado bajo Fortran 90,
que soluciona simultdaneamente las ecuaciones de campo de Einsten perturbadas
y las ecuaciones de Boltzmann [4]. CAMB ofrece, entre otras, soluciones a las
perturbaciones de bariones y de fotones, y a los potenciales gravitacionales, con
respecto a diferentes valores de nimero de onda. El cédigo permite modificar el
redshift z (apéndice A.3), de tal manera que las ecuaciones son resueltas para

cualquier época elegida.

En este capitulo se mostraran las graficas asociadas al fenémeno de las BAO, que
seran analizadas y comparadas con la descripcién fisica detallada en el capitulo 5.
Las mismas se han realizado mediante el trazador grafico gnuplot [19], tomando los

datos proporcionados por CAMB.

48
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6.1 Graficas de las BAO

La gréfica de la figura 6.1 (En este capitulo se llamard indistintamente grafica o
figura a las imagenes que contengan graficas) corresponde a la perturbacién en la
densidad de bariones con respecto al nimero de onda para z = 1100. Este es el
redshift para la época del desacople, en el cual cesan las oscilaciones acusticas.

Todas las graficas en este capitulo estan elaboradas para éste valor de redshift.

En la gréfica 6.1 se evidencian de forma inmediata algunas de las caracteristicas
explicadas en el capitulo 5: el caracter oscilatorio de la densidad de bariones, el
amortiguamiento y el acercamiento asintotico, cayendo a cero, del valor de equilibrio
de las oscilaciones (Como complemento, se grafica la velocidad de los bariones,
correspondiente a la solucién de la ecuacion de la ecuacion 4.73. Ver grafica D.1 del

apéndice D).

En el capitulo anterior también se enuncié que las oscilaciones sélo se hacen patentes
cuando se entra al horizonte. En la grafica 6.1 este comportamiento no es evidente,
pero si toma el eje x en escala logaritmica, como se aplica en la grafica 6.2, aparece

con claridad.

Para escalas subhorizontes, la densidad de bariones es constante, determinada por
las condiciones iniciales. Su valor es pequeno en comparacién con la amplitud de
las primeras oscilaciones, por lo que la gréafica 6.2 no es de gran ayuda para mostrar

que existe perturbacién en la densidad de bariones para estas escalas. Pero si se

% vs logk (De hecho, los datos originales obtenidos en el CAMB son de la
forma i—g, para una especie z), tal como en la gréfica 6.3, la perturbacién en escalas

grafica
subhorizontes se hace notoria.

Hay un comportamiento interesante y muy particular en las BAO que se revela més
facilmente en la grafica 6.4, donde se traza 07 vs k. Los picos de las oscilaciones
impares tienen mayor amplitud que los pares, es decir que las sobredensidades son
méas grandes en magnitud que las subdensidades. Las sobredensidades indican que la

gravedad ha cobrado importancia, pero esto implica también que hay una reduccién
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Figura 6.1: Densidad de bariones
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Figura 6.2: Densidad de bariones, escala logaritmica
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en la presién. En las subdensidades, la baja presién causa que las particulas tengan
mayor dificultad de escapar de los pozos gravitacionales y, por lo tanto, la magnitud

de las subdensidades permanece baja.

La ecuacién (5.20) indica que d, ox ©9. Dado que en el monopolo O, contiene gran
parte de la informacién de la perturbacién en la radiacion O, es de esperarse que
la dos perturbaciones tengan un comportamiento similar con respecto al nimero
de onda. CAMB calcula los valores de O, los cuales se muestran en la gréfica
6.5, comparados con J,, observandose un comportamiento similar en las curvas.
Fisicamente esto se explica por el acople fuerte entre materia bariénica y radiacién

en en fluido fotén-barién.

A lo largo de esta seccion se ha mencionado la relacién entre las perturbaciones
de bariones con los potenciales gravitacionales, por lo que es importante comparar
perturbaciones y potenciales. Mediante el software CAMB se hallan los valores de
los potenciales gravitacionales y se trazan en la grafica de la figura (6.6), junto a la
densidad de bariones, facilitando su comparacion. Estrictamente hablando, CAMB
calcula los valores de ?, sin embargo, de (3.15), esto es equivalente a tener los
valores del potencial ¥. En la grafica (6.6) las magnitudes fueron magnificadas,
solamente para efectos visuales (La grafica con los valores reales de los potenciales

se encuentra en la grafica D.2 del apéndice D).

La grafica 6.6 muestra que los potenciales gravitacionales tienden a cero a medida
que k crece, lo que implica que el valor de equilibrio de las oscilaciones también
tiende a cero, tal como muestra la ecuacién (5.34), y como se mencioné en esta
misma seccién. La gréfica también deja ver que las perturbaciones de los bariones
y el potencial W tienen signos opuestos, lo que concuerda con el hecho de que,
para el gauge newtoniano, ¥ < 0 indica un pozo de potencial y, por ende, una

sobredensidad en la materia.
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Figura 6.4: Cuadrado de la densidad de bariones



Capitulo 6. DATOS, GRAFICAS Y MEDICIONES: EL CODIGO CAMB 55

6,0

I Densidad de bzlariones —
n Densidad de radiacion ==
n
’ n\
V=
e
v ——
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

(k/h)(hMpc-1)

Figura 6.5: Densidad de bariones y de radiacién
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Figura 6.6: Potenciales gravitacionales y densidad de bariones
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6.2 Energia Oscura

En 2.3 se discutié sobre cémo la aceleracion de la expansion del Universo implica w <
—%. Esta condicion es cumplida en modelos que incluyen la constante cosmoldgica,
para los cuales w = —1, llamados modelos ACDM [23]. En la misma seccién se
expuso que, siempre que se cumpla la restriccion indicada, w no es necesariamente
constante. CAMB trabaja por defecto con modelos AC' DM, pero ofrece un paquete
adicional que explora la opciéon de modelos de energia oscura con w variable en el

tiempo [4, 24]. El c6digo CAMB utiliza modelos de energia oscura de la forma:

w(a) =wo + (1 — a)w,, (6.1)

con wy y w, constantes [17, 22]. El objetivo es tomar en consideracién modelos de
energia oscura para los cuales existan valores de w < —1, para los cuales se dice que

cruzan la division fantasma [17, 22, 34].

Uno de los trabajos de Wayne-Hu [22], en el que se basa esta seccién, propone los
pares de valores wy = —1.15, w, = 0.5y wy = —0.85, w, = —0.5, en la ecuacién
(6.1). Propone ademés el par de valores wy = —1, wy = 0.5, que nunca cruzan la

divisién fantasma, es decir, para el cual no se presenta w < —1.

La figura 6.7 se muestra la comparacion de los datos proporcionados por CAMB
para la densidad de bariones del modelo ACDM vy el modelo de energia oscura
fantasma con valores wy = —1.15 y w, = 0.5. Las graficas aparecen practicamente
superpuestas, sin embargo, si se limita el rango para & > 0.25 hMpc~! aparecen

marcadas diferencias.

Las graficas de la figura 6.8 revelan las mencionadas diferencias en la densidad de
bariones cuando se limita el rango a k& > 0.25. Las figuras 6.9 y 6.10 corresponden
a las graficas comparativas de los restantes pares de valores de los parametros de

(6.1) ya indicados.
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Figura 6.7: Energia oscura fantasma con wy = —1.15 y w, = 0.5.
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Figura 6.8: Energia oscura fantasma con wy = —1.15 y w, = 0.5, k > 0.25.
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Figura 6.9: Energia oscura fantasma con wg = —0.85 y w, = —0.5, k£ > 0.25.
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Figura 6.10: Energia oscura con wy = —1 y w, = 0.5, & > 0.25.
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6.3 Comparacion con datos medidos

La manera adecuada de confirmar o descartar la validez de los modelos de energia
oscura es compararlos con datos medidos de las BAO. Resultados precisos fueron
conseguidos por el proyecto BOSS (Baryon Oscillation Spectroscopic Survey) [9],
a partir de datos de cerca de un millén de galaxias, para corrimientos al rojo de
0.2 < z < 0.7. La literatura indica que las oscilaciones se evidencian al comparar el
FEspectro de Potencias de Materia [28, 43] obtenido de las mediciones con uno hallado
a partir de un modelo que no incluye oscilaciones [2, 3, 25] '. Lo dicho anteriormente

Se expresa Ccomo:

P(k)
P(k)smooth ’

donde P(k) es el espectro de potencias de materia medido y P(k)smootn €S el

Espectro de potencias BAO = (6.2)

calculado a partir del modelo que no contiene oscilaciones (Figura 6.11).

Inspirado en esta metodologia, se procede a comparar los datos medidos del espectro
de potencias, disponibles en la pagina del proyecto BOSS [8], con un espectro de
potencias sin oscilaciones, que se calcula en el software CAMB, al eliminar, en la
simulacién, el contenido de materia bariénica (Por defecto, CAMB, trabaja con un
porcentaje de materia bariénica de 4.62% (Ver apéndice A.3). Esta cantidad se
modificé a 0.1%, ya que no es permitido por el software establecer una cantidad
nula de materia bariénica). En la figura 6.12 se comparan los dos espectros de
potencia, calculados por CAMB, uno con contenido de materia bariénica y el otro
eliminandolo, que permiten ver claramente que las oscilaciones estan asociadas
al contenido de bariones y que no se presentan si se anula ese contenido. La
comparacion de los datos medidos con el espectro de potencias sin contenido

barionica se muestra en la figura 6.13.

Aplicando (6.2) con P(k) de los datos medidos por BOSS y Pye0tn de los datos de

la simulacion de CAMB eliminando el contendido de materia bariénica, se cuenta

IEl grupo hace uso del software CAMB para los proceso de ajustes de las graficas del espectro
de potencias [2]
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Figura 6.11: Datos medidos de BAO. Imagen tomada del articulo: The clustering of
galaxies in the SDSS-III Baryon Oscillation Spectroscopic Survey: Baryon Acoustic
Oscillations in the Data Release 10 and 11 Galaxy Samples en mayo de 2017.
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con un conjunto de valores que serviran como referencia para comparar las BAO en

los diferentes modelos de energia oscura. En la figura 6.14 se muestran estos valores.

El siguiente paso es contrastar los valores calculados por CAMB para los diferentes
modelos de energia oscura con la referencia previamente establecida. Las gréficas
6.15 a 6.18 son las comparaciones de los valores medidos con las arrojadas por CAMB
para el modelo ACDM y modelos de energia oscura con parametros wy = —1.15,

we =0.5, wyg =—0.85, wy, = —0.5y wy =—1y w, = 0.5, respectivamente.

Para cuantificar las comparaciones, se opté por determinar las diferencias entre
un maximo y el minimo que la precede, en las cuatro tltimas oscilaciones en la
perturbacion de la densidad de bariones, observadas en las graficas. Puesto que la
ecuacién (6.2) inicamente proporciona un valor relativo para mostrar las oscilaciones,
es necesario hacer un ajuste antes de proceder a realizar las comparaciones. Este
ajuste se realiza igualando el valor del primer valor medido con el dato del méximo
de la primera oscilacién hallada con el modelo CDM. Posteriormente se halla la
diferencia porcentual entre las magnitudes obtenidas para los distintos modelos de
energia oscura y las correspondientes a los valores medidos de las BAO. En las tablas

6.1 — 6.4 se muestran estos resultados.
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Figura 6.12: Comparacion de espectros de potencias de materia con y sin materia

baridénica
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Figura 6.15: Comparacién de modelo ACDM con valores medidos.
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Figura 6.16: Comparacién de modelo de energia oscura wy = —1.15 y w, = 0.5 con

valores medidos.
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Figura 6.17: Comparacién de modelo de energia oscura wy = —0.85 y w, = —0.5 con

valores medidos.
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Valores medidos | Modelo ACDM | Diferencia porcentual
9.201 7.563 17.803 %
4.802 7.248 50.948 %
4.772 5.753 20.549 %
3.411 3.936 15.393 %

Valores medidos | Modelo wy = —1.15, w, = 0.5 | Diferencia porcentual
9.201 7.468 18.839 %
4.802 7.138 48.662 %
4.772 5.695 19.344 %
3.411 3.943 15.590 %

Tabla 6.2: Diferencias entre maximos y minimos. Comparacién para modelo wy
—1.15, w, = 0.5.

Valores medidos | Modelo wy = —0.85, w, = —0.5 | Diferencia porcentual
9.201 7.463 18.886 %
4.802 7.198 49.905 %
4.772 5.713 19.707 %
3.411 3.875 13.605 %

Tabla 6.3: Diferencias entre maximos y minimos. Comparacion para modelo wy

—0.85, w, = —0.5.

Valores medidos | Modelo wy = —1, w, = 0.5 | Diferencia porcentual
9.201 6.484 29.525 %
4.802 7.176 49.448 %
4.772 5.716 19.772 %
3.411 3.304 3.145 %

Tabla 6.4: Diferencias entre maximos y minimos. Comparacion para modelo wy
—1, wy = 0.5.

Tabla 6.1: Diferencias entre maximos y minimos. Comparacién para modelo ACDM.



Conclusiones

Finalizado el recorrido que condujo de las perturbaciones cosmoldgicas y las
ecuaciones de Boltzmann a la ecuacion que describe el fenémeno de las Oscilaciones
Acusticas de Bariones, a la descripcién de sus implicaciones fisicas y a sus soluciones
mediante el uso del software CAMB, con distintos modelos de energia oscura, se ha

llegado a las siguientes conclusiones:

e Derivar la ecuacion de las Oscilaciones Actsticas Baridnicas presentaba la
dificultad causada por el hecho de que era necesario analizar las interacciones
entre la materia bariénica y la radiacién, y como en éstas influye la métrica
perturbada, la cual a su vez es afectada por las distintas especies de materia.
Esta dificultad se resolvié mediante la Ecuacién de Boltzmann (4.1), que
permite encontrar la evolucion de la funcién de distribucion de las especies
de materia a partir de sus colisiones. La evolucién de las especies de materia
ocurre en un espacio-tiempo perturbado, por lo que es necesario introducir en
la ecuacién de Boltzmann la métrica perturbada, dada por el gauge newtoniano

(3.6).

e El resultado del andlisis indicado es un conjunto de tres ecuaciones (4.48),
(4.57) y (4.73) que son, respectivamente, la ecuacién de densidad de fotones, la
ecuacion de densidad de bariones y la ecuacion de velocidad de bariones. Estas
ecuaciones estan escritas en términos de la variable niimero de onda k, lo cual
posibilita estudiar el comportamiento de la radiacién y la materia bariénica en

términos de escalas de distancia, en vez de su posicion espacial.

e Partiendo de las ecuaciones de Boltzmann para fotones y bariones se llega

a una ecuacion diferencial lineal de segundo orden para la densidad de
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bariones (5.21). Esta es precisamente la ecuacién que describe el fendmeno
de las Oscilaciones Acusticas Barionicas. Esta escrita en términos de las
variables tiempo conforme, n, y nimero de onda, y depende de los potenciales

gravitacionales, ¥ y @, y de sus derivadas con respecto al tiempo conforme.

e La ecuacion de las BAO se modela de forma simplificada como un oscilador
armonico forzado amortiguado puesto que presenta sus caracteristicas. Esto se
debe a que las BAO son el resultado de la competencia entre los potenciales
gravitacionales, que agrupan los bariones, y la dispersion de Compton entre
radiacién y bariones, que causan una presién que los disipan. Asi, la
perturbacion en la densidad de bariones se propaga como una onda de presion
en el fluido fotén barién, a una velocidad dada por (5.16), emulando la
propagacién de una onda de sonido, siendo esto lo que justifica el nombre

de Oscilaciones Acusticas Barionicas.

e Las oscilaciones propagandose a la velocidad del sonido definen una distancia
llamada horizonte sénico (5.28). Al presentarse el desacople de materia y
radiacién las oscilaciones finalizan y quedan congeladas, evidenciandose en
agrupaciones de materia bariénica en una escala del orden de 150 Mpc.
Las analogias de la ecuacion de las BAO con el oscilador armoénico forzado
amortiguado no se detienen ahi. Las BAO presentan un amortiguamiento en
funcién de k, debidas a que los fotones dispersan las agrupaciones de bariones,
desvaneciendo las perturbaciones. Finalmente, el término forzado viene dado

por los potenciales gravitacionales y sus derivadas.

e En la seccién 5.3 se mostraron soluciones analiticas de la ecuacion de las
BAO. Sin embargo, existe una alternativa a su solucién que es proporcionada
por el cédigo CAMB, el cual resuelve simultdneamente las ecuaciones de
perturbaciones y las ecuaciones de Boltzmann de las diferentes especies de
materia. CAMB calcula, entre otros, la densidad de bariones y los potenciales
gravitacionales en funcién de k, lo cual permite graficar los datos arrojados y

observar comportamientos propios de las BAO.

e Como ejemplo de estos comportamientos propios de las BAO esta el que

el punto de equilibrio de las oscilaciones no es cero, sino que depende de
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las condiciones iniciales. Al graficar simultaneamente los datos de CAMB
de los potenciales y la densidad de bariones, se observa como el punto de
equilibrio esta relacionado con los potenciales, tal como indica (5.34), y como
cae asintéticamente a cero al crecer la escala k. Otro comportamiento propio
de las BAO es que los picos de las oscilaciones impares son mayores que las
pares, consecuencia de que las subdensidades permanecen bajas debido a la
dificultad de las particulas barionicas de escapar de los pozos de potencial, lo

que causa que la presion sea también baja.

e La evidencia de la aceleracién en la expansion del Universo hace necesario
explorar modelos de energia oscura. Uno de los modelos sugeridos es el
ACDM, que incluye la constante cosmoldgica, pero existen también otros
modelos de energia oscura. La energia oscura no interactia directamente con
los bariones pero si con los potenciales gravitacionales, por lo cual afectara el
comportamiento de las materia bariénica, haciendo que las BAO se conviertan
en un método para validar o descartar estos modelos . Mediante el software
CAMB se analizaron diferentes modelos de energia oscura, sugeridos por la
literatura, observandose que todos predicen los comportamientos esperados de

las BAO, indicando, en una primera aproximacion, la validez de estos modelos.

e La manera objetiva de comprobar la validez de los modelos de energia oscura
a través de las BAO es comparar los datos de las simulaciones con valores
medidos. La literatura indica que las BAO se evidencian como oscilaciones en
el espectro de potencias de materia, cuando se divide el valor del espectro de
potencias medido con un modelo que no incluya oscilaciones. El proyecto BOSS
proporciona mediciones del espectro de potencias que fueron relacionadas, a
través de (6.2), con un espectro de potencias calculado mediante el cédigo
CAMB, donde fue suprimida la materia bariénica para eliminar las oscilaciones.
Como resultado se obtiene un conjunto de valores de referencia que permiten

comparar las simulaciones de CAMB con diferentes modelos de energia oscura.

e Los diferentes modelos de energia oscura calculados a través de CAMB,
incuyendo el modelo ACDM, comparados con las mediciones, presentan

diferencias relativas de méaximo 0.5 en la primera oscilacion comparada, y
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menores en el resto de las oscilaciones. Del hecho de que ningtin modelo
presente diferencias elevadas se concluye que ninguno de ellos debe ser

descartado.

e Mas alld de que ninguno de los modelos de energia oscura sea descartado, la
comparacion con las mediciones de las BAO, se consituye en un método para
ajustar discriminar las prediccion de los distintos modelos. En particular, es
notable que se haya obtenido una diferencia porcentual, con respecto a los
valores medidos, de apenas 3% en la ultima oscilacién para el modelo con

pardmetros wy = —1 y w, = 0.5 de la ecuacién (6.1).

e Para futuras investigaciones, se propone refinar las comparaciones entre los
valores de la simulacién y los valores medidos en (al menos) dos aspectos. Uno
de ellos es la obtencién del espectro de potencias sin oscilaciones, P(k)smooth;
y el otro es la forma de ajustar los valores de referencia que proporciona (6.2),
con los valores calculados con CAMB, antes de proceder a a hallar la diferencia

relativa como método de comparacién.
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Apéndice A

INFORMACION
COMPLEMENTARIA

A.1 Sobre la notacion

Se ofrecen indicaciones con respecto a la notaciéon usada en el escrito.

Unidades naturales

Se sigue la notacién de unidades naturales. Por lo tanto h = kg = ¢ = 1, siendo h,
la constante de Planck reducida, kg, la constante de Boltzmann y ¢, la velocidad de

la luz en el vacio.

Simbolos e indices

Los diferentes subindices utilizados para denotar las especies de materia tienen la
siguiente correspondencia:

v — fotones, radiacion.

b — bariones.

e — electrones.

p — protones.

m — materia.

81
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A — energia oscura.

Cuando estos subindices son utilizados en funciones que dependen de alguna
variable, se evita utilizar la repeticion del subindice en la funcién y en la variable,

siempre y cuando no haya lugar a confusién. Asi, por ejemplo, f,(p,), se denota

como f(f,), fL(p'.) como f(pl.), Ey(py) como E(py), etc.

En la notacion tensorial se utilizan las convenciones usuales de tomar indices griegos
(cr, p, ete.) para coordenadas espacio-temporales, los cuales corren de 0 a 4. Los
indices latinos (normalmente la letra i), representan coordenadas espaciales. Estos
indices corren de 1 a 3. Se sigue la convencion de Einstein [14] con respecto a la

suma de indices repetidos.

La derivada con respecto al tiempo conforme utiliza la notacion:

. df
f=ar (A1)

La derivada con respecto al tiempo cosmoldgico del factor de escala a se denota con

un superindice prima:

da
= A2
a=— (A.2)

No debe dar lugar a confusiones con la funcién reservada al superindice prima,

segun se indica en la seccion 4.1.2.

Las variables asociadas al Universo homogéneo e isotrépico, tomadas como fondo en

la teoria de perturbaciones cosmolégicas, se denotan con una barra: g,., p, etc.

La tilde indica que se ha aplicado la transformada de Fourier a una variable. Por

ejemplo:

O(k) = /00 @(f)e‘ig'pfd?’x. (A.3)
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El término de colisiones

El término de colisiones de la ecuacion de Boltzmann puede expresarse en una
notacién mas compacta, basada en la utilizada por el libro Modern Cosmology de
Scott Dodelson [15], que evita escribir ecuaciones demasiado largas. En la expresion

< f >pips.pns [ €s la funcién a integrar y los brackets y los subindices tienen el

<>p1p2,,_pn:/(2?)13/(2?)23.../55;3. (A.4)

Se muestra un caso particular a manera de ejemplo. Asi:

siguiente significado:

d3p
<>y / i (A.5)

: _ j :
Si, a su vez, C' =< cpy > pops, €ntonces:

< Epi [ Ppa [ Pps [ Ppa [ Ppa
< C >P4:< ijl >P1P2P3P4: / (27_‘_)3 / (271')3 / (271')3 / (271')3 / (27T)3Cp]1' (A6)
Como se indica, esta notacion ayuda a compactar términos. Por ejemplo, la ecuacion
(4.25) :

d*pr d*py dp) p! L
Cl — 1 / 2 2 463 — Sy
' / (2m)32E, / (27)32E; / (27)32E (27r)32E5( ™) 0% (P + P2 — 'y — ')
*0(Ey + By — Ei - E§)|M|2(f1f2 — f{fé),

se puede escribir de forma compacta como:

!
C] =< Cpyp, = p1ppaply (A7)

donde ¢y, ,, sera:

| M

Corpy = (21)18° (01 4P — 1, — )6 (Ey+ By — B, —Eé)m

(fifa=fif3)- (A8)
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Igualmente, al conocerse el integrando, se puede expandir la notacién compacta a la

notacién explicita. Si el integrando es:

= - 7 7 / / M|
o =(27)' (i + s — 7. — PV (p) + E(pa) — E,) — E (s, [M]

o W) B B

« [F(0)F(0y) — F(50) f(02)](P] + pd),
(A.9)

s . , . . ] ]
al expresar explicitamente un término como, por ejemplo, (p,p, (P + P3))p1p, paply S€

tendra:

j j L d®py d*p) d’py d*ply VA3 (D LD — 1 —
<CP1P2<p]1+p2)>p1P1P2P2 /(277')3/(271')3/(271')3/(271')3(2 )5 (pl +Dp2 — Py p2)
* 5[E<p1) + E(pQ) - E(pll) o E(pé)}SE(pﬁE(L]/Kg(pQ)E(pé)
« [FW) (W) = F(B) S (B2)] (01 + p3)

(A.10)

A.2 Herramientas matematicas

A continuacién se muestran diferentes herramientas mateméaticas que han sido
utilizadas a lo largo del escrito. No se pretende hacer una exposicion exhaustiva de
dichas herramientas, sino, mas bien, enfocarse en ciertas propiedades matematicas

que fueron aprovechadas en el desarrollo del presente trabajo.

Funcién delta de Dirac

La funcién delta de Dirac [5], §(z — z¢), se define de forma que cumpla la propiedad:

/ﬁf@ﬁ@—x@hzf@@. (A1)

En particular, para f(x) = 1:
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/OO d(z — xo)dx = 1. (A.12)

[e.e]

La funcién delta de Dirac tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

d(—x) =0(z) (A.13)

52 — a?) = ﬁ[&(m 4 a)+ 6z — a)]. (A.14)

La funcion delta de Dirac puede generalizarse a un niimero mayor de dimensiones.

Asi, para tres dimensiones, se cumple:

/_ S — f)dV = [(7), (A.15)

/ S(F— ) = 1, (A.16)

8

5(—7) = 8(7). (A.17)

Transformada de Fourier

La transformada de Fourier [39] es la expansién de una funcién f(x) en una base

continua y ortonormal e***, de tal manera que se cumple:

) = % /_ " F(k)edr, (A.18)
F(k) = /_ T @)t (A.19)

F(k) es la transformada de Fourier de f(x). Las funciones ¢*** se conocen como

modos de Fourter o simplemente modos. Las anteriores relaciones se pueden

generalizar a un nimero mayor de dimensiones. Para tres dimensiones:
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1(7) = (27103 / ZF(E)eiE'pfd3k, (A.20)
F(k) = / h F(@)e Frigsy, (A.21)

con k = (ki ks, k3) v T = (21, 2, 33). k es llamado vector de onda. Para el vector

de onda se cumple:

ki =k k =V (A.22)

Entre las multiples ventajas que presenta la aplicacién de la transformada de Fourier,

esta la propiedad de la derivada. Si:

9(z) = ==, (A.23)
se cumple que:
G(k) = ikF (k). (A.24)

Esta propiedad es 1til como método para resolver ecuaciones diferenciales, pues, al
cambiar derivadas por multiplicaciones, facilita su resoluciéon en un amplio niimero

de casos.

Polinomios de Legendre

Una funcién puede ser expandida, en el intervalo (—1,1) como:

— Zalpl(q;)7 (A.25)

donde los coeficiones a; se hallan a través de la relacién:

21+1/ F(2)Bie (A.26)

con P(z), los Polinomios de Legendre, definidos como:



Apéndice A. INFORMACION COMPLEMENTARIA 87

N

SRR 28)
(=) = kzzo zl/i!(z )—(/f)!(z - 2>/<;)!°”” ’ (A.27)

!
2
Legendre son [5]:

-2

para N = si | es par, y N = ==, si [ es impar. Los primeros polinomios de

Py(x)=1,P () =z, Py(z) = %(3372 —1). (A.28)

Despejando 22 de la dltima relacién se obtiene:

2 = 2Py(a) + % (A.29)

A continuacion se resaltan algunas de las propiedades de los polinomios de Legendre

[39], de las cuales se ha hecho uso en este escrito. Asi, se tiene por ejemplo que:

/ LBy = 0, (A.30)

1

conm>—1ysim<lom+1par.
Otra propiedad de los polinomios de Legendre establece la relacion:

(l+1)P— 2+ 1)zP +1P_; =0, (A.31)
de donde:

[+1 l

p—'Tlp
= gt g

P (A.32)
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A.3 Definiciones fisicas

En esta seccion se introducen algunas definiciones fisicas de relevancia.

Tiempo cosmolégico

El tiempo cosmoldgico t es el tiempo propio medido por un observador que esté en

reposo con la expansion del Universo homogéneo e isotropico.

Tiempo conforme

El tiempo conforme se define a partir del tiempo cosmolégico como:

ot
n = /0 it (A.33)

7 es siempre creciente, lo que permite que sea usado como coordenada temporal, lo

que ayuda a simplificar muchos de los resultados en teoria de perturbaciones.

Tasa de dispersion de Thomson

Se define como:

I' = nexe.ora, (A.34)

donde x. es la fraccion de electrones libres. En la época de interés en la que se
presentan las BAO, z, tiene un valor de 1, por lo que en este documento se ha

tomado siempre la tasa de dispersiéon de Thomson como:

[' = neora. (A.35)
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Profundidad éptica

Una vez definida la tasa de dispersion de Thomson se introduce el término

profundidad optica, mediante la siguiente relacion:

T(n) = /770 dn'T. (A.36)

Recordando que se toma z, = 1, la profundidad 6ptica queda:

0
T(n) = / dn'neora, (A.37)
U
por lo tanto:
d
d_:] — —n.ora. (A.38)

La profundidad éptica representa la opacidad del Universo en un tiempo dado, visto

desde hoy. Su valor tiende a infinito para n — 0.

Especies de materia

En el marco de la cosmologia el contenido de materia se agrupa convencionalmente
en 5 distintas especies. Todas las especies interactian gravitacionalmente pero no

en todos los casos presentan otro tipo de interaccion. Las especies de materia son:

e Radiacién: Compuesta por fotones, por lo que indistintamente se llama a esta

especie radiacion o fotones. Es siempre relativista.

e Bariones: En el contexto de cosmologia se denota como bariones tanto a
protones y neutrones como a electrones. Es no relativista e interactia con ella

misma y con la radiacion.

e Neutrinos: Son relativistas y, para efectos practicos, no interactia con el

resto de la materia.

e Materia oscura: Es no relativista y no interactia con el resto de materia. Su

naturaleza es desconocida.
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e Energia oscura: Esta especie debe incluirse para explicar la planitud del

Universo. Su naturaleza es también desconocida.

Adiconalmente, se llama simplemente materia a la suma de la materia barionica y

de materia oscura.

El presente escrito, en los capitulos 4 y 5, se ha enfocado en encontrar ecuaciones
para describir el comportamiento de la materia bariénica y la radiacién, con las
Oscilaciones Acusticas Bariénicas, como una de sus consecuencias. En el capitulo 6

se analizaron diferentes modelos de Energia oscura y cémo influyen en el fenémeno

de las BAO.

El contenido de materia del Universo esté distribuido hoy, aproximadamente, de la

siguiente manera [15]:

-Materia bariénica: 4 %
-Materia oscura: 26 %
-Energia oscura: 70 %
-Radiacién: Menos del 1 %

-Neutrinos: Despreciable.

Dispersion de Compton

La interaccién entre materia y radiacion en la época de interés, que da lugar a
las Oscilaciones Acusticas Barionicas, es la dispersién de Compton, por lo que es
conveniente hacer menciéon sobre ésta. Se encuentra que la interaccién de fotones
de alta energia con particulas no relativistas no es otra cosa que un colisién elastica
(Figura A.1), en la que se transfiere energia y momento, causando que la longitud
de onda de los fotones cambie. FEste efecto se estudia entonces, a partir de la

conservacion del cuadrimomento:

P,+P. =P +P, (A.39)
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Figura A.1: Dispersién Compton. Figura modificada a partir de la imagen tomada de
la pagina: https : //lexieslogofphysics.wordpress.com/author /lexiexys/ en mayo
de 2017

de la que se obtienen las relaciones que permiten conocer la evolucion de las particulas

después del choque [37]:

P? = P? = m2c, (A.40)
N=X+ h (1 — cosb) (A.41)
= o 0s0), :

mec?sen

tan ¢ = (A.42)

(% 4+ mee?) (1 — cost)
Los angulos de dispersién, 6 y ¢ y la longitud de onda del fotén después del choque
A se encuentran a partir de la masa en reposo del electrén m, y de la longitud de

onda del foton antes del choque \.
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Tasa de Hubble

Un parametro que permite cuantificar la expansion del Universo es la tasa de Hubble

que se define como:

@\

H

2 |

(A.43)

En este escrito no se ha usado explicitamente la tasa de Hubble H, aunque en
multiples ecuaciones aparece el término %’ Sin embargo, a partir de la tasa de
Hubble surgen un par de definiciones de las que si se ha hecho uso en este escrito. El
primero de ellos es el horizonte de Hubble, que es la region para la cual el Universo

se expande a una velocidad mayor que la de la luz, y que es determinado por el radio
de Hubble:

Ry (A.44)

C
I7h

La segunda definicion es el tiempo de Hubble, que es el tiempo que tarda la luz en

cruzar el horizonte de Hubble, es decir H 1.

Para los modos del orden del radio de Hubble y tomando en cuenta que las longitudes
de onda sufren un estiramiento por la expansion del Universo, en unidades ¢ =1 se

establece la igualdad:

1 2
_ — S —— A4
Ry Aa - a, (A.45)

de donde se concluye que k ~ aH. En cuanto a érdenes de magnitud:

ry_¢
k ~aH g(ﬂ) . (A.46)

[gualmente, en cuanto a érdenes de magnitud, el tiempo conforme (A.33) es n ~ 2
Al reemplazar en la relacion anterior se llega a que k ~ }], lo que implica que para

modos superhorizonte:
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kn << 1. (A.47)
Se encuentra una importante relacién entre tiempo conforme y nimero de onda

para magnitudes del orden del radio de Hubble, kn ~ 1.

De la relacién n ~ £ y de (A.46) también se infiere:

1

Velocidad del sonido

La velocidad del sonido del fluido foton-barién, tal como se definié en la ecuacién
(5.16), aparenta ser algo extrana. Dejara de serlo si se parte de la relacién, més usual

en fisica, entre velocidad, presién y densidad para una onda de sonido [18]. Asi:

s OP

= —. A.49
=5 (4.49)
Para el fluido fotén-bariéon se suman las contribuciones de estas dos especies de
materia:
0P, + 0P
2= 2o (A.50)
0py + 0pb
Tomando diferenciales:
ory P,
2 _ 3 0Pt 5500
2 = ) (A.51)
0py + 0pb

Recordando que para materia P = 0 y para radiacién la presion es dada por (2.15):

1=
9 5,0757

Cog = —w —— -
POy + Pp0p

(A.52)

Las ecuaciones (2.18) y (2.19) indican que p, = CyT? y p, = C, T*, obteniéndose las

relaciones:
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op ACYTS 6T
b, = 26T = 26T = 4— = 46 A.
TaT T T (A.53)
Ops 30573 6T
0y = == 6T = Z2_§T = 3—= = 30y. A54
"7 aT [ S = (A-54)

Despejando 07 de las dos ecuaciones anteriores se llega a que las perturbaciones para

bariones y radiaciéon cumplen la igualdad ¢, = %57, que se aplica en (A.52):

1p,0
POy + 1Pb0~
Dividiendo arriba y abajo por p,d.:
1
= (A.56)

3
3(1+2)
Ahora luce més natural la definicién de la relacién fotén-barién de (4.72), a partir
de la cual se escribe:
A (A.57)
* 3(1+R)

justo como se habia definido la velocidad del sonido del fotén-barién en (5.16).

Redshift

En 2.2.2 se indic6 que A & a, por lo que la luz sufre un corrimiento al rojo al
expandirse el Universo. Esto motiva a definir el parametro z, redshift o corrimiento
al rojo a partir de:
Lo Aobservado _ 1 (A.58)
Aemitido @
Por la relacion que hay entre z y a, el redshift puede ser usado como coordenada

temporal.



Apéndice B

ECUACIONES DE BOLTZMANN

A lo largo del escrito se mostré el camino que llevé a las ecuaciones de Boltzmann
para radiacién y bariones (capitulo 4), y a la de las Oscilaciones Acisticas Bariénicas
(capitulo 5). Se hizo énfasis en exponer los argumentos matemadticos y fisicos que
permitian hacer aproximaciones, despreciar términos, etc., dejando uUnicamente
las relaciones matemaédticas mas relevantes y obviando la mayor parte del paso a
paso algebraico. Este apéndice y el siguiente pretenden subsanar estos vacios, con
la esperanza de que se convierta en una ayuda al lector interesado en los temas

tratados en el presente documento.

Como se indic6 anteriormente (pie de pagina del capitulo 4) el procedimiento que
se expondra a continuacion estd basado en el libro Modern Cosmology de Scott
Dodelson [|. Sin embargo, como también se indicé, no se trata simplemente de
completar el paso a paso en la deduccién de las ecuaciones sino mas bien adaptar
el procedimiento del libro a los objetivos especificos de este escrito, que, desde
luego, no coinciden enteramente con los de éste, por lo que apareceran resultados,
notacion, métodos y ecuaciones que no se encuentran como tal en en el libro en

mencion.

95
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Capitulo 4. Las ecuaciones de Boltzmann
4.1.1. Término %

De (1.4) y (4.8):

y dzt dx” Jdxtdx?
P2 = gul/PMP = G (m0?> (mO dr ) = mg (%T) . (Bl)

Mediante (1.1) y (1.20):

P? = —m. (B.3)

Para una métrica que soélo tiene términos en la diagonal, tal como la del gauge

newtoniano (3.6):

P? = gooP P’ + g;;P'P? = —mj,. (B.4)
De (4.12)

P? = goo(PY)? + p* = —mj. (B.5)

Con ggo de (3.6), despejando P°:

P = [—__(ﬁ?m g (B.6)

De (4.5) y aproximando por serie de Taylor:
P’=E(1-V), (B.7)

P2 = gijPin = gijpipj- (B-S)

De (3.6) y (4.15):
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p® = 6;;a* (14 20)CH'CP, (B.9)

p? = C*a®(1 4 29)p'p". (B.10)

Como p es un vector unitario, entonces p'p’ = |p| = 1. Despejando C":

p
= B.11
a(l+29)2 (B.11)
Aproximando por serie de Taylor:
1—@
C=p : (B.12)
a
dr®  dxtd\  dat 1
dt — dxdt  d\ 9 (B.13)
De la definicién (4.10):
dz* Pt
= —. B.14
dat P9 ( )
De P! de (4.15) y (B.12), y PY de (B.7):
da 1—-® 1
= pp , B.15
at P a EQ-0) (B-15)
Aproximando por serie de Taylor:
dz* p 1 -
= =p' 1+ W B.16
o =gl 1+, (B.16)
dxi—ﬂﬁ[1+\p—®+9@ﬂo (B.17)
dt Ea ’ ‘
de' _ Bﬁ(uqf—@) (B.18)
dt  Ea ' ‘

De la ecuacién de las geodésicas (1.18), para u =0
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d?z° dx® dz?
=—I%,—— B.19
d\2 B dx d\’ (B:19)
De la definicién (4.10):
Pt _ —1°,pps (B.20)
dn ’ '
e _ —19,PP", (B.21)
.~ ‘
dP° dt
= —T0,P*P”. B.22
dt dx b (B:22)
De (B.7) y (4.10)
d[E(1 -V
ME(l — W) = -T0,P*P”, (B.23)
dt
d[E(1 — 1)) , PoP?
) [ B.24
dt $B(1-0) (B:24)

Aproximando el denominador del lado derecho por Taylor, y desarrollando la
derivada del lado izquierdo:

dFE dv pep?

—(1-V)—F— =-TY
ar ' T *f B
Se pasa el segundo término de la izquierda al lado derecho. Se escribe la derivada

4w OV dz
total, G- = 8t e T oz dt

(1+ ). (B.25)

dE
E(1—¢:)(1+\11)=E<

ov a‘l’d‘”)u vy -1, PP L wye o)

ot T or dt 8 f

Insertando %= de (B.18) en la ecuacién anterior:

OV OV pp , P*P?
Q@ﬂ E{ g 1tV @)} Fos—5— 1+2\11+mﬂ B.27)
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Al desarrollar los paréntesis y eliminar términos de segundo orden:

dE ov  pptov pPepp
% :E(%—i_ig%) _Fgﬁ i (1—|—2\If). (B28)
Ahora se desarrolla explicitamente el término I' 36%136 mediante la definicién (1.9)

de la conexioén:

r

- - B.2
B 2 E (5:29)

0 PaPﬁ_g_O” 0960 0o Ogap\ PPP
ox>  0xf Oz '

Notese que este término es simétrico para los indices a v 3, lo que indica que, al
correr los indices, los términos de las dos primeras derivadas dentro del paréntesis

aportan por igual y pueden de hecho sumarse:

= - B.
o8B 2 E (B.30)

0 Po‘Pﬁ_ﬂ 28gal, 0gap\ PP?
oxb ox? '

(3.7) no contiene términos g%, por lo que el tinico término remanente es g°°, forzando

a v a tomar el valor de cero:

pPeP? g% [ Dgoy  Ogas\ P*PP
ro = (2= - =2 : B.31
) 2(8x5 8t>E (B-31)
Se analizan los términos en detalle: gg se toma de (3.6), por lo tanto:
dgoo 0 ov
D~ (-1 —-92P) = —2——__ B.32
Jzr 8x5( ) OzP (B:32)
Se desarrolla de manera independiente el término:
pepr PO p° . PP
_ 9908 _ _ 9% _ 99y (B.33)
o FE ot FE o FE
Con g;; de (3.6), P* de (B.7) y P de (4.15) y (B.12):
Ogap PO PP 0 E*1-v)2 0 ., P'pPI
- — =——(-1-2V)——— — — |a"0;;(1 + 2P . (B.34
ot B o1 T F or [ 0u(1+20)] == (B.3)

Dado que:
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0
Z -9 1—2d+ 1— 2
5ZJPP3—p( ) Spp = p? 2M2p2 , (B.35)

a?

reemplazando (B.35) en (B.34):

[

Ogap P> PP ov d p°l—29
— 2—E 1 2— ——(1+29)| — .
o E +M ot a( +29) E 4

(B.36)

Esta tltima ecuacién en (B.31), junto con (B.32), con ¢ de (3.7) y teniendo en

cuenta que o = 0, que conduce a que quede solamente P° hallado en (B.7):

Peps 1420 ov LE(1—-1T) ov  p [ o0V d
0 = —4_—PF +2B— — = [2—— 14 20)| (1 — 20
) 2 {8I5 E o B |Far T2 )
(B.37)
Realizando la suma sobre 3, con P% de (B.7) y P’ de (4.15) y (B.12):
) | + 20 ov oV pp ov
rY = 4 1-v 1—®)(1—V)| +2E—
0, (-4 | G >+3x -0y -w) + 255
p? [ OW
B > il
i [ 5 + 0 + 1+0 T
(B.38)
Rompiendo paréntesis y despreciando términos de segundo orden:
PepPP 1420 ov OV ppt ov ov d
Y = — B.39
T > { ot ‘or a ot <8t+ )}( )
PepPf 1420 ov ovppt  p* [0V d
ro = 2|-E— —-2—— - —+—||. B.4
g > { o “or a E(8t+ )] (B40)

Reemplazando esta tltima ecuacién en (B.28):
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dE ov  pptov ov ovppt  p* (O o
- F <E+Ezaxi> (1+20)(=1+2¥) { Eor Yow o " E\a ta)|
(B.41)
dE 0¥ p ptoOv ov ovppt  p* (0¥ d
o Fu P Pu . Elata) (B
dE 9V ppt p* (0¥ o
dt 01 a E \ ot a )’ (B.43)

Se reemplazan los resultados (B.18) y (B.43) en (4.7):

dt ot Oz

a_or ., of {%%(1+qf—®)}+g—£[—§ (a¢+ﬁl>—g§2pﬂ- (B.44)

ot a

Una funcion de distribucién orden cero es homogénea, por lo que no depende de las

coordenadas de posicién. Por esta razén g 3{1 debe ser de orden uno. Esto hace que
al multiplicarse por los potenciales gravitacionales se obtengan términos de segundo
orden que pueden despreciarse. Se llega asi a la relacion del miembro izquierdo de

la ecuacién de Boltzmann, (4.22):

dt ot  aEO0r OF

t a 0T

da _of p'pof Of (dp* p*o®  ppov

4.1.2. Término de colisiones C(f)

En la teoria de la relatividad la integral en el espacio de fase se realiza con respecto

/d‘*p:/f—:/dE. (B.46)

Se debe tener en cuenta que la energia tiene la ligadura E? = p? + mZ, por lo tanto:

al momento y la energia [13]:
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/ / dES(E® — p* — m2). (B.47)

Mediante la propiedad (A.14) de la funcién delta de Dirac:

/dEé[E2—<p2+mg>]=/dE5(E‘ rmg) /dE (B + /9 + m})

2\/p? + mi 2\/p? + mi
(B.48)

Como no hay energias negativas, la segunda integral no se toma en cuenta.

Realizando la primera integral, teniendo en cuenta la relacién (4.5):

’ (B.49)

/dE(F(E— p? +m3) _ 1 1 7

por lo que la medida de integracién debe ser:

d3p
/ —F. (B.50)

4.2 La ecuacion de Boltzmann para fotones
4.2.1 La funcion de distribucion de primer orden
Se parte de la estadistica de Bose-Einstein:

fBE = ;_1 (B.51)

Se puede despreciar y y, puesto que para radiacion E, = p,:

1
= (B.52)
eT —1

Se aplica una pequena perturbacion a la temperatura a la temperatura de fondo, y
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de la definicién (3.5):
I ST _
T:T+5T:T(1+?):T(1+@). (B.53)
Por lo tanto:
1
fo=—5— (B.54)
eT+e) — 1
Ya que fv es:
1
== (B.55)
e —1
Se aplica una perturbacién sobre f:
fy=Fy+6f5 (B.56)
Con & f:
of, .~ Of
5 — 15T = —2OT B.
Se calcula:

of, o 1 —eT B

ﬁz__(m >: S (B.58)

or  J0T \¢7 —1 (6”%_1>

También:
of, 9 ( 1 ) et
6197 apw ep% —1

ﬁ. (B'59>
(7 -1)
Haciendo:
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T%
of, K%)/[ p
T y
I _ = =7 B.60
ofy S T ( )
Op~ Z
ep%fl
Por lo tanto:
0 _v _ 8f
2 — gy 29 B.61
8 p’Y ap’y ( )

Reemplazando esta relacién en (B.57) y de ahi en (B.56):

ok
fv=1 - p"/a (B.62)

que a su vez se reemplaza en (4.23):

Aty _0(z 0L\ PO (5 b,
at ot (f” p”apv@ e \ P T p”a

8f A Pl v (B.63)
- a

dfy 0f, of, ﬁwafw_pyﬁic‘?@afw_a’ of, ) of,
dt ot “’cf)t Op, 9,20 ) T a 0z a Oz’ 0Op, Wapv * appy@ap7 pw@m

of. ov 0

~Prg, (E+ Eaxi) ok
(B.64)

of, _

En esta ecuacién se hace = 0 pues la funcién de distribucién a orden cero no

a 7
depende de las coordenadas espaciales. Se separa la ecuacién (B.64) para orden cero
y primer orden. La ecuacién de orden cero se anula porque para el fondo no existen
colisiones:
_ ) _
df, of, da 0f,

5, lorden cero — 5, — =0 . B.65
at ot aop, (B:65)

Puesto que la temperatura de fondo depende del tiempo, y por la relacién (B.61):



Apéndice B. ECUACIONES DE BOLTZMANN 105

of, of,dT p, Of, dT
B A R S e R B.
ot oT dt T Op, dt (B.66)

Reemplazando en (B.65):
_ oy OdT_ o 0 (B.67)
T dp, dt — a" 7 Jp,’ '
de donde se obtiene la relacién:

! dr
Tp =D (B.68)

El término de primer orden es:

df,, B of, Py, 00 0f, o %) of,
dt |pmmer orden = — Py 5 ot (a CHIES a Ori apry + a Y apry p
of, (0 [ O
P, (at * aax@)‘

Se desarrolla el primer término:

o7, af, 00 0,
= p, T B.
BRaPT (a @> “Prap, ot~ %o, (B.70)
of, .\ 0f,00 0°f, dT
~ P (a @) = o ot P O%Tap. ar (B71)

Para el ltimo término de la derecha de la ecuacién anterior se usa la relacién (B.61):

B o, \ 05,00 p, dT & ( 9,
Py (a @)_ Prap ot T T 0@ ap, \Prap, ) (B72)

Se reemplaza este resultado en (B.69), usando la relacién (B.68):
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i _

dt ‘pm’mer orden —

L 0R00 W L0 [ Oh\ pi000 o0 (0,
P Op, Ot apwe)@py <p7 Op~ a Oz'0p, i apw@ﬁp7 & Op~
of, (8(1) +ﬁi a\y>

“Pvop, ot T a 0w
(B.73)
Factorizando el término comun se llega finalmente a la ecuacién (4.32):
df,, af, (00 pPLoe 9d P ow
7, Iprimer orden = TPy \ |, T 9., T o, T 4. |- B.74
dt g d pVap7 ot * a Ox' * ot * a 0x' ( )

4.2.2 El término de colisiones para fotones

Se utiliza la ecuacién (4.1), pero con una ligera modificacién que se basa en el
argumento que se expone a continuacién. Se parte de considerar que, en relatividad
general, la coordenada temporal con la cual debe trabajarse es, estrictamente
hablando, el tiempo propio, 0, en el caso de particulas con masa en reposo nula, un
parametro afin. Al trabajar con el pardmetro afin, introducido en 1.2, la ecuacién

de Boltzmann (4.1) se convierte en:
df
dx

Aun asi, se estd interesado en plantear las ecuaciones de Boltzmann en tiempo

Cf). (B.75)

cosmoldégico, por lo que se hara el siguiente tratamiento:

df dt
s = ) (B.76)
Como, de acuerdo a (4.10), % = P°, de (B.7):
af _ Cf)
&= BT (B.77)

Aproximando por Taylor:
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a _c(f)
dt  E

Como se pueden despreciar términos a partir de segundo orden y, siendo las colisones

= (14 0) (B.78)

términos de primer orden:

¢ _ )

= (B.79)

Para fotones E, = p,, entonces, usando (B.79), en lugar de (4.1), el término de

colisiones con el que se trabajara toma la forma:

D. —i d3p€ d3p,e d?’pfy 453 (0 Y AR
VN = | i | Tarey | w7

«6[E(py) + E(pe) — E(p,) = E@IMPLF(P ) f(P,) — f(5.)f(5,)].
(B.80)

De nuevo, para fotones E(p,) = p,, mientras que para los electrones puede hacerse

la aproximacion por serie de Taylor:

2 2 2
Blp) =Vt =14+ 2w (14 25 ) =t 2 (B8
e e €

Para los términos de energia de los electrones en el denominador, dado que la

masa en reposo de los electrones es mucho mayor que su energia cinética, es vélido
hacer una aproximacién ain més radical, tomando E(p.) = m.. Luego, se integra
explicitamente sobre p,. Por la propiedad (A.15) de delta de Dirac, basta reemplazar

pl por Py + P — ﬁy. Con esto en mente, la ecuacién (B.80) queda:

B} (2m)A d’p. [ &P, , L
Clf ()] Zwﬁlmepv{/ )3/(%)3 —0[py + E(pe) — 1, — E(|pe + 7, — 1,])]

« | MPLfL(5. + 7, = V)W) = F(B) ()]}

(B.82)

La conservaciéon del momento indica que p’, = p. +p, —p’,, por lo que, reemplazando

en el argumento de la funcién delta de Dirac de la ecuacion anterior:
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) =gt [ e [ 2;’;,5[pV+E<pe>—p;—E<p;>1

(B.83)

—

« [MP?[f (pe+pw PFP) — F5) F(05)]}-

Se revisa la diferencia de energias en el argumento de la delta de Dirac en esta

ecuacion, usando la aproximacién (B.81):

—

2 g g 7 \2

oL = P (Pe + 75 —P,)
E(pe)—E(p;)=E(pe)—E(|pe+pfy—p’v|):me+2me—me— o 27 (B.84)
E B = (2 2?2 — ) B.85
(pe) — (pe)—Qme[pe—pe—pv— By — P,) Pe)- (B.85)

Como el momento del electrén es mucho mayor que el del fotén, se puede despreciar

el término cuadratico pz, quedando:

E<pe) - E(p;) =

o [=2(py —P,) Pe] = ”T (B.86)

Ahora se realizard una expansion en Taylor para la delta de Dirac en la ecuacién
(B.83). Puesto que, como se indicd, el momento del electrén es mucho mayor que el
del fotén, por lo tanto E(p.) ~ E(p.), lo que valida a hacer una aproximacién hasta

el primer término, alrededor de E(p,):

O[py + E(pe) — v, — E(p.)] =0[py + E(pe) — ., — B0 p00)=E0)

o{o o) —pl — !
+ [E(p.) — E(pe)] lp, + E%)E)(p,? Eip )]}IE@@:E@S)
‘ (B.87)

Usando el resultado (B.86):

o[py + E(pe) — v, — E(p.)] =0[py + E(pe) — P, — B p00)=E®.)

. (ﬁy_ﬁv>'ﬁea{5[p7+E(pe)_ply_E<p:a)]}| ,
me 8E(p/e> i;;e)g;(pe) '
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Usando la propiedad 8(w v = ey oon g = —E(p,) y y = P, por lo que

oxr
r—y=—p, — E(p):

0[py + E(pe) — 1, — E(0.)] =0[py + E(pe) — 1, — E(0)]|B@,)=E@.)
B (];;’y — Py): Pe —0{6[py + E(pe) — pi, - E(p.)]}

me op,,

| BG=Ew.):
(B.89)
Evaluando E(p.) = E(p.):

0lpy + E(pe) — P — E(pe)] =0[py + E(pe) — Py — E(pe)]

(];;'y - ﬁ'y)'ﬁe 8{5[177 + E(pe) - piy - E(pe)]}
Me op, ’
(B.90)

+

7, —1',) - pp. 00 (py — 1))

Me 8pr

d[py + E(pe) — v, — E(p.)] = 0(py — p) +

(B.91)

Otra consecuencia de que el momento del electron sea mayor que el del fotén es que
se puede hacer la aproximacion f!(p. + p, — ]977) ~ f(p.). Reemplazando (B.91) en
(B.83):

d3pe ’ (ﬁ*y - ﬁy)'ﬁe a[é(pv - pfy)]
@) 4m2py{/ / 2 r, [5% I o

| MP[f(B)LF () — £},
(B.92)

Ppef(pe &*p, (=) e 00 (py — )]
@) 4m2pw{/ )3 /27)3plv by =)+ ’

[ MPP[f(P,) = £(55)]}-
(B.93)
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La primera integral que aparece en la anterior ecuacién es n., tal como se indicé en la

seccion 4.2.2. Los electrones son no relativistas, por lo que se puede hacer % = U,.
La amplitud |M|? viene dada por (4.41). Para f,, se toma la relacién que se hall6
n (B.62). Uniendo todo esto:

} x 1 / dp, l e 5 0lo(py = ph)]
=———8fMor.,ne—— — |d(p, — + —p ) Pleg————————

Y

o[- pyafw( )= 7o)+ 1 5006,

(B.94)
Utilizando coordenadas esféricas para resolver la integral:

/d?’p'7 :/ dp;pf/dQl, (B.95)
0

Ly Mo dpl,p? . , L 06y — )]
C[f(p’y)] :47TpT{/O ; . /dQ [(5(}0’7 - p’y) + (pv _plv) 'pve#
Y 0% 'Y

« [700) = G200 - F) 4, 52000

(B.96)
Expandiendo los términos dentro de la integral de la siguiente forma:
- NedT / INTF (o] r
ClrI =~ dpyzf),y d§2'6(py — p3)If (P) — f(py)]
dmpy -~ Jo
: Ofy o/ Ofy s
o [t [ arate ) |4 500+ r. 5RO,
> /BN 1/ = W —»8[5(]) _p/)] N r
+/ dpwpw/dQ (7 = 7,) - ple—————=[f(p)) = f(py)]
0 pw
> 17— W - 8[5(1)7 - p/ )] / af A~/ af_ ~
+/O dpwpv/dQ Py —7',) -pvea—m7 —pyapz@(py)ﬂwa—pz@(m)}}-
(B.97)

Al desarrollar la integral de la primera linea de esta ecuacién:
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/O Tl / dYs(p, — ) [, (0, / A / AU h) = F o)

:/mmmm—mmza
(B.98)

por lo que esta integral se elimina. Para la integral de la ultima linea, se observa
que corresponde a la multiplicacién de los términos v, y ©. Ambos son términos
de primer orden, por lo que su producto es de segundo orden y puede despreciarse.

Luego de reagrupar términos en una sola integral, la ecuacién (B.97) se reduce a:

)] =Gt [, [ ast([ste, — 1) (<01 G0 2. 5000, )]
B - o))
(B.99)

Se realiza la integral con respecto al dngulo sélido barrido por el vector p.. Con

P, = p.p., organizando la integral como:

, 0
P, af7

ol =3[ @ww{

4mp.,

A (-
+0(py — 1l)) < vgf7 ) /

) dQ’@(pg)

(B.100)
#7627 — o) [ oo
%ﬂ[ﬂ L) — f(pv)]pg/dﬂ’ﬁ;-ﬁe}.

Dado que p,, no depende de @, la proyeccién pl, - 7, tampoco depende de p , por lo que
la dltima integral de la ecuacién anterior es cero. Tomando en cuenta la definicién
del monopolo (4.43):
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/
y

+d(py — 1) ( gf >4w@( y) (B.101)

e AR

o

CLT) =52 [ okt o, = 32) (01557 ) 4w

Reorganizando:

i, , 0 of,
i (5, Aj’;p"T{/ pypv[ p=i) (roen .26, )

(B.102)

Dy 'Ue

F0,) — fFlpy)]}-

C[f(ﬁv)] n;UT {@0/ dp“/pv [5(])7 —p;) < ,8f7>} "‘pwg]j?@(pv)/o dpva(S(pv —p;)

(B.103)

Se realizan las integrales, usando, para la ultima integral, la siguiente sustitucion

_ — = r 0 [
o = 0 (F) = Fo),d = () — Flpo )l + J;;p”)

/
~y

dp’ :

v

(B.104)

Aplicando la sustitucién en la integral:
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Clf(7,) =”;‘jT{—ng—geo #5904 6L — T e, — )
00 B _ 00 af /
[T oo, o))~ Fo) - [ ot )
"(B.105)
C1f(7)) = P2 | Gh 0+ 0) 4 5 17(0) = o)) =775 (o

Factorizando se obtiene (4.45):

Clr(y)l = —pwg—]{:new(@o — O + Py Te). (B.107)

4.2.3 La ecuacion para fotones

La ecuacién (4.1), indica que se deben igualar (B.74) y (B.107):

of, (00 L0000 P ov OF
D a—m (E—'— 0 Or + = 9 +;6xi> _/pa/neUT(@() O + p,-T.). (B.108)

Cancelando términos comunes, se obtiene (4.46):

00 pLoe b Pl ow
6t+aaxi+6t+a&ci

Cambiando de tiempo cosmolégico a tiempo conforme, definido en (A.33):

= neor(Qg — © + P TL). (B.109)

100 P00 18<1>+13_§a\1/
aan adx* adn a0zt

= 107 (Q0 — © + P 1) (B.110)

Usando la notacién indicada en (A.1):
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. 00 OV A
Py +d+p s =n.ora(©y — O + p,- Ue). (B.111)

Aplicando transformada de Fourier:

O+

O + kO + D + i ik = noora(Go — O + hy-3,). (B.112)

Mediante (A.38) con la notacién (A.l), utilizando la variable p segin (4.47), de
donde resulta kyp = Eg% = k‘lﬁf{, y dado que, como se indicé en 4.2.3, 1:)'6-167 = Ve[,

se llega a la ecuacion de Boltzmann para fotones (4.48):

O + iku® + & + iku¥ = —7(0 — O + ud,). (B.113)

4.3 La ecuacion de Boltzmann para bariones
4.3.1 Término ﬁ para bariones

La ecuacién de Boltzmann para bariones es, segin (4.1) y (B.45):

Al ! 2 A
a0 &ﬁafb_%(ip_b+ p 0P pbpbaq’):c(fb). (B.114)

ot a B,0ri 0FE, \a E, FE, ot a Oxt

Se integra esta ecuacién con respecto a f (2 3 y, utilizando la notacién compacta

definida en el apéndice A.1 para el término de colisiones:

2/d3pbf+l 9 /dpb miy, _(d 00 /d?’Pb%p_?
ot ( )3 b a Ot ( ) a ot (271')3 8Eb E,
1oV [ dp, 3fb i

2ot | g = (CU).

(B.115)

La primera y segunda integrales corresponden respectivamente a la densidad de
bariones n;, como se menciond en 4.3.1, y a nyv}, de acuerdo a (4.51) de la misma

seccion. La cuarta integral se puede despreciar, como se indicé asi mismo en 4.3.1.
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Resta por realizar la tercera integral, para lo cual se hace uso de la relaciéon mostrada

a continuacién. A partir de (4.5):

e 1 % _  p  _p
dp 2\ tmg P tmg B
es decir:
dp _E
dE  p’
por lo tanto:
Ofs _ Ofsdpy _ Ofy By
8Eb 3pb dEb e Py

Reemplazando en la tercera integral de (B.115):

/ d*py Of, p} _/ dpy Oy B5 P _

Ofo vy _ OfEip, _ [ dp 0
(27)3 OF, Ey (2m)3 Opy ps By (2m)3 8pbpb

Desarrollando la integral en coordenadas esféricas:

By 8fb
/ 5 ap /dpbpb/dﬁab

Para desarrollar la tltima integral en (B.120) se hace la sustitucién:

U = pg’, du = 3p§;

PRy —
o

Ast:

0
/ ipb dpy = pifsfeT — 3 / i frdpy-
0 81’

Al reemplazar en (B.120) y a partir 4.3.1, donde se establece que n;, =

47 / 8fb 3d
7T)3 0 3]927 b

(B.116)

(B.117)

(B.118)

(B.119)

(B.120)

(B.121)

(B.122)

d3py
(2m)3 fb
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2

4 Ofy 5 i <, >~ 1
(gﬂ)sfo I, ~—pydpy = W(_B)/o Py fodpy = —3/0 (27T)347rpbdpb =

d3
- 3/ ﬁf{, = —371(,.

(B.123)

Resultado que se reemplaza en (B.115), junto a los resultados de las demés integrales,

segun las indicaciones ya establecidas:

ony 1 0nyv} a 0d B
ot - a Ori +3 (E + E) iy = (C(fo))p,- (B.124)

Se toma una perturbacién para ny, tal como se definié en (4.53), que se reemplaza

en la ecuacién anterior:

a[nb((laj )] +%a{[nb(18;5b)}vz} s ( « aa_cf> 7y(1 4 8,)] = (C(fy)),. (B.125)

Recordando que el término a orden cero, ny, sélo depende de la coordenada temporal

y despreciando términos de segundo orden, se desarrolla la ecuacién anterior:

on O+ 6) npo(vi +pvh) - a 0P 0P
B g o) 4 3m3mby e = (C(f)

(B.126)

Continuando el desarrollo y reorganizando para dejar en primer lugar los términos

(146p)

de orden cero:

ot +Ea i + 33— - ot = (C(fo))ps- (B.127)

ony a 090 ny O 0o
(1+(5b)(ﬁ+3nb )—H”Lb by I Ub

La ecuacién (2.13) indica que el segundo factor del primer término es igual a cero.

Factorizando 7y, se llega a la ecuacién (4.54):

(95, 10vi 00\
n (E + aaml + 35) = <C(fb)>]0b~ (B128)
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4.3.2 Ecuacién para perturbacion de densidad de bariones

El término de la derecha de (B.128), segin la notaciéon del apéndice A.1l, es

explicitamente:

. d?’pb d?»pg7 d3p2 d3p/2 _ i I
<C(fb>>“‘/ <2w>3/ <2w>3/ (27r)3/ @y 2 @+ 12 =Py~ 1)
% 0[E(py) + E(p2) — E(p}) — E(ph)] | M (B.129)

SE(py) E(py,) E(p2) E(p)
« [f(0y) f(P) — f(po) f(p2)]-

Al intercambiar las variables p, <+ py y p2 <> Db:

[ Py, [ Py [ Ppy [ Ppa iSS G _o
= | i | oy | s | G PPt oo
« STE}) + E(ph) — E(p) — Epo)] [M] (B.130)

8E(p,) E(py) E(py) E(p2)
« [f(po) f(p2) — f(0b) f(2)],

_ [P [P [ Epy [Py L S
<C(fb)>pb_/(27r)3/(27r)3/(271’)3/<27T)3(2 )5[ (pb+p2 Py pQ)]
« 6{—(E(m) + Elps) — E(5}) — () M

S EGDEwm) EGh) Er)
s {=[f () f(Ph) — fpo) f(p2)]}

(B.131)

Dada la propiedad (A.17) de la funcién delta de Dirac y reorganizando términos:
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_ d3pb d3pg d3p2 d3p/2 g L
<C(fb)>pb - /(27‘()3/(27'()3/(271')3/(271-)3(2 )(5 (pb+p2 Py p2)

* [f(po) f(p2) = f(ps) f (p2)]

= —(C(fs))n,-

(B.132)
El hecho de que se llegd a que:

(CUo)p, = =(C(fo))ps (B.133)

implica que el término de colisiones de (B.128) debe ser cero, por lo que esa ecuacién,

luego de dividir entre 7, se reduce a:

95, 10v) 0P
ot Taow e T

Cambiando a tiempo conforme y aplicando transformada de Fourier:

0. (B.134)

1=z 1 .. 1=
—0p + —ik'v, + 3-P = 0. (B.135)
a a a
Se asume la velocidad irrotacional, por lo cual o} = %%:
1z 1 k% 1z
—0p + —i——70p, +3-P = 0. (B.136)
a a k a

De acuerdo a (A.22) y multiplicando por a:

2 ]{;2 k)
Lo+ Sit—y + 320 = 0. (B.137)
a a k a

Se obtiene la primera ecuacién de Boltzmann para bariones (4.57):

0 + ikip + 3% = 0. (B.138)
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4.3.3 Ecuacion para la velocidad de bariones

Para obtener la ecuacién para la velocidad de bariones, se multiplica (B.115) por

Ik (‘é L pbp”mb (La parte derecha se multiplica por f(d;Tp)%,ﬁb. La razén de esta
equivalencia se explic6 en 4.3.3). Usando la notaciéon compacta indicada en el

apéndice A.1:

9 / dpbfpbp{, 13/ d3pbfp§ﬁzza{;m (7 02 /dSpb Ofy it
ot | @np’" Taon ) el R T \G T (2m)3 0E, E2 "
10¥ d3pb Ofy v*BiP} -

T Lo / (2m)? 9E, g, ™ = (CUpn,

(B.139)

La masa de los bariones, my, es constante y se puede factorizar:

m[ﬁ/ ’py %+1 0 /dpbfpiﬁiﬁi_ a 00 /d3pb afy pp
"ot (2m)? b adxt | (2m)3 b Eg a ot (27)3 O, Eg
10V [ d’p, 3fbppbpb
a@xl/@n)i%aEb E, ]={C (fb)pb>

(B.140)

La primera integral de la ecuacion anterior, por la definicién (4.51), es nyvi. Como

se dijo en 4.3.3, se desprecia el término Ph haciendo que la segunda integral se

B
elimine. La tercera integral se realiza aphcando (B.118):

/ dpy 0fy PiY, / dpy O, Bs vhi / py Of, P, (B.141)

(27) 0E, E2 (zw)sa_mﬁ];_g )3 0py, By

Resolviendo la integral mediante coordenadas esféricas:

d*p, 0 o, [ ph 0
/ LB 2 fopidh _ /dQ b / LRI, (B.142)
(2m)? Opy B (2m)® Jo  EyOpy
Para realizar la integral sobre p, se aplica la siguiente sustitucion, en la que se hace
uso de (B.117):
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by
u = B,
4%101; Py dEy . 4py, Py Do
du = ~ B dpy = (L B g,
Eg Eb dpb Eb Eb Eb (B 143)
3 5 ’
E SN AY
Eb Ei? b
0
do=Loap, 0= f,
Ipy

Se resuelve la integral:

P o 0fy I 4p _
/dQ(QﬂZ-))E‘/O ﬁza_pb _/dQ@;)s blo” — /(—b——> dpb:| =
/dQ(pi)“”’/o ’%Ef”/ 9(2;)3/0 ngéfb— (B.144)

dp} . pp dp} . b
_4/<27r33fbfbb+/(2 ; fr=2 b-

Para esta tltima expresion, la primera integral se obtiene a partir de la definicién
3

(4.51), mientras que la segunda se ha despreciado puesto que = E5 €s muy pequeno,
b

siendo E}, >> p;,, como previamente se indicé. En resumen:

= —dny. (B.145)

/ d3pb (9fb pgﬁi
(27’(’)3 8Eb Eg

Queda pendiente resolver la cuarta integral de (B.140), usando la relacién (B.118) y

en coordenadas esféricas:

(2 op,

/ &y Ofy VPP / &py Ofy B DRDLD, / I’py Ofy
(27?)3 8Eb E, (27T)3 apbpg %

wpl [ 50f
Q
/d <2w>3/o o g, P

Notese que se puede escribir:

(B.146)
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Py, Ar g 1
/ s = 30 (B.147)

y mediante la sustitucion:

u = pj,du = 3p;dpy;

ofy (B.148)

dv = ——dpy,v = fo.
Py

Se hace:

.0
/pbafbdpb W 3/ fbpbdpb (B.149)
0

Uniendo los resultados (B.147) y (B.149):

Bpy Ofy P*PipL A e ®
/(27T)3(9Eb E 30 (2m)3 <_3/0 fbp"dp”) -

3 (B.150)
[ i [
C R N C T
La ultima integral es, como ya se ha mencionado, n,, asi que:
d’py Ofy p%iﬁi ij
= —0"ny. B.151
/ (213 0E, E, e (B.151)

Colectando los resultados obtenidos para las integrales de (B.140) se llega entonces

a:

= (C(fo)P))p,  (B152)

8nbvi a 0P ; 1 0¥
e [ ot (E—FE) (=dngv’) - a( 0 ”b)ax

Despreciando el producto de segundo orden 2 vJ se llega a la ecuacion (4.62):

- (8(7;;1;1}]) +4c;’ S _b%) = <C(fb)pz>pb' (B.153)

Esta ecuacién se divide en dos, una para electrones y otra para protones, y

reescribiendo el término de colisiones de acuerdo a la notacién compacta explicada
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en el apéndice A.1:

no?) d . n 0¥ , ,
Me ( + 4E”evg + = | = (Den PO periowy, + (Cop, Pdpepipp,,  (B-154)

ot a 0xI
o(nyvd) o . n, 0T ;
my ( 5 £ 4 4Enpv; + f@) = <Cpepbp;a>pep’eppp;' (B.155)

Como se indic en 4.8.3, n. = n, = ny y v} = v} = v}, las ecuaciones (B.154) y

(B.155) se escriben como:

d(nyv]) a om0V ' ;
M ( b+ 457%1){) + e <Cpepbpé>pepéppp; + <Cpepwpé>pep’epwp%’ (B.156)

J A A
ot + 45”1;% + ;%) = <Cpepbp;];>pepéppp;' (B-157)

Sumando las dos anteriores ecuaciones:

A(nyvl) a . nyov o ,
(myp+me) ( ot ot 4Enbvg + wow | T (Cpepy (DL +p;7;)>pepéppp; + <Cpep7pé>pepép7p;~

(B.158)

Despreciando m, en comparacién con m,, y tomando simplemente m,, = my,:

d(npv)) a ; ny 0¥ S 4
my (Th + 4Enbvg + wow | T (Cpepy (P + p;»pep’eppp; + <Cpepwpi>pep’epwp;-
(B.159)
Mediante la perturbacién definida en (4.53):
(1 + 0] / (14 6) OV
my | XLy Cpy 14 g o D) OT )
ot a a O (B.160)

<Cpepb (pé + pf;))pep’eppp; + <Cpepwpi>pepépwpg'
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Expandiendo y despreciando términos de segundo orden:

0(2) O(

8(7‘1;,1)5) @(ﬁb(stZ) a //Vt/ ﬁb ov ’I_lb oV
4— 4— . - | =
my BN + o + b’Ub + H0pUy + — 0 D + O (B.161)

{Cpeps (pé + pg)»pcp;ppp;, + <Cpepwpg>pep’epwp;v

ov anb i Ty ov . . .
mp (nba_tb (v ot + 4 nb”b + _$> = (Cpep, (P "‘pi;))pep’eppp;"‘<Cpepwpé>pep’epwp;v

(B.162)

que se reescribe como:

= (Cpepy (Pﬁ +p£) >pep’eppp; + <Cpempé>pep’epwp’7 )
(B.163)

ov) ony, 0a i w oY
mp | Np—— BN v Enb +Enbvb 8333

donde se aprovecho la relacion (2.13). Factorizando n:

(o . 10T , ; ;
mpny (8_751) + EUZ + 5%) = (Cpeps (1L +p;7))>pepgppp; + <Cpepwpé>pepépwp’w' (B.164)

Dado que p, = myny, se obtiene (4.65):

ol ;100 , , .
( atb * Evi * E%> = {Cpum (P2 + p))perionry + {Coup Pedpepipopr,- (B.165)

Ahora se desarrolla el término de colisiones. El primer sumando es explicitamente:
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o &Pp. [ Pp, [ dPp, [ P, L=
<Cpepb(pi+p;3)>pepépp19;; :/(2:)3/(2:)63/(27}:)3/(2:)3 (27T)453(pe +pp_p/e_pp)
M|
pe) E(pL) E(pp) E ()

* 6[E(pe) + E(pp) — E(p) — E(py)] 8E(

« [P () — fpe) f(pp)) (] + pL).
(B.166)

Se intercambian las variables p. <> pl vy p, <> p}:

- - [ & d*pe d’p, &’p, VS0 L — B — i
<cpepb<pé+p;,)>pepgppp; _/(277')3/(277')3/(271')3/(271')3(2 )5 ](p6+pp De pp)
M|
8E(p) E(pe) E (1) E(py)
« [f(pe) f(pp) — FB) F(0,) (P + p}))).-

*«0[E(p.) + E(p,) — E(pe) — E(pp)]

(B.167)

Usando la conservacién del momento (4.66):

) ] d3 . d3 /e d3 » d3 ; . . . .
<Cpepb<pé +pg))>PeP’epppL :/ (2:)3 / (2:)3 / (25)3 / (2:)3 (27‘(‘)453[_(]7e +pp — D, _p/p)]

< {=[B(pe) + E(py) = E6l) — B0y g )E(ZQ?(P’ JE(py)

< A= [F L) (0),) — F(pe) f(pe)]} (0L + 1)).

(B.168)

Dada la propiedad (A.17) de la delta de Dirac y reorganizando términos:
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. . B d*p. d>p), d*py d’p, 430> | = 3 ;
ot + 2D, == [ 25 [ 5 [ G2 [ o) S G+ 7= =)

OB + Elwy) = Bl ~ B s
« [ () (9,) = F(Pe) (P (0L + 1))
= _<Cpepb (pé + p;»pepépppg- ( )
B.169
Se llegd a que:
<Cpepb (pé + pi))pepgppp; = _<Cpepb (pé + p{;))pep’eppp;? (B.170)

lo que implica que este término debe ser cero. Para el segundo término de colisiones
de (B.165), se parte de que:

<Cpepypi>pepép7p; + <Cpepvp§>pepépwp9 = <Cpepw (pé + pi))pepépvp’v' (B.171)

Obsérvese que el término de la derecha de esta ecuacion es exactamente igual al
primer término de colisiones de (B.165), simplemente haciendo el cambio p, — p,,
por lo que, al realizar el mismo tratamiento que condujo de (B.166) a (B.170), se

llegara a que:

<Cpep’y (pfi + p’i/)>pepépvpl7 = 07 (B]‘72)

<Cpepwpé>pep;pwpg = _<Cpepwpzy>pep’ep7p’7- (B.173)

Estos resultados permiten reescribir la ecuacién (B.165) como:

(0w o ; 10U ;
" (E rgut ‘a—> = o P (B.174)

. . RT kI .
Se aplica transformada de Fourier y se multiplica por 7-:

—
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K o W 1EE e
Bl DA Ul|l=—(¢ — ) B.1
(at TR LT ) <Cff’e’“pzy i >pep,pvp, (B.175)

Usando (A.22):

(k) ik 1K - )
pe ( 86tk + % m T 52?\1} = _<Cpepwp;kj>pepépwpg' (B.176)

i R~
Recordando que vy = %Ub :

B 9o ik ; B.177
ot + Evb + 2! <Cpepwpvﬂ>pep;pvp;' (B.177)

Se obtuvo la expresién (4.69). El término de la derecha de la igualdad ya se conoce.
En efecto, segun la notacién del apéndice A.1 y de la ecuacién (B.107):
— 8f'y A~ —
Clf()] = <Cpepw>pep;p9 = _pvwneUT(@O — O+ Dy Te). (B.178)
Y
Como se indic6 en 4.2.3, 1~7e- Dy = Uepr. Recordando que v, = 0j y 1. = ny, aplicando

transformada de Fourier y siguiendo la notacién del apéndice A.1:

. d*p,, of, ~ .
- <Cpepwpvﬂ>pepépvp9 - (27 )3pmu pvgnbaT(QO —O(pn) + pp) |, (B.179)
Y

. d’p f - i
= (Cpep, Py pepippty, = / (Qﬁ;g P [ 8pyanT(@o —O(n) +vbu)} . (B.180)
Y

Se sustituye la expresién anterior en (B.177):

0 a 43 of. ~ R i
(% + Evb + zk:\Il) / p73p'2y/1“ {%nbUT(@o —O(u) + vb,u)} . (B.181)

. . ., 1 . .
Se aplica la integracion f_l %", de tal manera que se cubren todas las direcciones:



Apéndice B. ECUACIONES DE BOLTZMANN 127

[ (3o 09)] 1 it -]
(B.182)

Sacando de la integral sobre u los términos que no dependen de esta variable (Esto
incluye a todos los términos del lado izquierdo de la igualdad) y realizando la integral

del lado derecho usando coordenadas esféricas:

ov, d 1 m aQ [~ ,0f, Ydu - ~ .
—_— 4 — ~ikU — = —_— — — )
(at + Ub—i— Zk )/_1 5 nbUT/ (27r)3/0 p”@pvd /_1 5 (O — O(p) + Tppt)
(B.183)

La integral sobre p, se hace a través de la siguiente sustitucion:

u=p,du = 4p3dp;
(B.184)

of. -
dv = —"dp,,v = f,.
ap’y Y Y

La ecuacién (B.183) queda:

o, d 1 mo\
(E + —Ub + —Z/ﬂ\I/) <§|_1> =

nyor [/ (57?)3 <M—4/Ooop3fwdpw) (%/_zduu—/_ll %“u@(u)Jr%/_lluQ)] :
(3t )l ()

Q- [= , - O p’y  [tdp - Oy 1%
nyor [_4/ (27_{_)3/0v p’yp"/f')/dp')/ <7?|1_/_ 7/’1’@(/’1‘) + 5?|71 )
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@Ub / 1
=24+ —ikU
(875 +avb+ ik )

d3p -
Nyor —4/(27;3pr7de< —
Puesto que para fotones E., = p,:
8vb a 1 d3p .. ! d Ub 2
(E + Evb—i- —zk:\Il) = —4nyor {/ o ;E fvdp7 ”/1 —,u@( )+ 53 .

(B.188)

Ya que f p et E fvdp7 es simplemente la densidad de energia de los fotones a orden

cero, es demr P, v mediante la definicién de dipolo de (4.71):

0 a 1 0]
(ﬁ + —vb + —M) = —dnyorp, <z’@1 + %) . (B.189)
Cambiando a tiempo conforme:

1. 1a 1. =~ v
ﬁb (—@b —+ —gﬁb + —’L/{\D> = _4nbUTﬁ'y (Z@l -+ %> . (B190)
a aa a 3

Dado que n, = ny:

.G . 4n,
B+ Loy + ikl = 0Ty (350 gy, (B.191)
a 30
De (A.38):
2 a ~ -1 T . 4,67 . ~
Uy + —0p + 1kV = T—_(3Z@1 + Ub), (B192)
a 3P0

y la de relacién fotén-barién (4.72), se llega a la segunda ecuacién de Boltzmann

para bariones (4.73):

by + 1y + ik = %(31’@1 + ). (B.193)
a



Appendix C

ECUACIONES DE
OSCILACIONES ACUSTICAS

Se multiplica (5 por = du 3 P(p), con [ > 2:
1

1 Ldu 00 1 o , 1 du -
e [ 3 gy [, e s o [ e
1 Ldu .

“iap ] -

— 7 <ﬁ /11 %”Pz(u)@o—ﬁ/ll %“B(M)@Jr (—1¢)l /11 %ﬂﬂ(u)uvb)-

Sacando de la integral los términos que no dependen de la direccion u:

129
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0
0 1 U du ik U du 1 !
— —PB —P P
(o [ 5mwe) « 5 [ G rume 5 [ anl
ikl [t
2(—i)l/ dpi(p)p =
1 1 1 ¥
) 1 1 du 1
-7 2(_Z->l@0 i l(#) - (_Z-)l /_1 jpl(ﬂ)@ + 2(_Z')lvb/ d I(H)M
(C.2)
Se aplicé la propiedad (A.30), puesto que [ > 2, y la definicién (5.5):
00, ik ['du ,
) “p — 70, .
2 [ S Gone = 7o, (©3)
Mediante la propiedad (A.32):
: ik ' du l [+1 .
ot o [ B (Gt + g Pt ) e =6y (Ca)

. —1) ik [ L a —ik [+1 La )
& 4+ (—i)~ ' / _MB_I(M)@JFL_/ —MP1+1(M)@=T@1,
_ —1

(—i)~1(=i)t20+1 )4 2 —i(—i)20+1 2

(C.5)

du k(l +1) 1 Ydu :

p —P, = . (C.
" 2z+ 1( WO ST Sy /_1 g ()0 =761 (C.6)
Aplicando la definicién (5.5):
Kl k(I +1)

AT + ST @l+1 70);. (C.7)

Ahora se comparan los términos en cuanto a sus érdenes de magnitud. El primer

término del lado izquierdo es:
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00, ©
=~ = C.8
o " (C.8)
mientras que el segundo es:
or 7O,
—0; ~ — C.9
soi T (©9)

Puesto que, como se indico en el apéndice A.3, 7 >> 1:

S << T—@l, (C.10)
U] Ui
lo que implica:
00, or
—_— — A1

indicando que este término puede ser despreciado. Ahora bien, puesto que ©; < O
(Ver la introduccién del capitulo 5, para una justificacién fisica de este argumento),

se puede comparar sélo el segundo término e ignorar, por lo pronto, el tercero:

——0, 1~ —06,. C.12
2A+1 " o (C.12)
Como el interés es en cuanto a los 6rdenes de magnitud se puede ignorar también el
signo:
kl T
O ~ —06,. C.13
A+1 T (C.13)
Ast:
[ kn
O~ ———0_. C.14
BTN I ( )

Dado que, segin se indica respectivamente en (A.47) y en el apéndice A.3, kn << 1
y 7 >> 1, entonces 7 >> kn, lo que a su vez implica que O, ; << ©; << ;4. La
anterior afirmacion significa que, por un lado, el tercer sumando del lado izquierdo
de (C.7) es mucho menor que el segundo y puede ser también despreciado, por lo
que no se hace necesario compararlo con el lado derecho de la igualdad, tal como se

hizo con los dos primeros términos. Mas general, puesto que el andlisis se realiza
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para | > 2, se tendra que 01 << Oy << Os..., es decir que los términos a partir de

©,, pueden ser despreciados, quedando tinicamente Oy y 0.

Ya que basta considerar sélo Oy y O, se toma la ecuacién (C.7) y se construye una
nueva al multiplicarla por f_ll %“Po(u). Se repite el tratamiento multiplicando por
f_ll %“Pl(u). Con Py de (A.28):

Ldu oo Yau Ldu . Ydu. Ydu, .
/178—,0—}-/17#@]{7@—"/17@"—/172]{3#\1/—/17[—7'(@0—@4‘,[”){,)],
(C.15)
1 1 1
2 ([ ) s o ) o o2
" -1 - 1 (C.16)
1
d
—T@o/ / :@—Tvb%

De (5.5) y al realizar las integrales sobre u (cuyos resultados se han hecho para

desarrollos anteriores por lo que se omitirdn aqui):

Oy + kO, + & = —167 + 167, (C.17)
se obtiene (5.9):
Oy + kO = —. (C.18)

Ahora con P;(u) de (A.28):

d 8@ d
/ oA, / —mmk@+/ —Z,u<I>+/ —Z/uk,u\lf / #iu[—%(@o—@—kuvb)],
(C.19)
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() ([ e

1y (C.20)
pwooo f
e —u— —uO —
(Z )2t Z/_l 2! ““”/_1 2”)
Mediante la relacion (A.29):
1 1 1 1 0
o (. du 1 dp 2 du 1 : d
— —uo | —k|(-1) | — —=-P0 —_—= ) e
877(2/12M ) {( )<(_i)2/123 ’ >+/123 " 712
Ydu S ! I
— 7 | 10 17u—2k2%v+zvb€| 1
(C.21)
De (5.5):
. 2/{3@2 k@o kW . iUb
———— =7 = — . 22
01+ = 5 3 r( @1+3> (C.22)
Como se ha indicado durante el actual desarrollo, el término ©, se puede despreciar.
Reorganizando:
k}@o k\II ivb
- ——. 2
0, 3 5 (@1 3) (C.23)

A continuacién, se despeja vy, de (5.3):

vy = —3107 + E (@b + S’Ub + Zk@) . (C.24)
T
Aproximando la derivada como orden de magnitud, - ~ %
7 Vb 7{)@”1 kn
~ —3i0; + R “—— 41—V ). (C.25)
TN Tﬂ/é( T

Considerando modos superhorizonte, kn << 1 (A.47), se puede hacer la

aproximacion:

6

| 1
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10
v~ —3i0, + R (“b b4 i—) . (C.26)
T

T T
Se puede hacer una mayor aproximacion para v, puesto que 7 >> 1y ¥ << 1.

Ademéds, para la época de interés, R > 1 (5.1), por lo tanto @ << vy, por lo que

se puede ignorar el segundo sumando del miembro derecho de (C.26), quedando asi:

vy = —3i0q, (C.27)
resultado que se reemplaza en el miembro derecho de (C.24):
. R . a ,
Vp = —37,@1 + ? <—3Z@1 — 32561 -+ Z]C\I/> . (CQS)

Se reemplaza (C.28) en (C.23):

k I . :
@1 — ﬁ = — + T@l — z —3i@1 + E —3i@1 — 3Zg@1 + kWU , (CQQ)
3 3 3 T a
@1—@:%+%—%—R®1—3361+R%}, (C.30)
LG kO I
1+ RO, + 2RO, — 20 = (1+ R~ (C.31)
a 3 3
. & R k I
a _ _ 32
Ot TR T T 5 (C-32)
. kU 4 R k
O = T TR T3 ) (C-33)
Se deriva (C.18) con respecto a 7:
Oy + kO, = —. (C.34)

Se reemplaza (C.33) en (C.34):
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- kY a R k .
k|l ——— =-o C.35
o+ (3 a1+R@1+3(1+R)@0) ’ (C.35)
('4)+]€2\11—é kR@+k—2@——¢5 (C.36)
°T73  al+R ' U301+R) '
Se despeja ©; de (C.18):
o
o, = 2% (C.37)
k
y se reemplaza en (C.36):
. kYU 4 kR d + 0 k2 .
© - - — Oy =—-o C.38
03 a1+R< k )+3(1+R) 0 ’ (C-38)
- ¥ a R . a R . k2 .
- - Oy = —9>. C.39
ot T T E R T R T3 R) (C-39)
Con la definicién (5.16) para cs:
- a R . k? a R .
S < IR 223 TS WA L 4
@0+a1+R@0+ Cs@() 3 al—l—R (C 0)
El siguiente paso consiste en usar la aproximacion (C.27) en (5.2):
Oy + ik(—3i0;) + 3® = 0, (C.41)
Oy + 3kO; 4 3d = 0. (C.42)
Usando (C.37) en (C.42):
: d+6 :
Sy + 3K (— ; °> +3% =0, (C.43)
8, — 3% — 36, + 3% =0, (C.44)
5 = 36y, (C.45)
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0y = 300 + cte. (C.46)
Recordando que 6, = %b y O = %. De (2.18), aplicando diferenciales:
o, 3P 0T
5= P s T g (C.47)
Pb T?
Puesto que 9, x O, se escribe:
O = (9. (C.48)
En (5.5), para el monopolo:
1 d,u
-1

Asi, §, = 0 — ©¢ = 0, lo que indica que la constante en (C.46) es a su vez cero y,

por lo tanto, 0, = 30,. Despejando © se obtiene:

que se reemplaza en (C.40):

Es},aR@k“(sb K a R

% @ R o0 _ K, _a R 4 4
5 TultRs NS3T T 3Y T uiyR !
. 4 R . @ R . .
PR ST SRS T S Y. §
b+a1+Rb+ €s% al+ R

(C.50)

(C.51)

(C.52)

Se ha llegado a la ecuacién de las BAO (5.21). Combinando (2.12), (2.17) y (4.72):

-3

a
R x — x a,
—4
a

R = Ka,

para alguna constante K, que al despejarla de (C.54) resulta:

K=—.
a

(C.53)

(C.54)

(C.55)
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Derivando (C.54) con respecto al tiempo conforme:

R=Ka. (C.56)

Con K de (C.55):

R= SR. (C.57)

Reemplazando el ltimo resultado en lo segundos miembros de las ecuaciones (C.40)
y (C.52), permite obtener (5.22) y (5.23):

. R . 5 5 k2 R . .

L. SRR L S .
@0+1+R@0+kcs@0 3 11 R s <C58)
. R . R . .

), op + K226, = —k*U —3—— & — 30. .
b+1—i—Rb+ c50p 31+R 3 (C.59)



Appendix D

GRAFICAS
COMPLEMENTARIAS

En este apéndice se muestran las graficas de la velocidad de los bariones y de los

potenciales gravitacionales, como complemento a las graficas del capitulo 6.

138
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Figura D.1: Velocidad de bariones
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Figura D.2: Potenciales gravitacionales
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