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Resumen
Funciones zeta locales de Igusa y polinomios de Bernstein.

El propésito del presente documento, en el que se desarrolla el trabajo final de maestria, es
estudiar la conjetura planteada en 1988 por el matemaético Jun-ichi Igusa en [10]; la cual
asegura una relacién entre los polos de la funcién zeta local de Igusa Z(s, f) y los ceros del
polinomio de Bernstein-Sato by.

Ademas, se abordan conceptos bésicos en el area de analisis p-adico y se estudia el compor-
tamiento de familias particulares de polinomios f € Z,[z1, za, ..., z,] en dicha conjetura.

Palabras clave: Funcién zeta local de Iguza, polinomio de Bernstein-Sato, Anillo de entero p-adicos.

Abstract

Local Igusa zeta functions and Bernstein polynomials.

The purpose of this document, in which the master thesis is presented, is to study the conjec-
ture raised in 1988 by the mathematician Jun-ichi Igusa; which ensures a relationship between the
poles of the Igusa local zeta function Z(s, f) and the zeros of the Bernstein-Sato polynomial by.
Also, it addresses basic concepts in the area of p-adic analysis and aims to study the behavior of
particular families of polynomials f € Z,[x1, x2, ..., z,], in said conjecture.

Key words: Igusa local zeta function, Bernstein-Sato polynomial, ring of integer number p-adic.
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Introduccion

Las distribuciones, fueron introducidas en 1940 por los matematicos Serguéi Sobolev y Laurent
Schwartz. Estas se definen como funcionales lineales continuos sobre el conjunto de las funciones
Schwartz-Bruhat. Dentro de las distribuciones se encuentra una clase especial denominada distri-
buciones regulares, las cuales se definen mediante la igualdad:

(f:8) = Jgn f(2)0(2)de,

con f una funcién absolutamente integrable en cada regién acotada de R"™ y ¢ una funcién Schwartz-
Bruhat.

En 1964, los matematicos 1. S. Gelfand, J. Bernstein y M. Atiyah, estudiaron el problema de
distribuciones asociadas con funciones dependientes de un pardmetro [§]. Dada una funcién fy, con
A € C, se observa que la distribucién asociada es:

(fx: @) = Jpn Ir(@)@(z)de,

si se fija ¢, entonces la integral puede diverger dependiendo el valor del pardmetro A. Podemos
considerar esta, como una funcién de la variable A y preguntarnos si puede extenderse el dominio.
Atiyah, usando el teorema de resolucién de singularidades de Hironaka para variedades sobre un
cuerpo de caracteristica cero [I2] obtuvo dicha extensién de (fy,¢); anos mas tarde Bernstein
planteé una nueva técnica para extender el dominio, lo interesante de esta nueva técnica es no
depender del teorema de resolucién de singularidades de Hironaka. Un ejemplo de lo anterior es el
siguiente:

Considere fs(z) = |7|°X[0 400, COn $ un pardmetro complejo y x la funcién caracteristica del
intervalo [0, +00), de modo que

(fo,0) = Jo~ 2°¢(x)dz,

observe que la integral converge siempre que Re(s) > —1, para obtener la extensién del dominio se
puede proceder de la siguiente forma, observe que

st = (s +1)2°,
de modo que al sustituir en la integral, se tiene que
JoT wo(a)de = o5 fo Frat o) de,

y al integrar por partes se encuentra la igualdad
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fooo rid(x)dx = sjr—ll fooo 25t/ (x)d.

Se observa que esta igualdad extiende el dominio a Re(s) > —2 y Re(s) # —1; con un polo en
s=—1.

Si se denota by(s) = s+ 1, una de las principales observaciones utilizando este método es que la raiz
de by coincide con el polo de la funcién extendida, esta observacién fue recolectada en el siguiente

teorema, ver [4].

Teorema:
Sea f € Z[x1,x2,...,xy] ¥ ¢ una funcién Schwartz-Bruhat, entonces la funcién zeta local arquime-
diana

Zs(s) = [gu | (@)"¢(z)da,

tiene una extension meromorfa al plano C y sus polos son de la forma s = sg + ¢k, con k € Z y
bf(S(]) = 0.

En 1965 Andre Weil, estudiando las formas de grado superior, introduce las funciones zeta locales,
ahora llamadas funciones zeta locales de Igusa, al tomar K = Q,, (Cuerpo local no Arquimediano)
ver [12]

Z(s, f) = Jgy [f(@)[*d()|dul.

En 1974 Jun-ichi Igusa y posteriormente J. Denef ver [I1], demostraron que Zy4(s, f) tiene una
extension meromorfa al plano complejo (propiedad andloga al caso arquimedianno) y ademads que
la extension es una funcién racional del argumento ¢t = p~*. Cabe destacar que la extensién me-
romorfa de la funcién Z(s, f) fue encontrada por Jun-ichi Igusa usando el teorema de Resolucién
de singularidades de H. Hironaka y no la teoria de polinomios de Bernstein-Sato como en el caso
arquimediano, esto hace que el célculo exacto de los polos de la funcién Z(s, f) dependan de reso-
lucién de singularidades.

Mediante céalculos especificos, Jun-ichi Igusa observé que el Teorema anterior parece satisfacerse
en el caso no Arquimediano, es decir, que los polos de la funcién zeta local de Igusa contienen
informacién acerca de las raices del polinomio by; un hecho muy notable, ya que los polinomios de
Bernstein no intervienen en la demostracién para obtener la extension del dominio, asi que en 1988
realiza la siguiente conjetura:

Conjetura:
La parte real de cualquier polo de la funcién Zeta local de Igusa Z(s, f) es una raiz de by(s).

Los principales avances en dicha conjetura fueron dados por el matemdtico Loeser [I5], quien
demuestra la validez de la conjetura para polinomios de dos variables, en polinomios més generales
se han conseguido resultados parciales ver [4].

En este trabajo se estudiard la conjetura de Igusa para casos particulares de polinomios cuasi-

homogéneos, en especial usando ideas clasicas de la teoria de polinomios de Bernstein mostraremos
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que la conjetura es vélida para las formas diagonales f = z{! + - 4+ 22", también mostraremos la
validez de la conjetura para algunos polinomios semicuasi-homogéneos, en estos casos particulares
calcularemos el polinomio de Bernstein de manera explicita usando el software GP Pari.



1 Nuameros p-adicos

En este capitulo se introducen los nimeros p-adicos como un cuerpo resultante del proceso de
completacién del espacio métrico (Q, d,) con d, una métrica proveniente de una norma no Arqui-
mediana, los resultados son tomados de [1] capitulos I, ITy I11.

1.1. Valuaciéon p-adica
Definicion 1 Sea K un cuerpo, una norma o valuacion sobre K es una funcion
] K — Ry U{0}
la cual satisface
» |z| =0 siy solo six=0,
o |yl = |zllyl,
v |z +y| < |x|+ |y|. (Desigualdad triangular)

Una norma es llamada trivial si |0 =0y |z| = 1 si  # 0, las normas sobre un cuerpo inducen una
métrica sobre el cuerpo definida mediante la igualdad:

d(z,y) = [z —yl.

Sea p un nimero primo fijo, dado un nimero racional « distinto de cero, se puede escribir a = p" 7,
con a y b ntiimeros enteros no divisibles por p y n un entero. Se denota n = Ord,(a) y oo = Ordy(0),
con esta notacién se puede definir el valor absoluto p-ddico (norma no Arquimediana) de la siguiente
formas:

Definicién 2 La funcion |-|, : Q — RT U {0} con

|0|p =0,
‘a‘p _ pfOrdp(a)

se denomina norma p-ddica.

La norma p-adica satisface las siguientes proposiciones:

» |z|, =0siysolosiz=0,



1.1 Valuacién p-adica 5

. \xy]p = ’x‘p’y‘zv
w2+ ylp < maz{|xlp, [ylp} < |zl + Ylp,

para todo x,y € Q.
Note que la métrica inducida por una norma |-|,, viene dada por la igualdad,

dp(l‘»y) = |z — y|p-

El cuerpo (Q,|-|,) es conocido como un cuerpo normado no-arquimediano; este nombre surge de
observar que el conjunto de los niimeros naturales es un conjunto acotado, pues para cada natural
n se tiene que

Inlp <1,

asi el axioma arquimediano no se cumple en dichos cuerpos normados.

La diferencia entre el valor absoluto clasico notado |-|c ¥ ||p, radica en la desigualdad triangular,
ya que ||, satisface una desigualdad mas fuerte conocida como desigualdad ultramétrica.

Dos normas son equivalentes si las métricas asociadas son equivalentes. Con esta definicién se puede
enunciar un teorema pilar y motivacién del por qué las normas p-ddicas son relevantes [1].

Teorema 1 Teorema de Ostrowski: Cualquier norma no trivial |-| sobre el cuerpo de los nimeros
racionales Q es equivalente a la norma real |-|oo 6 @ una norma p-ddica |-|p, para algin nidmero
Primo p.

El teorema de Ostrowski nos dice que el cuerpo normado de los ntimeros racionales solo tiene dos
caras, una real y una p-adica,

(Q; [-]oo),
(@Q [lp),

teniendo en cuenta que cada norma induce una métrica sobre el cuerpo, se tienen los dos siguientes
tipos de espacios métricos asociados con el cuerpo de los ntimeros racionales,

(Q, dos),

(@a dp)7

donde dws(2,y) = |2 — Y|loo ¥ dp(z,y) = |z — y|p; es conocido que el espacio métrico (Q,ds) no es
completo, andloga situacién tiene el espacio (Q,d,), para ello se observan los siguientes resultados.

Lema 1 Si{xy}nen es una sucesion en (Q,dy) la cual cumple que,
nh;nolo‘xm—l — Znlp =0,

entonces {Tn }nen es una sucesion de Cauchy en (Q,d)).



6 1 Numeros p-adicos

Demostracidon: Sean n y m naturales tales que m > n, si m = n + r se tiene que
‘xn—i-r - xn|p = |l'n+7’ — Tntr—1 + Tntr—1 — Tntr—2 + Tnpr—2 — . + Tpg1 — In‘p

|xn+r_xn+r—1+xn+r—1_xn+r—2+xn+7’—2_----+xn+1_$n‘p < max{|$n+r_xn+r—l‘p7 oy ‘$n+1_xn|p}
y por hipétesis

nh;ngolxm_r — Znlp = 0.

con lo cual la sucesién es de Cauchy. 0

Ahora se muestra un procedimiento para encontrar una sucesiéon de Cauchy en (Q,ds); la idea
es poder observar que este espacio no es completo.

Ejemplo 1 Sea p = 3, se tiene que 1> =7 méd (3), se elige zo = 1, luego se busca x1, que cumpla
que v2 =7 méd (5%), observe que se debe tener que

2?2 =7 méd (3),

asi 1 = x9 =1 méd (3), con lo cual x1 =1+ 3k, para algin k € Z, es decir que
(14+3k)2=7 méd (5%), desarrollando el cuadrado y factorizar el tres se tiene que
k=1 méd (3), asi x1 = 1+ 3(1), al continuar de la misma forma, se busca un xo que cumpla

r3=7 méd ($), luego

2=z méd (3%),

asi xo = 4+ 3%k, con lo cual (4+3%k)2 =7 méd B, al desarrollar cuadrados y factorizar el nueve
se tiene que k =2 méd (3), asi ma = 1+ (1)3 + (2)32.
Si se continia de esta forma se encuentra una sucesion {Tntnen la cual cumple que

» T, =2, méd (371,
» 22, =7 méd (3"2)
Esta sucesion es de Cauchy, observe que la primera condicion es equivalente a
|Tpy1 — 2n| = ‘3n+1/ﬁ| < 3_n_17

es decir que |Tp+1 — xn| — 0 y por el Lema anterior la sucesion {x,}nen es de Cauchy.
La condicion siguiente garantiza que

@ =7 = 13" | <377,

con lo cual la sucesion al cuadrado converge a 7, y por ende la sucesion {xy fnen deberia converger a
una raiz cuadrada de 7, elemento que no existe en Q. lo anterior indica que (Q,d,) no es completo.

El ejemplo anterior puede ser generalizado para cualquier otro primo distinto de dos, asi podemos
concluir que el espacio métrico (Q,d,), no es completo, para el caso p = 2 se procede buscando

raices cubicas.
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1.2. Completacion de un espacio métrico

A partir de un cuerpo (K, |-|) no completo respecto a la norma, se puede crear un cuerpo K el cual
contiene una copia de K y dotarlo de una norma |-|; inducida por || de tal forma que (K, |-|;) sea
completo.

En la completacion, el rol principal lo juegan las sucesiones de Cauchy. Sea {K} el conjunto de
todas las sucesiones de Cauchy en el cuerpo normado (K, |-|). Al dotar este conjunto de una suma y
un producto natural entre sucesiones se obtiene una estructura de anillo conmutativo con unidad,
de modo que el ideal maximal de sucesiones infinitesimales P C {K} con {a,} € P si nlgglo lan| =0,

permite formar la estructura cociente,
K ={K}/P,

los hechos anteriores dotan a K de una estructura de cuerpo, el cual contiene a K visto como el
conjunto de sucesiones constantes.

Dado z € K cuya clase de equivalencia estd representada por {z}, se define la nueva norma
mediante la igualdad:

|x|1 = lim |z,
n—oo
el limite existe, pues
|zm| = [Znlloo < |Tm — Zal,

como la sucesién es de Cauchy, se tiene que la sucesién formada por las normas {|z,|} es de Cauchy
en R y, por lo tanto, converge.
Con los ingredientes anteriores se obtiene un cuerpo completo

(K, | )

Utilizando el proceso de completacion para espacios métricos, se tiene que existen dos tipos de
completaciones posibles para el cuerpo de los nimeros racionales, por un lado, el conocido cuerpo
de los nuimeros reales con la métrica usual,

(Rv dOO)7
y un nuevo cuerpo, el cual se denota Q, y es llamado cuerpo de los nimeros p-ddicos

(Qp dp)-

1.3. Desarrollo canénico de los niumeros p-adicos

Como se vio antes, el cuerpo de los nimeros racionales Q con la norma p-adica |-|, resulta ser
un espacio métrico no completo, al efectuarse el proceso de completacién de Q con respecto a ||,
se genera el cuerpo de los nimeros p-adicos y se notard por QQ,. En este punto, los elementos del
cuerpo de nimeros p-adicos son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy y los siguientes

lemas proporcionan una forma de observar los elementos de @, de una manera mas cémoda.
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Lema 2 Considere la serie

oo
S gt
k=—m

con m un entero positivo, 0 < dp <p—1 yd,, # 0, entonces la serie converge en Q.

Demostracién: Sea la sucesién de racionales {S, }, con S, la n-ésima suma parcial, se vera que
dicha sucesién es de Cauchy, sea € > 0, se elige N(€) un natural tal que p~ V() < e sir > n > N(e),

entonces
,
1Se = Sulp =1 D diply < ma{ldip|y} < maz{lp*],} <p~NO <
k=n+1
asi la sucesion {S,} es de Cauchy en el cuerpo (Qy, |-|,) y por ende converge. O

[e.e]
El Lema anterior nos indica que el conjunto de elementos de la forma { Z dkpk} representa

k=—m
un subconjunto de los niimeros p-ddicos [1].
Teorema 2 Dado x € Q,, existe una sucesion de racionales {Sy,} con
n
Sp= > dip,
k=—m
y m un entero positivo, 0 < d, < p — 1, tal que x = [{Sp}] con [{Sn}] la clase de equivalencia

representada por la sucesion de sumas parciales.

En el Ejemplo [T} se vio que en el caso Q3 se tiene que,
VT=1+(1)3+(2)3% + ...

otro ejemplo puede darse al observar que la serie
oo
I
P
k=0 p

"+1 es cercano a cero en norma p-adica. Con ello en mente se tiene

dado que |p|, < 1y el término p

que en Q,

O=1+@-1)+@E-Dp+@-Dp"+p-Dp"+(@-1p"+ ..
“1=p-D+@-p+@-1Dp+@@-1)p"+ (- p'+ ..
El Teorema 2 nos garantiza que cada elemento en Q, se puede representar como una serie de

potencias en p con coeficientes en el conjunto {0,1,2,...,p — 1}.
Debido a que el espacio @@, es ultramétrico se tienen los siguientes resultados.

o0
Proposicién 3 Sea (o, )nen una sucesion en Qp, la serie g ay converge si, y solo st lim «,, = 0.
n—oo

n=1
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Demostracidon: Suponga que la serie converge, entonces la sucesién de sumas parciales Sy =
k

Z ay, es una sucesion de Cauchy. Sea € > 0 entonces existe N € N tal que si k > N se tiene que

n=0

1Sk + 1 = Sklp = |ontalp <€

y, por lo tanto lim «, = 0.
n—oo

Por otro lado, suponga que lim «, = 0, esto implica que
n—oo

Sk1 — Sklp < ¢

oo
y, por lo tanto, la sucesién de sumas parciales es de Cauchy, asi g Qy, converge. g

n=1

1.4. Topologia de (Q,,d,)

La estructura (Qp, |-|,) toma forma de espacio métrico, al tomar
dp(,y) = | = ylp,
la desigualdad triangular se deduce de observar
dyl,y) = & — 2+ 2 — ylp < maz{|z — 2|y, |2 — yly} = maw{dy(e, 2), dy(z, 1)}

la actual desigualdad mas fuerte que la desigualdad triangular es llamada desigualdad ultramétrica.

La estructura (Qp,dp) tiene como base el conjunto de todas las bolas abiertas, se notardn las
bolas abiertas como By(a) = {z € Q, : |z —a|, < p™"} y las bolas cerradas como B,(a) = {z €
Qp:lz—alp<p™}

Proposicién 4 En el espacio topoldgico (Qp,dy,) se cumple que:
1. Para cada elemento x € B,(a), se tiene qué By(a) = B,(x).
2. Las bolas By(a) son conjuntos abiertos y cerrados.

3. Dos bolas By(a) y Bi(b) son disjuntas o una estd contenida en la otra.

Demostracion:
1. Sea y € By(a), luego
ly—zlp=ly—a+a—=z|, <maz{ly —alp, |z —alp} <p™,

con lo cual B,(a) C By(x), y por un argumento similar se puede concluir que B,(z) C By(a),

con lo cual se tiene la igualdad.
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2. Ahora se probard que las bolas B,(a) son conjuntos abiertos y cerrados. Note que la bola
By(a) = {|z — a|, < p~"} es por definicién abierta, por otro lado, al observar que el rango
de la norma p-adica sobre @, es el conjunto discreto {p"} U {0}, con r € Z, se deduce la
igualdad:

B’r(a) = Br—i—l(a) = {Q: c Qp . ’IB _ a’p < p—r—l}7

con lo cual la bola B,(a) es un conjunto abierto y cerrado a la vez.

3. Suponga que B,(a) N By(b) # ¢ y r <1, sea yg € B,(a) N By(b), por la primera parte se tiene
que By(a) = B-(y0) v Bi(b) = Bi(yo), como r < [, entonces B;(yg) C By(yo) con lo cual

B (b) C Br(a) .

Proposicién 5 FEl conjunto B,(a) es compacto para cualquier v € Z y a € Q.

Demostracion: Como (Qy, dp) es un espacio métrico y Q, es completo con respecto a la métrica
d,, bajo estas condiciones se puede aplicar el Teorema de Heine-Borel al conjunto B, (a) el cual
asegura que un conjunto cerrado y acotado es compacto. O

El Teorema 2 garantiza que cada numero p-adico pueda expresarse de la forma

o0 o0
r= > dpt=p ™ d_mip"
k=—m k=0

con d,, # 0, como

‘x|p = nlifgo|5n|pa

n
ySp=p ™ Z d_m+kpk, entonces
k=0
|Sn|p = pm7

para cualquier n € N, asi

|z]p = p™

En la siguiente seccién se estudiard el anillo de enteros p-adicos, un subconjunto clave para el
desarrollo posterior del trabajo.

1.4.1. 7, enteros p-adicos

Definicion 3 El conjunto de enteros p-ddicos se define como

Zp={z € Qp: |z], < 1} = Bo(0).
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La definicién anterior lleva a pensar a los enteros p-adicos como el conjunto de elementos de la

oo
pT Z dlpz ’
=0

forma

con r > 0.

Proposicién 6 El conjunto Z, es un sub-anillo de Q,

Demostracion: Sean z,y € Z,, luego
|z +ylp < max{|zly, lylp} <1,

por otro lado se tiene que
[zylp = [zlplylp < 1,

conlocual x +y € Zy, y xy € Zj.

Al tratar de encontrar los ideales principales del anillo Z,, se observa lo siguiente:
Si A C Zy es un ideal, entonces pA C A; luego los elementos no nulos de A son de la forma

oo

i
E Z;p,
i=1

con 0 < z; < p, si el indice mas pequeno para el cual x, # 0, se tiene que los elementos de A toman

oo
pr Z xr—&—ipla
=0

con lo cual los ideales de Z, son de la forma,

la forma

P Ly,

lo anterior nos dice que el anillo Z, es un dominio de ideales principales, en el cual se tiene la
cadena

{0} C ... C p*Z, C pZ, C Zp.
Para caracterizar los elementos invertibles en el anillo Z,, se nota que
= Si|z|, = 1 entonces |zz 71|, = |z|plz7t|, =1, con lo cual |27, =1y 2™t € Z,.

» Siz, 27! €Z,, entonces [z, = ﬁ > 1, asf |27, = 1 = |z,

Lo anterior se resume en la notacién

L'y ={x € Ly : |x| = 1}.
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1.4.2. Integracién sobre Q,

La Proposicién 5 garantiza que la pareja (Qp,+) tiene estructura de grupo topoldgico localmente
compacto. En 1933 los mateméticos Alfred Haar y Von Newman probaron la existencia y unicidad
de una medida sobre dichos grupos, la medida existente es conocida como medida de Haar sobre
(Qp,B) con B la o-algebra de Borel generada por los abiertos de (Qp, d,).

La medida de Haar es una medida p regular, tal que [2]

1. Si A C Qp es un abierto no vacid, entonces p(A) > 0,
2. Si A C Qp es compacto, entonces 0 < p1(A) < oo,
3. Si A C Qy, entonces para cada x € Q, (invariante por traslaciones)

n(A) = p(z + A).

1 es Unica salvo por multiplos constantes positivos, dentro de las funciones p-integrables estan las
funciones continuas de valor complejo y soporte compacto.

Como el conjunto Z, es compacto y abierto se puede encontrar una medida de Haar 4/, tal que
W (Zp) =k > 0y definir la medida de Haar p normalizada mediante la igualdad

1= () = 14 ().

Ejemplo 2 Dado que Z, se puede reescribir mediante la igualdad

Ly = U (pZp + a),

anp/pr,
se tiene que
p—1
1= pu(Zy) = upZy + a),
i=0

por la invarianza en traslaciones se concluye que

1 = pp(pZy),

1
/ dp = —.
DLy p

Se puede intentar generalizar el argumento anterior y notar que

Z = U (CL +pk+1Zp)7

a€Zyp/pk 12y

con lo cual

con lo cual si se aplica la medida de Haar normalizada y se tiene en cuenta que
[Zy : p*T1Z,] = (p — 1)**1, se concluye que para k > 0,
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El espacio Q) = {(z1,22,...,2p) : x; € Qp}, se construye mediante el producto cartesiano del grupo
Qp, y se define la norma no arquimediana

(%1, T2, ..., T) [p = maz1<j<nilzjlp}-

Con esta norma, la pareja (Qg, |-|p) tiene estructura de grupo topoldgico localmente compacto y

n
p7
producto de tal manera que p(Zy) = 1, por lo tanto,

por ende existe una medida de Haar sobre esta medida puede ser entendida como la medida

T
ez e

1.5. Congruencias y series de Poincaré en Z,
Dados dos enteros a,b € Z, se dice que a es congruente con b médulo p, con p un nimero primo,
a=b mod (p),

si se cumple que a — b = pk, para algin k € Z; es decir a — b € pZ, la nocién de congruencia puede
entonces verse en términos de la norma p-ddica, obteniendo que a =b mdéd (p), si y solo si

la — b, < p L.
Con este hecho se puede ampliar el concepto de congruencia a los enteros p-adicos, teniendo entonces
que, dos enteros a, b € Zj, son congruentes, médulo Pk, si

—k

la —bl, <p™".
Sea f(x) € Zp[z1, 22, ...,2,]) un polinomio en n variables con coeficientes en el anillo de enteros
p-adicos, suponga que el objeto de estudio son las soluciones x € Z;, de la congruencia polinomial

f(@) =0 mod(p'),

con [ > 0, se denota
Ny = #{z € (Zp/p'Zy)" : f(x) =0 méd (p")},

la cantidad de soluciones médulo p! y nos interesa observar como se comporta N; a medida que [
crece, para ello se introduce la serie de Poincaré asociada al polinomio f

[e o]

IHOESY ;\lztl,
=0
como AL < 1 la funcién Py(t) define una funcién analitica en el conjunto [t| < 1. En 1966 Borevich
y Shafarevich [3] conjeturaron que Py(t) es una funcién racional y por ende tiene una extensién
meromorfa al plano complejo. Este hecho notable fue probado primero por Igusa [10] en 1974;
Denef [5] obtuvo el mismo resultado con una aproximacién distinta. Igusa y Denef probaron la
racionalidad de objetos llamados funciones zeta locas de Igusa.
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1.5.1. Lema de Hensel y su generalizacién

En el analisis p-ddico, uno de los resultados que sirve para encontrar raices de polinomios bajo
ciertas condiciones es el Lema de Hensel, esta seccién es basada en [13].

Teorema 3 Lema de Hensel

Sea F(x) = co+ 1 + ... + cpx™ un polinomio cuyos coeficientes son enteros p-ddicos, sea F'(x) =
1+ 2cox + 3ez3w? + ... + ne,a™ b la derivada de F(x).

Sea ay un entero p-ddico tal que F(ag) = 0 mdd (p) y F'(ag) Z 0 mdd (p), entonces existe un
unico entero p-ddico a tal que F(a) =0 y a =ag mdd (p).

Demostracion: Existe una tnica sucesién de enteros racionales aq, as, as, ..., tal que para todo
n>1:

1. F(a,) =0 mod (p™th),

2. ap = apy1 mod p”,

3. 0<a, < pn‘H.

Sea ag el inico entero en {0,1,2,..,p—1} el cual es congruente con ap médulo p, sea a; un elemento
el cual satisface 2 y 3, entonces a; = ag+ b1p, con 0 < b; < p— 1, al expandir F'(a;) = F(ap + b1p),
se encuentra que

F(ag + bip) = Z(Cia’ol +icial tbip + términos(p?)),

con lo cual
Fag+bip) = > cdo’ + () iciag’ " bip méd (p?),
es decir
F(ay) = F(ao + bip) = F(ao) + F'(aop)bip méd p?,

como F(ag) =0 méd (p) y F(ag) = F(ap) méd p, se tiene que
F(ap) =ap mod P2,
para que F(a;) =0 méd p?, se debe tener que
a+ F'(a)by =0 méd p
y como F'(ag) 0 mdd p, existe un unico 0 < by < p, que cumple dicha condicién, luego se elige
a1 = ap + bip,

ahora se procede por induccién, supénganse se conocen ai,as, .., d,—1, para encontrar a,, se debe
tener que a, = an—1 + bpp™, con b, € {0,1,...,p — 1}. Al expandir F(a,—1 + b,p™) como antes se
tiene que

F(an) = F(an—1) + F'(an_1)b,p" méd p"1,

por hipétesis de induccién, F(a,—1) =0 mdd p™ con lo cual

a4 F'(an_1)bpp” =0 méd p",
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Resolviendo la congruencia existe un tnico 0 < b, < p, y se elige
an = Gp—1 + byp",
con lo anterior se genera una sucesién que satisface las condiciones 1,2 y 3, si,
a=ag+ bip+ bap® + ..
se cumple que
y, por otro lado a = ap méd p. O
La idea es continuar como en [I3] para generalizar el Lema de Hensel.

Lema 7 Sea f(x) un polinomio en una variable x, con coeficientes en los enteros p-ddicos. Sea
k>0, ya€Zyta que, fla) =0 mdd p* y f'(a) Z0 méd p* entonces, existe un tinico € € Z, tal
que

fle)=0 y e=a médph.

Demostracion: En el caso k = 1, se tiene el Lema de Hensel, supéngase k > 1, y sea

g(y) =p F D fla+ pFly),

g(y) es un polinomio con coeficientes en los enteros p-adicos, pues

como f(a) =0 mdéd p*, entonces

asi
[fla+p" 1Y)l <p'F
y por ende g(y) es un polinomio con coeficientes en los enteros p-adicos, el cual satisface que

9(0)=0 médp y ¢'(0)#0 méd p,

aplicando el Lema de Hensel existe un tnico ¢ € Zj, tal que g(¢) = 0y ¢ = 0 mdd p. Sea
€ = a + pF~I¢, entonces
fe)=0 y e=a médpr.

Corolario: Sea f(x) € Z,[z] y k > 0. Si a € Z, es ta que

fla)=0 médp y f'(a)#0 méd p,
entonces existe € € Z,, tal que

e+p"2, ={x ca+pZy,: f(x) =0 mdbd p*}.
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Demostracion: Como a satisface las condiciones del Lema de Hensel, entonces, existe un tnico
€ € Zp que cumple las condiciones

fle)=0 y e=a méd pr.

Si y € e+ p*Z, entonces, f(y) = f(e) =0 méd p* y y =a méd p.
La contenencia reciproca se tiene por la unicidad en el Lema de Henzel. ]

La generalizacién del Lema previo serd usado en la demostracién de la féormula de fase estacionaria
en el siguiente capitulo.

Lema 8 Sea f(z1,x2,..,2n) € Z, un polinomio en varias variables y k > 0, Si eziste
a = (a1,az,...,a,) € Zy tal que

fla)=0 médp y M%O méd p,
1

sean €, €3, ..,€n € Lp, con € = a; méd p, i = 2,3,...,n,, entonces existe un €i(ez, ..., €n) € Zp, tal
que Si To, T3, ..., T, satisfacen x; = ¢; méd pF, entonces

€1 —i—kap ={x1 € a1 +pZy: f(x1,22,...,2,) =0 mé6d (kap)"}.
Demostraciéon: Para la demostracién basta elegir el polinomio

g(l‘) = f(l‘,(lg, -")an)7

y observar que este satisface las condiciones del Lema 7 y el Corolario con x = a;. O
Como una primera aplicaciéon del Lema 8 se observa que el conjunto

{(z1,22,....;2n) € a+ (pZp)" : f(x1,22,....,2) =0 mbd (kap)”},
puede verse como la union
U(El (627 €3, .y En)v €2,€3, .., En) + (kap)n7

donde la unién es sobre todas las (n — 1) tuplas (ez + p*Z,, €3 + p*Zy, ..., €n + P*Z,) tal que
a; = €1 mod p. asi para calcular la medida del el conjunto se tiene que

p({(z1, 22, ...;n) € a+ (pZp)" : fa1,22,...,2y) =0 méd (pFZ,)"}),

se puede ver como

> u'zy)

€;=a; méd p



2 Funciones zeta locales de Igusa

El objetivo de este capitulo es introducir las funciones zeta locales de Igusa siguiendo las referencias
[B], [11] v [4], se revisardan algunas propiedades de dichas funciones y se calculardn explicitamente
para ciertos tipos de polinomios obteniendo sus polos para poder relacionarlos con los polinomios
de Bernstein-Sato asociados, ver capitulo 3.

2.1. Propiedades de Z(s, f)

Las funciones zeta locales de Igusa en el caso no Arquimediano (Q,) son herramientas relacionadas
con la teoria de formas cuadraticas y de grado superior, estudiadas por el matemético André Weil
en los anos comprendidos entre 1960 y 1970, cabe destacar que estos objetos tienen sus analogos
en cuerpos Arquimedianos (R, C), los cuales fueron estudiados de forma independiente por los
matematicos Bernsthein, Gel’fand y Atiyah, con una motivacion distinta, pues, se parte de un pro-
blema planteado en 1954 por I. M. Gel’fand sobre la teoria de distribuciones, las funciones zeta
locales en su forma general se encuentran descritas en la forma:

» Caso Arquimediano: X € {R, C}

Zu(s. 1) = [ explontan)|f(a)dn

= Caso no Arquimediano:

Zas ) = || @)xlacs @)

Ambas funciones originalmente definidas para Re(s) > 0; en el caso Arquimediano la obtencién de
la extensién del dominio de la funcién Zg(s, f) fue obtenida mediante dos técnicas distintas, una
aplicando el Teorema de resolucién de singularidades probado por el matematico Hironaka en el
ano 1964 y la otra, aflos mas tarde aplicando la teoria de polinomios de Bernstein-Sato, esta ultima
técnica garantiza una relacién entre los polos de la funcién zeta local y las raices del polinomio de
Bernstein-Sato by, la parte real de un polo corresponde a una raiz de by.

Anélogamente en el caso no Arquimediano se obtiene una extensién analitica de la funcién Zg (s, x, f)
utilizando como herramienta principal nuevamente el Teorema de resolucion de singularidades de
Hironaka, este hecho fue probado por el matemético Jun-Ichi Igusa en los afios 70 quien ademas

probé que dicha extension es una funcién racional en el argumento p~°.
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La teorfa de los polinomios de Bernstein-Sato ya no puede ser aplicada como en su caso analogo,
pues un ingrediente necesario en la prueba es la integracién por partes, la cual no se tiene en el
cuerpo Qp, por ende no se puede concluir una relacién existente entre los ceros de by y los polos de
Zo(s,x, f)-

Para introducir las funciones zeta locales de Igusa, primero se introduce un conjunto de funciones
especiales.

Definicion 4 Una funcion
®:Q, —C,

es localmente constante, si para todo punto x € Q) existe una vecindad V(z) de x tal que ®(x) =
®(y) para cada y € V(z).

Definicion 5 Una funcion
®:Q, —C,

es de soporte compacto si la clausura topoldgica del conjunto {x € Q : ®(x) # 0} es compacto.

El conjunto de funciones de Schwartz-Bruhat S(Q}) estd formado por las funciones que son local-
mente compactas y de soporte compacto, con esto en mente se introduce como en [4] las funciones
zeta locales de Igusa.

Definicion 6 Funcion zeta local de Igusa:
Para Re(s) >0, du la medida de Haar normalizada en Q, ® € S(Qy) y

fler, xo, . xn] € Qplzr, 22, ..., 4]

Zas. )= || @IS

es la funcion zeta local de Igusa.

Ejemplo 3 Una de las primeras aplicaciones de este tipo de funciones sucede al elegir como caso
X(x)(zp—{o})

particular ®(z) = m Y

f(x) =z, con lo cual

x5

<P<3) = Z@(f, 5) = /Z diL‘,

oy L—p7!

1
) =g [ el e
P L—pt g0y 7 7
teniendo en cuenta que el dominio se puede descomponer de la forma,

oo
Ly = U(p’Zp - pH_lZp)a

=0
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entonces

1 o0
G =1 | 2] d,
P 1—p 1 ZZ; PiZp—pitiZ, P

se tiene ast

1 =
Cp(s) = pis—1) / dr — / dx
p( ) 1— pfl ; pin piJrlZp

y como se vio en el Capitulo 1, las integrales toman valores,

1 - —i(s— —1 —
Gls) = 7 S p Ui -p ),
i=0
lo anterior lleva a la igualdad
1
Gp(s) = T—ps

y realizando el producto sobre todos los numeros primos se obtiene que
1
o) =117—==¢)
P p P

es decir la funcion zeta de Riemann se puede expresar como un producto de funciones zeta locales

de Igusa.

En lo que sigue del proyecto se utilizaran funciones zeta locales del tipo,
265.0) = [ 1f@)dn
Ly

al elegir ®(x) = XZp s la funcion caracteristica sobre los enteros p-adicos.
Esta eleccién se hace por la estrecha relacién de Z(s, f) con las series de Poincaré, lo primero que
se observara es su dominio de convergencia y la relacion existente.

Observe que el conjunto Z; — f ~1(0) puede expresarse como unién disyunta

zy - 1710 = JU 0"z - 710 2y)),

k>0

luego se puede expresar Z(s, f) en la forma

Z(s, f) = / F@)lsdula),
% S AT~ f1 (PR 1z P

asi

Z(s, f) = ks du(x),
kzzop /f u

Ypkzy)—f (PR Ly)

lo anterior indica que
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=S ) — a( ),
al observar que )
PG — ) = (€ T () 2 0 mod(pM)} — (€ 2D ¢ f(x) 20 mod(pH)),
v teniendo en cuenta que

{zeZy: f(x) =20 mod(p*)} = U (x+ "2,
T €(Zp /P*Lp)": f(2)20 mod(p*)

se tiene que

u(f~H(p"23)) = Npp™*",
al sustituir
Zp Nkp kn Nk+1p_(k+1)”],

encontrando la relacion

_ Pr(p~®)—1
2(5,1) = ) - L
p
con Py(t) la serie de Poincaré asociada al polinomio f, se observa entonces que Z(s, f) es la
composicién de dos funciones Z(t) = Py(t) — =1 t) ! y ¥(s) =p~*, es decir

Z(s,f) = Z(4(s)),

asi Z(s, f) es una funcién analitica para Re(s) > 0.

Una primera propiedad de la funcién Z(s, f) es su periodicidad, pues (s + ilr?& )) = 1(s), con lo

cual
2mm

Z(s—i—im,

f)=2(s, 1),

para m € Z.
La siguiente propiedad mas profunda acerca de las funciones Z(s, f) es debida al matemético Jun-
Ichi Igusa, quien demuestra en [12] el siguiente Teorema,

Teorema 4 Si Q, es el cuerpo de los nimeros p-ddicos, Zs(s, x, f) admite una prolongacion me-

romorfa a todo C, la cual es una funcion racional de t = p~*°.

La primera aplicacién de este teorema es la demostracién de la conjetura de (Borevich shafarevich)
en el cuerpo Q, pues la relacién

—oy Prp7) -1
20, f) = Py = =5,
garantiza que la serie de Poincaré
_ p5Z(s, f)+1
P =
f(p ) p_s _ 1 )

es una funcién racional.
La extensiéon meromorfa de Z(s, f) se denota por Z(s, f), esto sin producir alguna confusién.
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2.2. Calculo de Z(s, f)

En esta seccién se evidencia como puede ser calculada la funcién Z(s, f), para algunos polinomios
f especiales.

Ejemplo 4 Sea f(x1,x2,....,2y) = x5 - - 2", con m; > 0 un entero positivo, la funcidn zeta

local de Igqusa asociada a f estd dada por

Z(suf) = [ VF o

utilizando Fubbini se tiene que

[ ey et~ H / e
P

entonces se observa que el calculo requerido es

/ |l [ d .
ZP

Para dicho cdlculo se recurre a la descomposicion

Ly = U(pin - pi—HZp)a

i>0

por lo tanto

/ )
m; |s _ —im;s

i sdp = pim / dp
i Ip ) ) ’

Ly =0 P Lp—p* L

como se vio en el capitulo 1 las integrales toman los valores

/ dp=p~",
pizp

o0
/ ol = 3 p s (pi(1 — p)),
Zp i=0

ast

esto es
-1
R
p 1— p—(mis-‘rl) )

con lo cual la funcion zeta local de Igusa toma la forma

Z(s, f) =1 —p " JJ@ —p et~

=1

con polos de la forma s = ——
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Otro polinomio para el cual se podria desear calcular Z(s, f) es f(x,y) = 2™ 4+ y™, es decir
Zs.) = [ a4y ey,
z3

en esta ocasion dicho célculo directo requiere un poco mas de anélisis ver [6], asi es como se evidencia
la necesidad de una herramienta que permita el cdlculo de Z(s, f) de una manera mas eficiente,
es por esto que en el ano 1994 Igusa introduce en [9] la férmula de la fase estacionaria para las
funciones zeta locas.

2.2.1. Férmula de fase estacionaria (FFE)

Una de las principales herramientas para el calculo directo de las funciones zeta locales de Igusa,
es la férmula de fase estacionaria introducida en [9], esta férmula surge al revisar las integrales
oscilantes, la idea general es partir el dominio de integracién en puntos singulares y no singulares,
calcular de forma cerrada la parte no singular y controlar las singularidades del polinomio.

Se denota Fj, = Z,,/pZ,, €l cuerpo finito de p elementos,

¢ : Ly — Ly/pLy, = Fy

el homomorfismo canénico en el cuerpo F),, y se denota Z = ¢(z), es decir, Z representa la reduccién
de x médulo p.

Dado un polinomio f(x1,x2,...,Zn) € Zp|x1, T2, ..., ] cuyos coeficientes no estan todos en pZy, se
denota f(z) el polinomio obtenido al reducir los coeficientes de f médulo p, se definen los conjuntos

v Singy(Z,) = {X € Z2: f(X) =022 =0,i=1,2,...n}

. Sings(Fy) ={X € Fp: J(X)=0,2X —0i=1,2,..,n}

donde a@ denota la derivada parcial formal usual.

Teorema 5 Formula de fase estacionaria

s _ (1 _p—l)p—s —n s
|f()pde =V + o-——"—+ E p |f(g + pz)|pdz,
Zn I—p~p Zp

P qES(f,Zp) p

con

n V= p‘”Card{(j S Fp : ][T(Q) 7é 0}7

» 0 =p "Card{g€ F,: f(q) #0, 31;()() # 0,para algin 1 =1,2,...,n}.

i
Demostracion: Se observa que F,, es la unién disyunta de los conjuntos
= E,={g€F,: f(q) # 0},

» E,={q€ F,: f(3) =0, 85;(?) # 0,para algin i = 1,2,...,n},
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» Bg={q¢c F,: f(@ =0, 88:((5) = 0,para todo i = 1,2,...,n}.

Si se denota E, = ¢~ Y(E,), E, = ¢~ Y(E,) y Es = ¢ *(Es), entonces se tiene la unién disyunta
ZZ:EUUEUUEs,

asi la integral se descompone de la forma

/anf(x)lf,d:c = /Evf($)|;d$+/Eo|f(fl‘)|;dll,‘—|—/Es‘f(x)’;dx_

Se realizard el calculo en cada integral obteniendo el resultado deseado.

-Lywmm

Lo primero que se puede notar es que el conjunto F, es la uniéon de todas las clases que
se encuentran en el conjunto F,, es decir,

E,= | (a4 (0Zp)™),
qek,

asi, se tiene que

Aywngwaww

si se realiza la sustitucién « = ¢ + (pZy)", con dx = p~"du, se obtiene que

/Ev|f(x)|zdx: Z/ p " f (g + pu)|idu.

— n
ek, 7r

o~

Observe que por hipétesis f(g) # 0, ahora como, ¢+pu = ¢ méd (pZ}), entonces f(q+pu)

flg) méd (pZy) y f(q) 20 méd (pZy,), asi se tiene que f(g+ pu) 2 0 méd (pZp), con lo
cual |f(q + pu)|p, = 1, por ende

jQJfo)Z¢r==£gijé;p‘"

luego

| 1@z =v.
Ey

-Ayumm

Se definen los conjuntos

Epi={X €q+ (pZ)":G€ E,, f(g) =0 mdd (p'Zy,)}
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con lo cual se tiene la unién disyunta

oo
EO‘ - U(Ea,i - Ea,i+1)
=1

luego la integral se descompone de la forma

f@har=Y" [ pi*d
/Ea ’ P Zz:; Ea,i_Ea,i+1

por lo tanto
/E F@lsdr =3 07 (u(Foi) — i(Foisn))

por el lema de Hensel y su generalizacion se tiene que,

asi
o0
[ 1#@lide =35 ot -7,
By i=1
por lo tanto

/E @)z = o(p—1)3 pe+D),
o =1

Como es una serie geométrica se tiene que

p—s—l
[ 1@l = ot - D

con lo cual se concluye que

o(l—pHp=s
[ il = 2L

/| 1F@ie

Como antes tenemos que el dominio se puede escribir como la unién de las clases de equiva-

lencia, asi

Es= | (¢+ Zp)"),
gekbs

lo anterior indica que la integral se puede descomponer de la forma

[ y@he= [ @

qgeSings(Fp)
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realizando la sustitucion tenemos que

/E V@htr= Y / it oo

qeSings(Fp)

Con los resultados anteriores tenemos entonces que

1),
[ l@lae=v 4o S S [ o)

1—p-lp—s
pp qeSing s (Fp)

d
Con la férmula de fase estacionaria se puede observar que los polos de la funcién zeta local de Igusa
se encuentran estrechamente relacionados con las singularidades de su polinomio médulo pZ,.

Por ejemplo, en el caso particular en el que f(z,y,z) = g(z,y) + 2z, con f y g polinomios con
coeficientes en el anillo de enteros p-adicos, se tiene que no hay singularidades de f, pues % =1,

asi la extensién Z(s, f) tiene inicamente un polo en
s+1=0,

es decir, todas las funciones zeta locales de Igusa, tienen como minimo un polo en s +1 = 0.

2.3. FFE sobre formas fuertemente no degeneradas.

Sea f(x1,x2,23,...,2n) € ZLplT1,22,23,...,2,) un polinomio homogéneo de grado d, esto es dado
cualquier A € Zj, se cumple que

f()‘xlv )\:1:27 >\x37 ey )‘xn) = Adf(xh31‘27:1:37 "'7:1:71)7

se dice que f(x) es una forma fuertemente no degenerada si Sings(F,) = {0}.

En el proyecto a desarrollar, este tipo de polinomios serd una de las familias que se estudiaran
debido a la formula de fase estacionaria introducida por Igusa, herramienta que nos garantiza en
este caso la obtencién de las funciones zeta locales de Igusa de manera cerrada.

Sea f(x1,x2,x3,...,%n) € Zy|x1, T2, T3, ..., Ty] una forma fuertemente no degenerada, al aplicar la
férmula de fase estacionaria sobre estos polinomios homogéneos particulares, se obtiene:

Z(Svf) = |f($1,$2,...,$n|;dl':v(]?)+0’(

_) (1 B pil)p
zrn 1

+/ |f(x1, 29, ..., xn) |5 d,
—pt (pZp)™ o

se observa que ésta igualdad se genera debido a su unica singularidad (0,0, ..., 0), realizando las n
sustituciones z; = pu;, con i = 1,2,..,n, vy dz; = p~'du;, se obtiene la igualdad

_ s _ r R (1 _p_l)p_s -n s
Z(S7f) - |f($1,x2,...,.’13n’pd.’17—'1)( )+U( )7—’_ 7 p ‘f(pul,p’U,g,...,pun)‘de,

z L—pmi= 5
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en este punto se utiliza la hipotesis en la cual f es una forma de grado d, con lo cual

s 7 7 (1 _pil pis -n s
Z(Svf) = Zn’f($17x27"'7xn‘pdx:v(f)+U(f)( l_p_l)_s +/an |pdf(u17u27"'7un)’pdu7
P P

y asi se obtiene la igualdad

s n = U _p_l p—s —n, —ds s
20s.f) = [ Vorasalide = oP) + o2 4 [ 5 g )
p p

es decir, se encuentra la ecuacién funcional,

_ B _ o 1),—s
Zs.f) = [ Vforaalyds = o)+ o ()2 4y 205 1)

asi se concluye que la funcion zeta local de Igusa asociada a una forma fuertemente no degenerada
esta dado por

1 = A(1L—p Hp~*
Z(&f):m o(f) +o( )W
Con lo cual los polos de Z(s, f) son de la forma s = —* + id%;r(];), s=—-1+ ii’gf), esto es, para las

formas fuertemente no degeneradas la cantidad de variables sobre el grado son la parte racional del
polo de Z(s, f).

En el siguiente ejemplo se calcula la funcién zeta local de Igusa asociada a f(z,y) = 2" + y*",
lo primero que se puede observar es que dicho polinomio no es homogéneo, por lo tanto, no se
puede aplicar la férmula anterior, obsérvese que este polinomio guarda cierta relacién en la parte
de las singularidades pues Sings(F),) = {(0,0)}.

Ejemplo 5 Z(s,z" + y*")

_ n 2n|s _ r i (1 _pil)pis n 2ns
Z(s, f) = | 2" +y""|pdzdy = v(f) +o(f)— =+ 2" + y™"|pdady,
Z;% 1 —-Pp (pr)2

realizando la sustitucion x = pui, y = pus, Se tiene que

—1),,—s
7( ];—1)39 +p2 /2 Ip"ul + pznugn\;duldm,
Zp

Zs.) = [ "+ dady = o) + o (N

observar que el cdlculo necesario estd sobre la integral

i AU - “Hp —2—ns n n, 2n|s
Zis.f) = [ o+ dody = o(7) + (DS EE 4 [ g dundu,

p p

Aqui se pone de manifiesto como se puede aplicar la férmula de la fase estacionaria de manera
recurrente para obtener integrales ya conocidas,
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_ B 1— —1\,,—s
. /2|U? + p"us" S durdug = v(f1) +U(f1)(1pp_1)_ps
z2 -

realizando la sustitucion u; = px, y = us con du; = p~'dzx, se tiene que

+ / lul + p”u%"\;’;duldu,
DLy X Ly

A A=p hp?

/ [utt + p"uz" [pduaduz = v(fr) + o (f1)— == +/ ptp e + p"y" sdxdy,
72 p Pl XLy

con lo cual

(L—p)p*

[t pdundus = o) + o () 2
72 —-p

+plms / |x" 4+ y2"|f?d:ndy.
z;

El resultado anterior puede ser sustituido y obtener la ecuacion funcional

_ (1= —1y\,,—s s _ _ (1= —1\,,—s s
205 8) = o) 4 oD o [olF) o () T o2
lo anterior implica que la funcién zeta local de Igusa asociada al polinomio f(x,y) = z" +y*", estd
dado por
_ 1 - N /I S A (L=pp~*
Z(S,f)—m U(f)+0(f)w+l7 (U(fl)‘f'ff(fl)w) :

Se observa que los polos de la funcion zeta local de Igusa estan dados por

5= —% + i2n211]?p) ys=—-1+ i%.
Como se vio antes, en las formas fuertemente no degeneradas se puede calcular la funcién zeta
local de Igusa dependiendo de sus ceros no singulares y conocer de forma exacta los polos de
dicha funcién, en el Ejemplo 5 se trabaja con un polinomio cuasi-homogéneo, es decir f(x), es un
polinomio cuasi-homogéneo de grado d con pesos (w1, wa, ..., wy) € Z™ primos relativos, si cumple
que

FOWL 2, X220, A3 2s. ., N2y ) = A f (21, 20, 23, ..., ),

Asi el polinomio del Ejemplo 5 es cuasi-homogéneo de grado 2n y pesos (2, 1).

El matematico Wilson Zuniga en [7] siguiendo las sugerencias propuestas por Igusa en [12], debilita
las hipétesis planteadas en las formas fuertemente no degeneradas, trabajando con polinomios cuasi
homogéneos y semi-cuasihomogeneos, encontrando el siguiente resultado

Teorema 6 ( Zuniga Galindo)

Sea f(x) € Qplz1, 22,23, ..., Tp], un polinomio cuasi homogéneo de grado d y pesos i, , ..., 0,
tal que el dnico cero de su reduccidn mddulo pZ, sea el origen, (0,0, ...,0) entonces, la funcion zeta
local de Iqusa asociada a f(x) es una funcion racional de t = p~*%, de manera mds precisa.

L(1)
(1 _ p—l—s)(l _ p—|a\—sd)’

donde |a| = a1 + @z + ... + ay, y L(t) un polinomio.

|f () [pde =
Zy
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El hecho de resaltar que la funcién zeta local de Igusa es una funcién racional en este Teorema, se
debe a que la teoria de las funciones zeta locales de Igusa puede ser generalizada en extensiones
finitas del cuerpo Q,, de cuerpos, que no son de caracteristica cero (Cuerpos locales no arquime-
dianos) ver [11]

Dentro de los cuerpos locales no arquimedianos se distinguen dos tipos, aquellos en los cuales su
cuerpo residual es de caracteristica cero y aquellos en los cuales la caracteristica es positiva.

El Teorema de prolongacion analitica de las funciones zeta locales de Igusa fue demostrado para
cuerpos locales no arquimedianos cuyo cuerpo residual es de caracteristica cero, como Q,, (ver Teo-
rema @, pero dejando un vacio en los cuerpos locales no arquimedianos con caracteristica positiva.
Uno de los primeros avances en caracteristica positiva fue dado por el colombiano Wilson Zuniga,
quien basado en las sugerencias de Igusa en [12], demuestra la racionalidad de las funciones zeta
locales de Igusa asociadas a polinomios cuasi-homogéneos y semi cuasi-homogéneos fuertemente no

degenerados en caracteristica arbitraria (Teorema @

Si bien se conoce de forma exacta como calcular los polos de las funciones zeta locales de Igu-
sa para formas fuertemente no degeneradas, con el Teorema [6 Zuniga extiende dicho resultado a
polinomios cuasi-homogéneos fuertemente no degenerados, observe que el Ejemplo 5 satisface las
hipétesis del Teorema con pesos (2,1) y grado 2n, aplicando el Teorema se encuentra que sus polos

son de la forma
3 2k
§=——+4

om ' '2n In(p)’
; 2mk
In(p)’

lo cual concuerda con los resultados del Ejemplo, otros ejemplos de polinomios cuasi-homogéneos

s=—-1+

fuertemente no degenerados son:
» g1(z,y,2) = 2+ y3 + 22, de grado 12 con pesos (3,4, 6),
» go(x,y,2) = 23y + 9> + 22, de grado 18 con pesos (4,6,9),
» g3(x,9,2) = 2% + 93 + 22, de grado 30 con pesos (6,10, 15),

aplicando el Teorema [0] se tiene que las funciones zeta locales de Igusa asociadas son de la forma

Lq(t
= Z(s,91) = (1— p_l_s)(ll( z p—13—123)’
Lo(t
» Z(5,92) = (1— p_1_s)(21( z p—19—185)’
» Z(s,93) = Ls ()

(1 _ p—l—s)(l _ p—31—303)’
con los resultados anteriores se puede obtener los polos de las respectivas funciones zeta locales de

Igusa, para un célculo directo de Ly.Lo y L3, se puede proceder como en el Ejemplo 5, aplicando
de forma iterativa la férmula de fase estacionaria ver [I§].
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Si se debilita la hipétesis de fuertemente no degenerado y se introducen maés singularidades, el
calculo de las funciones zeta locales se puede dificultar en muchos casos, pero hay polinomios par-
ticulares en los cuales el calculo puede efectuarse de manera cerrada, se debilitara la homogeneidad
introduciendo un factor a una forma fuertemente no degenerada.
Sea F'(y, z,w) una forma fuertemente no degenerada de grado 2d, observe que si se toma el polino-
mio

9(z,y, 2,w) = 2?F(y, 2,w),

entonces
» g(z,y,z,w) =0siiz=006 F(y,z,w) =0,
v go(z,y,z,w) =22F (y,z,w) =0siiz =06 F(y,z,w) =0,
v gy(2,y,2,w) = szy(y,z,w) =0siiz =006 Fyy,z,w) =0,
v g.(2,y,2,w) = 22F,(y,z,w) = 0sii . = 0 6 F,(y,2,w) =0,
v gu(2,y, 2, w) = 22 Fyu(y, 2z,w) = 0 sii 2 =0 6 Fyu(y, z,w) = 0.
Note que: de las igualdades anteriores se obtienen las singularidades de g(z,y, z, w), las cuales son
» (2,y,2,w) = (0, Fp, Fp, Fp),
v (2,y,2,w) = (F, — {0},0,0,0).

Observe que g(z,y,z,w) es un polinomio cuasi-homogéneo, de peso 2d con exponentes (d,1,1,1),
con mas de una singularidad. Ademas, dada la forma del polinomio g, se puede calcular la fun-
cién zeta local de Igusa aplicando Fubbini, pero en lugar de ellos se aplicard la férmula de fase
estacionaria para poder observar la recurrencia, asi:

s _ = - (1 7p_1>p_8 s
’g<x7yaz’w)‘p|d‘r| —U(g)+0'(g) —1—s +( ‘g(x7yvzaw)|p‘dl"

4 1—p
z5 PLip X Lip X Ly X Lip

p—1
Dyl ot 2w) ),
a—=1 v a+pLp X pLpXpLpXpLyp

realizando las sustituciones respectivas se obtiene la igualdad

—1
o (@=phps = _
Z(s,g) Zv(g)JrU(g)(l_pl)s*(P o /Z4!9(:v,y,z,w)|§|dfcl+zp 4/Z4lg(a+Px7py,pz,Pw)|f>|df”| :
p p

a=1

y dada la forma de g, se tiene que
gla + pr,py, pz,pw) = (a+ pz)*p* F(y, 2, w),
con lo cual

g(a + pz, py, pz,pw) = p**a®F(y, z,w) + 2ap" ">z F (y, 2, w) + p**2?F (y, 2, w),
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asi, la integral que falta es de la forma
/Z4lg(a + px, py, pz, pw)||dz| = p~>* /Z4|a2F(y, z,w) + 2apzF (y, z,w) + p°a° F(y, z,w)|5|dx|,
D P

y aplicando nuevamente la férmula de fase estacionaria al polinomio
gl(xa Y, z, ’lU) = (IQF(y, 2 w) + 2(Ip$F(y, 2, w) + p2ZL’2F(y, 2, w)7
con gi(z,y,z,w) = a®F(y, z,w), entonces

L—p Hp~*

|a°F (y, z,w) + 2apzF(y, z,w) + p*a*F(y, z,w)[3|dz| = v(g1) + o(41) —

74 1—p~

+/ [a*F(y, z,w) + 2apzF(y, z,w) + p* 2 F(y, z,w) || dz|.
ZLip X o X plap X pZp
Realizando las sustituciones y = py, z = pz, w = pw, se encuentra que

L—p Hp~*

1 _p_l_s +p7372d52(8791)7

Z(s,01) = v(g1) +o(q1)

con lo cual ) )
v(g)A—p ) +o(g)A—p )p°
(1 —p71=5)(1 — p=372%) ’

Z(Sagl) =

sustituyendo este resultado se obtiene

p—1

o A=pThpt —ae2dsy (@)L = p ) + o (@) (L —p )p
Z(s,9) = U(Q)*‘U(Q)W‘i‘p 32(379)4‘;(? °) (1 —p1=5)(1 — p—3-2ds) )
y como la fraccién no depende de a, al despejar la funcién zeta se tiene que
L(p~®
Z(s,9) = v )

(1 —p172) (1 — p=175)(1 — p=372ds)’

Se puede observar de forma directa que aunque g(z,y, z,w) es un polinomio cuasi-homogéneo de

~2ds) no hace

peso 2d con exponentes a3 = d,as = l,a3 = 1,a4 = 1, el factor (1 — p(d+3)
parte del denominador de la funcién Z(s, g); Este hecho no contradice el Teorema @ planteado por
Zuniga dado que el polinomio contiene més de una singularidad, nos indica que en general el factor
(1 — p~(@+3)=2ds) 16 siempre hace parte del denominador de la funcién Z(s, f), con f(z,y, z,w) un

polinomio cuasi-homogéneo de peso 2d y exponentes(d, 1,1,1).

2.4. Conjetura de Igusa

En las secciones anteriores se han encontrado las funciones zeta locales de Igusa asociadas a cierta
gama de polinomios homogéneos y cuasi-homogéneos, al recordar que este tipo de funciones tiene
un analogo arquimediano y en él se encuentran resultados como el siguiente ver [4].

Teorema:

Sea f € Z[x1,x2,...,2,] y ¢ una funcién Schwartz-Bruhat, entonces la funcién zeta local arquime-
diana
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Zs(s) = [z | (@)"¢(z)da,

tiene una extension meromorfa al plano C y sus polos son de la forma s = sg — ik, con k € Z y

by(so) = 0.

Igusa plantea en 1988 que dicho resultado también deberia cumplirse en las funciones Z(s, f),
con f(x) € Z[x1, z2, ..., xy,), es decir, la parte real de cada polo de la funcién Z(s, f) es un cero del
polinomio by, ver [10].

Conjetura

Dado f(z) € Z[z1,x2, ..., zy], un polinomio en n variables y coeficientes en los enteros p-ddicos, si
bs el polinomio de Bernstein-Sato asociado a f, entonces, la parte real de cada polo de la funcién
Z(s, f) es una raiz del polinomio by.

El matemdtico Loeser en [15], garantiza que la conjetura planteada por Igusa es verdad para
polinomios del tipo de dos variables f(x,y) € Z[z,y], en el siguiente capitulo se pretende definir
los polinomios by en el cuerpo Q, y realizar cdlculos computacionales con el fin de obtener los
polinomios by, asociados a los tipos de polinomios trabajados en este capitulo para poder observar
la conjetura planteada por Igusa.
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El problema que motiva la existencia de los polinomios de Bernstein-Sato es la extensién meromorfa
de la distribucién [11], [4].

= " o) ()

La pregunta de la extension meromorfa fue planteada en 1954 en el congreso de Amsterdam por el
matematico I.M.Gelfand, dicho resultado fue probado 15 anos después de forma independiente por
los matematicos Atiya y I.N. Bernstein-S.I. Gelfand, cuya herramienta principal fue el teorema de
resolucion de singularidades de Hironaka.

Al introducir la existencia de la ecuacién funcional probada por I.N.Bernstein en el caso polinomial,
se genera una prueba mds simple de la extensién meromorfa de la distribucién f7, sin hacer uso
de la resolucion de singularidades. la prueba aportada por Bernstein al mismo tiempo prueba la
estrecha relacién existente entre los polos obtenidos de f{ y las raices del polinomio de Bernstein-
Sato. Resultados posteriores han probado que dichas raices son racionales negativos, dado por
Kashiwara y Malgrange.

En la siguiente seccién se introduce el polinomio de Bernstein-Sato y se da un panorama de la
prueba procedente de Bernstein ver [I4], ademds se implementan los algoritmos encontrados para
el calculo de by.

3.1. Ecuacion funcional y by

Sea @, el cuerpo de los nimeros p-adicos y Qplx] con x = (21,2, ..., xy), €l espacio vectorial de
polinomios sobre el cuerpo Q,, el anillo de endomorfismos sobre el espacio vectorial de los polinomios

End(Qplz]) = {¢ : Qpla] — Qpla]}

donde ¢ es una transformacién lineal y las operaciones definidas sobre End(Qp[z]) son la suma
componente a componente y la composicion de funciones, contiene los 2n elementos siguientes &;
y Oy, para ¢ = 1,2, ...,n, definidos mediante la igualdad

i : Qplz] — Qpl]

0z, : Qplz] — Qp[7]
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0
0.(1) = 5.

Con lo anterior se puede definir el sub-anillo de los endomorfismos generado por los elementos
{Z1, %9, ...;%n, Ory, Ougy -, Ox,, }, €l cual es llamado ALGEBRA DE WEYL, es decir el dlgebra de
Weyl es el sub-anillo més pequenio que contiene a los elementos {Z;, 0y, }, este anillo se denota A;.

El anillo A; no es conmutativo, pues, 0,,%; ¥ Z;0,, son elementos de A; y se cumple que
O0p, T = 1+ 2;0,,,

con 1 la identidad del anillo.
El teorema de Bernstein consiste en demostrar qué dado f € Qp[x], existe un operador diferencial
P(s) tal que

P(s)f =1,
para ello se necesita trabajar con mddulos sobre el anillo Aq, esta teoria no hace parte del dlgebra
conmutativa por las caracteristicas del anillo A;.

Espacio en el cual se soluciona la ecuacién funcional

Sea s una nueva variable y Q,(s) el cuerpo de funciones racionales, sobre este cuerpo se elige

el anillo de polinomios Q,(s)[x] y el conjunto multiplicativo {f*}xen, con f € Q,[z], se realiza la

localizacién de este anillo sobre el conjunto multiplicativo y se obtiene el anillo local

h(s,x)
£k

Con el anillo anterior se puede definir el Q,(s)[z]f-médulo libre de rango 1 generado por el simbolo

Qp(s)[z]y = { ch(s,x) € Qu(s)[z], k € N} .

formal f?9, es decir el conjunto de elementos de la forma

Qp(s)[z]s f* = {h(s, 2, k) [ : hs,x, k) € Qp(s)[a]s}

Se puede pensar en el dlgebra de Weyl A =< 21,22, ..., Zn, Oz, Oxy, ..., Oz, > asociada al cuerpo de
fracciones Q,(s) y pensar la estructura Q,(s)[z]sf* como un A[s]-médulo a izquierda, teniendo en
cuenta que

aﬂﬁ(h(wv 5, k)fs) = aI(h(x7 5, k))fs + (Sh(I, 5, k)ax(f)fil)fs

La teoria que se encarga del estudio de mdédulos sobre las dlgebras de Weyl, es conocida como
D-moédulos, Bersnstein realiza contribuciones a esta teoria, en particular anadiendo la desigualdad
de Bernstein y los médulos holondmicos, los cuales tienen como propiedad principal tener longitud
finita.

Teorema de Bernstein

Sea f € Qp[z] un polinomio no nulo, entonces existe un polinomio no nulo b(s) € Q,[s] y un
operador diferencial P(s) € A[s] tal que la igualdad

P(s)ff* = b(s)f*

se da en el A[s]—mdédulo a izquierda Qp(s)[z]f.
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La familia de polinomios b(s) satisfaciendo la ecuacién P(s)ff® = b(s)f*® para algun P(s) € Als]
es un ideal no nulo en Q,[s], ademds, como Qp[s] es un dominio de ideales principales, se tiene
que el ideal anterior tiene un tnico generador ménico que se denota por bs(s), el polinomio de
Bernstein-Sato asociado a f.

3.2. Polinomios diagonales y conjetura de lgusa.

En la seccion pasada se observa que la demostracion de la existencia del polinomio by no garantiza
la construccion de dicho polinomio, esto representa una de las primeras barreras para demostrar la
conjetura planteada por Igusa; sin embargo, existen familias de polinomios para las cuales se pueden
encontrar raices de by de manera explicita, en esta seccién se estudiard una familia de polinomios
cuasi-homogéneos con una unica singularidad en el origen, aprovechando el resultado del teorema
@ el cual garantiza de forma cerrada los polos de la funcién Z(s, f), para polinomios de este tipo.

Definicion 7 Los polinomios diagonales son polinomios cuasi-homogéneos de la forma
_ a1 az a3 @
p(x1, T2, 23, ..., Ty) = 27" + 257 + 257 + ...+ ap,

conao; €N ya; > 1.

Ejemplos de esta familia de polinomios son
s 22 4 3 + 2% con pesos (12,8,3) y grado 24,
» 22 4 y* + 26 4 w® con pesos (12,6,4,3) y grado 24,
» 2% 4¢3 + 25 con pesos (15,20, 12) y grado 60.

El teorema [6] garantiza para este tipo de polinomios que la parte real de los polos de la funcién
Z(s,f)son: —1y —@, con |B| la suma de los pesos asociados al polinomio y d el grado respectivo,
la conjetura planteada por Igusa asegura que dichos valores son raices de by.

Para demostrar la conjetura en este caso se seguird [14] en donde se especifica el polinomio by.

Definicién 8 Sea f € Qplzi,22,...,2,] un polinomio, se define el ideal jacobiano como el ideal

generado por el conjunto {aa—afl, %, e %},

_(9f of of

0xy’ Oxy’ 7 Oxyy

J(f) )-

En el caso de los polinomios diagonales se tiene que
. a1—1 _as—1 anp—1
J(f) = (2,252, L ayn ),

asi, se tiene que f € J(f) y 1 &€ J(f).
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3.2.1. Singularidades Cuasi-homogéneas

Sea f € Qplz1,x2,...,xy] un polinomio diagonal, con pesos (51, B2, ...,0n) y grado d, se denota
w; = %, con ello en mente se define el campo de Euler mediante la igualdad

n
X = E w;x;0;,
i=1

con 0; denotando la derivada parcial con respecto a x;.
El hecho de que el polinomio sea de la forma z{* + 52 + ... + 28, implica que

n
(0% o
E wix10i(x]" + x25% + ...+ zp"),
i=1
con esto se tiene que

n
()= wioa,
=1

por otro lado como los pesos del polinomio son (81, B2, ..., Brn), entonces S;a; = d, para cada i, con
lo cual w;a; = 1, asi

x(f) = f.

Lema 9 Sea f € Qplx1,2,...,x,] un polinomio diagonal, con pesos (B1, B2, ..., Pn) y grado d, si
lw| =370 wi, con wi = %, entonces

(s +[wl)f* = Zwiaz‘afz‘fs-
=1

Demostracion: Sea observa que

n n n
S S S
E w;Oiz; f° = E w;z;0; f° + E w; f*,
i=1 i=1 i=1
es decir se tiene que

> widiif* = x(f*) + [w] f*.
1=1

Por otro lado, se tiene que
n
X(f%) =D wimidif* = s 'x(f),
i=1

y como se vio antes x(f) = f, con lo cual

Zwiaixifs = (s+|w|)f*.
i=1
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Teorema 7 Sea f € Qp[x1,x2, ..., 2] un polinomio diagonal, con pesos (P1, B2, ..., Pn) y grado d,
si|w| = >0 wy, con wy = Bi entonces el polinomio de Bernstein-Sato by, satisface lo siguiente:

d’
1. bp(~1) =0,
2. bp(—|w|) =0.

Demostracion: Sea by(s) el polinomio de Bernstein-Sato asociado al polinomio f, luego existe
un operador diferencial P(s) € A,(s), talque

P(s)fCT) = by(s)f°,
si se elige s = —1, entonces
p(=1)-1="bp(=1)f 7,
como P(—1)-1€ Qplz1,z2,...,xy,], entonces P(—1) - 1f(z1,x2,...,z5) € Qplz1, 2, ..., Ty, luego

P(—1) - 1f(z1,22,....,20n) = bs(—1),

si se toma x; = 0, entonces by(—1) = 0.
Se observa que ademds P(—1) -1 =0, como P(s) € A[s|, entonces

P(s) =pi(@)(s + 1) + Y _ Ai(s)d,
i=1

con pi(z) € Qplz1,z2, ..., x,) y Ai(s) € Als].
Ahora se procede a demostrar que bys(—|w|) = 0, por lo anterior se tiene que

by(s) = iffi,

es un polinomio, llamado polinomio reducido, ademas se tiene que

D s bp(s)fS _ P(s) ot

b = =
fO == s+1
con lo cual S AL ()0,
. . fS
b s _ s+1 i=1 41i\5) 0
F5)8° = pr(a) fort 4 L A0
dado que ais{:l = 0;f f*, al sustituir se encuentra que

by(s)f =pr(@) T+ > Ai(s)aif £,
i=1

con lo cual

b(s)f* = [pr(@)f+ Y Ai(s)0if)f°.
i=1

La prueba se realiza por contradiccién, supongamos que bs(—|w|) # 0, luego bs(s) y (s + |w|) son
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primos relativos, aplicando la identidad de Bezout, se garantiza que existen polinomios ¢ (s), ca(s)
tales que

c1(s) (s + |wl]) + ca(s)bs(s) =
asi se tiene la igualdad

[e1(s)(s + [w]) + ()b ()] f° = f*,

al usar el lema 9 y sustituir I;f(s)fs, se llega a
S)zn:wiaﬂi + co(s)p1 () f + ca(s ZA =/,
i=1
reescribiéndolo, teniendo en cuenta que x(f) = f, entonces
sza i + c2(s)pi1(z szwza f+ea(s) Zn:Az'(S)aif]fS =/
i=1

=1 =1

es decir
ZaB +Zc = f5,

por lo anterior se tiene que

n

1= aiBi(s) = > Cils)aiff* =
=1

i=1

es decir se encontré un operador diferencial que actuando sobre f® lo anula, por una clasificacién
en [I4] sobre este tipo de anuladores, se observa que

1—283 ZC’ aifle Y o*-J
aeN”?

asi se concluye que 1 € J(f), lo cual es una contradiccién que surge de suponer que l;f(—\w]) #0
O
Al aplicar el resultado del teorema |§| a los polinomios diagonales con pesos (31, 52, ..., Bn) y grado

_ o L(s)
) /Zg'f B (BT ED}

d se tiene que

con || = E B;, en este caso se observa que la funcién zeta local de Igusa de f, tiene dos polos,
i=1
cuyas partes reales son:
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Asi, en este caso, la conjetura de Igusa se satisface, pues el teorema 7 garantiza que las partes reales
son raices del polinomio by, asociado al polinomio diagonal.
En [14] utilizando la estructura del ideal jacobiano J(f) asociado al polinomio f, se comprueba que

by(s) = (s +1) [] (s + [w| + p),
pEX

con p un ndmero asociado a la estructura cociente generada por el ideal jacobiano.
Ahora lo que se hara es mediante el uso de algoritmos calcular de forma explicita el polinomio de
Bernstein-Sato para casos particulares y ejemplificar en este tipo de casos la conjetura de Igusa.

3.3. Algoritmos para calcular el polinomio de
Bernstein-Sato

Los matematicos T.Oaku y M. Noro, han desarrollado algoritmos aplicando la teoria de bases de
Grobner al anillo, Aj, el algebra de Weyl, ver [16] y [17], para encontrar el polinomio by, este
algoritmo es implementado usando el sistema computacional MACAULAY 2 con el paquete D-
modulos, lo que se pretende ahora es mediante dichos algoritmos calcular el polinomio by [14], para
casos particulares de polinomios en f € Z[x1, x9, .., T,], y verificar la conjetura propuesta por Igusa.
Primero se comparara con la familia de polinomios fuertemente no degenerados, ejemplos de ella
son

. f1($>y>sz):x2+y2+22+w2a
. fZ(x,y,Z) = :Esy +y4 + 24,
= fa(zy,z,w) = 2% +yP 4+ 20 4w

luego observaremos el comportamiento de la ciertos polinomios cuasi-homogéneos con una tUnica
singularidad en el origen como:

v gi(z,y,2) = ot + 7 + 22,
v go(z,y,2) = Py +y3 + 22
v g3(z,y,2) = 2% 4+ 3 4 22

Por 1ltimo calculamos los polinomios by asociados a polinomios cuasi-homogéneos, los cuales poseen
mas de un punto singular como

o hy(x,y, 2, w) = 2%y + 2222 + 22w?,

v ho(z,y, 2, w) = 2232 + 2224 + 22wt

9

s h3(z,y, 2, w) == 22y + 2223 + 2203,
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3.3.1. by de formas fuertemente no degeneradas.

El algoritmo planteado para encontrar el polinomio de Bernstein-Sato, se implementa en cocalc el
cual es una plataforma de computacién en la nube, dentro de ella se utiliza el sistema de computacién
algebraica Macaulay 2.

=Files ®New Clog QFind # Settings I Processes JERINMl NI GE CHEEIGRE 1M

Y File V — + @ Pause a Irg| & $2 & [ Guide

~$ M2
Macaulay2, version 1.18
with packages: ConwayPolynomials, Elimination, IntegralClosure, InverseSystems, LLLE

il : needsPackage "Dmodules"

ol Dmodules

ol : Package
i2 : R=QQ[x,y,z,w]
02 =R

02 : PolynomialRing

Figura 3-1: https://cocalc.com/share/public_paths/13aab75d25725d065cd489f54a211a3b4d12:

02 : PolynomialRing
i3 f_1=x"2+y"2+z"2+w"2

2 2 2 2

o3 X +y +z +w

o3 : R
i4 : b=globalBFunction f_1

2
o4 =s + 3s + 2

04 : QQ[s]
i5 : factor b

o5

(s + 1)(s + 2)

Figura 3-2: fi(z,y,z,w) = 2% + y* + 22 + w?


 https://cocalc.com/share/public_paths/13aab75d25725d065cd489f54a211a3b4d12a388
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En la primera linea de cédigo se evidencia la libreria de Macaulay D-modules, la cual contiene
diversos comandos, entre ellos la funcién globalBFunction, se usard dicha funcién para el cédlculo
del polinomio de Bernstein-Sato asociado, asf se obtiene que para fi1(z,y, z,w) = 22 + 3% + 22 + w?,

br(s) =(s+1)(s+2),

De la misma forma se hard para los polinomios restantes, reportando los resultados encontrados en
una tabla y compardndolos con los respectivos polos de la funcién Z(s, f).

flxy,xa, .y xy) be(s)
2+ y? + 2%+ w? (s+1)(s+2)
2y +yt 4 24 (s+1)%(s+2)(25 +3)(4s + 3)(4s + 5)(4s + 7)(4s + 9)(512)
eyt 2ttt | (s4+1)%(s+2)(s +3)(25 +5)(2s + 3) (45 + 5)(4s + 7)(4s + 9)(4s + 11)(1951)

Utilizando la teoria desarrollada en el capitulo 2, se puede disenar una tabla de los polos de Z(s, f),
para f una forma fuertemente no degenerada, obteniendo que para m =0,1,2,3, ...

f(@1, 22, . ) Polos de Z( 7).
2 +y? + 2%+ w? 2 s = —2 + i
23y +yt + 24 1+1121f(”§,3— 4+112n”(”3
et + oyt + 2t 2, s = —1 407

Al comparar las dos tablas vemos que la parte real de cada polo de Z(s, f) es una raiz del po-
linomio b¢(s), al menos para las formas fuertemente no degeneradas tratadas aqui.

Otra observacién importante es que (s 4 1) siempre es un factor de by(s) y por la férmula de fase
estacionaria se observa que —1 siempre es la parte real de un polo dé Z(s, f).

Lo anterior muestra que la conjetura planteada por Igusa se satisface para estos tres polinomios.

3.3.2. b4(s) de polinomios cuasi-homogéneos

Para el caso de polinomios cuasi-homogéneos fuertemente no degenerados encontrados en el capitu-
lo anterior.

g($1;$2,-~-,$n) bf(S)

ot g3 4 22 (s+1)(3s+4)(35 4+ 5)(12s + 13)(12s + 17) (125 + 19) (125 + 23) (150551)
2y + P + 22 (s+1)(2s + 3)(185 4 19)(18s + 23)(18s + 25)(18s + 29)(18s + 31)(18s + 35) (sz551555)
243+ 22 | (s+1)(30s + 31)(30s + 37)(30s + 41)(30s + 43)(30s + 47)(30s + 49)(30s + 53)(30s + 59)

g(z1, T2, ...y Tp) Polos de Z(s, g).
1, .3, .2 _ 2 _ 2
a;+y3+z2 s_—1+z12n7&3,s £+ 12&”3
— s 2T — m™m
a;5y—i-y3 +z2 3__1+Zl2nﬁ78 39+ 12n()
— s 2T _ m™m
> +y’+z 3__1+ZW’8 30+ in(p)
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Se encontraron sus respectivos polinomios by y usando el teorema 5 se pueden describir sus polos.
Nuevamente, al comparar las tablas, se observa que la conjetura de Igusa se satisface para estos tres
polinomios cuasi-homogéneos, ademads se observa que aunque cada polo de Z(s, f) tiene asociada
una raiz de by, no necesariamente cada raiz de by genera un polo dé Z (s, f).

3.3.3. 0(s) de polinomios cuasi-homogéneos con mas de una
singularidad.

h(z1,xa,...,xy) be(s)
z2y? + 2222 + 22w? (s+1)%(2s+1)(2s +3)(7)
2?3z 4+ 2?2t + 22wt | (s 4+ 1)3(s 4+ 2)(2s + 1)(2s + 3)(4s + 3)(4s + 5)(4s + 7)(4s + 9) (7057)
22yt + 222 + 2wt | (s4+1)3(s+2)(2s + 1) (25 4 3)(4s + 3)(4s + 5)(4s + 7)(4s + 9) (1557)

h(zy1, xo,...,xy) Polos dé Z(s, h).
v?y? + 2222 +2%u? | s=—-1+ ilQrZT(ZS’ s=—3+ ilzrﬂgl), s = —% + zﬁf(zg
22y + 22t 2%t | s= -1 —1—2'125’(2;, s=—3 —1—2'12&;7), s = —% —i—z’lgrf(%
o2yt + a2t 2%t | s=—1+ z’—ﬁf’(z;, s=—3+ i%, s=—2+ Z—IQH’T(%

En esta ocasion las funciones Z(s, f) cuenta con més de dos polos, aun asi se sigue mantenien-
do la veracidad de la conjetura de Igusa en estos tres casos, podemos observar que el grado de una
rafz de by, no implica ser el orden del polo dé Z(s, f).

Aunque el algoritmo planteado en Macaulay 2 fue efectivo para los polinomios tratados, el algoritmo
se queda corto en polinomios homogéneos con grado superior o igual a 5, este tipo de hechos
muestran la dificultad existente para el calculo efectivo de los polinomios de Bernstein-Sato.



4 Conclusiones

En el desarrollo del proyecto se encontraron de forma explicita los polos de las funciones zeta lo-
cales de Igusa, se evidencié que para dicho calculo es necesario un control sobre las singularidades;
aun asi se torna complicado llegar a una férmula cerrada para las funciones zeta de Igusa usando
la formula de fase estacionaria demostrada por Igusa. De igual manera se calculé el polinomio de
Bernstein-Sato con ayuda computacional, dejando en evidencia la dificultad existente para polino-
mios con grados superiores. Estas dos observaciones plantean una de las primeras barreras para
conseguir una demostracién en la conjetura de Igusa.

Para los polinomios que intervienen en este trabajo se puede garantizar que la parte real de cada
polo de Z(s, f) es una rafz del polinomio b¢. Se observé que la funcién zeta local de Igusa, posee
generalizaciones como las funciones zeta topolégicas y zeta motivicas ver [4], las cuales admiten
una generalizacién de la conjetura planteada por Igusa; de modo que dicha conjetura pasa a ser
parte de una coleccion de conjeturas atn sin resolver.

Dentro del trabajo se puede observar que se plantea una relacion entre los polinomios de Bernstein-
Sato y las funciones Z(s, f), pero no se menciona relacién alguna entre dichos polinomios y el
teorema de resolucién de singularidades de Hironaka.
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