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;ltO) PREFACIO 

El objetivo principal de estos' apuntes es tratar de motivar allector para que elabore sus 

propios ejemplos en los cursos de calculo 0 analisis en varias variables y de variable com­

pleja que ilustren los aspectsos no intuitivos concernientes a: limites, continuidad, derivadas 

parciales, derivadas direccionales y a la diferencial. 


Aunque es de autocontenido para su lectura se requiere de cierta familiaridad con los temas 

desarrollados en un primer curso de calculo en una variable. 


La teoda se desarrolla no solo para que el material sea de autocontenido sino tambien 

porque de la forma como se realiza, se despren~en algunos contraejemplos. 


Debo expresar mis mas sinceros agradecimientos al Profesor Rodrigo Montespor la escri­

tura en TEX de la parte te6rica;a los estudiantes inquietos que con su forma de razonar 

me indujeron a escribir estas notas; y como siempre mis gestos de gratitud por el apoyo 

que nunca falta por parte de mi familia. 
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!m'-'~fO. l'P :'.'k.;'C'~:·:J,Cl'JJ 
it;.~.~ 'L,~<~ <<\~ ~~ ,I ,,' :.~.;",'~··..,r"1Ilr'] 

3S"6 lSi 



3 

CONTENIDO 


1. Lfmites.( pags 4 - 13 ) 

2. Derivadas direccionales y la diferencial.( pags 14 - 23 ) 

3. Derivadas parciales de orden superior.( pags 24 - 27 ) 

4. Condici6n suficiente de diferenciabilidad.( pags 28 - 35 ) 

5. Independencia de las variables.( pags 36 - 39 ) 

6. Maximos y minimos.( pags 40 - 46 ) 

7. Relacion entre derivabilidad en !C y diferenciabilidad en ].R2.( pags 47 - 54 ) 

8. Bibliografia (pag 55) 



4 

Construccion de algunos contraejemplos en varias 
variables 

Objetivo 

Cuando se tratan de generalizar algunas propiedades de las funciones reales a las funciones 
de varias variables referentes al limite, la continuidad y la derivabilidad,aparecen algu­
nos tropiezos debidos al cambio de dimension. Por ejemplo, existen funciones de varias 
variables derivables en un punto y en cualesquier direccion discontinuas en dicho punto. 

En la casi totalidad de los textos (si no en todos) de ca.lculo y analisis se limitan a exhibir 
tales fundones. Aca se tratara de construir esas funciones que present an anomalias. 

1. Limites 

Definicion 1.1. Sea f : A -t lR una fundon (campo escalar) definida en A, A C lR2 • Se 
dice que un numero real L es ellimite de f(x, y) cuando (x, y) tiende a (a, b), y se escribe 

lim f(x, y) = L 
(x,y)-+(a,b) 

si para todo c > 0 existe 6 > 0 tal que, para cada (x, y) E A con (x, y) i= (a, b) si 
.j(x - a)2 + (y - b)2 < 6 entonces I f(x, y) - L I < c. Es decir, si la distancia entre f(x, y) 
y L se puede hacer tan pequena como se quiera cuando (x, y) esta cercano a (a, b). (Aca 
(a, b) es un punta de acumulacion de A, esto es, en toda vecindad de (a, b) hay puntos de 
A distintos de (a, b)). Tambien se escribe f(x, y) -;. L cuando (x, y) -;. (a, b). ' 

Una pregunta que puede surgir es la siguiente: 


Si f(x, y) se aproxima a un numero real L por todo camino recto que pasa por (a, b), sera 

cierto que el lim f(x, y) = L ? 


(x,y)-+(a,b) 

Aunque toda vedndad de (a, b) se puede "llenar" con rectas que pasan por (a, b) su res­
puesta es neg ativa. 

Para construir el primer contraejemplo bastara con definir una fundon que sea la misma 
constante (un plano) sobre todo lR2 excepto sobre una curva simple distinta de rectas que 
pase por (a, b), como por ejemplo la de ecuacion y - b = (x - a) 2 y allf definirla como otra 
constante. En esencia esto corresponde a "quitarle a un plano una cuerda curva no recta 
y elevarla 0 bajarla". Ver la figura 1 para el caso (a, b) (0,0) y L = O. 

Tomese f definida as!: 

f(x,y) = { ~ 
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LIMITES 5 6 

. t el lim f(x, y) : 
Que relaci6n eXlste en re (x.y)-(a.b) 

. lim ( lim f(X,Y))?z az ",j:::"" y--b x-- 1 'ltimos limites,llamado: .,.­ primero que tod~ os l~ f (x y) Y que para c: 
a eXlsta 1m ,alrededor de y--b 	 f 

,.' . echa que hay ur 
", tales exigenclaS se sosp 	 .

.,'..... Por 	 ft' el lin 
.,' existe pero que por ejemplo para x JO y­....... 
.... ....,\+.':::... 

- -

., dos semiplanos que sol 
Para ello conslderense ( b) = (0,0). 
la ftgura 3 para el casO a,- -_ .. z 

y 

y = X-
') 

x 
Figura 1 

Se vera. que efectivamente lim I (x, y) no existe aunque lim I (x, mx) = 0 para cada 
(x,v)--(O,O) x--O 


m E lR y lim 1(0, y) = O. 

y--O 

Es claro que I(O,y) -:,. 0 y l(x,O) -:,. 0 cuando y -:,. 0 y x -:,. 0 respectlvamente. 

Ahora, I(x, mx) = 0 si m =1= 0 y x =1= 0, ya que la recta de ecuaci6n y = mx para x cercano 


2a 0 ( por ejemp10 para! x I < !m! ) es secante a 1a curva y = x , ver figura 2. (La unica x 	 Ftangente a y = x 2 que pasa por (0,0) es y = 0). 	 ' 

mxo =1= x5 

y T6mese 

f(x,y) == < 

m =1= 0 r f(x y) == O. 
Entonces (x.y)l'::"\O,O) , () ::::: X S 

E lR fijo se tiene que f x, y )
Para x '_ lim f(x, y == 
Luego, l~+ f(x, y) - x y y--O­

Y • 0 los limites iterados corrl 
Ahora blen,com 'ble construir func 
4 y 5 ) tambien es pOSl ( \ 

lim lim f(x, y) 

Xo X 

: x--a y_b ) 

\. 	 Figura 2 
~ 	 Asi que lim I(x, mx) = 0, y , lim 1(0, y) = 0 pero I(x, x2

) = 1 -- 1 cmmdo x -:,. O. ' 
x--O 	 y-OI 

"~ 	 Por 10 tanto ellimite cuando (x,y) -- (0: 0) no existe. 

Otra pregunta que surge es la siguiente: 
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Que re1aci6n existe entre e1 lim f(x, y) y los limites: lim (lim f(x, y)) y
(x,y)-(a,b) x-+a y-+b 

lim ( lim f(x, y))?
y-+b x"'" a 

Primero que todo los ultimos limites,llamados limites iterados exigen que para cada x fijo 
alrededor de a exista lim f(x, y) y que para cada y fijo alrededor de b exista el lim f(x, V).

y-+b "x-+a 

Por tales exigencias se sospecha que hay funciones f para las cuales el lim f(x, y)
(x,y)-+(a,b) 

existe pero que por ejemp10 para x fijo e1 lim f(x, y) no existe. 
y-+b 

Para e110 considerense dos semiplanos que solamente coinciden en (a, b, 0). Ver por ejemplo 
1a figura 3 para e1 caso (a, b) = (0,0). 

x 
Figura 3 


T6mese 


si Y 2:: 0 
f(x,y) = { ~ 

si y < 0 
Entonces lim f(x, y) = O. 

(x,y)-(O,O) 

Para x E lR fijo,se tiene que f(x, y) = x si y > 0 y f(x, y) = 0 si y < O. 
, Luego, lim f(x, y) = x y lim f(x, y) = O.Asl que para x =1= 0 e1 lim f(x, y) no existe. 

y-+O+ y-+O- y-+O 

Ahora bien,como los limites iterados corresponden a caminos muy particulares ( ver figuras 
4 y 5 ) tambien es posible construir funciones f con la propiedad de que 

lim (lim f(x, y)) L = lim ( lim f(x, y))
x-+a y-+b y-+b x-+a 
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f(x, y) = 0 ­ 0 cuando (X, y) - (a, b). 
Por 10 tanto el lim 1(x, y) no existe. 

. (x,y)-(a,b) 

Luego,ni la existencia del lim 1(x, y),implica la existencia de los lfmites iterados,ni 
(x,y)-(a,b) 

el reciproco es cierto. 

Mas aun,es posible construir 1 tal que lim (lim 1(x, y)) lim ( lim 1(x, y)) .Para ello 
x-a y-b y-b x-a 

se busca 1 tal que si lim 1(x, y) g(y) con y =1= 0 entonces lim g(y) = 0 y si lim 1(x, y) = 
x-a y-o y-o 

h(x) con x 0 entonces lim h(x) = 1,con 10 que se obtendrfa 10 deseado ya que bastarfa 
x-a 

hacer una traslacion por (a, b). 

Con base en 10 anterior se busca 1 tal que 1(0, y) = g(y) con lim g(y) = 0 y 1(x, 0) = h(x)
y-o 

con lim h(x) = l. 
x-o 

Por ejemplo, una de tales funciones se indica en las figuras 8 y 9 

, 

y 

,,, 
'­ x 

'­
'­

, 

'"'""r-
I I"" -

I I L­ -' ­ -­
'- ..J­

x 

__ .,..--r7 
-..L.-I I y-'_I 

y = -Ixl 
Figura 8 Figura 9 

Esto es,considerese 1 definida de la siguiente manera: 

Se vera que 

1(x,y) { °1 
si y > Ix I, 0 si y < -I x I 
si x 2:: Iy I, 0 si x ::; -I y 1 

( i) lim (lim 1(x, y)) = 1 y
x-a y-o 

(ii) lim ( lim 1(x, y)) = ° y-o x-a 

(i). Sea x =1= 0 y tomese y tal que 1 x I < y < I x I· 
Entonces y esta en la region rayada de la figura 10. 



- --

y 

, I 

I /
/ 

/ 

I 

x 

1/"
/ 	 " I 

/ 	 " 
I / 	 " 

. / Y = -Ixl 	 "~ 
Asique f(x y) _ 1 . Figura 10 ' 

, - y por 10 tanto lim f( , 
De donde el y-O x, y) = 1. 

lim (lim f( ) ) , 0' 

0') 	 ,. x-O y-O X, Y = hm 1 = 1 

(11 • 	 Sea y '" . 0 Y t • omese X tal que I .-0 

Entonces X est' I ' - y I < x < Iy I· a en are"'" . , a, ' " , . , . olon rayada de 1 figura 11. 

y 

,---- ­
" ",-- ­

x= Iyl
" " 

x = 	-IYI " 

/ 	 x 
/-

/ ­
'/ 
/'

/- ­

/ 
L.. 

Por 	10 tanto f( )' Figura 11 
x,y = O. 

Luego el lim f(x ". ,"x-o ' y) = 0 y as! el lim ( lim ) 
En definitiva se t' ' y-O x-o f(x, y) = O. 

lene que, 

lim ( lim f(' ' ))' 	 ' ' x-o y-o x, y = 1 =1= 0 = r (0 . 

o VlStO anteriormente emil ' , , a verdadera relac' , ,,' . 
De acuerdo con 1 . . .'To !'Tof{x,y)) 

sera entonces 1 . 	 . lOn exIstente 
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entre e1 f(x, y) Y los limites iter ados' lim 
(x,y)->(a,b) 

La respuesta la constituye e1 siguiente teorem~ 
Teo 1.1. Si e1 lim f(x,y) existe ~ 

rema (x,y)_(a,b) . 

para cada y =f b e1 lim f(x, y) existe, entonCt 
x-a: 


igua1es al primero, esto es, 


lim 	(lim f(x, y) \ == lim 
x-a 	, y .....b ) (x,y) .....(a, 

Demostraci6n . 
Llames L:"'" lim f(x, y).e (x,y)->(a,b) 

y_1Se mostrara que ellimite iterado lim x-a (lim 

que e1 lim (lim f(x, y)) == L). 
y ..... b x-a' , 

Sea pues € :> O.
Como lim f(x, y) = L,existe 8 :> 0 t~ 

(x,y) ..... (a,b) 	 , ,
€ 

entonces If(x,y) - L\ < '2' 

Para x =f a den6tese par h(x) al y_b'lim f(x,1 


Se probara que lim h(x) == L: 
x-a 

N6tese que si 0 < \ x - a\ < 8, se tendra 

cercano a b ( Ver figura 12.)'. 

0< \x­

•
(a, 

...... . ......~.~ 

Asi que lim'\ f(x, y) ....., L \ ,~ -€2 . 
y ..... b 

€ 

o sea que \h(x) - L\ ~ '2' 
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entre el . lim f(x, y) y los limites iterados? 
. (x,y)-(a,b) . 

La respuesta la constituye el siguiente teorema: 

Teorema 1.1. S1 el lim f(x, y) existey s1 para cada x =f:. a, el lim f(x, y)existe y
(x,y)-(a,b) ' 'y-b 

para cada y b el lim f(x, y) existe, entonces existen los lfmites iterados y ademas son 
x-a 


19uales a1 primero, esto es, 


lim (lim f(x, y)) = lim f(x, y) = lim ( lim f(x, y))
x-a y-b (x,y)-(a,b) y-b x-a 

Demostracion. 

LIamese L= lim f(x, y);


(x,y)-(a,b) 

Se mostrara que el lfmite iterado lim (limf(x, y)) = L.( Analogamente 5e demuestra 
x-a y-b 

que el lim ( lim f(a;., y)) = L). ' 
y-b x-a 

Sea pues € > 0, 

Como lim f(x, y) = L,existe 8 > 0 tal que V(x, y) si 0 < -I(x - a)2 + (y -:- b)2 < 8, 


(x,y)-(a,b)' .' ,,' 
€ 

entonces If (x, y) - L I < 2' 

Para x =f:. a denotese por h(x) al lim f(x,y),queexiste por hipotesis.
y-b 

Se probara que lim h(x) = L: 
x-a 

E 
Notese que si 0 < Ix- a I < 8, setendra que I f(x, y) - L I < 2' para y suficientemente 

cercano a b ( Ver figura 12r 

0< Ix -al < 8 
I ,..................1°.<\ : 


1/........ "".1 

I.: \1 

(' i 
~ (a, b) ~ 
1\ /1 
I ""'" ...... I 

•••• ••••*.. 

.~. ; ": ' .... ..... 

Figura 12 
E 

As! que lim I f(x, y) - Lis -2 • 
y-b 

. E 
i 

o sea que Ih(x) - Lis 2' 



p 
l 

\ 

, ,. 	 'LIMITES 1i' \ 

\ Luego, para cada x, si °< \ x - a I < 8 entonces Ihex) - L \ < € , 10 que significa'que 
!' 

lim hex) = L, es decir, lim (lim f(x, y)) = L. 
x-a 	 x-a y-b 

Finalmente, habrein funciones f tales que, 

lim 	(lim f(x, y)) ~ lim ( lim f(x, y))
x-a y~b y-b x-a, . 	 .' 

y que el lim f(x, y) exist a? 
(x,y)-(a,b) 

Segun el teorema anterior, de existir una tal f debe ser porque alguno de los limites: 
lim f(x, y) 6 lim f(x, y) no existe, 10 cual fue considerado en el ejemplo de la pagina 6. ' 
x .... a y-b 	 . ", . , 

A continuaci6n,se vera con ejemplos,que no se puede decidir sobre 'la existencia 0 no,del 
limite de un cociente'de polinomios de dos variables,donde ambosse amilan, en relaci6n 
con losgrados de los polinomios. 

Primer caso. Los grados del numerador y del denominador son iguales .. 

i). 	Ellimitepuede existir. . , , 

Sean P(x,y) = x2y2,Q(x,y) = ~2 +x2 y2 (grado de p., 4 grad0 de Q). 

Entonces 

pues x 2 ::; x 2 + x2y2. 

Como . lim y2 = O,esto implica que el lim' ~~ x, y~ = 0. 
(x,y)-(O,O) . 	 (x,y)-(O,O) , x,y, 

ii). 	Ellimite no existe. 


Sean P( x, y) = x 2 , Q( x, y)' x 2 + y2 ( grade de P = 2 = grado de Q ). 


Entonces 

2 	 x=o, y=j:.OP( x, Y ) x { ° si' 


Q( x, y) = x2 + y2 = ~ si y==x, x~O 


P(O,y) 	 P(x,x) 
Por tanto.Q( 0, y) -:-+ °cuando y -:-+ 0, y , Q( x, x) --;. ~ cuando x -:-+ 0,0 sea que 

. l' P( x, y) .
1m no eXlste. 

(x,y)-(O,O) Q(x,y) 
Segundo caso. El grado del numerador es menor que el grado del denominador. 

. i). Ellfmite puede existir. 
3 	 2 + xSean P( x, y ) = x , Q( x, y ) = x 2y2 ( grado de P = 3 < 4 = grado de Q ). 

Entonces: 

o<[P(x,y)[= \:1:\"-:-+0 cuando '(x,y)'-:-+(O,O) 
-	 Q(x,y) 1 +y2 

D E ALGUNOS CONTRAEJEMPLOS12 	 CONSTRUCCl6N . 

, . P( x, y) '~ ° ' 
L 'hm - . uego (x,y)-(O,O) Q(x,y) 

ii). Ellimit,e no existe. 
'Sean P( x, y ) = x , Q( x, y) = y2 ( gn 

Entonces 

P(x,y) _ x_{ 
Q(x,y) - y2­

P( 0, y) -:-+ 0' cuando y -
Por tant0 Q( 0, y ) . 

lim PC x, y) no existe ... 
(x.y) ..... (O;O)Q(x,y) '. " 
Tercer caso. El grado del numerado 

i). 	EI limite puede existir. 
3Sean P( x, y) = x , Q( x, y ) =x ( gJ 

Entonces 

P( x, y) = x2 _ 0 
Q( x, y) 

ii). : El limite no existe. ' 
3Sean P( x, y) = x , Q( x, y ) = y (g 

Entonces 
. 	 3, 

P(x,y ) =~ = 
Q(x,y) y 

P( 0, y) --;. °cuando y -
Por tant0 Q( 0, y ) 

r PC x, y) no existe. 
(:J;,y)l-Tto,O) Q(x,y) . 
Para terminar esta secci6n se anah2 

es diferente cuando (x, y) -:-+, (0,0) 

enteros positivos. 
'd d r+ y3 _ 1EI problema esta on e x -

Por tanto se toma un camino. que 1 

s >~. 
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Luego 'lim', P( X, y) ~' 0.' 
(x,y) ..... (O,O) Q(x,y) 

ii). El limite no existe. 

Sean P(x,y) x, Q(x,y) = y2 (grado de P = 1< 2 = grado de Q). 


Entonces 


P{X,y) X, {a si X = a , y i a 

Q( X, y) = y2 = 1 . si X = y2 , y i a 


P( 0, y )', ", P( y2, Y ) 
Por tanto Q( 0, y) ---+ a cuando y ---+ 0, y, Q( y2, y) ---+ 1 cuando y ---+ 0,0 sea que' 

. P{ x, y) .
11m no eXlste. 

(x,y) .....(O,O)Q(x,y) , 
Tercer caso. El grado del numerador es mayor que el grado del denominador. ' 

i). Ellimite'puede existir. 

Sean P(x,y) = x 3 
, Q(x,y) = X (grado de P = 3> 1 = gradode QJ. 

E~tonces 

P( X, y) =x2 ---+ a cuando (x, y) ---+ (0, 0)
Q( x, y) , , 

ii). :ELlfmite no existe. ' 
3Sean P(x,y) = x , Q(x,y) = y (grado de P = 3 > 1 = grado de Q). 


, Entonces 


P( X, y) _ x 
3 = { 0 si x=O, y a 


Q( x, y) y 1 si y X 
'3 ,xiO 


P( 0, y ) P( X, x3 )
Por tanto Q( 0, y) ---+ a cuando y ---+ a ,y, Q( X, x3 ) ---+ 1 cuando X \---+ a" ,0 sea que 

' P( x, y) .
l1m no eXlste. 

(x,y) ..... (O,O) Q(x,y) 
Para terminar esta seccion se analizara la existencia decaminos por.donde el limite 

, xPyq 
es diferente cuando (x, y) ---+ (0, 0) para cocientes de Ja forma xr + y3' con p, q y r 

enteros positivos. 


El problema esta donde xr + y3 =0, esto es, donde y = -xi. 


X SPor tanto se toma un camino que pase por el origen de la forma y = - xi donde 
s> i. 



I 

ALGUNOS CONTRAEJEMPLOS EN 

14 CONSTRUCC16N DE
LIMITES 13 

erivadas direccionales y la d: 
Entonces y = x! (x s - i - 1).y asi 2. D

. ., . n A C ]R2 If: A ---r JR Ull 
Definlclon 2.1. Sea d' - ab'lerto D de centI 

, . te un lSCO (
A (es declf, eXls. f es derivable en 

b) E ]R2. Se dIce que .. 
sea (a, . ' 

. f«xo, YO) + hi:. 
lnn - . 
h-O 

. , d f admite recta tangell 
o sea, si la grafica e 1 plano que pasa p( 
grafica se intersect a con e )' comO se apreci~ 
(a, b) y que pasapor (xo, yo ,Si S +2; = P + !If entonces s = p + !If ~ 2; y por tanto:· 

: .. 

'" 

", 

cuando x -)0 0, siempre que p + !If - r > ° ( que es cierto cuando s > ~): 


xPyq . p.:.

Ahora bien,llamando f( x,Y ) = 3 con p , q , r 

. 
E n 

1M 

y p + 3 r > O,se ha . xr +y 
. . visto que se cumple: 

lim f (x, xp+Sf 2; _ xi ) ='..:....(-_l.--:)_q 

x-o 3 


Y puesto que f( 0, y) = °3 = °tiende a eero euando y tiende a cero,·se eoncluye que 
y

xPyq . 

el lim . no existe para p, q ,rE Neon p + !If - r > 'D. 


(x,y )_( 0,0) xr + y3 

Ejemplos de este tipo, que se pueden diseutir direetamente remedando 10 anterior, son: 
xy3 ,

a). f (x, y) = 2' 3 ( aca p = 1 , q = 3 , r = 2 ). 
x +y 


Entonces lim f( 0, y) = 0 y lim f(x, x~ - xi) = -l 

y-O x .... o 

Figu a 13 

b)·f(x,y)= 3 3Cacap=q=2,r='3). 


. x2 y2 

x +y 

Entonees lim f(O,y) = °y lim f(x,x2 - x) .~. 
 . t D )f (xo, YO) 6 j. . y....o x .... O 

T 1 limite se deno a (a,b" d ( b). 
a ( ) en 1a direcclOn e a,x 3 y3 punto xo, yo .c), f(x,y) (acap=q=r 3),

x3 +y3 
AS1,Entonces lim I( 0, y) .:... °y lim f(x, x4 - x) -:- -~ t «XOI yo); (a, b)) == ~y-O . x-a 

_ (1 0) seescribe Dd 
Guando (a,b) -)) llama la deriva
f' ((xo, YO); (1, 0 Y 

I 

se 
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2. Derivadasdireccionales y ladiferencial ' 

Definicion 2.1. Sean A ~ 1R2 , 1: A '----j> 1R una' funcion; (xo, Yo) un punta del'interior de 
A (es decir, existe un disco abierto D de centro (xo, Yo) Y radio r > 0 tal que' D ~ A ) y 
sea (a,b) E 1R2. Se dice que 1 es derivable en (xo,Yo) en direccion de (a,b) siexiste el' 

r l((xo, Yo) +h(a,b)) ­ l(xo, yo) " 
1m h' ,h-+O . :. , 

o .sea, si la gnifica de 1 admite rectatangente en el punta (xo,yo,l(xo,Yo)) cuando tal 
grafica se intersecta con el plano que pasa por ese punta y contiene la recta de direccion 
(a, b) yque pasa por (xo,Yo)',corilo se aprecia en la figura 13. 

Figu a 13 
" ..... 

Recta tangente en (xo 1 Yo, zo) , Zo = 1(xo1 yo) 

Recta que pasa por (xo, yo) de direccion (a, b) 

Tal limite se denota· D(a,b)l(xo l Yo) 0 l' ((xo, yo); (a, b)) Y se llama la derivada de 1 en el 
punto (xo, YO) en la direccion de (a, b), ' . 

Asi, 

1'(( ). ( b)) -"'­ l' l((xo, YO) +h(a, b)) - l(xo, Yo)Xo, Yo ,a, - 1m h 
h-+O 

Cuando (a, b) = (1,0) seescribe D1 l(xo! yo)' 0 Ml(xo, yo) en lugar de D(1,o)l(xo! Yo) 0 
1'((xo, Yo); (1,0)) Y se llama la derivada parcial de 1 con respecto a x en (xo, yo). 
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As! nllsmo si (a, b) = (0, 1) se escribe Ihf(xQ, ::~I:A;S(::~::~I::A:: :eL~::~~~;:~::Q)1: II 
f'((xo! YO); (0,1)) Y se llama la derivada parcial de f en (XOI YO) con respecto a y. 

Observese que f'((xo, YO); (a, b)) = g'(O) donde g(h) = f((xo, YO) + h(a, b)), 9 funcion real. 

Si(a, b) es unitario, ala f'((xo, Yo); (a, b)) se Ie llama derivadadireccional de f en (xo, yo) 
en la direccion ( a, b) y es la pendiente de la recta tangente a la gnifica de . f en el. p:unto 
(XOI Yo, f(xo, Yo)) y que esta contenida en el plano que pasa por ese punto y tiene la 
direccion y orientacion del vector (a, b). 

Algunas preguntas que surgen son las siguientes: 

i). Si existe la derivada de una funcion en el punta (xo, YO) en una direccion tambien 
existe en e1 mismo punta con otradireccion? - . 

ii). 	Bastara con que existan)as derivadasparciales de una funcion en unpunto para que 
existan las derivadas en ese punto y en cualquier otra direcdon? 

iii) 	 . Si una fundon posee en un punta derivadas en cualquier direccion sera continua 
alIi? 

Ante todo observese que si (a, b) = (0,0) entonces f'((xo, yo); (0,0)) siempre existe yes 0. 
Considerese pues el caso (a, b) -::j:. (0,0). Como f'((xo 1 YO); (a, b)) corresponde ala variacion 
de f partiendo del punta (xo, yo) y desplazandose en un camino rectiHneo en 1a direcc10n 
de (a, b) y por tanto f'((xo 1 yo); (a, b)) es un limite muy particular, es de esperarse que las 
respuestas sean negativas. . 

Para responder a (i) y (ii) a la vez, observar 10 que se hace en la figura 14. AUf (a, b) 
diferente de (1,0) y (0,1). 

(a, b) 

Figura 14 
En (xo, YO) no hay.recta tangente en la direccion de (a, b) 

Una funcion f cuya grafica sea como 1a anterior seria por ejemp10 considerar que f se anule 
en todo punta excepto en la semirecta que parte de (xo,yo) con ladireccion de-(a, b) yalli 
definirla como otra semirecta contenida en un plano perpendicular al plano XY y que pase 
por (XOI yo). 

Ya que (a, b) -::j:. (0,0) 5e va a suponer, sin perdida de generalidad ,que a -::j:. 0. 

z 


(XOI YO)x '. 
Fig 

• ( ) :=:: (xO,yo)+h(a,b) pa:
De la figura 15. x, y. . 

algunh>O . 
para -. 1de L recta que pasa 1 
La ecuaci6n vectona '1 _ 0). 

, 	 y + b-Yo,
t(xo + a -	 xo, 0 b -, t p:yo +t ,Zt Y ­As! que x ,= xo + a, 1 - d _ ~. 

_ de don e Z - a ­
LueO'o X -	 xo - za,

o 	

! asr 
, 


fi
Entonces se de ne . 

f x - xo si-x = X( 

f(x, y) :=:: \ ~ en e1 res 

, ) en 1a direcc 
(f no es derivable enX.0 ' yo 

!((xo,yo) + h(a,b)) - !(X01~ 
- ,h" 
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z 

(x, y, z) 

--:- (XO, Yo, 0) + l(a, b, 1) 

y 

x (XO, YO) 

'.Figura 15 

De la figura 15: (x, y) = (xo, YO) +h(a, b) para algun h 2: O. Luego: x = xo+ha, Y = Yo hb 
para algun h 2: 0 

La ecuacion vectorial de L, recta que pasa por (xo, Yo, 0) y (xo+a, Yo b, 1), es (xo, Yo, 0) + 
t(xo + a -Xo, Yo b ­ Yo, 1 - 0). 

As! que x = ~xo ta, y = Yo + tb, z = t para algun t 2: O. 
Luego x - Xo = za,de donde z = x:XQ. 
Entonces se define f asf: 

. { x - Xo 
f(x,y) = 0 a 

six = Xo + ha, y = Yo hb, para a1gun h 2: 0 

en e1 resto 

f no es derivable en (:,ro, YO) en 1a direccion de (a, b) pues: 

f((xo, YO) + h(a, b)) f(xo 1 Yo) f(xo + ha, Yo +hb) - f(xo 1 Yo) 
~~~~--~~~~~~~ -

h h 
Xo + ha - Xo Xo -xo 

-----~--------~~- (h > 0), 

= 1 i 
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. l' f(xo + ha, Yo + hb) - f(xo, Yo) 1Luego, 1m h '= . 
h-O+ -

Pero f((xo, Yo) h(a,b)) - f(xo, Yo) = 0 - 0 = 0 (h < 0), 

h h 


' f(xo ha, Yo +- hb) - f(xo, Yo) '- O·

Luego l1m. . h ­

h .....O­

' t . 1 l' f((xo, Yo) + h(a, b)) - I(xo, Yo)O sea que no eXIS e e 1m h ' 
h-O .. 

Mas sin embargo D1f(xo, YO)- 0 = D2/(xo; Yo) ,como se puede ver, ya que (a, b) i= (1,0) 
y (a, by i= (0,1). 

, ". ' ' , 

Antes de responder a (iii), se vent un aspecto sobre continui4ad, 

Definicion 2.2. Se dice que f es continua en (a, b) si alli no hay "interrupciones" en ~a 
gnifica de I, esto es, si las imagenes por f de puntos cercanos a (a, b) estan muy proximas 
de f(a, b). Formalmente,' f es continua en (a, bl si' lim . f(x, y) = I(a, b), 

(:r:,y) ..... (a,b) '. 

I:or 10 discutido en 1a primera parte de estas notas, se puede' construir una fundon I 
continua: por todo camino recto que pasa por (a, b) pero que no es continuaalli. En el caso 
(a, b) = (0,0) basta considerar e1 primer ejemplo con una ligera variacion ( ver figura 16), 

Sea 
2. { 1 si y = x Y x i= 0 

f(x,y) = 0 
en e1 resto 

z 
z-.l· . 

... , .. / ................. . 

.;" 

-

y..... 
') - - y =x~ 

x 
Figura 16 

. . LOS' EN Vi 
·CO·NTRAEJEMP 

, . UNOS
'( ."" •. 6NDE 'ALG

is' CONSTRUCCI , ) 

o (rn E lR, fi)o 
I, f(x rnx) == ,'a que 1m , , deSe 0bsen ~_o d (x y) tlen 

, . te el limite cuan 0,. . 
As! que no mus . ' . 

("') se( 0, 0 ) , , , con: la pregunta lll,' 
" en relaciOn 1 squier dnecc 

Ahora Sl, to y en cua e 
tangente en un pun pasen por 7alll ) I pero 

, OS rectilineos que .camlU '.' 

distinta de rectas, ') 1 idea es que la gra~1 


( b) == (0,0 , a. II' la funcl
En el caSo a, 'd'scontinua a 1 Y ( " 

, 0 que sea I '2 .J. 0 y f X, Y ongen, per, == x , x· -r . 
. f( Y) == 1 para y 's mas sIr es, Sl x,1, (00) como VlmO , 

f es discontlnua en '. ' . 
b) E 'JR'2 ya que, .. 

cada (a, fi 
O)-lim-D(a,b)f(O, -, h-O 

, _ (ha)'2COn h 10, e', 
(hb I (ha?, pues sl,hb -. , . 

h -+ 0)), ) _ 0 p'ara cada (a, b) € 
f (O 0 - ,

Asi que, D(a,b) , , e la derivada 
. indIca qu .,

El ejemplo antenpr , , Tal generalizaCl( 
. en una dimenslOn,

nvada ., desarrolla,
continuaClOn se '. 

. . '2 f· A ­.. ( Sean A S lR, . 
DefiniclOn 2.3. diferenciable en (xo, yo 
A, Se dice que f, es. ra-fica de . f puede ap 
plano" ,esto es,Sl la :no de (xo, yo) ,con UIl 

en un entorno pe~u f diferenciab1e en \ 
, E decir es '.

tangenCla, S . 

DX,y) - f~o,yol:: ~ 
lim 10 

(x,y)-(XO,Yo) 

Observaci6n 2.1 )(x _ xo) + D2J(xO: 

Z == Zo + Dtf(xO(' yo zo) con zo == f(x 
, d f en xo, yo, ' 

grafica e d'f enciable en (xo,, f es 1 erNotese que Sl 

y) - f(xo, YO) == )(f( x, _ Dlf(xo, yo x-
f(x,y) - !(xo,Yo) Jfx ~oF+(y 

-x) + D2!(X(+ Dlf(xo, yo) (x 0 . 

0-0 cuando (XI y) -'-l 

_0-0+0+ ­



Se observa que lim I(x, mx) = 0) (mE JR., fijo ), 'lim 1(0, y) ='0. Perolim I(x, x~)= l. 
~-o, y-O x-O, 

As! que no existe ellimite cuando (x, y) tiende a (0,0). y por tanto 1 no es continua en 
(0,0). ' . 
Ahora sl; en relacion con la pregunta (iii), se va a construir una funcion! con recta 
tangente en un· punta y' en cualesquier direcci6n (' y por'Io tanto sera continua sobre 
caminos rectilineos que pasen por 7alli ), pero discontinua en ese punto sobre una curva 
distinta de rectas. 0 : 

En el caso (a, b) = (0) 0), la, idea es que la grafica de 1 contenga toda recta que pase por el 
origen, pero, que seadiscontinua' alIi y Ia funci6n anterior tiene tales, caracteristicas. Esto 
es, si I(x, y) = 1 para y = x2, x f:. 0 y I(x, y) = 0 para los otros puntos de JR.2, entoIices 
1 es discontinua en (0,0) como vimos, mas sin embargo 1'«0,0); (a, b)) existe y es 0 para 
cada (a, b) E JR.2 yaque:' ' 

- l' I(ha, hb)_ l' Q- 0D (a b) 1(0, 0) - 1m - 1m ­
, h-O h 1£-0 h 

(hb f:. (ha)2, pues si h~ = (ha)2 con h f:. 0, entonces b = ha2 ( contradicci6n )' (b,a fijos y 

h -+ 0)). ' ' 


As! que, D(a,b)/(O,O) = 0, para cada (a, b) E JR.2. 


EI ejemplo anterior indiCa que la derivada direccional no es una generalizaci6n de Ia de­

rivada en una dimensi6n. Tal generalizaci6n la constituye Ia nocion de diferenciat que a 

continuaci6n se desarrolla.,' , 


Definici6~ 2~3. Sean A ~JR.2;1 : A --+ IR funci6n, (XO,Yo) un punto del interior de 
A. Se dice que 1 es diferenciable en (xo, YO) si la grafica de 1 es "Iocalmente unpedazo de 
plano" ;esto es,si la grafica de 1 puede aproximarse a un plano, llamado plano tangente, 
en un entornopequeno de (xo, yo),con un error mas pequeno que la cercanfa, al punto de 
tangencia. Es decir 1 es diferenciableen (xo, Yo) si existen Dl/(xo, YO) y D2/(xo, YO) yel: 

- " 

lim I(x, y) - I(xo, Yo) - D1/(xo, yo)(x - xo) - D2 /(xo,Yo)(y -Yo) , 0 
(x,Y)-(XO,Yo) J(x - xo)2 + (y - YO)2 

Observaci6n 2.1 
Z = Zo + Dl/(xo l yo)(x - xo) + D2 /(xo, yo)(y - yo) es la ecuacion del plano tangente a la 

grafica,de 1 en (xo, Yo, zo),con Zo = I(xo, yo). 


N6tese que si 1 es diferenciable en (XOI Yo) entonces 1 es continua en (xo, YO) pues: 


.f(x, y)- I(xo, Yo) = 
I(x, y) - l(xo 1 yo) - D1/(xo, yo)(x - xo) - D2/(xo, yo)(y - Yo) . J(x _ xo)2 + (y _ yo)2 

J(x - xO)2 + (y - Yo)2 
+ D1/(xo, yo)(x - xo) + D2/(xo, yo)(y - Yo} 

--+ 0·0 + 0 + 0 = 0 cuando (x,y) -+ (xo,'yo) 
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Luego, lim f(x, y) .-:- f(xo, yo). I, ,
(X,Y)-(XO,YO)" , , 

" 

Tambh~n, si f es diferenciable en (xo, yo), entonces existe la D(a,b)f(xo, yo), Yea, b) E lft2 
Y se cumple que D(a,b)!(xo, yo) = D1f(xo 1 yo)a + D2 f(xo, yo)b, esdecir~ 1a derivada de f 
en (XOYo) en la dir~ccion de (a, b) es una combinacion lineal de las derivadas parcia1es en 
(xo, yo). En efecto,10 anterior es cierto siCa, b) .:..- (0,0), y si (a, b) =f=. (0,0) setiene: 

If((xo, Yo) +h(~ b)) - f(xo, Yo) - (DII(xo, yo)a + D2f(xo,Yo)~) I 
= Iflxo + ha, Yo + hb) - f(xo, YO)I~IDd(Xo, yo)ha - D2!(xo, yo)hb I 

_ f(x, y) -f(xo, Yo) - Dlf(xo! yo)(x - xo) ..:.. Dif(xo, Yo)(Y - yo), Va2 + b2 

V(x - xo)2 + (y - YO)2 " ' ' , 

( si x = Xo + ha y y = Yo + hb ) 

---jo 0· Ja2 + b2 =°cuando h ~ ° 
, f«(xo! Yo) + h(a, b)) - f(xo, yo) 

:. I1m h
h-O 

Por tanto, surgen los siguientes interrogantes: 

La existencia de las ,derivadas parciales de f en (xo, yo) implican su diferenciabilidad en 
, ?" ' , ,"

(XO,yo). ' , - , ' , 

La existencia de D(a,b)f(xo, Yo) para todD (a, b) E JR2 sera suficiente para1a diferenciabili­

dad de f en (xo, Yo)? 

Es posible hallar f continua en (xo, YO) que tenga derivada en (xo, Yo) en cua1quier direccion 

y f no sea diferenciable en ese punto? ' 


Las respuestas, que son negativas, a la primera y segunda pregunta ya se obtuvieron, pues 

en el ejemplo anterior se hallo f no continua en (0,0) y por 10 tanto no diferenciable 

en (0,0) aunque existfan D(a,b)!(O,O) para todoslos (a,b)en'JR2 . Tambien se podria 

responder directamente a las 3 preguntas "girandole suavemente una recta a un plano " 

comose aprecia en la figura 17, ' 


,Figura 17 
f no es diferenciable en (xo, yo) 

Aca se consider a (a, 'b)';6 (0,0) , (1,0), (0,1) " 

, 20 CONSTRUCCION DE ALGUNOS' CONTRAEJEMPLOS 

Como, un ejemplo serviria e1 dado en la pagi 
alli se "levantaba" una semirrecta. 

Sea pues' f definida,para el caso a i= OJPor: 

si X ~ Xo + 
f(x,y)= '{~"°a en e1 resto 

Se observa que D(x,y)f(xo, yo) :....0 para toe 

f«xo,yo) +h(x,y)) - f(xo, YO) 
h 

Ademas: 

f«xo, yo) + h(a, b)) ...:. f(xo, 
h 

As! que: 

D(x,y)f(xo, yo) ~ { 

Pero f no es diferenciable en (xo, yo) pues 

f(x, y) - f(xo, yo) - D1f(xo 1 yo)(x­
- , v(x ­ xor~ + (y 

_ I(x, y) 2 (Reeor­
- J(x ­ xo)2 + (y - yo) 

si X =:l 

en e1 re 

h 'ty e1 lim no eX1S e. 
h-O Ih\Ja2 + b2 

, 

As! que f no es diferenciable en (xo, YO) 
es continua en (xo, YO) como se puede ob: 

En este ejemplo la derivada en (xo, yo) ~I1 
de (a, b). Se construira entonces una fUl 
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Como, un ejempl0 serviria el dado en la pagina 16 con una pequea modificacion,por cuanto 

alli se "levantaba"· una semirrecta. . 


Sea pues J definida,para 81 caso a =1= O,por: 


, . '{~ si X = Xo +ha, y = YO + hb, para algun h en IR
J(x,y)'- 0 a . 

en el res to 

Se observa que D(x,v)J(xo, YO) =0 para todo (x, y) (a, b) ya que: 

J((xo, Yo) h(x, V)) - J(xo, YO) _ J(xo + hx, Yo + hy) - J(xo, YO) 
h - h 

0-0 
= -h- (x =1= a 0 y b) 

= 0 ---+ 0 cuando h --t 0 

Ademas: 

J((xo, Yo) + h(a,b)) ~ J(xo, YO) 
h 

h --t 0 

Asi que: 
si (x, y) (a, b) 

si (x, y) = (a, b) 

Pero J no es diferenciable en (xo, YO) puesto que: 

J(x, y) - J(xo 1 YO) - DIJ(XOI yo)(x - xo) - D2J(X0 1 yo)(y - yo} 


J(x -:- xO)2 + (y - Yo)2,. 

J(x,y) 


( Recordar que (a, b) (1,0) y (a, b) =1= (0,1))
J(x - xO)2 + (y - yo)2 

,X-Xo si x = Xo + ha, y y = Yo + hb para algun hEIR 
= oaV(x:-x0)2+(V-VO.)2 

{ en el resto 

= { Ihl.j;2+b2 si x = Xo + ha, Y = Yo + hb para algun hEIR 

0' en el resto 

y el lim h no existe. 
h-O IhlVa2 + b2 

As! que J no es diferenciable en (xo, YO) aunque la D(a,b)J(XO, Yo) existe V(a, b) E IR2 Y J 
es continua en (xo, YO) como se puede observar facilmente. 

En este ejempl0 la derivada en (xo, Yo) en la direccion de (x, y) es 0 excepto en la direccio:ri 
de (a, b). Se construini entonces una funcion f continua en (XOI yo),no diferenciable en 

= 1 ---+ 1 cuando 
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XO, yo y tal que D f( . AL., Y LA'D,"E.ENC"L 

( )levantese del plano -lC:;;) Xo, YO) = 0 para cada ,(a ,b) 'E m2 ' 21est " una eurva d' t' t ' . ~.En el'e ( , e .en el origen.Ver la figura 18 IS m a de rectas que posea'planoasotan"ente d'£. XO', yo)=' (0,0)"" 
. ' . ..' 1 erentede0 

.. , .~.~ .... .."." .....; 
.,~ .. " . 

•*' .,,~'..... ..... ........ 
...•... 

y 

"', ...... 
..... 

x 
Figura 18 

Por ejemplo,sea: 

, f (x', y) = { IxI si 11 x
2 

2 

Entonces se obser 0 , si Y x , va que f es ' , ' , ' contmua en (0 0) Ad ' . " ,,' ' ' emas: 

. D(a,bj/(O,O) = lim f(ha, hb) '. . 0 

( hb =J (ha)2 p'a' h-/.' h~O h =l~ h = 0 
ra r 0 h -!o 0 ) 

Finalmente: " 

_f(_x~,Y~)_-~f~(O~,O~)~D~l~f(~O,~O~)x~~~~.jx' + y' D,j(O,O)y _ f(x, y) 

Jx2 +y2 


y2 si Y = x2 • 

= { :X
Ixl2 
+ 

2si Y,=f; x 
I 2si Y = x= v'1+x2 

{ 2 , 0 " . si Y =f; x 

Ycomo 
" 1 ' ' 1m 'I 

x-O vI + X2 =1 0 

r 22 CONSTRUCCI6N DE ALGUNOSCONTRAEJEMPLOS SN 

entonces f nO puede ser diferenciable en (0, 0), 

Nota 2.1. En una forma mas general, se dic< 
lRnpuntointerior de A ~ ,si existe Ta : JRn ---i 

lim L(x) - f(a) - Ta(x - a) ;:: 0 
x-a \Ix - an ' 
A la funci6n Ta 5e Ie llama la diferencial de f 

Cuando Ta existe,es unica pues si Tl YTz sat 
n 

para i ;:: 1 y 2 entonces para x E lR 5e tiene 

T,(x) _ T,(x) = T,(Ax) - T,(>,xl IA . ' 
f(a + AX)- f(a) ­

;::- A ­

, (Lta + AX)'- f(c:l
\I Axil 

_(f (a + AX) - I,I
\\A3 

que tiende a 0 ' (±l)\\X\\ - 0 ' (±l)\\x\\ ::;: 0 

As! que Tl(X) ;:: Tz(x) para todo x ERn, 

o sea que 
df(a) : lRn I--:" lRm es tal ql 

En e1 caso m;:: 1 5e tiene que Ta(x - a) := 

V f(a) ;:: (Dlf(a), D2!(a),'" , Dnf(a) ),f
6

Asi que en el ultimo ejemp10 5e mostr 1 

derivada en a en cua1quier direcci6n u y c 

eada 11 E R'),tal que el lim !Jx) ­ itLx-a. x-

en a, 
Observacion 2.2. 

Es de anotar que Do(a,b)f(xo, yo) ;:: 0:D, 


D(a.,b)f(x
01 

yo) existe,pues par ejemplot 


,f «XOl yo) 
Do(a b)f (Xo , yo) ;:: h-Ohm - ­, 

;:: 0: lim f ((xo:J! 
t-O 

;:: o:D(a,b)f(xo l 1 

Pero no necesariamente 
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"enton'ces f no puede ser diferenciable en (0, 0). . 
, I 

Nota 2.1. En una forma mas general, se dice que f : A ---+ lR.m es diferenciable en a,a 
puntointerior de A ~ lR.n ,si existe Ta : lR.n ---+ lR.m lineal ( por tanto continua ),tal que el 
lim f(x) - f(a) - Ta(x - a) = 0, 
x-a, Ilx-ali , 
A la funcion Ta se Ie llama la diferencial de' f en a y se denota df (a). 

Cuando Ta existe,es unica pues si Tl Y T2 satisfacen que ~~a f(u) - ~1~)_-a~i(U - a) = 0 

para i = 1 y 2 entonces para x E lR.n se tiene que 

T ' () fT1 () Tl (AX) - T2 (AX) ( \ ...L 0 I' I'd d ) 
1 X - 12 X = A para A r y por mea 1 a 

f(a + AX) - f(a) - T2(AX) f(a AX) - f(a) - T1(AX) 
A A 

= (f(a + AX) f(a) - T2(AX) ) ~II II 
IlAxl1 A' X 

_ '( f(a + AX) - f(a) - Tl (AX) ) ~II II 
II Axil A X 

que tiende a 0, (±l)lIxll - 0, (±l)lIxll =0 cuando A -t 0 ( aca U = a + AX ). 

As! que T1{x) = T2(X) para todo X E lR.n , 

o sea que 

df(a) : lR.n ~ lR.m es tal que df(a)(x) = Ta{x) , Ta lineal 

En el caso m = 1 se tiene que Ta(x - a) = \l f(a) , (x - a) donde 
\l f(a) (Dlf(a), D2f(a), . , . , Dnf(a) ), se llama el vector gradiente, 

As! que en el ultimo ejemplo se mostro una funcion f continua en un punto a,que tiene 
derivada en a en cualquier direccion u y con una Ta lineal (alli,Ta(u) = \l f(a)·u = 0 para 

cada u E lR.2),tal que el lim f(x) - ~(a) - ~a(x - a) i= 0 y por eso f no era diferenciable 
x-+a X - a 

en a. 

Observaci6n 2.2. 
Es de anotar que Da(a,b)f(xo l YO) = o:D(a,b)f(xo 1 Yo) para cada 0: E lR.,cuando la 
D(a,b)f(xo, YO) existe,pues por ejemplo si 0: i= 0 tenemos que 

D f( ) r f((xo,Yo)+ho:(a,b))-f(xo,Yo)
a(a,b) Xo, Yo = h~ h 

= 0: lim f ((xo, Yo) + t (a, b)) - f (xo, YO) (al hacer t = ho:) 
t-+O t 

aD(a,b)!(X0 1 Yo) 

Pero no necesariamente 
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aunque cada derivada exista. \ ': .' .: '.' . ' .. 

Esto ultimo es cierto cuando f es diferenciable en (xo, Yo) ya que 

df(xo,'yo) ((a, b) + (c,d))- \1f(xo,yo)' ((a,bY+ (c,d)) 

= \1 f(xo, Yo) . (a, b) + \l f(xo, YO) . (c, d) . 

= D(a,b)!(XQ, Yo) + D(c,d)!(XO, yo) 

y 

\1 f(xo, Yo) . ((a, b) + (c, d)) . D(a,b)+(~,cf)f(xo, Yo) 

Por eso,un ejempl0 de que la igualdad no siempre se tiene, es el dado en la pagina 20 puesto 
que alli 

D(1,o)f(xo, Yo) = 0 = D(O,l)!(XO, yo) 

y 

1 = D(a,b)!(XO, Yo) :f. D(a,o)!(xO, Yo) + D(O,b)!(X0 1 Yo) 
=aD(1,o)f(xo 1 Yo) + bD(o,l)f(xo, yo) = 0 

. . 's'CONTRAEJEMPLOS Er-I 
24 COl'lSTRUCc!6NDE ALOUNO . 

3. Derivadas parciales de orden 

'.' f . A. - iR funcion (-. 

Definicion 3.1. ~ea . dedr todos sus punl


( B A, B ablerto,es ') si tale" 
I:e Dl(Dd)(x,y) y deD2(Dlf)(X,y ~ 
denota Dl(Dlf)(X,y) := Dnf(x,y) 

t podrla hablar de D22f(x,y)e
Analogamen e sd de segundo orden. . 
. 1 de orden os 0 (CIa es . 3 2 tonces: DI f . f( y) - x y en

Por ejemplo,sl x, -f(.) == 2x3 D2d( 
Dllf(x, y) :=:: 6xy2, D22 X, y D f(~ y) y t 

Se observa que D12f(x, y) - ?l d~ mixta 
estas derivadas parciales,denomllla .' . 

. ' 10 que esto slgmfica 
Para responder, se vera 

DI2f(x,y):=:: DI(D2f)(X,y)" . . 
D2f(x + h, y) - D~ 

:=:: lim - h 
h-O . f(-\

• f(x+h,y+k)--:""
hm - Ie 
kk.-~O___-­

:=:: lim ~ 
h-O 

. f(x +h,y _ 
:= Um hm - .(h .....O Ie-O 

Analogamente 

D21f(x, y) := D2(Dlf)(x, y). ". 
Dd(x,y+k)-~ 

:= lim k 
Ie-O . 

. Hx+h,y+k)-li
11m h 
h-O . 

:= Um ­
k-O. 

. f(x + h,lL 
:= lim hm-

k-O ( h .....O 
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3. Derivadas parciales de orden superior . ' 

Definicion 3.1. Sea f : A ~ }R fundon (. A ~ }R2 ),Si D1f(x, y) ~xiste para (x, y) E . 
B( B ~ A, B abierto,es dedr,todos sus puntos son puntos interiores ), se puede hablar 
de D1(D1J)(x,y) y de Dz(D1J)(x,y),si tales derivadas pardales existen.En tal caso se 
denota . ' . , 

Ana10gamente se podria hab1ar de D22 f(x,y) y D12 f(x,y) y se Haman las derivadas par­
dales de orden dos 0 de segundo orden. 


Pot ejemp10,si f(x, y) = x 3 yZ entonces: D1f(x, y) = 3xZy2, Dz1(;;, y)' :2x3 y, 

Duf(x,y).= 6xy2, DZ2f(x,y) = 2x3 

, DZlf(x,y) = 6xZy, Dlzf(x,y).= 6xZy, 


Se observa que D1zf(x, y) = Dz1f(x, y) y entonces se pregunta si siempre ocurriraque 

estas derivadas pardales,denominadas mixtas,son iguales~ 


Para responder, se vera 10 que esto significa en terminos de limites: 


D1zf(x,y) = D1(D2J)(X,y)' 

= lim Dzf(x + h, y) - Dzf(x, y) 
h-O h 

lim f(x+h,y+k)-f(x+h,y) _ lim f(x,y+k)-/(x,y) 
k k 

I, k-O k-O= lIn ""---------~-------
h-O h 

I
, ( I' f(x + h, y + k) - f(x + h, y) - f(x, y + k) + f(x, y) ) = 1m Im~--~--~--~-~~--~---~--

h-O k-O . hk ' 

AmUogamente 

Dz1f(x, y) = Dz(D1J)(x, y) . 

= lim D1f(x, y k) - D1f(x, y) 
k-O k 

lim f(x+h,y+k)-f(x,y+k) _ lim f(x+h,y)-f(x,y) 
h h 

l ' h-O h-O= Im~~----------~~----------
.k-O k 

= lim (lim f(X+h,y+k)-f(x,y+k)-f(X+h,Y)+f(X,Y)) 
k-O h-O hk ' 

Luego '. 

f( ) I, (' t.l(h, k) ) y Dz1 f(x,y) = lim (lim t.l~~ k) ) D 1Z X,y = 1m h.m hk 
. h-O k-O k-O h-O 

http:existen.En
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donde fl.(h, k) := f(x +h, y + k) -:-J(x,y + k) ..,..' f(x + iJ" y):+ f(x, V). , . 

Se desprende entonces que para que D12f(x, y) sea igual a D21 f(x, y) deb en ser los lfmites 

iterados, iguales. Y seyi6 al principio de estos apuntes que no siempre es cierto. 


, " 

Para e1 caso (x,y) = (O,O),se hallani f tal que: 

lim (lim 6.(h,k) ) = lim, ('lim "j(h,k)-f(O,k)-J(h,O)+f(O,O) ) 
h ......O k .....O hk, h-:--O k-O ' hk 

sea diferente de: 

lim ( lim 6.(h,k) ) = lim ( lim f(h,k)-J(O,k)-f(h,O)+J(O,O) ) 
k .... O h .....O hk " k--O h-O hk .. ., ' 

Para simplificar se buscara I tal que 1(0,0) = 0 =1(0, k) = l(h,O) y entonces queel 

lim '( lim J(h,k) ') ,6 lim ('lim !(h,k) )' ' .., ..' .. 
h-O k-O hk k .... O h-O k, ' , '" , 

Teniendo en mente e1 ejemplo de 1a pagina 8 se ve que una de las funciones buscadas es la 
fund6n f definida asf: 

si y > Ix! 6 si y < -Ixl 
I(x,y) = { ° 

xy si x 2,': Iy! 6 si x:5 -Iyl
ya que 

f(x,y) = { ° si y> Ixl 6 y< -Ixl 
xy 1 si x ~ Iyl 6 x :5 :-'Iyl 

( Ver figuras 19, 20 Y 21 ). 

z 
z 

y= -x 

, " " /' " , , ' 'I 
/' " 

, /' ",I',
>, ", I'" 

/ ' , , 

" ',I " 

',I ',,', 

Figura 19 Figura 20 Figura 21 
En efecto, se tiene , 

DII(O, O) = lim f(h,O) - 1(0,0) = lim h' °-° ,0 =° 
h_O h h-O h 

- l' f(O, k) - f(O, 0) _ l' 0-0 - 0, ' D2 f(O , 0) ,- 1m, - 1m -- - , 
k-O 'k k-O k 
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, f(h,'k)..,.. j 
D2f(h 0) = lim k'k......O ' 

( ya que como h i= 0 fijo, t6mese k :'\k! 

10 que f(h, k) = hk ) 

f(h, 
Dd(O,k) =~~-

( ya que k =f 0 fijo, t6mese h: \h\ < k si 


f(h, k) == °). ' 

As! que 

.. . 
D211(0,0) == D2(Dd)(0, 

' 

0) == liE 

Ahora bien, como se vi6 anteriormente t 

ocurrir que D.(h, k) 
lim lim hk(h-O k-O 

donde D.(h, k) := f(x + h, y +'k) - f(x, y 

Entonces D.(h,k):= f(x+h,y+k)-f(x 
donde get) := f(t, Y + k) - f(t, y). . 
Aplicando el Teorema del Valor :Medlo p, 

para algun CI entre x y x + h. 

o sea que 
D.(h, k) ==1 Dlf( 

111 rna del V,Aplicando nuevamente e eore 

D.(h, k) == 11 

para algun d1 entre y YY + k. , 
6.(h,k) == D21f(Cl, dl) para algun c 

Luego hk 

Analogamente 

D.(h,k): == f(x+h,y+k)­
:::: q(y + k) - q(y) 

== q'(d2) k (para: 

:::: (D2f(x + h, dz)' 

== 1Dl(D2f)(C2,dz: 
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D
2 

f(h,O) = lim f(h,'k) ~ f(h, 0) = lim hk -h: 0 = lim h = h 
k-O k. k-O k k-D 

( ya que como h i= Ofijo, tomese k: Ikl < h si h > 0 0 tomese k: Ikl < -h si.h < O,con 
10 que f (h, k) = hk ) , . 

lim f(h, k) - f(O, k) = lim 0 - 0 = 0Dd(O,k) 
h-O h h-O h 

( ya que k f.:. 0 fijo, tomese h: Ihl < k si k > 0 0 tomese h: Ihl < -k si k < 0 con 10 que 
f(h,k) .0). 

As! que 

Ahora bien, como se vio anteriormente para que D 12 f(x, y) sea igual a D21f(x, y) debe 
ocurrir que 

· ( I' ~(h, k) ) I' ( I' ~(h, k) )11m 1m = 1m 1m 
h-O k-O hk k-D h-O hk 

donde ~(h, k) := f(x + h, y +k) - f(x, y + k) - f(x + h, y) + f(x, y). 

Entonces ~(h, k) := f(x +h, y+ k) - f(x +h, y) - (f(x, y+ k) - f(x, y) J = g(x +h) - g(x) 

donde g(t) := f(t, y + k) - f(t, y), 


Aplicando el Teorema del Valor :Medio para funciones reales se obtiene: ~(h, k) = g'(cl)h 

para algun Cl entre x y x + h. 

o sea que 

Aplicando nuevamente el Teorema del Valor Medio se tiene que 

para alglin d1 entre y y y + k. 


Luego A.h~k) = D21f(Clldl) para algun Cl entre x y x+h y para algun dl entre y y y+k, 


Amilogamente 


~(h, k) : = f(x + h, y + k) - f(x, y + k) - [f(x + h, y) - f(x, y) 1 
= q(y + k) - q(y) (donde q(t) := f(x + h, t) - f(x, t)) 


=q'(d2) k (para algun d2 entre y e y + k) 


= [D2f(x + h, d2) - D2f(x, d2) Jk 


= [Dl (D2J) (C2' d2 ) h] k para algun C2 entre x y x + h 
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Luego Ll~kk) == D12 f(C2! ;h)' parfl aigun ~2 'entre x: y 'x '+ h Y para a1gun d2 entre y y 

y+k. 

" D'f(' d)' Ll(h,k) D"f(' d)'AS1 que ,21 Cll 1 = hk, = 12 C2, 2· ' 

Si ademas de poder apliear el Teorema del Valor Medio se tiene que D12f y D21f son 
eontinuas en (x, y) entonces . 

y 
lim D12f(C2, d2) = D12 f(x, y)

(h.k) .....(O.O) 

Por Ia discusion anterior y teniendo en cuenta ei Teorema 1.1 se ha demostrado 10 siguiente 

Proposicion 3.1. Si exist'en las derivadas paraiales mixtas de f en un entorno abierto de 
(x, y) y si D12f y D21f son continuas en (x, y),entonces D12 f(x, y) = D21 f(x, y) 

; 
DE ALCUNOS CONTRAEJEMPLO!

ONCONSTRUCCI28 

4. Condicion suficie,nte de ,dirE 

S~an A abierto en ]R2, (xo! YO) E A,y, f : A 

f(x, y) - f(xo, YO)' =J(x, y) ­
=q(y) - ql 

donde 

, r g(x) 
Si 9 es derivable en Xo entonces x~o x 

') - g(x) - g(xo) ::... g'(xo) se 
d ( - - .Llaman 0 r x x Xo 

f(x, YO) - f(xo, YO) == g(x) - g( 

donde rex) - 0 cuando x - xo· 

o sea que 

f(x, YO) - f(~o, YO) == Dd 

si Dl!(xo, YO) existe. 

Ahora bien,si D2f existe en un entorno dE 


q(y) - q(yo) == f(x, y) ­

para algun b entre YO Y y.( Se ha aplica' 
depende de x.Ver figura 22 

.... ............ 


(:1 
(: 

. (XQ,y 

".; 
" 
". 

., ..... ................. 


Figur 
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4. Condicion suficiente de diferenciabilidad 

Sean A abierto en R2, (xo,Yo) E A,y, f: A ---4 IR una funci6n.Entonces 

f(x, y) - /(xo, yo)'=.!(x, y) - f(x, YO) + f(x, yo) - f(xo, yo) 

='q(y) - q(yo) + g(x)- g(xo) 
donde q(y) := f(x, y) y g(x) := f(x, yo) 

Si 9 es derivable en Xo entonces lim g(x) - g(xo) - g'(xo) = o. 
X-+Xo X - xo 

Llamando r(x) = g(x) - g(xo) ..:... g'(xo) se obtiene 
X-Xo 

f(x, YO) - /(xo, YO) = g(x) g(xo) =g'(xo)(x - xo) + r(x)(x - xo) 

donde r(x) --t 0 cuando x --t Xo. 

o sea que 

. f(x, YO) - f(x,o, yo) = Dl/(XO, yo){x -xo) + r(x)(x - xo) 

si Dlf{xo, yo) existe. 

Ahora bien,~i D2f existe en un entorno de (xo, Yo) se tiene que 

q(y) - q(yo) = f(x, y) - f(x, Yo) = D2/(X, b)(y - yo) 

para algun b entre yo y y.( Se ha aplicado el Teorema del Valor Medio ).N6tese que b 
depende de x.Ver figura 22 

.,' .. ~ .. " ............. ". 
", .... .... " .' .... 

/,"" 

...... (x, y)T 
(x,b). 

...... 
, ..... 

I 
I 

I 

... --. 
, (xo, yo). (x, YO)

. 

".: ....•.. 
" 

'" 
" ...... 

....... 

",", 

"'" .................. 


Figura 22 
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Luego f(x, y) - f(xo, YO) = D2f(x, b)(y - YO) +Dlf(xo, YO)(X -.io)+. r(x) (X, ~ XO). 

Por tanto 

f(x, y) - f(xo l YO) - Dlf(xo, yo)(x - xo) :.... D2f(xo, yo)(y,- YO) 

= r(x)(x - xo) + [D2f(x, b) Dz:f(xo, Yo)] (y - yo) , 

10 que implica que 

f(x,y) - f(xo,yo) - D1f(xo,yo)(x - xc) - D2f(xo,Yo}(y - Yo) 

v(x - xo)2 + (y - yo)2 

_ Ir(x)(x - xc) + [D2f(x, b) - D2f(xo, yo)](y - yo) I 
- vx - xo)2 + (y - YO)2 

< Ir(x)1 + ID2f(x, b) ~ D2f(xo, yo)1 

Si desde un comienzo,para € > °dado, se toma (x, y) en un entomo de (xo, YO) tal que 
ID2f(x,y) - D2f(xo,yo)1 <~, y, Ir(x)1 < 1,entonces en tal entornosetendnl que 

f(x, y) - f(xo, Yo) - D1f(xo 1 Yo)(x - xc) - D2f(xo l Yo){Y -Yo) 

v(x - xO)2 + (y - YO)2 

Teniendo en' cuenta la discusion anterior se ha demostrado el siguiente 

Teorema 4.1: Si Dlf existe en (XOI Yo) y si D2f e.:'{iste en un entorno de (xo, Yo) y D2f 
es continua en (xo, YO) entonces f es diferenciable en (xo, yo). 

Observese que el Teorema sigue siendo valida si se intercambian los pape1es entre Dlf y 
D2f pues bastara con escribir desde e1 principio 

f(x,y) - f(xo, yo) = f(x,y) - f(xo,Y) + f(xo,y) - !(XO,yo) 

Ahora se vera que la hipotesis de continuidad en e1 teorema anterior no se puede elimi­
nar. Para ello se construini una funcion f no diferendable en un punto (xo, yo),para la cual 
existen Dlf y D2f en ese punto, D2f existe alrededor de el pero que no es continua allf. 
Para simplificar se eonsiderara (xo, YO) = (0,0). Si se desea que D2f no sea continua en 
(0,0) se pueden analizar dos opciones: Que tenga discontinuidad de saIto 0 que tal derivada 
parcial sea divergente hacia infinito. 

Se haran los ejemplos respectivos. 

Primer Caso. Se toma f de tal manera que su'gnifica sea por sencillez,el plano XY ,al 
cual "se Ie gira 45 grados el eje Y por el orfgen I' ( ver figura~23 ), para que D2f no sea 

, , 
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continua en (0,0) y Dl1 no exista, 
 rededor d 

Z 

.... ..........~.'" 


........ 0 

.... ~ 


..' 
..:;.:<..... 

...::.,.~....... .............. 


x 
Figura 23 

o sea que . 
, 

{Yl(x,y) = 0 

Entonces Dll(O,O) = 0, ihl(O; y) = 1 I 
( ) E ]R2 con x =1= 0, (luego D21 no eE 

e:' (0,0). Observese ademas que Dl1(0, y) : 
afirmaciones anteriores ). . 
Se undo caso. La idea es que la grafica 

g 0 que tales rectas "giren alrededoI gen,per ' 
sus pendientes sean cada vez mayores.a n 
haya discontinuidad de 1 y de sus denvac 
en (0,0). Considerese p~~ ejemp10 ~na f~n~ 
desde la curva de ecuaClOn y =-x , z­
e1 origen, como se aprecia en la figura 24. 

z 

1 

L 

Figl 

Sean (Xl! Yll zd y (X2, Y2, Z2) dos pUI 
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continua en (0,0) y Dlf no exista rededor de ese punto. 
Z 

............. 

,.' 

.... ........ 
~.'::·:··o··· 0 ...... . y

.•.~.. ,,'. 
..:.......... .............. . 


x 
Figura 23 

o sea que 
V si x = ° 

f(x, y)' = { ° en el resto 

Entonces Dlf(O,O) = 0, D2J(0; V) = 1 para todo 11 'E JR, D2f(x, y) = °para todo 
(x, V) E JR2 con x =1= 0, (luego D2f n9 es continua en (0,0) ) y f no es diferenciable 
en (0,0). Observese adem as que D1f(0, V) no existe para V 0.( Se pueden verificar las 
afirmaciones anteriores ). 

Segundo caso. La idea es que la grafica de f ,contenga toda recta que pase por el ori­
gen,pero que tales rectas "giren alrededor de una curva no recta " de tal manera que 
sus pendientes sean cada vez mayores a medida que se acerquen al origen,parc;l. que alIi 
haya discontinuidad de f y de sus de~ivadas parciales y entonces f no s~~ difer~nciabl~ 
en (0,0). Considerese por ejemplo una fundon f cuya grafica conte'nga las rectasque :van 

2desde la curva de ecuacion y , -x2 , z = -1, a la de ecuacion y = x , z l,pasando.,por 
el origen, como se aprecia en la figura 24. 

z 

Figura 24 

Sean (Xl! VI, Zl ) Y (X2' V2, Z2 ) dos puntos de lagrafica de f· 
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Por analogia D2J(0, 0). 0 y 

. J(x, y) - J(O, 0) - DlJ(O, O)x - D 2 J(0, O)y = ¢( Jx2 + y2) = ¢(h) ¢'(O) =0 

. Jx2 +y2 ,', Jx2 +y2 h 

cuando h a y h= Jx2 +y2 

. ii).D1J(x, y) y D2!(x;y) existen para todD (x, y) pues z = ¢( ';x2 + y2) implica que 

{)z 

{)x 

iii). Ni Dl ! ni D2!son continuas en (0, 0) pues 

, x { ¢'(x) siempre que x > a 
DlJ(x, 0) = ¢ (Ixi) Ixl = _¢'( -x) siempre que x < a 

y si el lim D1!(x, 0) existiera entonces lim DI!(x, 0) = lim DI!(x, O),con 10 que 
x .... o x-->O+ x .... o­

lim ¢'(x) = - lim ¢'(-x),por tanto donde = 0,10 que
x-->O+ ' x-->O­

contradice la hipotesis de que el lim ¢'(x) = no existe. 
X"" 0+ 

Luego DI! no puede ser continua en (0, O).Similarmente D2J tampoco resulta continua en 
(0, 0). 

Si en particularse consider a Ia funcion ¢ definida por ¢(x) = x 2 sen para x a 
. . . I¢(h) ¢(O) Iy ¢(O) = 0, se obtlene que ¢' (0) = a ( pues h = Ihll sen (k) I ::; Ihl que 

tiende a cero cuando h tiende a cero );¢'(x) = 2x - ¢'(x) existe 

para x apero el lim ¢'(x) no existe (calculese el lim ¢t (J Ycomparese con el 
x .... o+ n .... oo 

1
lim ¢/ ( '--(2--1-)-1r) ).Ver figuras 28 y 29. 

n .... oo n + 
Por losultimos resultados obtenidos se deduce que Ia funcion ! definida por 

resulta diferenciable en (0, 0) y posee derivadas parciales en un entorno de (0, 0) ,pero estas 



y 

y=-i? z =¢(x) '. "" 

" ". . '. 
", .......... 

..... ". 

Figura 28 Figura 29 

completamente contenida en APor ejer 

los cuadrantes,etc.· 
Y si se tiene que una fundon f : A 1-+ 1£! 
df(x, y) == 0 para todo (x, y) E A entor 
se obtiene f(x, y) ­ f(xo, yo) == 4>(1) -

4>(t) :== f( (X( 

y por el teorema del valor medio par 

algun to E (0,1). 

Luego 

f(x, y) - f(xo, yo) == \I f( (:1 

( verificarlo usando la diferenciabili 

por tanto 
f(x, y) ­ f{ 

donde a :::: Xo + to(x ­ XO) Yb ==1 

De donde f(x, y) ­ f(xo, yo) :::: 0 

o sea que f(x, y) :::: f(xo, yo) par 

Notese que (a, b) est a en el seg 
rr 

anterior es valido en un entorn< 
se puede Uegar por un num 

ero 

A, razonando como antes, se obt 
trem o de esOS segmentos.Ver fig 

(xo, yo) E A implica que :I r :> 

D((xo,yo);r 

,---------­
. CONDrCIO,N SUFICIENTE DE. . .. ' . .'. DIFERENCIABILIDAD 3,~ 

5. Independencia de las varia 
llitimas no . son continuas alli. 

Se sabe que si 4> : ta, bl 1-+ 1ft es una fun 
y si </l(x) == 0 para todo x E (a,b) ent( 
de ser abierto en 1ft tiene la propiedad de 
intervalo comprendido entre ellos esta cor 
(a, b) es abierto Y conexO• Analogamente 
conexo si A es abierto y' S1 para cada pal 

z 

~/fr\ 
.. ' 

por un numero finito de segmentos pa 
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5. Independencia de las variables 

Se sabe que si ¢ : [a, b] I-t IR es una funci6n real continua 'en [a, b] y derivable en (a, b) 
y si ¢'(x) = 0 para todo x E (a, b) ent~nces ¢ es constante en [a, b].Aca (a, b) ademas 
de ser abierto en IR tiene la propiedad de quedados cualesquier par de puntos de (a, b),el 
intervalo comprendido entre ellos esta completamente contenido en (a , b).Esto significa que 
( a, b) es abierto y conexo. Analogamente, se dice que un subconjunto A de JR2 es abierto y 
conexo si A es abierto y si para cada par de puntos de A,existe una poligonal conformada 
por un mlmero finito de segmentos paralelos a los ejes que une los puntos y que esta 
completamente contenida en A.Por ejemplo e1 interior de una elipse,e1 interior de uno de 
los cuadrantes,etc. 

Y si se tiene que una funci6n f : A I-t lR es continua en A, A ~lR2 abierto y conexo,y si 1a 
df(x, y) = 0 para todo (x, y) E A entonces f es constante en A ya que: fijado (xo, YO) E A 
se obtiene f(x, y) - f(xo, Yo) = ¢(1) - ¢(O) donde 

¢(t) := f( (xo, Yo) + t[ (x, y) - (xo, YO)]) 

y por e1 teorema del valormedio para funciones reales, ¢(1) -:- ¢(O) = ¢'(to)(l - 0) para 
algun to E (0,1).. 
Luego 

f(x, y) - f(xo, Yo) = 'V f( (xo, Yo) + to[ (x, y) - (xo, yo) 1).(x - Xo, Y - Yo) 

( verificarlo usando la diferenciabilidad de f en A ). 


Por tanto 


f(x, y) - f(xo, Yo) = df(a, b)(x - Xo, Y - Yo) 

donde a = xo + to(x - xo) y b' Yo + to(y - yo). 


De donde f(x, y) - f(xo, Yo) = 0 pues df(x, y) = 0 {=} df(:t, y)(h, k) = 0 V (h, k). 


o sea que f(x, y) = f(xo, yo) para cada (x, y) E A,es decir,J es constante. 


N6tese que (a, b) esta en e1 segmento que une (xo, yo) con (x, y),asi que e1 razonamiento 

anterior es valida en un entorno de (xo, yo) posib1emente pequeno. Pero como a (xo, Yo) 

se puede llegar por un numero finito de segmentos parale10s a los ejes y contenidos en 

A, razonando como antes, se obtendria que f toma el mismo valor f(xo, yo) en cada ex­

tremo de esos segmentos.Ver figura 30. 


(xo, Yo) E A implica que :3 r> 0 tal que D((xo, YO); r) ~ A donde 


D((xo, YO)jr) = {(x, y) : J(x - xoP + (y - YoP < r} 
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" ,pues A es abierto. 

/"............... :~................ . . 

Y ",~.' .-' •••• .' #,., ••- •••••.. 

/ .../ (XII YI)·::.···.......:.::::........... .............. 

: ( ..........,\....:..... (;·~···Yl) 

... '. .... ; : ' ' ... 

(X 'y). :' ."" • (a b).... .1 

""..:......................{... .. (x~ YO)' 
',,: . I . . ............f.. \" D((ir:o/yo ); r)
t ­

••••• ."# ,,,: .:' 

x 

Figura 30 
Por 10 visto anteriormente f(xo, yo) = f(XO,Yl) = f(Xt,Yl) = f(x},y) = f(x,y).( ver 
figura 30 ) , 

Surge entonces el siguiente interrogante: Si D1f(x, y) = 0 para todo (x, y) de un subcon­
junto abierto y conexo de ]R2,sera f independiente de la variable x? 

Se construira una fundon f diferendable en un conjuhto A abierto y conexo en ]R2 con 

la :~ ( x I y) = 0 para todo (x I y) E A pero que f dependa de x, esto eS,que haya puntos 


(XbY) f:: (X2,Y) en A con f(XIIY) f:: f(X2IY)' 


Sea A = ]R2 - S donde S .. {(x, Y) : x = 0, Y 2: O} ( ver figura 31 ). 

, : 

Figura 31 
Entonces A es abierto y conexo. La grafica de la fund6n a construfr cumplira que para cada 
y fijo, todo plano que sea perpendicular al plano XV, que pase por y y sea paralelo al plano 
XZ, intercepte la grafica de f en rectas cuando Y < 0, y, en semirectas de altura distinta 
cuando Y 2: O. Y como f debe ser diferenciable; se hara un "doblez" de un cuadrante sobre 
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el plano XY que sea "suficientemente suave " . 

y 

~ . ..... 

•••• ~. " .... d. '."' ,' ..., 

.. ,........,. 


•·.·..··.;v·.·.• 


z 
Fi 

Sea pues y2 
f(x, y) = 0{ 

Entonces f depende de x ya que f(l, 1) = 
' D f(x y) =0 para todo (x, y)

Se vera que 1 , 


Si (x, y) E A Y si x > 0 e y >0 se toma r. 


f(x + h, y) - f 
h 

que tiende a cer~ cuando h tiende a cero. 

En otra parte 

· de a cero cuando h tiende a cero. que t len . 
Finalmente se vera que f es diferencmblE 

) E A y supongase que XISea pues (Xo, yo 

. f(xo, yo + k~ 
D2f(xo, YO) = l~o 1 

( como k -> 0 se ha supuesto que' Yo + k 

As! que 

I f(x,y) - f(xo,yo) - Dt!(xi 

~ 
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el plano XY que sea "suficientemente suave" . Por ejemp10 ver figura 32. 

Sea pues 

z 

{ 
Y02f(x, y) 

yt 

z=o 

Figura 32 

si x > 0, y y> 0 

en e1 resto 

Entonces f depende de x ya que f(l, 1) 12 ,y, f( 1,1) = O. 

Se vera que D1f(x, y) = 0 para to do (x, y) E A. 

x 

Si (x, y) E A y si X > 0 e y > 0 se toma h tal que x + h > 0 con 10 que 

f(x+h,y) f(x,y) 
h 

que tiende a cero cuando h tiende a cero. 

En otra parte 
f(x + h, y) - f(x, y) = 0 ­ 0 = 0 

h h 

que tiende a cero cuando h tiende a cero. 

Fina1mente se vera que f es diferenciab1e en A. 

Sea pues (xo, yo) E A y supongase que Xo > 0 y Yo > 0, entonces 

D f( ) 1 
· f(xo! Yo + k) - f(xo, yo) l' (yO k)2 - Y5 2 

2 Xo, yo = 1m k = 1m ..:.::----:...-...;;..::.. = yo
k~O k~O k 

( como k -> 0 se ha supuesto que yo + k > 0). 

As! que 

I f(x, y) ­ f(xo, yo) ­ D1f(xo l yo)(x ­ xo) ­ D2 f(xo, yo)(y ­ Yo) I 
J(x ­ XO)2 + (y ­ YO)2 
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_ Y y yo)1 .. ','" Iy':""y II 
V(x xO)2 + (y _ yo)2 = ' 0 y - yol: .. <: c.:... ' . 

que t' d ..j(x xo)2 + (y - yrif -IY Yol 

len, e a cero cuando (x, y) tiende a x 
Ahora blen si x > 0 ( 0, yo). 

, 0 YYo=O 

. I f(x, y) - f(xo, yo) yoH 
., j(xxO)2 + (y Yo)2 

. Iy-I si 0 < y, 0 < x < Xo .= V(x-xo)2+y2. 5iO;< y, 0< x < Xo . < { Iyl
{ o . 

S1 y :$ 0 -:- '0 sly/<O 

que tiende a cero cuando (x y) t' . d . . ­. , ' len. e a (x0, Yo ) pues Y -+ Yo con 11. - 0. . .'10- yademas 

2 

D2f(xo, 0) = lim f(xo, k) - f(xo, OJ { k , k-O . k . = lim k si B;; > 0k-O 0-0 =·0 
7:'"' sik<O 
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6. Maximos y roinimos relativo~ 

6.1. Criterio de la primera deri 

Sabemo que si f : I t--'r 1R es una fundon rea s 
fijos ) y si f derivable en (c - 15, c + 15), excex: 

i). f tiene maximo relativo en c ( es decir. 
y 1'(x) < 0 para x> C,O sea si 1'(x)(x 

ii), f tiene minimo relativo en c (es decir 
y 1'(x) > 0 para x > c,o sea si 1'(x)(x 

iii). Si l' (c) :::: 0 y l' (x) no cambia de si! 
de signo para x 1= c, entonces f ,tiene I 

Similarmente ( ver Botsko [31 ) si f : I H 1R 
\Ix _ clI ;; b}, c E ]ftn, b > 0 fijos,y si f dife 

excepto posiblemente en c entonces: 

a). f tiene maximo relativo en c si 

\If(x)· (x­

b), f tiene minimo relativo en c si 

\If(x)·(x­

c). f tiener punto de silla en c si \l f( l 

X 1= c. 
En efecto para x E 1- {c} : f(x) -fCc) 

ItI < 1. 
por el Teorema del valor medio aplicado 

W(l) - w(O) :::: wl(to)(l' 

donde u :::: C + to(x - c). 

Luego 

f(x) - f«( 

con u :::: C + to(x- c) =f c pues to E (0, 

En el caso a) se tendra t10 'V f(u)' (u-
c 

un valor maximo relativo Y en el caso 
sera un valor minima relativ~. 


































