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0?02' 0/ PREFACIO

El objetivo principal de éstos apuntes es tratar de motivar al lector para que elabore sus
propios ejemplos en los cursos de cdlculo o analisis en varias variables y de variable com-
pleja que ilustren los aspectsos no intuitivos concernientes a: limites, continuidad, derivadas
parciales, derivadas direccionales y a la diferencial.

Aunque es de autocontenido para su lectura se requiere de cierta familiaridad con los temas
desarrollados en un primer curso de cédlculo en una variable.

La teoria se desarrolla no solo para que el material sea de autocontenido sino también
porque de la forma como se realiza, se desprenden algunos contraejemplos.

Debo expresar mis maés sinceros agradecimientos al Profesor Rodrigo Montes por la escri-
tura en TEX de la parte teédrica;a los estudiantes inquietos que con su forma de razonar
me indujeron a escribir éstas notas; y como siempre mis gestos de gratitud por el apoyo
que nunca falta por parte de mi familia.

A mi Sra. Maria del Socorro y nuestros hijos Nancy, Fernando y Jorge.
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Construccién de algunos contraejemplos en varias
‘variables

Objetivo
Cuando se tratan de generalizar algunas propiedades de las funciones reales a las funciones
de varias variables referentes al limite, la continuidad y la derivabilidad,aparecen algu-
nos tropiezos debidos al cambio de dimensién. Por ejemplo, existen funciones de varias
_ variables derivables en un punto y en cualesquier direccién discontinuas en dicho punto.

En la casi totalidad de los textos (si no en todos) de cdlculo y anlisis se limitan a exhibir
tales funciones. Acd se tratara de construir esas funciones que presentan anomalias.

1. Limites

x

Definicién 1.1. Sea f : A — R una funcién (campo escalar) definida en 4, A C R2. Se
dice que un ndmero real L es el limite de f(z,y) cuando (z,y) tiende a (a,b), y se escribe

rmten! PV =F
si para todo € > 0 existe § > 0 tal que, para cada (z,y) € A con (z,y) # (a,b) si
V{(z —a)? + (y — b)2 < 6 entonces | f(z,y)— L| < e. Es decir, si la distancia entre f(z,y)
y L se puede hacer tan pequefia como se quiera cuando (z,y) estd cercano a (a,b). (Acd
(a,b) es un punto de acumulacién de A, esto es, en toda vecindad de (a,b) hay puntos de
A distintos de (a,b)). También se escribe f(z,y) — L cuando (z,y) — (a,b).

Una pregunta que puede surgir es la siguiente:

Si f(z,y) se aproxima a un nimero real L por todo camino recto que pasa por (a,b), serd

cierto queel lim  f(z,y)=L7
(xry _"(aib)

Aunque toda vecindad de (a,b) se puede “llenar” con rectas que pasan por (a,b) su res-
puesta es negativa.

Para construir el primer contraejemplo bastard con definir una funcién que sea la misma
constante (un plano) sobre todo R? excepto sobre una curva simple distinta de rectas que
pase por (a, b), como por ejemplo la de ecuacién y —b = (z — a)? y allf definirla como otra
constante. En esencia esto corresponde a “quitarle a un plano una cuerda curva no recta
y elevarla o bajarla”. Ver la figura 1 para el caso (a,b) = (0,0) y L = 0.

Témese f definida asi:

0 siy # x?

2

flz,y) ={

1 siy==zx
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Figura 1

Se verd que efectivamente ( %im(o 0 f(z,y) no existe aunque lin%J f(z, mz) = 0 para cada
@,y )Y, €T

meRy lim £(0,5) =0.

Es claro que f(0,y) — 0y f(z,0) — 0 cuando y — 0 y = — 0 respectivamente.

Ahora, f(z,mz) =0sim# 0y z # 0, ya que la recta de ecuacién y = mx para x cercano
2

a0 ( por ejemplo para |z| < |m]| ) es ‘secante a la curva y = x*, ver ﬁgura 2. (La tnica

tangente a y = x° que pasa por (0,0) es y = 0).

Figura 2
Asi que limof(a:,mx) =0y, lir%f((),y) =0 pero f(z,2?)=1— 1 cuando z — 0. .
T y—

Por lo tanto el limite cuando (z,y) — (0.0) no existe.

Otra pregunta que surge es la siguiente:
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Qué relacidn existe entre el  lim  f(z,y) y los limites: lim (1im fz, y)) y
(xvy)_’(a)b) T—a y—'b

lim ( lim f(z, y))

Primero que todo los ultimos limites,llamados limites iterados exigen que para cada z fijo

alrededor de a exista hm f (z,y) y que para cada y fijo alrededor de b exista el hm flz,v).

Por tales exigencias se sospecha que hay funciones f para las cuales el @ %nn( ) flz,y)
z,y)—a,

existe pero que por ejemplo para z fijo el 1imb f(z,y) no existe.
y—b

Para ello considérense dos semiplanos que solamente coinciden en (a, b, 0). Ver por ejemplo
la figura 3 para el caso (a,b) = (0,0).

Figura 3

Tdémese

N siy=>0

Entonces  lim z,y)=0.
(xly)_’(oro) f( y)

Para z € R fijo,se tiene que f(z,y) =zsiy >0y f(z,y) =0siy <O0.
. Luego, lizg+ flz,y)=zy h%l f(z,y) = 0.Asi que para = # 0 el 31irirr%) f(z,y) no existe.
y— y—0- —

Ahora bien,como los limites iterados corresponden a caminos muy particulares ( ver figuras
4 y 5 ) también es posible construir funciones f con la propiedad de que

lim (lin%}f(:r,g;)) =L= i‘fﬁ (gi_z_gf(m,y))

&t Yy
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f(z,y) =0 — 0 cuando (z,y) — (a,b).
Por lo tantoel lim  f(z,y) no existe.

z,y)—(a,b

Luego,ni la existencia del ( %nn( » f(z,y),implica la existencia de los limites iterados,ni
z,y)—a,
el reciproco es cierto.

Mas atin,es posible construir f tal que lim (lim f(z, y)) # lim ( 1im f (a:,y)).Para ello
se busca f tal que si hm f(:z: y) = g(y) con y # 0 entonces 11m g(y) == 0 y si hm f(a: y) =
h(z) con z # 0 entonces hrn h(z) = 1,con lo que se obtendrla lo deseado ya que bastaria

hacer una traslacién por (a b)
Con base en lo anterior se busca f tal que f(0,y) = g(y) con lir% 9(y) =0y f(z,0) = h(x)
y—§

con lim h(z) = L.
z—0

Por ejemplo, una de tales funciones se indica en las figuras 8 y 9

v |
O
AN X
/ N
/ g b ® N X
y = —|z|
Figura 8 Figura 9
Esto es,considérese f definida de la siguiente manera:
0 siy>|z|, 6siy< —|z|
f(m:?f) = . .
1 siz>|yl|, 6siz<—]y|

Se verd que

z-0

(i) lim <hm f(=z, y)) y (i) hm (hm f(=z, y))

(i). Sea z # 0 y témese y tal que —|z| <y < |z|
Entonces y estd en la regién rayada de la figura 10.



. Figura 10
Asi que f(z,y) = 1y por lo tanto lin%)f(:zf, y) = 1.
y—
De donde el
i (Jm e ) = 11
(ii). Sea y#0y témese z tal que —ly| <z < |yl
Entonces z estd en la regién rayada de la figura 11. .

Figura 11

Por lo tanto f(z,y) = 0. / |
Luego el 31)1_{1}) f(z,y) =0y asiel éli% (ii_r_)r%)f(:c,y)) = 0.

En definitiva se tiene que,

lim (é%f(%@) =1#0=lim (;i_r_{%)f(x,y))

xz—0

7 LIMITES

-9

De acuerdo con lo visto anteriormente cudl serd entonces la verdadera relacién existente
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entre el - lim _ f(z,y) y los limites iterados?
- ‘(mxy)""(anb}

- La respuesta la constituye el siguiente teorema:

Teorema 1.1. Si el - %un( " f(z,y) existe y si para cada z # a, el lim f(:c'y) existe y
Zyy)—(ay

para cada y # b el hm f(z, y) ex;ste, entonces existen los Ixmztes 1terados y ademads son
iguales al primero, esto es, '

lim (i{g}) f (x,y)) = (x’yl)l_.m(a!b)‘f (z,y) = i{{g} (}gg; f (w,y))

Demostracion.

Lldmese L=  lim x,
; (zy)—(a, b) f( y)

Se mostrara que el hmlte 1terado hm (lin%), f (m,y)) = L.( Afxélogarrienﬁe se demuestra
y— _ ‘

queelhm(hmf(:r: 3;)) L. ‘. . '

Sea pues € > 0.

Como ( %nn( . f(:n,‘y) = L‘,existe § > 0 tal que V(z,y) si 0 < /(z —a)2 + (y — b)2 < 6,
z,y)—(a, g . . ; .

entonces | f(z,y) — L| < g
Para z # a denétese por h(z) al Vliﬁi f (:r,y),quéexiste por hipétesis.
. y—b - .
Se probara que lim h(z) =
T-r(l

Nétese que si 0 < |z —a| < 6, se tendrd que | f(z,y) — L| < -;—, para y suficientemente
cercano a b ( Ver figura 12.).

O0<|z—a|<é |

— -’ et oot * et e - — - "

|
|
|
|
!
|
o
|
i
|
|
|
!
|

..........

Asi que lirnb] flz,y) - L| <
y-""

O sea que ih(:c) - thg
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Luego, para cada x, si 0 < |z — a| < 6§ entonces |h(z) — L| < ¢, lo que significa”que
lim h(z) = L, es decir, lim (ﬁm f(z,y) -
Ta r—a \ y—b

Finalmente, habrdn funciones f tales que
tim ( tim 7o) ) # i (Jim f2))

y que el hm flz,y) ex1sta"
y)—{ab)

Segtn el teorema anterlor de existir una tal f debe ser porque alguno de los limites:
hm f (z,y) 6 hm f(z,y) no existe, lo cual fué cons1derado en el eJemplo de la pdgina 6.

A contmuacmn,se veré con ejemplos,que no se puede decidir sobre’ la existencia o no,del
limite de un cociente 'de polinomios de dos variables,donde ambos se anulan, en relacién
con los grados de los polinomios.

Primer caso. Los grados del numerador y del denommador son 1guales
i). El limite puede existir. _ , ‘ S o )
. Sean P(z,y) = 22y%, Q(z,y) = 22 + 222 ( grado de P = 4 ’=:‘/g”fad0 de Q).
Entonces : S

| P(z,y) z%y° 5
< == <
0"’Q($,y)] 22+t =Y
pues z2 < z2 + x2y2.
. i P(z,y) _
Como - lim y< = 0,ésto im hca ueel  lim
(m,y)-(00>“’ presd ,y)~»(00) Qzy)

ii). El limite no existe. 7
Sean P(z,y) =2z%, Q(z,y) = x?+1° ( grado de P = 2 = grado de Q ).

Entonces : -
Plz,y) 2 [0 'si’ z2=0,y#0
Q(z,y) x24+y2 3 si y=zxz,z#0
P(O1y) | P(fL‘,SU) 1
Por tanto — 0 cuando y — 0,y , =——= — 5 cuando z — 0,0 sea que
| Q(0,y) TER) B
P((E,y) '

lim ————= no existe.
(z)—=(00) Q(=,y)
Segundo caso. El grado del numerador es menor que el grado del denommador

i). El limite puede existir. . o
Sean P(z,y) =2%, Q(z,y) = 2%+ z%y? (gradode P =3 <4 =gradode Q).
Entonces: V

EE

1492

P(z,y)

O(z.0) —-> 0 cuando ‘V(:v,‘y)‘——>(0,0) '

o<
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. Plz,y):.
Lue 0 11 ———
8 <x,y)~(00)é2(:v y)

. El limite no existe.

Sean P(x y) =z, Q(z,y) =y* (grado de P=1<2 = grado de Q ).

Entonces ' V

P(:cy) _:f:__{O\ si :U:O,y;éo
Qlzy) ¥¥ L1 “si a=y?, y#0

Por tanto — 0 cuando y — 0,y, ==~ — 1 cuando y — 0,0 sea que
((0 y)) (R y) 4
Yy

lim no exxste
(zu)=(0,0) Q(z,y)

Tercer caso. El grado del numerador es mayor que el grado del denominador. -

. El limite puede existir. SRR
Sean P(z,y) =z°, Q(z,y) =« (gradode P =3 > 1 = grado de Q).

Entonces

P(m,y)__ 2___)_ . =
Q(:z:,y)—'x‘ 0 cuando‘ (x,y) (0,0)

ii). ‘El:limite no existe.

Sean P(z,y) ;‘xB , Q(z,y) =y (gradode P=3 > 1=gradode ).;

. Entonces
P(m,y)_;f_{o si z=0,y#0
Qlzy) v L1 sl y=3",2#0
P(0,y) ' - P(z,z%) - v
Por tanto ———~ — 0 cuando y — 0 ,y, ————=% — 1 cuando = — 0,.,0 sea que
Q(0,y) YR T a

: P( ,y)
lim g/
(x,y)—»comQ(fc v)

Para terminar ésta seccién se analizard la existencia de caminos por donde el limite
Py,q

o
es diferente cuando (z,y) — (0,0) para coc1entes de la forma -—_—g?;—— conp,qyr

no existe.

enteros posmvos
El problema estd donde z" +3° = 0 ésto es, donde y = —x3.

Por tanto se toma un camino que pase por el orlgen de la forma y = z° — 25 donde
S > " :
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Entonces y = ¥ (z°73 — 1) y asf ..

Pyl 2Pz ¥ (z°7% - 1)7

TR T (e t)

| :i:p‘*‘% (;n“?-—él)q

3s _ 3425+F 4 35+
wp’%—%’-r(mw-% - 1)?. ’

2r 2r r’
x5t (sz“'ﬁ‘ - 335"‘“ + 3)

Sis+% =p+ % entonces s =p+ & — & y por tanto: .

Py (zpt% -7 — 1)‘? (<1)9
= 2gr r —*
"+ yS $2p+=%—2r Ti‘-33:;)\—?“‘1:7-?—r +3 J 3

cuando z — 0, siempre que p + 4 —r > 0 ( que es cierto cuando s > ).
mpyq

N r’ ‘.l
Wconp q, rENyp—)—%—-f-—rk},(’],seha

Ahora b1en llamando f (m y) =

* ‘visto que se cumple:

b

) :.;(_1‘)q

. - gqr _ 2ar
lim (:z: zPFE % — ¢
e -

[t Auad

Y puesto que f(0,y) = ;% = 0 tiende a cero cuando y tiende a cero,se concluye que

lim cxPyd - ’

(z,4)—(0,0) " + y3 '

E_]emplos de éste tipo, que se pueden dlSCthll‘ directamente remedando lo anterlor, son:
3 «

' T
a). f(z, ‘;)-ﬂ 2—?— 7 (acdp=1,¢g=3, r-2)

el no existe parap, ¢, € Nconp+ & —r>0.

Entonces llm f(0,y)=0y hm flz, 28 —z3) = -1

2,2

b) (xsy): x3;*_‘13 (aCép=Q:2’ r=3 )
‘Entonces | hm f(O,y)=0y lin})f(:r,:cz—:z:) =3

c). fl=m ,y) —_—{_gg(a‘iép—‘i’z‘“?"=3<): '

~ Entonces hm f(o, y} =0y lim flz,at—z)=-1%
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2. Derivadas direccionales y la diferencial -

Definicién 2.1. Sean A C R?, f:A— R una funcién, (zo,%o) un punto del interior de
A (es decir, existe un disco abierto D de centro (zo,y0) y radio r > 0 talque D C A )y
sea (a, b) € R2 Se dice que f es derivable en (mo,yo) en direccién de (a,b) si existe el

f((ivo,yo) + h(a, b)) = f(zo, yo)
1:.-—»0 h : 8 )

1

o sea, si la grafica de f admite recta tangente en el punto (wg,yg, flzo,y0)) cuando tal
gréfica se intersecta con el plano que pasa por ese punto y contiene ia recta de d1recc10n
(a,b) y que pasa por (zo, Yo), como se aprecia en la ﬁgura 13.

Recta tangente en (zo, Y0, 20) , 20 = f(zo,Y0)

i

, Recta que pasa por (zo, yo) de direccién (g, b)
Figura 13

Tal limite se denota. Do p) f (zo,y0) 6 f ((Cb‘o,y(}) (a b)) y se llama Ia derwada de f en el
punto (:r:o,yo) en la dlreccmn de (a,b). : A

Asl,

f!((mo,yo); (a’ b)) = }113‘}) f((:I:O} y(}) +h(€;; b)) — f(mmy())

Cuando (a,b) = (1,0) se escribe D1 f(zo,¥0) 6 %%f(xo,yo) en lugar de D ) f(x0,%0) 6
F'{(zo0,v0); (1,0)) y se llama la derivada parcial de f con respecto a x en (o, %o)-
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Asi mismo si (a,b) = (0,1) se escribe D f(zo, v0) 6 —i(xg,yo) en vez de Dy, 1)f(zg,yo) 6
' ((z0,%0); (0,1)) y se llama la derivada parcial de f en (:t:o, Yo) con respecto a .

Obsérvese que f’((zo,yo) (a,b)) =g (0) donde g(h) = f((a:o,yo) + h{a,b)), g funcién real.

Si (a b) es unitario, a la f! ((zo, ¥0); (a, b)) se le llama derivada d1recc1ona1 de f en (zo,¥0)
en la ‘d1‘recc1on (a, b) y es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(zo, Yo, f(To,%0)) ¥ que estéd contenida en el plano que pasa por ese punto y tiene la
direccidn y orientacién del vector (a b).

Algunas preguntas que surgen son las siguientes:

i). Si existe la derivada de una funcién en el punto (z0,Y0) en una direccién también
existe en el mismo punto con otra direccién?

ii). Bastara con que existan las derivadas. par(:lales de una func10n en un punto para que
existan las derivadas en ese punto y en cualquier otra direccién?

iii) . Si una funcién posee en un punto derivadas en cualquier direccién serd continua
allf ?

Ante todo obsérvese que si (a,b) = (0,0) entonces f'{(xo,0); (0,0)) siempre existe y es 0.
Considérese pues el caso (a,b) # (0,0). Como f'{(xo,y0); (a,b)) corresponde a la variacién
de f partiendo del punto (zg,yo) y desplazidndose en un camino rectilineo en la direccion
de (a, b) y por tanto f'((zo,¥o0); (a,b)) es un limite muy partxcular, es de esperarse que las
respuestas sean negativas.

Para responder a (i) y (ii) a la vez, observar Io que se hacé en la figura 14. Allf (a,b)
diferente de (1,0) y (0,1).

(a,b)

Figura 14 ’
En (zo,yo) no hay recta tangente en la direccién de (a, b)

Una funcién f cuya grafica sea como la anterior seria por ejemplo considerar que f se anule
en todo punto excepto en la semirecta que parte de (zg,yo) con la direccién de-(a,b) y alli
definirla como otra semirecta contenida en un plano perpendxcular al plano XY y que pase
por {(Zo,¥o)- | :

Ya que (a,b) # (0, O) se va a suponer, sin pérdida de generahdad yque a # O
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— (20, 70,0) + 1(a, b, 1)

s

@b

X - (zo,%0) L ;

| | el (i)

e

Figura 15 A
De la figura 15:.(z,y) = (o0, %0)+h(a, b) para algin h > 0. Luego: = = zo+ha, y = yo-+hb
para algin A > 0 ‘ ‘
La ecuacién vectorial de L, recta que pasa por (zo, Yo, 0) y (xzo+a,yo+b,1), es (zo, Yo, 0) +
t(zo +a-—-.'Lo,yo +b—1yo,1—0).
Asi que x —:co+ta, y=1yo+th, z=1¢paraalgint > 0.

Luego = — ¢ = za,de donde z = =22,

Entonces se define f asi:

T si@ = o+ ha, y =yo+hb, paraalgin h>0
fz,y) a | |

en el resto.
f no es derivable en (zo, yo) en la direccién de (a, b) pues:

F((zo,0) + hl(a, b)) — F(zo, o) _ f(ﬁ;'é + ha,yo + hb) = f(moyyo)
h , ‘ . h o
o mc-f—ha—xo_a:g—zo

a a
— (h > 0),

Il



. DERIVADAS DIRECCIONALES Y LA DIFERENCIAL 17

=1,

Luego, lim f(zo + ha, yo -i;lhb) - f(xt?,yo)

f((@o, y0) + h(a, b)) ~ f(z0,50) _ 0—0 ; o

~h = =0 (h<0).

f(zo + ha,yo + Ad) = f(zo, yo) -0

. 7 ;

f((wo,yo) + h(a, b)) — f(ivc,yc))
- .

Més sin embargo Dif (:2:0, y(}) =0= Dg f (mo,yo) como se puede ver ya que (a,bd) # (1,0)

v (@,b) # (0,1). | |

Antes de responder a (111} se verd un aspecto sobre contmuldad

, Pero

Luego lim.
A0~

O sea que no existe el lin})

Definicién 2.2. Se dice que f es continua en (a,b) si alli no hay “interrupciones” en la
grafica de f, esto es, si las imdgenes por f de puntos bercanos a (a,b) estan muy préximas

de f(a,b). Formalmente, f es continua en (a,b) si hm( » flz,y) = fla,b).

Por lo discutido en la primera parte de éstas notas, se puede construir una funcién f
~ continua por todo camino recto que pasa por (a,b) pero que no es continua alli. En el caso
(a,b) = (0,0) basta considerar el primer ejemplo con una ligera variacién ( ver figura 16).
Sea | | o -

i 1 siy=x? y x#0

0 en el resto

) ={
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Figura 16
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Se observa que iim flz,mz) =0, (meR, fijo),: hm f(0, y) ='0. Pero hm f(:c x ) 1.

Asi que no emste el hrmte cuando (z, y) tiende a (0 O) y‘por tanto f no es continua en-
(0,0). . = S
Ahora si, en relacién con la pregunta (iii), se va a construir una funcién f con recta
tangente en un.punto y en cualesquier diréccién ('y por lo tanto serd continua sobre -
caminos rectilineos que pasen por 7alli ), pero discontinua en ese punto sobre una curva

distinta de rectas. . s e

En el caso (a,b) = (0,0), la idea es que la gréfica de f contenga toda recta que pase por el
origen, pero que sea dlscontxnua allf y la funcién anterior tiene tales caracteristicas. Esto
es, si f(z,y) =1 para y = 22, x # 0y f(z,y) = 0 para los otros puntos de Rg, entonces
f es discontinua en (0,0) como vimos, mas sin embargo f'((0, O) (a,b)) existe y es 0 para
cada (a,b) € R? ya que: ﬂ -

f(ha,hb) .. 0O |

Dian(0.0)= Jiy S5 = fim 7 =0

(hb # (ha)?, pues si hb = (ha)? con h # 0, entonces b = ha® ( contradiccién ) ( b, a fijos y
h—0)). , o ' ‘ B
Asi que, D(a,b)f((),()) =0, para cada (a,b) € R2

El ejemplo anterior indica que 1a derivada direccional no es una generalizacién de la de-
rivada en una dimensién. Tal generalizacién la constmuye la nocién de dlferenmal que a
contmuacmn se desarrolla

Deﬁmcioh 2.3. Sean A C'R?, f: A — R funcién, (zo,y0) un punto del interior de

A.Se dice que f es diferenciable en (o, yo) si la grafica de f es “localmente un pedazo de
plano” esto es,si la grafica de f puede aproximarse a un plano, llamado plano tangente,
en un entorno pequeifio de (zo, yo),con un error mas pequeiio que la cercanfa. al punto de
tangencxa Es dec1r f es dlferenmable en (:ro, yo) si existen Dy f (:130, yo) y Dof (mo, yo) y el:

fa) - (xo,ye)--z:nf(xo,yo)(x-—xo) Daf(eou)y—w) _,
(z,y}—=(z0,%0) _ \[227 Zg)? yo)2

Observacion 2.1 ‘

z = zp + D1 f{zo,y0)(x — z0) + D2f{xo,y0)(y — yo) es la ecuacién del plano tangente a la
grafica.de f en (2o,%o, 20),con zo = f(zo,%o0)-

Nétese que si f es diferenciable en (o, yo) entonces f es continua en (zg,yo) pues:

Sf(=z,y) = f(zo,y0) =
f(z,y) = £ (o, y0) — D1 (z0,y0) (& — z0) — Daf(z0, %0)(y — yo) W
\/($~$o)2+(y Y0)?
+ D1 f(zo,y0)(z ~ fﬁo)’%*DQf(mo,yo)(?} Yo).

2+ (y—yo0)?

__,0 0+0+ 0 =0 cuando (z, y) — (zo,y0)
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Luego, lim f(:z: y) = f(xo,yo) F O VETT
(z,y)—(zo,v0) ~ o :

También, si f es diferenciable en (zo,yo), entonces existe la Dy, p)f (xg,yg) V(a b) € R?

y se cumple que D, 4y f (70, ¥0) = D1f(zo,y0)a + Daf (z0,y0)b, es decir, la derivada de f
en {zoyo) en la direccién de (a,b) es una combinacién lineal de las derivadas parciales en

(0, 70). En efecto, lo anterior es cierto si (a,b) = (0 0), y si (a,b) # (0 0) se tiene:

f{{mo,y0) + h(;‘; b)) - f(mo, JO) - ( D1f(;z:0,yo)a + DQf(m’ yO)b) I

f(-’L‘o + ha,yo + hb) f(xo, Yo) — D1f($o, yo)ha - sz(ﬂ?o,yo)hb ’
T |
_ | flzy) — f(zo,y0) — Dif(xe,yo)(fl? - Zp) — sz(xodo)(y ?JO) VET 8|
\/(fL‘ T0)? + (¥ — yo)?
( si z=zp+ha y y=yo+hb )

— 0-va?+b%2=0cuando h — 0
o J((z0,50) + h(a, b)) — f (0, 50) _ le(mo,
h—-»() h
Por tanto, surgen los siguientes interrogantes:

La existencia de las derivadas parciales de f en (:Eo,yg) 1mphcan su dlferenmablhdad en

(1:0) yO)? '

La existencia de D(a i (xo, 7o) para todo (a, b) € R2 serd suﬁc1ente para la dlferenmablh—
dad de f en (zg,0)? : -

Es posible hallar f continua en (z0,yo) que tenga derivada en (o, yo) en cualquler dlreccxon
y f no sea diferenciable en ese punto? :

yo)a + Da f(zo, y0)b.

Las respuestas; que son negativas, a la primera y segunda pregunta ya se obtuvxeron pues
en el ejemplo anterior se hallé f no continua en (0,0) y por lo tanto no dlferenmable
en (0,0) aunque existfan D43 f(0,0) para todos-los (a,b) en-R%.  También se podria
responder directamente a las 3 preguntas “girdndole suavemente una recta a un plano ”
como se aprecia en la figura 17. S o '

Figura 17
f no es diferenciable en (zo,30) -
Acd se con51dera (a,b). #(0,0), (1,0),.(0,1) ..
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Como un ejemplo serviria el dado en la pdgina 16 con una pequea m0d1ﬁcac1on,por cuanto
alli se “levantaba” una semlrrecta . : : : :

Sea pues f deﬁmda,para el caso a # 0,por:

@

’(xt ),,_{E:EQ *51x—a:g+ha Y= yo + hb, paraalcrunhenR |
y 0 enelresto

Se observa que D, ) f(mo,»yo) =.0 para todo (z,y) # (a,b) ya que:

£((20,y0) + (@, ) = F(w0,y0) _ (o + hz,yo + hy) — £(zo, o)

h h
0-0 . ,
== (a£ady#b)
=0 — 0 cuandoh —0
Ademss:
, . (mo-l-ha#-:zzo)
f((fv"oa yO) + h(as b)) - f(mo!y()) — a
' h R .
=]-—1 cuando h— 0"
Asf que:

0 si(5,9) # (@)
1 si (m,y) = (a,b)

Pero f no es diferenciable en (zo,%0) puesto que:

D(z,y)f(m()a y{)) : {

flz,y) —".f(fb‘o, Y0) — D1f(zo,yo)(z — 7o) — Dz}(mo, y0)(y = yo)
\/(3c —x0)% + (y — yo)2 ‘

x,
= NE mf§2 j)(y T (Recordar que (a,b) # (1,0) y (a b) (0, 1) )
— _—
- a\/(_«:—ﬂ:gﬁ)-ﬁx-z(y_yg)z siz=x0+ha, yy=yo+hb para algun heR : =
0 7 enel resto = |
Ihl\/aﬁ’f?é’f si £ = 2o + ha, y = yo + hb para algin h € R
1o - en el resto
y el 1 m lhl\/_?__ no existe.
h— a

Asf que f no es diferenciable en ('co, yo) aunque la D(q p) f (xo, 7o) existe Y(a,b) € Ry f
es continua en (Zo, Yo) como se puede observar fdcilmente.

En este ejemplo la derivada en (o, yo) en la direccién de (z,y) es 0 excepto en la direccién
de (a,b).Se construird entonces una funcién f continua en (zo,yo),no diferenciable en
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(%o, %0) ¥y tal que D, 5y f(z0,%0) = 0 para cada (a,b) € R2.En el-caso (2o, 40) = (0,0),%
levantese del plano XY una curva distinta de rectas que posea plano tangente chferente de

éste ” en el origen. Ver la figura 18.

A !\ g
X
Figura 18
Por ejemplo,sea: ‘
SRR |z| siy = z?
few={y  0n

Entonces,se observa que f es continua en (0,0).Ademds:

- hhb'./o"
D00~ jn Lo
(hb%(ha)Qparah#O h——->0) -

Finalmente:

f(xs y) - f(0,0) - le(@_g)m - Dgf(0,0)y — f(:r,y)
ErE R

Y como

lim - =0

siy=z*"

Sly# 2
siy=u

ctos Siy%x



22 CONSTRUCCION DE ALCUNOS CONTRAEJEMPLOS EN VARIAS VARIABLES

entonces f no puede ser diferenciable en (0, 0).

Nota 2.1. En ﬁna forma més genéfal,se‘dice que f A L R™ es ’diferéﬁciayble enga,a'
punto interior de A C R" si existe T, : R" — R™ lineal ( por tanto continua ),tal que el
lim f(w) - f(a) -Ta(a: - a) — 0'

z—a llz—al

A la funcién T, se le llama la diferencial de f en a y se denota df(a).

Cuando T, existe,es tnica pues si Tl y T» satisfacen que lim fu) - f“(;j) al Ti(u—a) =0
U=, —

para i = 1y 2. entonces para z € R™ se tiene que

ﬁwwda@=ﬂ“@;%um

_ fla+2z) - f(a )= Ta(Az)  fla+ ) = fa) — Ty(Mz)
A .
fla+Az) — fla) — Ta(Az) \ |
( el ) Sl
{ fla+Az) — fla) —Ti(Az) \ |l
- o) Blia
que tiende a 0« (£1)||z|| = 0 (£1)||z|]| =0 cuando A = 0 (acdu=a + Az ).
Asf que T (z) = To»(z) para todo z € R™.
O sea que

( para A # 0 y por linealidad )

df(a) :R® —» R™ s tal que df(a)(z) = To(z ) T hneal

En el caso m = 1 se tiene que T,(z — a) = Vf(a) - (x — a) donde

Vf(a) = (D1f(a), D2f(a), -+, Dnf(a)),se llama el vector gradiente.

Asi que en el dltimo ejemplo se mostrd una funcién f continua en un punto a,que tiene
derivada en a en cualquier direccién u y con una T}, lineal ( alli,T,(u) = V f(a)-u = 0 para
f(x) = fla) —To(z — a)

|z - al

cada u € R?),tal que el lim # 0 y por eso f no era diferenciable
T—v
en a.

Observacién 2.2.
'Es de anotar que Dy(q,p)f(z0,%0) = OzD(,jL b)f(Zo,y0) para cada o € R, cuando la
Dapy f (zo,y0) existe,pues por ejemplo si a # 0 tenemos que

f ((zo, yo) + hala, b)) — f(z0, yo)

Da(a,b)f(mO: yD) = }lzli% "
= o lim Lt ﬁ(i’ ) = (o o) ( al hacer t = ha)

= aD(qa,p)f (%0, y0)
Pero no necesariamente

D(a,by+(c,d) f(x0,Y0) = Dya, b}f(fL'O: Y0) + Dic,ay f(T0. yo)
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{

aunque cada derivada exista. - - - oL
Esto ultimo es cxerto cuando f es dxferencxable en (3:0, yo) ya que

o df(:cd,"yo) ((a,b) + (c, )) = Vf(ﬂfo,yn) ((a,b) + (Cs d))
' = YV f(zo,%0) - (a, b) + V f(o, Y0) - (c, d)
= Dy, b}f(l‘o, Yo) + Dy, d)f(xﬂ’ yO}

Vf(wo:yo) ((a, 5) ’A( ‘d)) D(a b)+(c,d)f(930:yo)

Por eso,un ejemplo de que la igualdad no 51empre se tlene es el dado en la pacma 20 puesto
que all{

D(;,q)f(wog Yo) = 0= D(o,l)f(iﬂm Yo)

1 = Do) f (%0, 0) # D(a,0)f (0, %0) + Do, f (zos o)
= aD(3,0)f(zo,0) + 0D(0,1) f (0, 0) =0
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3. Derivadas parciales de orden superior

Definicién 3.1. Sea f: A — R funcxon (A C R2 ) Si le(x y) ex1ste para. (cc y) €
B( B C A, B abierto,es decir,todos sus puntos son puntos interiores ),se puede hablar
de D1(D1f)(z,y) y de Dg(Dl iz, y),si tales demvadas parc1ales ex1sten En tal caso se

denota
D1(D1f)(m,'y) = D11 f(z,y) Ds(D; f)(z, y) Dﬁlf(fl" Y)

Anélogamente se podria hablar de Dgg flz,y) y Di2f(z,y) y se laman las derivadéé'par-
ciales de orden dos o de segundo orden.

Por ejemplo,si f(z,y) = z3y? entonces: D; f(z,y) = 32272, Déf(i,y) = 223y,
D11 f(z,y). = 6zy®, Daaf(z,y) =22°, Darf(z,y) = 62, Diaf(z,y) = 6z’y.

Se observa que D12 f(z,y) = Do1f(z,y) y entonces se prefrunta si siempre ocurrird que
estas derivadas parciales,denominadas mixtas,son iguales.

Para responder, se vers lo que ésto significa en términos de limites:

Dmf(fﬁ,g) = Dl(DQf)(LE,‘y) ‘
Dof(z +h,y) — Daf(z,y)

= lim
h—0 h ‘
lim f(z+hytk)—flz+hy) lim f(x,y-}-kz—f(x,y)
= lim 220 : k—0 -
h—0 h ;
— tim (i &Ry R - flethy) - fley+ k) + fz,9)
h—0 \ k=D hk )

Anélogamente

/« szlf(x,y) = Dé(le)(??;y) A , ,
- D f(z,y+ k) — Dy f(z,y)

= lim -
k—0 -k
lim f(w+h.y+kg“~f(x,y+k) — lim f(r+h,yf)a-f(w,y)
— 1im k=0 h—0
- k—0 ‘ k
i i fE Ry R) - eyt k) - flathy) + fz,y) )
T k=0 \_h—0 ' hi :

Luego -

Dyaf(z,y) = lim (mn M) y Dmf(:v y) = lim (1 Ath 2 )

h—0 \ k—0 hk A T hk
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donde A(h, k) := f(z + b,y + k) = f(z,y + k) = f(z + h,y)+ F(z,v).

Se desprende entonces que para que Dio f(z,y) sea igual a Dgs f(z,y) deben ser los limites
iterados iguales. Y se vié al prmmplo de éstos apuntes que no s1empre es cierto.

Para el caso (x,y) = (0 0),se hallara f tal que:

lim ( hm ~—§---h kA ) = lim (lim ﬂhf)“f(o'k)‘,l;f(h’o)+fio'o) )
h—0 \ k=0 -

.._..

sea diferente de:

lim (Iim Alhk) ) = lim (ﬁm f(h,k)-f(O:k)—f§h=0)+f(0,0))
k=0 \ h—0 k=0 \ h—D ) .

Para simplificar se buscard f tal que f(0,0) = O f (0 k) (h 0) y entonces que el

lim ( lim L%cﬂ ) 7?3 1iin ( lim ﬁl‘.’f).) "

A0 \ k=0 h—0

Teniendo en mente el ejemplo de la pagina 8 se ve que una de las funciones buscadas es la
funcién f definida asi:
siy> |z 6siy< —|z|
siz >yl ésiz < —|y

f(;:,y)= { ;

ya que

f(:r,y):{o siy> el 6y < —af
1 sizz2fy dz< -y

Ty

( Ver figuras 19, 20 y 21 ).

Figura 19 Figura 20 , Figura 21
En efecto,se tiene = - : 4 :

F(h0) = F(0,0) g 100 0 )
b h—0 R
FO0 - F0,0) . 0-0_

k k-—»O k

D1£(0,0) = 1

D, f(0,0) = ;l;i
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fthk)—f(h,0) . hk—h-0 .
D h —h ! _- ——————— _—
2,0 F AT R amheh

( ya que como & 3 0 fijo, témese k : '|k| < h si h > 0 o témese k : |k| < —h si h < O,con
lo que f(h,k) = hk ) C : '

( ya que k # 0 fijo, témese h: |h| < ksi k> 0o témese h: |h| < —k si k < 0 con lo que
f(hk)=0).

Asf que
D12f(0,0) = Da(D2f)(0,0) = Jimg 22/ = D200 _ iy 220 _
Dzlf(o 0) D3(D1£)(0,0) = 1} le(()',\k); Dl.f(o’o) = %%9_%2 =0

Ahora bien,como se vié anteriormente para que Dy f (z,y) sea igual a Doy f(z,y) debe

oCurrir que
(o AhE) A(h, k)
i) (i‘i‘% hk ) 2 (ii% hk

donde A(h, k) := f(z + h,y + k) — f(z,y + k) — f(z + h,y) + f(z,9).

Entonces A(h, k) := f(z+h,y+k) — f(z+hy) = [f(@,y+k) = flz,y)] = g(z + k) — g(z)
donde g(t) := f(t,y + k) — f(t,y).

Aplicando el Teorema del Valor Medio para funciones reales se obtiene: A(h, k) = g'(e1)h
para alglin ¢; entre x y = + h.

O sea que
A(h,k) = [Dif(c1,y + k) — Dif(cr,y) | h

Aplicando ‘nuevamente el Teorema del Valor Medio se tiene que
A(h, k) = [D2(D1f)(c1,d1) k] h

para algin d; entre y y y + k.
Luego —-Q—’t = Do) f(ec1,d;) para algin c¢; entre z y =+ h y para algin d; entre y y y + k.
Analogamente

fla+hy+) = F(m,y+ k) — [f@+hy) - f2,9)]
q(y + k) —q(y) (donde ¢(t) := f(z + h,t) - f(z,1))
q (dg) k ( para algin dg entre y e y + k)
=
[

Alh k) :

!I

fl

I

Doy f(x + h,dp) — D2f(z,d2) | k
Di(Daf)(ca,d2) h]k para alcun coentrezyz+h

Il
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Luego .%1.). = Dyof(ca,d2) para algin cy'entre 'y = + h'y para algdn do entre y y
y+ k. ‘ ‘ :

, o A(hk
Asi que Doy f(c1,dy) = (hk ) Dmf(cz,dz)

Si ademss de poder aplicar el Teorema del Valor Medio se tiene que D12 f v Daf son
continuas en (z, y) entonces : :

" k%-—-»(() 0 Dglf(cl,dl) = Dzlf(x;y)

im D , d D
he o) 12f{c2,d2) = 12f(33 3/) |
Por la d1scusxon anterior y teniendo en cuenta el Teorema 1.1 se ha demostrado lo siguiente

Proposicién 3.1. Si existen las derivadas pamales mixtas de f en un entorno abierto de
(z,y) y si Diaf y Doy f son continuas en (a: y) entonces Do f(z,y) = Dglf(iﬂ y)
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4. Condicién suficiente de diferenciabilidad

Sx;zan A abierto en R?, (zg,y0) € 4,y, f: A— R una funcién.Entonces
f(z,y) = f(@o, o) = f(z,y) — f(z,50) + f(z, y0) — f(Zo, v0)
R ='q(y) — q(yo) + 9(z) — g(zo)
donde ¢(y) := f(z,y) y 9(z) := f(z,y0)

S ) — g(z
Si g es derivable en o entonces lim L2 = 9\T0) (z) — g(zo)
T—Tp T —Ip

- g'(xo) = 0.

Llamando r(xj = g_(_:_c:_z_-_-_,_____g(mg) — g¢'(zo) se obtiene

£l 30) = F(30,50) = g(z) — 9(w0) = g'(z0)(z — z0) + r(z)(x ~ 0)
donde T‘(:E) — () cuando z — 370" ) ‘ S . .

O sea que .
~ f@90) = f(zo, 0) = le(ﬂiq; yo)(z — o) + r(z)(z — 7o)

si D1 f(zo,70) existe.
Ahora bien,si Dy f existe en un entorno de (zo, yo) se tiene que

a(y) — alwo) = f(z,9) — F(2,v0) = Daf(z,b)(y — vo0)

para algin b entre yo y y.( Se ha aplicado el Teorema del Valor Medio ).Nétese que b
depende de z.Ver figura 22 o ‘

- — —4

(z0,90) (T,90)

Figura 22
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Luego f(z,y) — f(zo0,y0) = D2f(z,b)(y — o) + D1 f(zo, yo)(z — Lo} + r(z)(z = o).
Por tanto '

flz,y) - f(io,yc) ~ D1 f(zo, yo)(z — 20) — Do f {0, y0) (¥ — yo)
=r(z)(z — z0) + [D2f(z,0) — D2f(x0,50) | (y — vo) ,

lo que implica que

F(z,y) = f(z0,50) = D1f (o, %0)(x — xo) — D2 f (z0, )}(¥ — y0)
V(& —z0)? + (y — y0)?
_ |r(z)(x — 20) + [Daf(2,b) — Daf(zo,0)l(y — vo) |
V& = 20)2 + (y — yo)?
< |r(2)| + | D2 f(z,b) — D2 f (0, yo)|

Si desde un comienzo,para ¢ > 0 dado,'se' toma (z,y) en un entorno de (zo,y0) tal que
|D2 f(z,y) — Daf(zo0,%0)| < 5, ¥, |7(z)| < §,entonces en tal entorno se tendrd que

F(z,5) = F(z0,%0) — D1 f(z0, ¥0) (z — o) — Def(z:o,yoxy w) |
‘ V(z —x0)? + (y — vo)? - ‘

Teniendo en'cuenta la discusi6n anterior se ha demostrado el siguiente

Teorema 4.1. Si D; f existe en (:cg,yo) y si Dyf existe en un entorno de (:z:g,yo) vy Daof
es continua en (xg,yo) entonces f es diferenciable en (zg, yo).

Obsérvese que el Teorema sigue siendo valido si se intercambian los papeles entre Dy f y
Ds f pues bastara con escribir desde el principio

f(rc,y) — f(x(}!?fﬁ) = f(ﬂ’:, y) - f(any) + f(xﬂsy) - f(mOs;@'G)

Ahora se verd que la hipdtesis de continuidad en el teorema anterior no se puede elimi-
nar. Para ello se construird una funcién f no diferenciable en un punto (zg, yg),para la cual
existen Dy f v Dsf en ese punto, Dy f existe alrededor de él pero que no es continua alli.
Para simplificar se considerarad (zg,yo) = (0,0).Si se desea que Dyf no sea continua en
(0, 0) se pueden analizar dos opciones: Que tenga discontinuidad de salto o que tal derivada
parcial sea divergente hacia infinito.

Se harédn los ejemplos respectivos.

Primer Caso. Se toma f de tal manera que su gréfica sea por sencillez,el plano XY ,al
cual “se le gira 45 grados el eje Y por el origen ”( ver figura.23 ), para que Dyf no sea
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continua en (0,0) y D; f no exista glrededor de ese punto.
. Z
(o] o]
2‘0 .... (o] Y
X o
Figura 23
O sea que .
: Y siz=0
T,y) = '
f(z,y) . { 0 en el resto

Entonces D;f(0,0) = 0, Daf(0,y) = 1 para todo y € R, Dof(x,y) = 0 para todo
(z,y) € R? con = # 0, (luego D2f no es continua en (0,0) ) y f no es diferenciable
en (0,0). Obsérvese ademés que Dy f(0 y) no existe para y # 0.( Se pueden verificar las
afirmaciones anteriores ).

Segundo caso. La 1dea es que la graﬁca de f ,contenga toda recta que pa.se por el ori-
gen,pero que tales rectas “giren alrededor de una curva no recta ” de tal manera que
sus pendientes sean cada vez mayores a medida que se acerquen al origen,para que alli
haya discontinuidad de f y de sus derivadas parciales y entonces f no sea diferenciable’
en (0, 0). Considérese por ejemplo una funcwn f cuya gréfica contenga las rectas que van
desde la curva de ecuacién y = —z?, z = —1,a la de ecuacién y = xz, z =1, pasando por
- el origen, como se aprecia en la figura 24.

Z
1
L (331 y Y1, Zl)
(552392;32) i . Y
"-.)_1
X :
Figura 24

Sean (zi, y1, 21) ¥ (2, Y2, 22 ) dos puntos de la grafica de f.
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ultimas no son continuas alli.
|g(@)| = |z®sen L <2 L,
| Figura 28 Figura 20
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&. Independencia de las variables

Se sabe que si ¢ : [a,b] — R es una funcién real continua en [a,b] y derivable en (a,b)
y si ¢’(z) = 0 para todo z € (a,b) entonces ¢ es constante en [a, b].Acd (a,b) ademds
de ser abjerto en R tiene la propiedad de que dados cualesquier par de puntos de (a, b),el
intervalo comprendido entre ellos estd completamente contenido en (a, b).Esto significa que
(a,b) es abierto y conexo. Anslogamente, se dice que un subconjunto A de R? es abierto y
conexo si A es abierto y si para cada par de puntos de A,existe una poligonal conformada
por un ndmero finito de segmentos paralelos a los ejes que une los puntos y que estd
completamente contenida én A.Por ejemplo el interior de una elipse,el interior de uno de
los cuadrantes,etc. o .

Y si se tiene que una funcién f : A — R es continua en A, A € R? abierto y conexo,y si la
df (z,y) = 0 para todo (z,y) € A entonces f es constante en A ya que: fijado {zo,y0) € 4
se obtiene f(z,y) — f(zo,y0) = $(1) — #(0) donde

*

¢(t) := f((zo,30) + t[(z,y) — (z0.%0)])

y por el teorema del valor medio para funciones reales, ¢(1) — ¢(0) = ¢'(¢t0)(1 — 0) para
algiin to € (0 1).

Lueco

F@,1) ~ F@o,%0) = V5 (z0,50) + tol&:9) ~ (20,0) (& = 70,5 = 30)

( verificarlo usando la diferenciabilidad de f en A4 ).

Por tanto

f(z,y) — f(zo,y0) = df (a, b)(z — o,y — yo)

donde a = zgp + ig(&? —zp) vy ! b= Yo + ig(?j Y0)-

De donde f(z,y) — f(zo,%0) = 0 pues df (z,y) = 0 <= df(z,y)(h, k) = 0 Y (h, k).

O sea que f(z,y) = f(a:o,_yo) para cada (z,y) € A,es decir, f es constante.

Nétese que (a,b) estd en el segmento que une (Zo, o) con (x,y),asi que el razonamiento
anterior es véalido en un entorno de (zo,%yo) posiblemente pequefio. Pero como a (o, %o)
se puede llegar por un niimero finito de segmentos paralelos a los ejes y contenidos en

A, razonando como antes, se obtendrfa que f toma el mismo valor f(zo,yo) en cada ex-
tremo de esos segmentos. Ver figura 30. - :

(zo, yg) € A implica que 3 r > 0 tal que D((zo,yo);T) - A donde

D((mﬂz?jo);’f’) = {('L’,y) \/(33 — $0)2 (y — y0)2 < ?"} .
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pues A es abierto.

N—
(T1,y1) e
. ........ ‘\:. (330,?11)
@ [+ b
T ‘ ) : (:L'O 3 yO) :
e A e D((wo,yo) r)
................... X
Figura30

Por lo visto anteriormente f{xp,y0) = f(a:o,,yl) = f(xl,yl‘) = f(z1,¥) = flz,y).( ver
figura 30 )

Surge entonces el siguiente 1nterro<rante Si D1 f(z,y) = 0 para todo (z,y) de un subcon-

junto abierto y conexo de R? sera f independiente de la variable z?
* Se construird una funcién f diferenciable en un conjunto A abierto y conexo en R? con
of

la b—;(w,y) = 0 para todo (x,y) € A pero que f dependa de z,ésto es,que haya puntos

(551,7.]) # (392: )GIIACOII f(xlz )#f(xQ:J) ,
Sea A =R?— S donde S = {(z,y) : = = 0,y > 0} ( ver figura 31 ).

.
Y

)~
"

: Flgura. 31
Entonces A es abierto y conexo. La gréfica de la funcién a construir cumplird que para cada
y fijo, todo plano que sea perpendicular al plano XY, que pase por y y sea paralelo al plano
XZ,intercepte la grafica de f en rectas cuando y < 0,y,en semirectas de altura distinta
cuando y > 0.Y como f debe ser diferenciable, se hard un “doblez” de un cuadrante sobre
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el plano XY que sea “suﬁcientemente suave”. Por ejemplo ver figura 32.

...................

..........................................

.......................................... X
AL .

Z .
_ Figura 32
Sea pues
' _ y? siz>0, y y>0
f(2,9) = { 0 en el resto

Entonces f depende de z ya que f(1,1) = 1%y, f(-1,1) = 0.
Se vera que Dj f(z,y) = 0 para todo (z,y) € A.
Si(z,y)€ Aysiz>0ey>0setomah tal que z+ h > 0 con lo que

flathy) = fy) v -y
h h

que tiende a cero cuando h tiende a cero.

En otra parte :
f(33+h,?j) _f(xsy) — 0-0
h h

que tiende a cero cuando A tiende a cero.

= {

Finalmente se verd que f es diferenciable en A.
Sea pues (zo,y0) € A y supdngase que zg > 0 y yo > O, entonces

f(xﬂayﬁ + k) - f(m()ay()) = lim (yO + k)2 - y(2) - QyO

k k—0 k

Do f(zo,y0) = ,}:l_ff?(l)

( como k — 0 se ha supuesto que yo + k& > 0).
Asi que

| f(z,y) — f(zo,y0) = D1 f (o, yo)( — zo) — sz(?O»vyo)(y'" Yo) |
' | V(@ —20)% + (y — y0)?
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_ W -8 -2 -yl _ - ly—wolly— ol -
Viz-z0)*+y—%)? (z—=20)*+ (v~ yof?

que tiende a cero cuando (z,y) tiende a (xg, yo).

<ly=wol’

Ahora biensizg > 0y 5o =0

| flz,y) — fzo,90) — D1 f(zo, yo)(z — 20) — D2 f {0, ¥0)(y — vo)} -

(@ =1z0)* + (y —y0)? ‘
1y e | , . -
| Ve 0w 0<e<a0 gy b0<y, 0<a<a
- 0_ =10 dy<0

Ve SYS?

~ que tiende a cero cuando (z,y) tiénde a (zo,Y0) pues y — yo con yp= 0 y ademds

|  flzo.k) - f(z0,0) . [ siE>0
Dz’f(“"”o)zil.’i%f(o )k = ‘);lm{f_@ qk<0 0



















































