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Resumen

Titulo: Influencia del efecto Hall en la evolucion de campos magnéticos y equilibrios
en la corteza de estrellas de neutrones

Los efectos del término Hall no-lineal en la evoluciéon del campo magnético en es-
trellas de neutrones ha sido tema de investigacion durante las tltimas décadas. El
orden de magnitud esperado del campo magnético de estos objetos puede hacer de
este efecto importante para la dinamica y eventual decaimiento del campo magné-
tico. En particular, el efecto Hall es relevante en la corteza sélida, donde los iones
permanecen fijos y la corriente es generada por los electrones. El efecto Hall es un
efecto no-lineal conservativo, luego, la energia magnética se disipa en una escala de
tiempo mucho méas grande gobernada por el decaimiento éhmico lineal. En esta te-
sis se ha estudiado la influencia del efecto Hall y Ohm en la evolucién de diferentes
configuraciones axisimétricas iniciales en presencia de pequenas perturbaciones de
campos no-axisimétricos. En particular, el anélisis fue enfocado en la estabilidad de
combinaciones lineales de modos 6hmicos fundamentales axisimétricos. Fn el caso de
un modo poloidal de fondo (2D) perturbado por combinaciones de modos 6hmicos
poloidales 3D, se encontré la generacion de campos toroidales 3D, sin embargo, la
simetria axial es recuperada después de varios tiempos Hall. Por otra parte, para el
caso de un modo 6hmico toroidal inicial (2D) perturbado por una combinacién de
modos toroidales 3D, se encontré la generacion de un campo poloidal 3D que llevd
al campo a romper su simetria axial y llevando al campo a evolucionar bajo una
configuraciéon 3D. Cuando el campo inicial de fondo es una combinacién lineal de un
campo poloidal y toroidal, nuevamente una simetria axial es recuperada durante su
evolucion. Finalmente, la evolucion de la estructura del campo magnético muestra
la generacion de pequenas estructuras magnéticas, generadas por la inclusion del
efecto Hall y de las perturbaciones 3D. Los resultados de esta tesis estan encamina-
dos a incrementar nuestro entendimiento acerca de los fenémenos magnéticos en la
corteza de las estrellas de neutrones.

Palabras clave: Estrellas de neutrones, campos magnéticos, Magnetohidrodindmica
no-lineal, Astrofisica






Abstract

Title: Hall Effect influence in evolution and equilibria of magnetic fields in the crust
of neutron stars

The effects of the non-linear Hall drift on the evolution of the magnetic field in
neutron stars have been subject of research during the last decades. The order of
magnitude of the magnetic fields of these objects can make this effect important
for the dynamics and eventual decay of the magnetic field. In particular, the Hall
drift is relevant in the solid crust, where the ions remain fixed and the current is
carried by electrons. The Hall effect is a non-linear conservative phenomenon, thus,
the magnetic energy dissipates in a much longer timescale governed by the linear
ohmic decay. In this thesis project has been studied the Hall and Ohmic influence on
the evolution of some initial background axisymmetric magnetic configurations in
the presence of small non-axisymmetric fields. In particular, the analysis was focused
on the stability of linear combinations of fundamental axisymmetric Ohmic modes.
In the case of initial background poloidal Ohmic modes perturbed by combinations
of non-axisymmetric Ohmic modes, it was found the generation of a toroidal field,
but the axial symmetry in both poloidal and toroidal components is preserved after
several Hall timescales. On the other hand, the initial toroidal Ohmic modes pertur-
bed by combinations of non-axisymmetric toroidal Ohmic modes, it was found the
generation of a non-axisymmetric poloidal field giving rise to a symmetry breaking
and leading the field to evolve under non-axial symmetry (3D). When the initial
background field is a linear combination of poloidal and toroidal fields again the
axial symmetry is preserved after the Hall evolution. Finally, the topology evolution
of the magnetic field shows the generation of small magnetic structures generated
by the inclusion of the Hall Effect and initial 3D perturbations. The results of this
thesis is leaded to increase our understanding of the magnetic phenomena in the
crust of neutron stars.

Keywords: Neutron Stars, Magnetic fields, Non-linear Magnetohydrodynamics, As-
trophysics
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1. Preliminares

1.1. Introduccién y motivacion

La enorme extrapolacion que se requiere para describir un fenémeno astronémico,
que es imposible de realizar mediante un experimento, es una tarea que parece inal-
canzable; sin embargo, el ser humano se ha valido de su razonamiento e imaginacion
para dar entendimiento a eventos tan extranos y salvajes que parecen creados por
la ciencia ficcién. Los objetos como agujeros negros, estrellas de neutrones, enanas
blancas, eventos como explosiones de supernovas, sistemas de dos agujeros compe-
netrandose por medio de una danza gravitacional, existen realmente y solo hemos
captado una parte de su majestuosidad utilizando instrumentos como los telescopios.

El descubrimiento del neutrén por J. Chadwick [%], permitié ampliar el conocimiento
acerca del atomo; sin embargo, la importancia de este hallazgo no solo produjo
profundas consecuencias a nivel atéomico. Este hecho significé la posibilidad de la
existencia de un objeto estelar compuesto especialmente por neutrones, el cual fuera
producto de una explosion de supernova [9]. Baade y Zwicky acunaron el término
supernova, para referirse a una explosiéon conducida por la energia gravitacional
liberada cuando una estrella masiva agota todo su combustible y colapsa sobre
si misma, pero la explosion no destruye completamente el nticleo. La supernova
representa la transicion de una estrella ordinaria en una estrella de neutrones. Tal
estrella posee un radio muy pequeno y una densidad extremadamente alta. Sin
embargo, debido al tamano tan reducido de este objeto estelar, su deteccion era
practicamente imposible, asi que el modelo de estrella de neutrones no fue aceptado
durante décadas. Esto cambié dramaticamente debido a la detecciéon de ondas de
radio provenientes de un pulsar, gracias a Jocelyn Bell y Anthony Hewish [10, 11].
Este descubrimiento inicié una oleada de descubrimientos de pulsares, uno de ellos
en la Nebulosa Cangrejo, tal y como lo demuestran algunos ejemplos [12, 13, 14, 15].

Las supernovas son explosiones épicas de estrellas masivas (estrellas que al formarse
tienen una masa mayor a 10 masas solares (Mg = 1.989 x 103 ¢g)) que producen
una enorme cantidad de energia y que pueden ser tan brillantes como una galaxia
entera. Esto se discutirda mas ampliamente en la Seccion 2.1. Debido al hecho de
ser tan grandes, la temperatura a las cuales estan sus superficies son mucho mas
grandes que las que ocurren en el sol, cuya superficie esta a 6.000 K, mientras que
una estrella de 15M¢ tiene una temperatura de 28.000 K. Este hecho hace que las
estrellas masivas realicen el proceso de fusién nuclear mas rapido y por lo tanto sean
mas brillantes [16]. Estos eventos son fundamentales en la naturaleza debido a que
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una parte del remanente es lanzado al espacio como polvo estelar, dejando a atrés
una estrella de neutrones o un agujero negro. Este material da lugar a la formacion
de nuevas estrellas y planetas. De hecho, nosotros mismos estamos conformados por
el material de una supernova. De alli proviene la frase mencionada por el gran Carl
Sagan ‘Somos Polvo de Estrellas’ La materia ha viajado millones de kilometros para
formar lo que nosotros conocemos como vida.

Figura 1.1.: Remanente de 2200 anos de supernova de una estrella de neutrones,
la cual que posee una cantidad de materia suficiente para producir 45 soles. El
material azul representa el remanente de supernova, y el rosado muestra el polvo
formado en el material eyectado en la explosion. La imagen es el resultado de la
superposicién de longitudes de ondas de rayos x, infrarrojo, 6ptico y radio [1].

La estrella de neutrones que resulta de una explosiéon de supernova ha llamado
la atencién en el mundo cientifico, debido a que posee caracteristicas tnicas en
el universo, tales como: campo magnético mas fuerte conocido por el hombre ~
10% G, poseer una enorme energia potencial gravitacional (solamente superada por
los agujeros negros), encontrarse estados de rotacién con frecuencias de 1.6 ms y
emitir radiacion electromagnética de alta energia.

Entender los mecanismos en que evolucionan espacial y temporalmente los campos
magnéticos de las estrellas de neutrones supone un reto en las investigaciones ac-
tuales, desde la descripcion tedrica, modelamiento computacional y adquisicion de
datos experimentales. Este trabajo representa una contribucion a este conocimiento
valiéndose de la simulacién numérica para representar la evoluciéon espacio-temporal
del campo magnético.
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En este documento se presentan inicialmente los conceptos generales de las estrellas
de neutrones, tales como su formacién, estructura y se presentan algunos calculos
basicos de las magnitudes fisicas. Posteriormente se realiza la fundamentacién en
teoria de la magnetohidrodinamica resistiva con el fin de entender las bases fisicas
de las que depende el tema de estudio. Por ultimo, se presentan los resultados de
las simulaciones, seguido del analisis y las conclusiones.

1.2. Planteamiento del problema

Las estrellas de neutrones tienen los campos magnéticos mas grandes encontrados
en el universo, aproximadamente con magnitudes de 10 G en lo que se conoce
como magnetares [17]. Una importante caracteristica que diferencia las estrellas de
neutrones y estrellas fluidas es que éstas poseen una estructura en forma de capas
con densidades y estados de la materia que varian de acuerdo a la profundidad. Esto
se discutirda méas ampliamente en la Subseccion 2.2.1. Aunque el mayor porcentaje
de masa se encuentra en el nuicleo, la corteza juega un papel crucial para describir
varios fenémenos astrofisicos que envuelven estos objetos. Un ejemplo de ello, son
los estallidos de rayos gamma que se forman durante posibles “terremotos estelares”
que producen una fractura de la corteza y que da lugar a la reconexion magnética,
lo que implica un cambio topoldgico del campo magnético, seguido de la expulsion
de materia y energia a velocidades relativistas [18].

La evolucion magnética en la corteza de la estrella esta influenciada por procesos
magnetohidrodinamicos no lineales. La densidad de corriente eléctrica es generada
solamente por los electrones; por lo tanto, el campo va a estar atado al movimiento
de las particulas, el cudl va a ser deflectado debido a la presencia de un campo
magnético. Este efecto es conocido como efecto Hall.

Esto produce un campo eléctrico que es proporcional a la corriente y al campo
magnético. En este sistema la energia magnética debe conservarse, y la existencia
de la corriente permite la formacion de distintos modos de energia magnética que se
redistribuyen, y que van a afectar directamente la configuracion del campo magnético

[19, 20]

El Efecto Hall es un importante mecanismo no lineal que afecta la evolucién y la tasa
de disipacion del campo magnético. Este efecto es significativo cuando la longitud
caracteristica de la corriente Hall asociada llega a ser comparable con la longitud
caracteristica en la corteza. La evolucion de la estructura del campo y la energia
magnética sigue siendo un tema de interés. Recientes estudios han encontrado algu-
nos campos magnéticos Hall de equilibrio, ademas de la evolucion tridimensional de
la estructura del campo, las cuales confirman la redistribucién de la energia magné-
tica [21, 22]. Sin embargo, se ha encontrado que la estabilidad y evolucién a largo
plazo de los modos de energia magnética deben ser estudiadas [23].

En términos del campo magnético B (r,0,p ), el efecto Hall produce un término no
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lineal en la ecuacién de la evolucion del campo magnético (primer término en el
lado derecho de la Ecuacién 1.1). Por otra parte, la conductividad eléctrica finita de
la estrella o produce una disipacién del campo magnético conocida como difusion
6hmica (segundo término del lado derecho). Luego, la evolucién del campo magnético
es modelada por la magnetohidrodinamica no-lineal y conlleva a un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales (una ecuacién para cada componente
del campo acopladas entre si).

0B c
ot -V x 4mne

(VxB)xB

2
-Vx|—VxB 1.1

l47ra ] (1.1)
donde ¢ es la velocidad de la luz , e es la carga del electron , o es la conductividad
vy n es la densidad electromica.

La Ecuacion 1.1 ha sido objeto de investigacion por diferentes autores. Sang y Chan-
mugam (1987) [24] encontraron soluciones del decaimiento 6hmico de campos mag-
néticos dipolares confinados en la corteza y obteniendo como resultado, un decai-
miento poco significativo que gener6 conflicto con mediciones experimentales de la
evolucion temporal del campo magnético. Haensel et al. (1990) [25] cambiaron el
punto de vista tradicional del decaimiento, y determinaron cémo el tensor 6hmico
de resistividad debido a la magnetizacion de la materia aceleraba el decaimiento de
campos magnéticos internos. Sin embargo, no obtuvieron una tasa de decaimiento
coherente a las observaciones astronomicas, lo cual dejaba evidencias de que existian
mecanismos ocultos que atin no se habian tenido en cuenta.

Estos fendmenos fueron propuestos por Goldreich y Reisenegger (1992) [26]. Ellos
proponen un modelo completo que promueve la pérdida de flujo magnético, el
cual contiene el decaimiento 6hmico, la difusién ambipolar (no contenido en la
Ecuacién 1.1), el cual es un mecanismo de difusiéon cuando se producen pertur-
baciones del equilibrio quimico entre neutrones, protones y electrones en la corteza
debidas a la generacién de campos eléctricos internos. Ademés, propusieron que el
efecto Hall podria generar efectos de turbulencia que transportaria la energia hacia
pequenas estructuras magnéticas en donde la disipacién 6hmica puede actuar de
manera mas eficiente en el decaimiento del campo magnético. Esta tultima idea ha
sido estudiada empleando simulaciones numéricas.

Inicialmente, el estudio se centré en el comportamiento bidimensional (2D) del cam-
po magnético, lo cual permitié separarlo en una componente poloidal (Brf“ + Bg&),

y otra toroidal (Bd)gzg). Shalybkov y Urpin (1997) [27] emplearon simulaciones para
el caso del decaimiento del campo en una esfera conductora uniforme. Ellos conclu-
yeron que la corriente Hall crea un comportamiento oscilatorio y un cambio drastico
en la naturaleza del campo magnético debido al acople y transferencia de energia
entre modos.

Hollerbach y Ridiger (2002) [25] solucionaron la ecuacién de induccién en una corte-
za esférica empleando un c6digo espectral para solucionar combinaciones de modos
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simples de decaimientos como condicién inicial y encontraron redistribuciones de
energia, traducidas en oscilaciones que fueron encontradas por Shalybkov y Urpin
[27] que influenciaba significativamente la evolucién del campo.

El origen de estas oscilaciones despertd el interés en su estudio, y la posible ex-
plicacién podia ser encontrada en la dindmica no-lineal del sistema. Asi, estudios
posteriores de inestabilidades inducidas por el efecto Hall fueron llevadas a cabo.
Rheinhardt and Geppert (2002) [29] utilizaron andlisis lineal para estudiar la esta-
bilidad de un campo inicial de fondo y encontrd que una inestabilidad ocurria cuando
la energia es transferida desde el campo inicial de fondo a perturbaciones de pequena
escala. Reisenegger et al. (2007) [30] estudié la evolucion de un campo toroidal y
descubri6 el crecimiento de inestabilidades ante pequenas perturbaciones poloidales.
Bonanno y Urpin (2008) [31] estudiaron la estabilidad lineal de campos magnéticos
axisimétricos asumiendo como pequenas perturbaciones las ecuaciones de la mag-
netohidrodinamica incompresible no-disipativa y encontraron que una inestabilidad
puede llevar a la evolucion magnética en un equilibrio no-axisimétrico.

Hasta ese momento no se conocia con certeza como el mecanismo no-lineal Hall ope-
raba. Este hecho cambi6 cuando Gourgouliatos y Cumming (2014) [32] encontraron
un mecanismo llamado atractor Hall en el cual, sin importar como es el campo mag-
nético inicial, este toma una estructura particular y su evolucién es dramaticamente
detenida.

Gourgouliatos et al. (2013) [22] encontraron soluciones analiticas para el equilibrio
Hall y posteriormente la estabilidad de estas soluciones fueron estudiadas por Mar-
chant et al. (2014) [33] en donde encontraron un estado de equilibrio utilizando
campos puramente toroidales, poloidales y una combinaciéon entre ellos. El campo
evolucionaba hacia el atractor Hall, donde configuraciones de equilibrios eran desa-
rrolladas. Gourgouliatos et al. (2016) [3/] presentaron una simulacién tridimensional
en donde incluian diferentes funciones iniciales del campo que representaban distin-
tas etapas de evolucién magnética de la estrella; ademas, tuvieron en cuenta el efecto
de configuraciones puramente poloidales, toroidales y la mezcla entre ellas. Ellos en-
contraron inestabilidades magnéticas que permitian el intercambio de energia entre
las distintas configuraciones, y encontraron el espectro de energia de los modos en
donde se producia la transferencia de energia.

A partir de esta ultima idea, el propdsito de esta tesis se centra en estudiar la es-
tabilidad de configuraciones magnéticas, conocidas como modos éhmicos mediante
perturbaciones no-axisimetricas (3D) basadas en campos (2D) inicialmente pura-
mente poloidales, toroidales y como combinacién de campos poloidal 4 toroidal con
el propdsito final de comprobar la estabilidad o inestabilidad de estas configuracio-
nes. Por otra parte, se estudiara la transferencia de energia entre las componentes
poloidal y toroidal causada por el acople no lineal a través del Efecto Hall. Como
resultado de esta tesis, se espera aportar al entendimiento de la evolucion tridimen-
sional de campos magnéticos en estrellas de neutrones producidos por efectos de
posibles rompimientos de simetria.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

= Utilizar un cédigo de simulaciéon numérica espectral desarrollado por R. Holler-
bach [28] para encontrar una solucién a la ecuacién diferencial (Ecuacion 1.1)
que representa la evolucion espacio temporal del campo magnético de una
estrella de neutrones.

1.3.2. Objetivos Especificos

» Obtener soluciones analiticas (modos normales) en el régimen lineal (difusién
Ohmica) para la evolucién del campo magnético.

» Validar las soluciones analiticas obtenidas previamente mediante la simulacion
numérica.

» Analizar numéricamente la evolucién de los modos 6hmicos fundamentales
utilizando perturbaciones no axisimétricas.
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2. Estrellas de Neutrones

2.1. Proceso Supernova: Nacimiento de una Estrella
de Neutrones

Segun la teorfa de evolucién estelar [35]. Las estrellas son formadas a partir de nubes
de hidrégeno o masas de gas, conocidas como nubes moleculares. Se agrupan en una
determinada regién aumentando la densidad, de tal forma que se ejerce una atraccion
gravitacional lo suficientemente fuerte para condensar gas en un punto, formando
de esta forma protoestrellas (estrellas nacientes). En muchos casos, se forman dos o
mas estrellas juntas.

Cuando el ntucleo esta lo suficientemente caliente, comienza la fusién nuclear hasta
encontrar un punto de equilibrio en el cual el calor que se genera puede detener la
compresion gravitacional. La estrella se mantiene en un equilibrio entre una fuer-
za que tienda a contraer la estrella (gravedad) y otra que la expande (radiacién
térmica). Esto se representa en la Figura 2.1.

Figura 2.1.: Balance entre la gravedad, que arrastra su propio material hacia su
interior, mientras que la presion desde el calor y la luz producida por la combustion
del hidrégeno en helio en el nicleo de la estrella empuja hacia fuera[?]

El mundo que ha creado el ser humano no puede ser conformado a partir de gases
simples como hidrégeno y helio; hacen falta todo tipo de elementos como oxigeno,
nitrégeno, zinc, calcio, etc. Sin embargo, los procesos de la naturaleza han permitido
que el mismo mecanismo que causa que las estrellas brillen, también den como
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resultado la produccion de elementos de los cuales la vida misma esté formada, como
el oxigeno, carbono y el hierro que corre por nuestra sangre. Las estrellas pueden
considerarse como mega fabricas de elementos, cuya central energética proviene de
la fusion termonuclear al producirlos. Los atomos de hidrégeno se estan fusionando
continuamente creando helio y en este proceso se libera una gran cantidad de energia.

El helio es producido en el centro de la estrella y ahora este elemento es el protago-
nista. A medida que se repite el proceso de fusién y se acerca al centro, el nticleo se
encoge por compresion gravitacional, al tiempo que la temperatura incrementa, per-
mitiendo la fusiéon de helio en carbono. Este proceso no se repite en forma idéntica,
debido a que cada etapa de fusion se inicia con atomos mas pesados y requiere, en
consecuencia, de temperaturas cada vez mas altas. El combustible nuclear se agota
cada vez més rapido una y otra vez, hasta que la estrella comienza a dividirse en
capas de elementos, similar a una cebolla como se puede observar en la Figura 2.2.

Figura 2.2.: Divisién de elementos en forma de capas en una estrella (imagen
izquierda). La imagen derecha se construye a partir de la emisién de rayos x de
la estrella [3]

En el dltimo elemento (Hierro — F,) el proceso deja de ser exotérmico y se con-
vierte en endotérmico, es decir, el hierro no produce energia cuando se fusiona. Por
lo tanto, el proceso se detiene y se produce una acumulaciéon en el nicleo de la
estrella, volviéndolo cada vez mas grande, pesado y compacto. En este punto, la
gravedad es sostenida mediante la presion de degeneracion electrénica (se discutira
en la Subseccion 2.2.4). Si la estrella se encuentra entre 8M, y 20 ~ 30M, el niicleo
alcanza el Limite de Chandrasekhar de 1.44M teniendo un radio de ~ 1.000 km
volviéndose altamente compacta, hasta el punto de no poder soportar la fuerza de
gravedad, produciéndose una implosién gravitacional que comprime la estrella cada
vez mas. Durante este colapso, el nucleo comienza a forzar a los electrones e~ a
unirse a los protones p, creando neutrones n y neutrinos v,, en un proceso conocido
como Decaimiento Beta Inverso e™ +p — n + v,.

Aproximadamente el 99 % de la energia, correspondiente a 3 * 104 J es radiada a
través de los neutrinos. Un niimero de 10°® neutrinos fueron radiados de la supernova
SN1987A [30] mostrada en la Figura 2.3.
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Figura 2.3.: Composicién de imagenes que muestran el efecto de una poderosa
onda de choque alejandose de la explosion.

Subitamente, el nicleo estelar se convierte en una esfera con un radio aproximado
de 10km, con densidad similar a la de un niicleo atémico.

Los neutrinos emitidos son reabsorbidos por la materia del envoltorio estelar, y de
esta manera contribuyen a eyectarla la materia que esta colapsando en el nicleo y
conjuntamente con la presion de degenerancia de los neutrones (Subseccién 2.2.4),
el colapso gravitacional es detenido. Si en este punto, la masa de la estrella tiene
un limite menor de 20 ~ 30M, el ntcleo, segtin el Limite de Tolman-Oppenheimer-
Volvoff la presion de degenerancia neutrénica y el masivo flujo de neutrinos empujan
la materia que cae, llevandola a ser eyectada desde la estrella, provocando que la
estrella explote, generando poderosas ondas de choque, que arrasan con las capas
exteriores de la estrella de forma violenta. Si el nticleo sobrepasa este limite, la
presion de degenerancia neutrénica no es capaz de detener y soportar la presion y
la estrella colapsa en un agujero negro. Al llegar las ondas de choque a la superficie,
todas las capas son disparadas como material intergalactico que forma una nube y
que choca con el medio interestelar. El estallido es tan potente, que fuerza a una parte
del hierro a fusionarse en otros elementos ain mas pesados. Como el oro, platino,
plomo [37]. Esto es una supernova, la muerte de una estrella y el nacimiento de algo
nuevo. El final del proceso que produjo todos los elementos a nuestro alrededor y
que formaron planetas, plantas y personas. Todo fue producido en las estrellas.

2.2. Estructura y Magnitudes Fisicas

2.2.1. Estructura

De acuerdo con las teorias actuales, la seccion transversal de una estrella de neutro-
nes puede ser dividida en tres subregiones cada una de ellas determinada por una
caracteristica fisica particular [38, 39, 10, 11, 12, 1]. Este hecho se muestra en la
Figura 2.4.

19



Capitulo 2 Estrellas de Neutrones

» Corteza externa: en esta capa se encuentran atomos pesados como 53 Fe, $2Ni
y 38 Kr conformados como una red cibica centrada en el cuerpo, rodeada de
un gas de electrones libres moviéndose a velocidades cercanas a la de la luz y
que forman un Cristal de Coulomb. Los atomos se agrupan en un espesor de
0.3km y en un rango de densidades que va desde 10° gcm™ en el borde mas
externo de la capa, hasta 4 * 10*! gem ™2 en el borde interior.

» Corteza interior: en esta region de la estrella los neutrones no pueden se-
guir agrupandose, (proceso conocido como goteo de neutrones “neutron drip”).
Ademas, entran en un estado de superfluidez (capacidad de fluir y conducir
calor con resistencia casi nula). Mezclado con el superfluido de neutrones y la
red de nicleos existe un gas de electrones, todos en una corteza de alrededor
1km de espesor y con una densidad que va desde 4% 10" gem =3 a 2% 10 gem =3,

= Nicleo: ocupa la region mas masiva de la estrella, con densidades que van des-
de 2%10* gem ™ hasta 5% 10 gem =3, Alli se forma un superfluido de neutrones
y protones en estado superconductor (sin resistencia para conducir corriente
eléctrica y con la capacidad de expulsar el campo magnético hacia el exterior).
Por otra parte, se encuentra un ntcleo central hadrénico (hadrones: particulas
que conducen las interacciones fuertes, que se subdividen en mesones si tie-
nen espin entero y bariones si su espin es semientero) a densidades del orden
de 10% gem™3, es decir, 3 o 4 veces la densidad de saturacién de la materia
nuclear (ppue = 2.67 * 10 gem™3). Se ha propuesto [11] que puede existir ma-
teria hiperiénica (neutrones combinados con electrones para formar bariones
méas pesados con la emision de neutrinos), o condensados de kaones y piones,
o tener una mezcla de quarks (particulas subnucleares cuyas combinaciones
forman todas las demés particulas) libres y materia nuclear.

2.2.2. Gravitacion

Las estrellas de neutrones poseen una enorme fuerza gravitacional, solamente supe-
rada por los agujeros negros. A partir de sencillos calculos, se demostraran algunas
magnitudes fisicas de estos objetos. Para valores tipicos del radio de la estrella de
neutrones R; = 10km y masa M; = 1.44M, la fuerza gravitacional F' en la super-
ficie sobre un humano con masa m = 70 km seria

li

F=G 2.1
- 1)
donde G : Constante de gravitaciéon universal = 6.673 x 1071 1\;‘?“;2

F=133%10"N, (2.2)

para el caso de la superficie terrestre, se tiene que el radio de la tierra Ry = 6371 km
y la masa de la tierra My = 5.972 * 10%* kg

F =686.96 N, (2.3)
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Corteza Exterior: Corteza Interior:

p (g/cm3) nucleos pesados, nicleos, electrones,
mar de electrones superfluido de neutrones
108 no anclados

nicleos ricos en neutrones, electrones,

1
4 X107 £ erfluido de neutrones anclados

2 X10™

neutrones superfluidos,

5X10M rotones superconductores,

1015
8 9.2 9.7 10 R (km)

Figura 2.4.: Esquema de la seccion transversal de una estrella de neutrones de la
densidad como funcién del radio. De arriba, hacia abajo: ntcleo, corteza interna,
corteza externa [1].

lo que es equivalente a 1.93 * 10! veces mds fuerte que la gravedad en la superficie
de la tierra.

2.2.3. Electromagnetismo

En una version simplificada, el campo magnético de una estrella de neutrones puede
ser expresado como un dipolo magnético [1, 19][1, 19]. Se asume que la radiacién
proveniente del dipolo y la tasa de pérdida de momento angular,

Iv = —%B2R6w3 sin® (2.4)
donde I es el momento de inercia , w = 27/P es la frecuencia angular , P es el
periodo , B es el campo magnético en un punto particular la superficie, R es el radio
de la estrella , y « es el angulo entre el vector del momento magnético y el eje de
rotacién. Actualmente no existe suficiente claridad con respecto a la dependencia
del torque debido a la rotacién angular en « para una estrella de neutrones en la
cual su magnetosfera estda conformada por plasma; por lo tanto, la dependencia de
a es despreciada. Despejando B, se obtiene:

B_ <SC2IPP

1/2
- > — 7.01x 10" (PP) T, (2.5)

donde P es la tasa de cambio del periodo. Para valores de P = 0.0331s , P =
4.22 %1073 s/s y R = 10km y tomando el momento de inercia de la estrella como
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una esfera solida I = 2MR? = 2 (1.44MR) = 1.4 % 10%kg.m? se obtiene un valor
del campo magnético de B = 8.3 108 T ~ 8.3 x 102G [43, 44].

Otra aproximacién para calcular la magnitud del campo magnético de una estrella
de neutrones, consiste en considerar la conservacion del flujo magnético .

d = //B.dS, (2.6)

donde @ es el flujo magnético y dS es un vector normal a la superficie. Ignorando la
geometria del campo y aproximando la estrella a una esfera, se puede obtener una
relacion entre el campo y el radio.

BiwR; = Byw R}, (2.7)

R\’
B =B, | — 2.
=5 () (25)

donde B; v R; es la magnitud del campo magnético y el radio de la estrella proge-
nitora respectivamente; By y Ry es la magnitud del campo magnético y el radio de
la estrella de neutrones. Tomando valores del campo magnético y del radio de una
estrella masiva [15], B; = 170G ~ 0.017T, R; = 5.6Rs ~ 5.5 % 10°m [10], donde Rg
equivale a 1 radio solar ~ Ry = 9.95 % 10° Km y el radio tipico de una estrella de
neutrones R; = 10°m. Reemplazando en Ecuacion 2.8 se obtiene un valor final del
campo magnético de By =5 10T ~ 5% 10 G.

2.2.4. Ecuacion de Estado

El esquema inicial de la estrella de neutrones parte de ser un sistema extremada-
mente denso, de pequeno tamafnio y en el cual no existen los procesos de fusion
nuclear.

Existe una enorme fuerza gravitacional tirando hacia el centro la estrella, sin em-
bargo, la estrella no implosiona debido al efecto de una fuerza igual y opuesta hacia
el exterior que equilibra la fuerza gravitacional. Este efecto es debido a la presion,
el cual es un efecto acumulativo debido al movimiento de los 4tomos.

Inicialmente, la presion interna en la estrella es muy alta, por lo que debe existir un
vasto nimero de particulas chocando dentro de las capas de la superficie creando
la fuerza suficiente para que haya un equilibrio. Sin embargo, existe un problema,
las particulas se deben mover demasiado rapido para producir una fuerza suficien-
temente grande, lo que implica una alta temperatura, pero si es muy caliente, el
calor puede liberarse mediante radiaciéon hacia el espacio, por lo que la estrella se
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va a enfriar y el movimiento se hard méas lento, asi que habrian pocos impactos y la
presion disminuiria, haciendo que la estrella se encoja hasta calentarse nuevamente
y el proceso se va a repetir continuamente, haciendo que la estrella se vuelva cada
vez mas pequena.

Sin embargo, esto no sucede realmente ya que la estrella de neutrones se mantiene
con un tamaifio constante. Por lo tanto, la presiéon a la que se hace referencia anterior-
mente, debe ser explicada mediante otra teoria. Si se considera que, en el ntcleo de la
estrella, los efectos debidos a la mecédnica cuantica son notables macroscépicamente,
entonces se debe extrapolar desde los efectos cuanticos.

El Principio de FExclusion de Pauli dicta que dos fermiones idénticos no pueden
ocupar el mismo estado cuantico en el mismo instante, y esto puede ser aplicado para
la comprensién del problema. La contraccién del nicleo debido a la gravedad de la
estrella es tan enorme, que obliga a los fermiones a ubicarse en niveles degenerados de
energia, de manera que los niveles mas bajos son ocupados rapidamente, obligando a
que se ocupen cada vez niveles mas altos de energia, lo cual se traduce en una presion
conocida como presion de degeneracion; es decir, cuando la materia es comprimida,
la incertidumbre en la posicién Ax se vuelve cada vez mas pequena.

Luego, segtn el Principio de Incertidumbre de Heisenberg ApAx > h/2 el momento
Ap se vuelve mucho mas grande. Asi, incluso a temperatura cero, los fermiones
deben viajar a una velocidad minima, dando lugar a una presion.

En una enana blanca, la fuerza gravitacional se mantiene en equilibrio mediante la
presion de degeneraciéon electronica y en una estrella de neutrones, la presion que
previene el colapso gravitacional es la presién de degeneracion neutrénica [17].

2.2.5. Presion desde la Mecanica Cuantica

Partiendo del hecho de que dos neutrones no pueden ocupar el mismo estado cuan-
tico, se puede aproximar a dividir la estrella en pequefnios cubos y se le asigna a
cada cubo 1 neutréon. Del Principio de Incertidumbre de Heisenberg Ax permite
agrandar o disminuir dicho cubo de tal modo que quede confinado. Tomando como
referencia 1 m® de la estrella, los neutrones deben tener, por lo tanto un volumen
tinico, n,Ar® = 1 = Az = n'/3, donde n,, representa el niimero de neutrones por
unidad de volumen, y reemplazando Ax en ApAx = h, se obtiene el valor de la

incertidumbre en el momento Ap = hn /3 [17].

El movimiento de los neutrones puede darse en cualquier direcciéon; sin embargo, para
esta aproximacién, solo se tendran en cuenta los movimientos de adelante-atras,
arriba-abajo e izquierda-derecha. Llevando el movimiento hacia una dimensién, y
conociendo que la presion es un efecto combinado del impacto, entonces la pared
sobre la cual colisiona elasticamente el neutrén ejerce una fuerza igual y opuesta,
por lo que se debe tener en cuenta dos veces la magnitud del momento. Se sabe que,
la fuerza es un de cambio del momento, y reemplazando este concepto en la relacion
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Capitulo 2 Estrellas de Neutrones

de presion-fuerza, se obtiene,

P=(3) (3) ) ©) 2n). 2:9)

donde P es la presion, v es la velocidad del movimiento y p es el momento. Reem-
plazando la expresiones del momento y densidad de neutrones se encuentra,

h? 5/3
pP— 2.10
3mn nn 9 ( )
se sabe que la densidad de neutrones esta dada por,
Pm
L= 7 2.11
" my, ( )

donde p,, es la densidad y m,, es la masa del neutrén . La FEcuacion 2.10 es correcta
en su forma funcional, pero incorrecta por un factor de 5. Teniendo en cuenta este
hecho, y reemplazando la Ecuacion 2.11 en la Ecuacion 2.10 se obtiene,

2\2/3 52 5/3
p_ BT (f’m> , (2.12)

5) m, \m,

la anterior expresion representa la presiéon que generan los neutrones a partir del
Principio de Fxclusion de Pauli y que previene el colapso de la estrella.

Ahora es necesario encontrar la expresion de la presion en el centro de la estrella.
La formulacion va a ser Newtoniana. A pesar de que en este sistema los efectos rela-
tivistas no se pueden despreciar, podemos partir de un modelo basico simplificado.
Para encontrar una expresién de la presion en el centro de la estrella, a partir de la
perspectiva Newtoniana de la fuerza gravitacional [5], se considera un elemento de
volumen cilindrico ubicado a una distancia r desde el centro de la estrella. Ademaés,
su volumen dV = dAdr, donde dA es el area de la base y dr es la altura. Su masa
dm = pdAdr, donde p,, = p,, (r) es la densidad de la masa en el radio 7.

Si la masa dentro del radio 7 es M (r), entonces la fuerza gravitacional sobre el
elemento de volumen es,
aF, = -G ME) _ GM0) pn (1) 4, (2.13)

r2 72

si en la superficie mas baja del elemento de volumen, la presion es P y en la superficie
superior P+ dP, Figura 2.5, la fuerza neta de la presién actuando sobre el elemento
de volumen es:

dF, = PdA — (P + dP) dA, (2.14)

= —dPdA. (2.15)
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2.2 Estructura y Magnitudes Fisicas

Figura 2.5.: Esquema para la derivacién de la fuerza desde una perspectiva new-
toniana [5].

Ya que en el interior existe una densidad mayor de particulas, esto implica que
la presion disminuye hacia fuera y dP sera negativo, por lo que la fuerza dF), es
positiva. La condicién de equilibrio es que la fuerza total que actiia sobre el elemento
de volumen sea cero, es decir,

0 = dF, + dF, (2.16)
_._GA4(:y%1“)¢mhu—deA, (2.17)

dP(r)  GM(r)pm (1)
dr - r2 ) (218)

la anterior ecuacion es la Ecuacion de equilibrio hidrostdtico.

Consideremos p como constante, aunque en realidad crece con la distancia y M (r) =
4.3
377" pm, dando lugar a,

a4,
= __ 2.1

con el fin de encontrar una expresion para la presion en el centro de la estrella,
integramos Ecuacion 2.19 y se obtiene,

2
P:?ﬂﬁﬁ% (2.20)
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Capitulo 2 Estrellas de Neutrones

sonde R es el radio de la estrella.

Sabemos que las fuerzas de este sistema se mantienen en equilibrio, por lo tanto,
podemos igualar la presion de degeneracion y la presiéon en el centro de la estrella y
obtener una expresién para el radio de la estrella.

_(8m)? w2 ( 1 )5/3’ (2.21)

R~
10 Gm, M3 \'m,,

Lo mas sorprendente de la anterior ecuaciéon es la relaciéon que se aprecia entre dos
constantes con una diferencia entre escalas de magnitud totalmente abismal. Se une
la Constante de Planck con influencia a nivel atémico y la Constante de gravitacion
universal de influencia a escala de la tierra e incluso entre galaxias. Para encontrar
un valor aproximado del radio, se consideran los valores contenidos en la Tabla 2.1

’ Nombre \ Valor ‘
Constante de gravitacién universal, G | 6.67 * 1071 N.m® /2
i« 314
Constante de Planck, A 1.05 % 10734 Js
Masa del neutrén, m, 1.67 % 10~%" kg
Masa de la estrella, M = 1.5My 2.98 * 10° kg

Cuadro 2.1.: Valores de las constantes empleadas en la Ecuacion 2.21

R ~ 10.3Km, (2.22)

El radio aceptado para una estrella de neutrones es de aproximadamente 10 Km.
Aunque los procesos fisicos involucrados son de una enorme complejidad, estas sim-
plificaciones y suposiciones funcionan como una aproximacién bésica.

2.3. Tipos de estrellas de neutrones

2.3.1. Pulsares

Un pulsar (Figura 2.6) es una estrella de neutrones cuya caracteristica principal es
que el eje del campo magnético no esta alineado con el eje de rotaciéon de la estrella.

El campo magnético en rotacién genera un poderoso campo eléctrico, con un poten-
cial eléctrico que excede 1* 102V voltios. Para poner esto en contexto, si tomamos
1 m? del campo magnético del pulsar de la nebulosa del cangrejo, éste contiene mas
energia que los humanos como civilizacion han sido capaz de generar hasta ahora.
Los electrones de la superficie de la estrella son acelerados a altas velocidades debido
a estos campos.
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Esta alta energia de los electrones produce radiacion de dos formas. Los electrones
actian como un plasma en coherencia y trabajan juntos, con el fin de producir
emisiones de ondas de radio por un proceso que ain no es entendido y el otro
mecanismo es debido a la interaccién individual de electrones y fotones o el campo
magnético; para producir radiacién de alta energia en el espectro 6ptico, rayos x y
rayos gamma. Principalmente la radiacién ocurre en los polos magnéticos, debido a
que en esta regién existe una mayor concentracién de electrones [7].

Figura 2.6.: Pulsar Nebulosa Cangrejo [0]

2.3.2. Magnetares

Los magnetares (Figura 2.7)son estrellas de neutrones diferenciadas por poseer los
campos magnéticos mas fuertes B > 10 G, ademés, por rotar relativamente més
despacio. Cuando la fuerza del campo magnético es suficientemente fuerte, causa una
fractura en la superficie y produce poderosas emisiones de rayos x y rayos gamma
en un breve periodo de tiempo.

Actualmente, se considera que, de cada diez explosiones de supernovas, solamente
una da origen al nacimiento de un magnetar. La vida activa es muy corta, ya que
sus potentes campos magnéticos decaen pasados 10.000 anos perdiendo consecuen-
temente su emision electromagnética de alta energfa [13].
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Figura 2.7.: Estallido de rayos gamma de un Magnetar [7] .
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3. Conceptos
Magnetohidrodinamicos basicos
para astrofisica

3.1. Ecuaciones basicas de la magnetohidrodinamica

La magnetohidrodinamica es la teoria que describe la dindmica de un fluido conduc-
tor en presencia de un campo electromagnético, especialmente cuando las corrientes
establecidas en el fluido por induccién, modifican el campo. En hidrodinamica gene-
ralmente se trata el fluido como un medio isotropico; es decir, el fluido no presenta
una preferencia direccional en el espacio y se comporta de igual forma en cualquier
direccion. En MHD al tratarse de un fluido que interactia con el campo magnético es
mas complejo el fenémeno, debido a que este, si presenta una direcciéon preferencial
espacial, por lo que el fluido magnetizado debe tratarse como un medio anisotrépico.
Ya que existe una interacciéon entre el fluido y el campo magnético, se deben acoplar

las ecuaciones de Maxwell con las ecuaciones dindmicas del fluido. Aproximacion
MHD ideal:

= Aproximacion de fluido: las cantidades termodinamicas locales pueden ser defi-
nidas de manera significativa en el plasma, y las variaciones en estas cantidades
son pequenas comparadas con la escala de tiempo de los procesos microscépicos
en el plasma.

= En el plasma, existe una relacién local instantanea entre el campo eléctrico y
la densidad de corriente; es decir, se cumple la Ley de Ohm.

= Se asume una alta conductividad eléctrica, lo cual previene la separaciéon de
las cargas eléctricas y por lo tanto la generacién de un campo eléctrico. Por
lo tanto, esto implica que los campos eléctricos resultantes son pequenos com-
parados con los campos magnéticos (Cuasi-neutralidad). Es decir, la densidad
de energia magnética es mucho mayor que la densidad de energia eléctrica).

= Se asume que las colisiones son suficientemente frecuentes para que la distri-
buciéon de particulas sea Maxwelliana y que la temperatura electronica T, y
iénica T; sean iguales, T, = T;.

= Se ignoran los avances mas significativos de la fisica desde 1860: Teoria de la
Relatividad (v* < ¢*), Mecdnica Cudntica, Corriente de Desplazamiento en la
Ley de Ampere.
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3.2. Conservacion de la masa: Ecuacion de
continuidad

Consideremos un volumen V definido con una superficie A conteniendo un plasma
con densidad masica p,,, Figura 3.1. El volumen total de la masa M es:

M= ///pde, (3.1)

Figura 3.1.: Esquema que representa el volumen V que contiene un plasma

El cambio de la masa d M /dt en este volumen solo puede ser originado por el flujo de
material a través de una elemento de superficie ds = fids, el cual es p,,v.ds, donde
i es un vector normal a la superficie y v es la velocidad del fluido.

// %dv =— # prmv.ds, (3.2)

Usando el Teorema de Gauss se obtiene,

/// [3pm + V. ( pmv)] dy =0, (3.3)

esto debe ser cierto, para cualquier volumen; por lo tanto, el integrando debe ser
igual a cero, dando lugar a la ecuacion de continuidad.

Opm
ot

el término izquierdo de la Ecuacion 3.4 representa la forma en que la densidad
maésica estd cambiando temporalmente y el derecho es la medida del grado en que

= —V.(pmV), (3.4)
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la velocidad converge o diverge en un punto, o, en otras palabras, mide el grado en
que la velocidad del fluido entra o sale a medida que un volumen se contrae y el
signo menos representa el decremento. Esto da lugar a un fenémeno advectivo, el
cual representa la medida del grado en que cambia p,, influenciado por un campo
de velocidades.

s V.v <0 —Es un flujo convergente, es decir, el fluido se estd comprimiendo.

» V.v > 0 —Es un flujo divergente, lo cual indica que el fluido se esta dilatando
o expandiendo.

s V.v =0 —El plasma es incompresible, es decir, el fluido posee una densidad
masica constante.

3.3. Ecuacion del momento

La segunda Ley de Newton de movimiento para un elemento de fluido es,

dv

Doénde F es la fuerza que actia por unidad de volumen sobre el elemento. Algunos
ejemplos de fuerza incluyen:

» Fuerza de Lorentz: Fr, =J x B/c

= Fuerza de gradiente de presion: Fyp = —VP
» Fuerza gravitacional: Fg =—p,,g 0 Fg = —V @, para un potencial gravitacional
¢

» Fuerza de viscosidad: Fy, = V.II, donde II es el tensor de estrés de viscosidad.

Desde el punto de vista Euleriano, se considera como las propiedades del fluido
varian en el tiempo en un punto fijo en el espacio, definido usualmente como un
sistema de coordenadas inercial. La derivada temporal Euleriana es simplemente,

0

ot’
desde el punto de vista Lagrangiano, se consideran como las propiedades del fluido
varian en el tiempo en un punto que se mueve con el fluido. La derivada temporal
Lagrangiana es luego,

dD 9

dt ot
la ecuacion del momento de la MHD ideal en forma Lagrangiana, despreciando la
fuerza gravitacional e ignorando las fuerzas de viscosidad es,

(3.6)

+v.V, (3.7)

JxB
P (gt n v.v> v = i _ VP, (3.8)
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el segundo término a mano derecha de la Ecuacion 3.8 empuja el plasma desde
regiones de altos valores de presion, hacia lugares en donde las presiones del plasma
son bajas. Esto se muestra en la Figura 3.2

Figura 3.2.: Esquema que representa fisicamente la fuerza que se produce debido a
un gradiente de presiéon VP y que tienden a generar movimiento en las particulas
que conforman el plasma

Cuando una particula cargada se encuentra bajo la influencia de un campo electro-
magnético, ésta experimenta una fuerza conocida como Fuerza de Lorentz, la cual
determina su comportamiento, y se define como,

B
Feg(B+ 22, (3.9)
c
y la densidad de corriente esta dada por,
J = ZnaQan (3.10)

donde « incluye todas las especies de iones y electrones. Sin embargo, para un plasma
quasineutral con electrones y iones cargados individualmente, la corriente esta dada
por,

J =en (vi —ve), (3.11)
donde n = n., = n; es la densidad de carga, v; es la velocidad del ion y v, es la
velocidad del electron.

Ademas, un fluido por el cudl circula una densidad de corriente J, en presencia de

un campo magnético B, experimenta una una Fuerza de Lorentz por unidad de

volumen dada por,

JxB (VxB)xB
c 4t ’

F = (3.12)

esto puede ser entendido como la suma individual de las fuerzas sobre particulas
cargadas individuales

qu x B = (Z qv) x B, (3.13)
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utilizando la Ley de Ampere, e identidades vectoriales, la Fuerza de Lorentz se puede
descomponer en dos términos con fuerzas ortogonales a B

JxB (VxB)xB

> - (3.14)
B.VB B?
E_v(2). (5.15)

estos dos términos dan lugar a dos fenémenos, uno de ellos es conocido como tensién
magnética (primer término de la Ecuacion 3.15), la cual hace referencia a la tasa
de cambio que es observada en el campo magnético cuando se avanza a lo largo de
este, y el otro es conocido como presion magnética, que es la medida de la densidad
de energia asociada con el campo.

La Fuerza de Lorentz debe ser ortogonal a B, por lo tanto, ambos términos deben
tener componentes a lo largo de B. La componente paralela de la tension anula la
parte paralela del término de la presion magnética.

Definiendo un vector unitario b en la direccién local de B : b = B/ | B |, el término
B.VB de la Fuerza de Lorentz seria,

., .. b(bV)B
B.VB = Bb.V (Bb) = ——~— + B’b.V.b, (3.16)
el término b.V.b es el encargado de curvar las lineas de campo magnético. Asi es
conveniente definir un vector n que apunta hacia el centro de la curvatura, Figura 3.3

R.

bV.b = il

n

(3.17)

Donde R, es un vector desde el centro de la curvatura hacia el punto considerado.
Nétese que | A |[=R;' yn.b=0

Teniendo esto en cuenta, se puede reescribir la Fuerza de Lorentz como,

b(b.V)B> B2HVh 2
SR 26
2 2 .
ﬁi—g[b(b.v)—v], (3.19)

definiendo el operador V, =V — b (BV) el cual solo actia de forma perpendicular
a la direccién del campo magnético local; entonces, la Fuerza de Lorentz se puede
reescribir como,

(3.20)
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‘~
~ -
e ————

Figura 3.3.: Representacion de la forma en que actta el término b.V.b en un campo
magnético B. Donde b es un vector normal unitario que se dirige en direccion
del campo magnético, R es el radio de la circunferencia que puede ser generada
en la semicurva generada por el curvamiento de la linea de campo y V.b es la
divergencia generada.

de la anterior ecuacion se puede detallar que el campo magnético ejerce dos fuer-
zas en el fluido. Como es de esperar, ninguna de estas fuerzas tiene componente
paralela al campo magnético. La fuerza de tensién magnética f (B?/47) actia de
forma perpendicular a las lineas de campo magnético, tal y como se muestra en la
Figura 3.4 y el signo de éste significa que el fluido se acelera o se desacelera hacia el
centro de la curvatura de la linea del campo. Esto se deduce a partir del concepto
de enfriamiento del flujo de campo magnético, el cual se discutird mas adelante. El
plasma puede arrastrar la linea magnética con él; luego, esta fuerza actia con el fin
de enderezar la linea del campo reduciendo esta curvatura.

El término de la presién magnética V| (B?/8) acttia para conducir el campo mag-
nético desde regiones de elevada densidad de lineas de fuerza hacia sitios de menor
densidad. Esto se muestra en la Figura 3.5 [19, 50, 51].

3.4. Ecuacion de energia

Las ecuaciones de MHD ideal no tienen en cuenta procesos de disipacién de ener-
gia, los cuales pueden ocurrir en el movimiento de un fluido como consecuencia de
friccién interna (viscosidad) e intercambio de calor entre diferentes partes de este.
La ausencia de intercambio de calor entre diferentes partes del fluido significa que el
movimiento es adiabatico. Por lo tanto, la entropia de cualquier particula del fluido
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Figura 3.4.: La imagen representa el concepto de tensiéon magnética. Cuando las
lineas de campo magnético se curvan (lineas negras), se genera una fuerza de
restitucién (linea roja) que tiende a reducir la tension en las lineas (curvatura).

permanece constante, S =constante, a medida que se mueve en el espacio, lo que se
conoce como fluido isentrépico.
s
o=
se conoce de la Primera Ley de la Termodindmica, dU = d() — PdV . Si consideramos
un elemento de masa del fluido, el cual posee un volumen 1/p,, y energia interna U,

0, (3.21)

dU = dQ — pd (;) , (3.22)
P
dU = dQ + df”‘, (3.23)

tomando la derivada temporal, resulta,

W _dQ | P dp,

— = 3.24

dt dt — p2, dt’ ( )
reemplazando la Ecuacion 3.4 en Ecuacion 3.24, se obtiene,

au  dq P

—=—-—V. 3.25

at At oy (3:25)

si se considera que, en el plasma la energia de interaccion entre las particulas es
pequena en comparacién con la energia cinética media del movimiento térmico de
las particulas, es posible considerar que el plasma, en el sentido termodinamico
se comporta como un gas ideal perfecto. De esta manera, la energia interna U =
U(P,pm)

P

U= 1y (3.26)
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/N Y S R |

Figura 3.5.: Densidad de lineas de campo magnético (lineas negras) reunida en
una region espacialmente definida, que produce un gradiente de presiéon magnético
(linea azul) que actia de forma perpendicular a las lineas y tiende a equilibrarlas
con el fin de reducir el aumento de densidad.

donde 7 es el coeficiente de dilatacion adiabatica y estd definido como la razén entre
el calor especifico a presion constante, Cj, y el calor especifico a volumen constante,
C,. El cual esta dado por,

LG (3.27)

en este caso, la ecuacién de energia puede ser escrita de forma cémo,

dP d
= = (v—1) dcf —vPV.v, (3.28)

teniendo en cuenta que el fluido es isentropico, y que por lo tanto no hay intercambio

de calor dQ/dt =0 ,

P
=PV, (3.29)

y de forma Euleriana, la ecuacién de energia se expresaria cémo,

(gt + v.v> P =—yPV.v, (3.30)

el término a mano derecha de la Ecuacion 3.30 representa el calentamiento o enfria-
miento debido a compresiones o expansiones adiabaticas [52, 53]
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3.5. Ecuacion de induccidén

La Ley de Faraday predice la forma en que el campo magnético varia con el tiempo,

9B _ —cV x E, (3.31)

ot
se sabe que cuando la resistencia R — 0, entonces la conductividad o — oo y el
campo eléctrico en el marco de referencia del fluido (marco comovil) E' = 0. Esto
es necesario ya que, si no es cero, la corriente eléctrica seria arbitrariamente grande.
Sin embargo, el fluido se encuentra en movimiento debido a la presencia del campo
magnético. E’ tiende a cero solo en el marco de referencia de movimiento con el
fluido; no obstante, en cualquier otro marco de referencia debe tenerse en cuenta.

Asumiendo que el fluido se mueve con velocidad, v relativa a un observador, E’
y B’ son los campos eléctrico y magnético respectivamente, medidos en el marco
de referencia inercial dénde el fluido estéd en reposo (localmente en un punto r y
un tiempo t). Estos campos estén relacionados a E y B, medidos en el marco de
referencia del observador.

Por transformaciones de Lorentz, el campo eléctrico visto por el elemento conductor
E' esta dado por,

E = ——¢ (3.32)

esta es una Invariante de Lorentz, pero las ecuaciones son solo Invariantes Galileanas.
Expandiendo el denominador.

B — (E+VXB> (1—1vz+...>, (3.33)

c 2 c2

2
E’:E+VXB+(’)< ) (3.34)

v
c c?

retomando E' = 0, e ignorando O (2—;) ya que v < ¢, se llega a la Ley de Ohm ideal,

V><B_

E + 0, (3.35)

C

y reemplazando en la Ecuacion 3.31,

B
a&t = —cV x (vxB), (3.36)

37



Capitulo 3 Conceptos Magnetohidrodinamicos béasicos para astrofisica

vdt
dS=vdtxd|

I(t+dt)

I(t)

Figura 3.6.: Esquema representativo del movimiento del flujo magnético en un
plasma siguiendo la teoria MHD ideal

la consecuencia principal de la Ley de Ohm ideal, lleva a un concepto conocido como
Congelamiento del flujo del campo magnético.

Consideremos una superficie S (¢) delimitada por un conjunto de elementos de fluido
[, los cuales pueden cambiar de forma y posiciéon en el tiempo. Cada punto en la
curva se mueve con la velocidad local del fluido v Figura 3.6.

Ahora, utilizando la Ecuacion 2.6, es conveniente detallar como cambia ® de acuerdo
a como [ se mueve con el fluido. El elemento de fluido consiste de dos partes:

1. d®; debido a cambios en B, con [ y S permaneciendo fijos

dd OB
<dt>1 = // o508 = —c/ V x E.dS = —c5£E.d1, (3.37)

2. d®, el flujo magnético llevado por [ con el fluido. A medida que se mueve
alrededor de S, cada elemento de linea que comprende se mueve una distancia
vdt, y cubre un area lateral dS = vdt x dl. El flujo a través de esta area es,
d®, = B.dS = B.v x dldt, entonces

<d®> = cygB.v x dl = —c¢v x B.dl, (3.38)
i ),

el cambio total del flujo a través de [ es luego,
dd dd dd
= —cygE.dl — cygv x B.dl, (3.40)
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_ _cyf (E +v x B).dl, (3.41)

sin embargo, en MHD ideal, se tiene que E-+vxB = 0; por lo tanto, d®/dt = 0.
Se concluye que en MHD ideal, el flujo total del campo magnético a través de
S permanece constante a medida que se mueve con el plasma. Este importante
resultado es conocido como “Condicion de Congelamiento”. Esto puede pen-
sarse como si las lineas de campo estuvieran atadas al fluido (y viceversa); el
fluido no puede moverse a través del campo magnético [54].

3.6. Magnetohidrodinamica Resistiva

Las condiciones en las que se encuentran los sistemas estelares de alta conductividad,
como en estrellas, galaxias, y discos de acrecion, permite a la magnetohidrodinami-
ca ideal describir el plasma como un fluido altamente conductor en presencia de
un campo magnético externo. Debido a las escalas espaciales que presentan estos
medios, es correcto afirmar que, en los plasmas cosmicos, los campos magnéticos
obedecen la condicién de congelamiento.

La descripciéon bajo esta teoria, no es valida para pequenas escalas espaciales, en las
que el campo magnético se construye y evoluciona debido a fuerzas externas como
gravedad, rotacion o explosiones. En estos eventos, el campo magnético es cortado,
retorcido y comprimido, lo cual lleva a estructuras mas complejas, por lo que la

descripcion MHD ideal no puede ser aplicada. Es alli donde se modifica la Ley de
Ohm.

Se sabe que, la relacién entre el campo magnético y la densidad de corriente, esta
dado por la Ley de Ampere,

4
VxB=1J, (3.42)
C

la evolucién del campo magnético estaria determinada entonces por la Ley de Ohm
para un conductor inmévil J = oE’. Sin embargo, ahora consideramos un plasma
en el cudl la conductividad no es infinita y que, ademas existe un campo eléctrico
proveniente del movimiento del fluido inmerso en un campo magnético externo.
Por lo tanto, la Ley de Ohm debe modificarse. Con base en estas suposiciones y
retomando resultados anteriores, el campo eléctrico estaria dado por,

vxB

E=E+ : (3.43)
C

ahora, la Ley de Ohm debe ser escrita,

J:U<E+VXB>,

; (3.44)
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en el limite para campos que varian lentamente en el tiempo, la corriente de despla-
zamiento puede ser ignorada y la Ley de Ampere J = ;% (V x B) es valida. Luego,
el campo eléctrico toma la forma,

E=— (VxB)-vxB, (3.45)

Ao

y reemplazando en la Ecuacion 3.31 se obtiene,

OB _ ¢ g« (VxB) +eV x (vxB) (3.46)
ot drwo ¢ M ’ '
utilizando la identidad vectorial V x (V x B) = —V?B + V (V.B), finalmente se
llega a,

0B

2
9 _ ¢
5 = 47T0V B+ ¢V x (v x B), (3.47)

esta ecuacion describe, para un plasma con velocidad v, cémo el campo magnético
cambia con el tiempo como resultado de la conveccion del campo magnético en el
plasma (segundo término del lado derecho de la Ecuacion 3.47) y la difusién en el
plasma (primer término del lado derecho de la Ecuacion 3.47) es la medida del grado
de difusion del campo magnético hacia el fluido conductor.

Se puede examinar la ecuacion de induccién, bajo dos casos dependiendo de cudl de
los términos es el dominante.

» V X (v x B) Dominante - Conveccién: Este caso, corresponde a la conductivi-
dad infinita, el cual esta explicado por la MHD ideal, el campo magnético y el
fluido estan conectados intimamente. Las lineas de campo son transportadas
por la conveccién con el fluido y la alta conductividad no permite la difusion
del campo magnético en el plasma, ni la creacién de campos internos. Esto es
explicado mediante el congelamiento del flujo de campo magnético, ademas de
que la respuesta del fluido es mediante la fuerza J x B.

2 . . % .z . .z
;T—UVQB Dominante - Difusién: En este caso, la ecuacién de induccién toma

la forma de una ecuacion de difusiéon. Las lineas de campo pueden difundirse
a través del plasma. No existe un acople entre el campo magnético y el fluido
conductor [55, 56, 57, 58].

3.7. Magnetohidrodinamica de electrones

Ahora si se tiene en cuenta que en la corteza de una estrella de neutrones, los
iones permanecen fijos y los electrones son la especie mévil. Es posible describir su
evolucion magnética. Se sabe que la densidad de corriente estd dada por, J = nev,
y reemplazando en la Ecuacion 3.46 da lugar a,

0B c? ( J

E:_R[VX(VXB)]_CVX 7’L€><B>7 (348)
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nuevamente utilizando la Ley de Ampere, y suponiendo que el comportamiento de
la conductividad, al igual que la densidad electrénica es constante en la corteza,
resulta,

3;:_fm[vX<v><B>]—47fm{vX[<V><B>><B]}, (3.49)
88]? = )V*B - {V x[(Vx B) x B]}, (3.50)

donde n = ¢?/4mo es conocida como difusividad magnética, la cuél es la medida de
la tendencia de un campo magnético a difundirse a través de un plasma.

Una ecuacién més general [20], incluye los efectos del movimiento de los protones en
la corteza y que ademés puede ser utilizada para describir la evolucién del campo
magnético en el nicleo donde los protones se encuentran en movimiento. Por sim-
plicidad se tomard la conductividad eléctrica y térmica como constantes, lo cual no
es correcto si se tiene en cuenta la evolucion térmica de la estrella [21, 59].

La evolucion dinamica del campo magnético va a estar determinada por la compe-
tencia entre dos términos contenidos en la Ecuacion 3.50. En las primeras etapas
de evolucion, el efecto no-lineal Hall (segundo término) va a ser dominante sobre
el término lineal Ohm. La corriente Hall inducida por el campo magnético va a
generar un acople entre diferentes modos, redistribuyendo la energia y alterando la
configuraciéon magnética. El mecanismo involucrado en este proceso, es un efecto de
turbulencia MHD conocido como “Cascada Hall” (el proceso de transferencia de una
cantidad que se conserva es llamada cascada). En otras palabras, la energia mag-
nética se transporta en cascada desde una escala mayor hacia pequenas escalas, en
donde es disipada por el decaimiento Ohm. Un esquema de este proceso se presenta
en la Figura 3.7.

El esquema representa tres etapas de evolucién magnética.

La primera consiste en el estado inicial de la energia magnética total de la estrella,
la cual puede considerarse como el punto en el cual la estrella de neutrones ha sido
creada y contiene el valor maximo de energia.

La segunda etapa corresponde a escalas de tiempo en las cuales el efecto no-lineal
Hall distribuye la energia, esto se traduce en la formacién de pequenas estructu-
ras magnéticas durante la evolucion. El efecto Hall también produce otro efecto.
El fenémeno del decaimiento del campo magnético puede ser entendido como un
sistema fisico disipativo que es llevado a un estado de equilibrio dindmico que es
independiente de la condicién inicial. Esto se conoce como Atractor Hall [32].

Y finalmente en escalas tiempo més grandes, las estructuras magnéticas son méas
pequenas y los efectos del término lineal Ohm son mas fuertes, permitiendo que la
energia magnética pueda ser disipada de una forma mas eficiente en calor [60)].
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Energia total | Redistribucion Disipacion de
de la estrella de energia energia
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Figura 3.7.: Esquema que representa el fenémeno fisico de la turbulencia MHD
que se produce debido al término no lineal Hall.

Con el fin de extraer mas informacion acerca de los fenémenos involucrados en la
ecuacion Ecuacion 3.50, se puede considerar un caso particular en el cual la evolucién
del campo magnético es bidimensional (2D), luego, el campo magnético puede ser
descompuesto explicitamente como funcién de un campo poloidal B, = B, + By y
uno toroidal B; = B, ([01] ). Luego si se reemplaza en la Ecuacién 3.50 se obtiene
la evolucién del campo magnético como funciéon de las componentes poloidales y
toroidales,

aaBtp = —{Vx(VxB,) + RV x[(VxBr)xB,]} (3.51)
68]?? = —{V x (VxBy)+ RgVx
[(VxB,) xB,+(V xBr) xBr+ (V xB,) xBr|} (3.52)

donde Rg = 222 es conocido como Nimero Magnético de Reynolds (ver Subseccion 4.1.1)

El anterior sistema de ecuaciones muestra dos situaciones particulares. La primera
es que las componentes poloidales y toroidales van a estar fuertemente acopladas
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en su evolucion. Lo segundo es que, si el campo inicial es puramente poloidal, se
va a inducir una componente toroidal. Por otra parte, si el campo es inicialmente
puramente toroidal, este va a permanecer asi.

El término no-lineal va a producir oscilaciones Hall en cada una de las componentes
poloidal y toroidal. Sin embargo, al ser el efecto Hall no disipativo, el decrecimiento
de la energia en una de las componentes se traduce en un aumento de la energia
en la otra. Estas oscilaciones pueden ser entendidas, por ejemplo, si se considera
el comportamiento de ondas lineales en un plasma magnetizado [62]. Siguiendo el
mismo procedimiento empleado por Shalybkov y Urpin [27]. De la Ecuacion 3.52 se
puede apreciar que (V x B,) es el vector toroidal, por lo tanto (V x B,) x By = 0.

Ahora puede estudiarse la evolucién que genera una perturbacién en un campo inicial
puramente poloidal y uniforme que permanece constante B, si se toman pequenas
perturbaciones en los campos poloidal dB,, y toroidal éBy. Como suposiciones ini-
ciales se tendra en cuenta que el radio de la corteza y la escala de longitud de B,
es mucho més grande que la longitud de onda de las perturbaciones. Linealizando
el anterior sistema de ecuaciones se obtiene,

B
af%p =—{V x(Vx6B,)+ RV x [(V x éBr) x By} (3.53)
00Br

TR —{V x(VxBr)+ RgV x [(V x B,) x Byl} (3.54)

Lo siguiente es suponer que éBy y 6B, evolucionan como exp (iwt — ik.r), siendo
w la frecuencia y k el vector de onda. Ademas, teniendo el caso de una onda plana
(onda cuyas superficies de fase constante son planos paralelos infinitos normales a
la direcciéon de propagacién), se encuentra,

(iw + w,) 6B, = — R (k.Byo) k x 0B, (3.55)

(iw + w,) 0By = —Rq (k.Byo) k x 6B, (3.56)

donde w, = 1/topm = c? /47rak2 es el inverso del decaimiento 6hmico de la onda.
La corriente Hall asociada con dB7 cambia en fuerza, y a su vez, la energia del
campo poloidal. El mismo caso sucede para la energia toroidal. De esta manera,
Ecuacion 3.55 y Ecuacion 3.56 presentan un fuerte acoplamiento entre las compo-
nentes del campo. La relacion de dispersién para el anterior sistema de ecuaciones
es,

WpRB (kBp0>

=+
w k + iw,

(3.57)
En un campo magnético muy fuerte Ry (k.Byg) > 1, esta ecuacién describe ondas
con un periodo P = 27k/w,Rp (k.B,y) y con una amplitud decayendo debido a
la disipacion 6hmica. A partir de este simple método, se pudo encontrar como el
término Hall da origen a las oscilaciones en la corteza de la estrella.
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4. Resultados y analisis

4.1. Meétodos analiticos

4.1.1. Aproximacion por 6rdenes de magnitud
Para aclarar el planteamiento utilizado en la Ecuacion 3.51 y la Ecuacion 3.52. Se
realiza se transforman las variables fisicas en variables no dimensionales.

El objetivo principal es escribir la ecuacién de induccién en términos adimensionales.
Para ello, se definen unas variables de normalizaciéon dadas por,

V'=ANV B =B/B, ' =t/r (4.1)

Donde las cantidades con asterisco son denominadas variables adimensionales, los
términos con subindice 0 son valores caracteristicos del sistema y el subindice ¢ se
refiere al ancho caracteristico de la corteza.

Reemplazando en la Ecuacion 3.50 se obtiene,

X

0(B*By) & V* _, c (V*
o(t*r)  4mo A? (B Bo) {Ac

v*
__c « (BB )x BB H 4.2
4dmne (Ac ( 0) ( 0) (42)
La Ecuaciéon 3.50 involucra dos términos, con dos efectos completamente diferentes.
De esta forma, éstos actian en dos escalas distintas de tiempo, las cuales pueden
ser definidas como tiempo Hall, el cual es el intervalo de tiempo en donde el efecto
Hall es predominante y el tiempo Ohm para el cuél el efecto Ohm es significativo.

Para encontrar el tiempo Hall, tomamos el segundo término de la parte izquierda
de la Ecuacion 4.2 | con lo cual se obtiene,

OB B
= = 4.3
C (Vx[(VxB)xBJ}~ 5 (4.4)
4ne 4dneA?’ '
Igualando estos dos términos, y despejando para el tiempo se obtiene,
4mrne\?
t~ ——— 4.5
cB (4.5)
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luego, el tiempo Hall caracteristico es,

4mneA?

4.6
By (4.6)

LHa ~

Realizando el mismo procedimiento anterior para el primer término de la Ecuacion 4.2
, se obtiene el tiempo Ohm caracteristico,

4o A2

2 Y

tohm ~ (4.7)

C

Un valor estimado de estas dos escalas de tiempo, en lugar del radio total de la
estrella fue desarrollado por Goldreich y Reisenegger [20]

L2 (p L2 (p s
tran =5 % 103 =2 <m> anos  topm = 2% 10112 ( ™| anos, 4.8
Hall B12 pnuc on 7182 pnuc ( )

Donde Lz = L/ (10° cm), Ty es la temperatura en unidades de 108K, ppu. = 2.8 *
10'* gem™ y By es el campo magnético medido en unidades de 10'2G. Lo cual
indica que las escalas de tiempo en el cual el campo magnético puede evolucionar
siguiendo el efecto Hall son del orden de Myr (1Myr = 10%anios) o incluso menos.

Las longitudes de Ecuacion 3.50 han sido normalizadas con respecto al radio de la
estrella y con respecto tiempo Ohmico. Luego la ecuacién adimensional (sin tomar
en cuenta las cantidades con indices *) de la evolucién del campo magnético estd
dada por,

0B

i V?(B) - Rs{V x [(V x (B)) x (B)]}, (4.9)
Donde,

Ry — oBy  tonm _ escala de tiempo de difusion resz'stiva’ (4.10)

cne tHall escala de tiempo de adveccion

Es conocido como el Numero Magnético de Reynolds . Su valor es adimensional y su
funcién principal es dar un valor estimado de los efectos de adveccién de un campo
magnético debido al movimiento del plasma con respecto a la difusién magnética.

. | Rg>1 la adveccion es mas importante
? )
Ry <1 la resistividad es mas importante

Para conocer aproximadamente el valor del Numero Magnético de Reynolds, se uti-
lizan valores de las variables en la corteza de una estrella de neutrones.

Para un magnetar By ~ 10 G [17], ¢ = 3% 10%cm/s, e = 18 x 10719 StatC.

En la corteza externa de la estrella, es decir, en la regién 0.1 < A, < 0.3Km.
Considerando una temperatura de 7' ~ 108 K, el rango de densidades se encuentra
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entre 8 x 101 gem™ < p,, < 1.16 * 10! gem™ y la conductividad eléctrica o =
10?3 571 [63]. Como se explico en la Subseccion 2.2.1, la corteza estd principalmente
conformada por hierro y ademés se encuentra completamente ionizado. Entonces, la
densidad electrénica,

7 . 26 8 1010 ) -3
e 2P ,V< )( e >;3224*1m4an*, (4.11)

T Amg  \56/ \ 1.66x10"2g

Donde Z = 26 es el nimero atémico del hierro, A = 56 es el niimero masico y m,,
es la masa del neutrén (dado que se multiplica por el niimero masico).

Reemplazando los anteriores valores, se obtiene un valor de Rz =~ 8000, lo cual
demuestra que en sistemas astrofisicos, los efectos de adveccion no pueden ser des-
preciados y que deben incluirse para considerar que un modelo del campo magnético
en la corteza de una estrella de neutrones es aproximado a la realidad.

4.1.2. Solucion a la ecuacion de Induccion

La Ecuacion 4.9 que representa la evolucién del campo magnético B (r, 6, ¢, t) en la
corteza de estrellas de neutrones, contiene los térmicos Ohm y Hall, donde la relativa
importancia entre ellos es parametrizada por el nimero magnético de Reynolds Rj.

Uno de los métodos para solucionar este tipo de ecuaciones es el lenguaje espectral,
el cual parte de la ecuaciéon de Mazwell V.B = 0 (condicién solenoidal) y segtn el
Teorema de Helmholtz, todo campo vectorial, cuya divergencia y rotacional se anulen
en el infinito puede expresarse como la suma de una parte irrotacional (o longitu-

dinal) y otra solenoidal (o transversa) [6]. Esto es conocido como construccién de
Chandrasekhar.
B=Vxlg(r,0,¢,t)7r]+V xV x [h(r,0,¢,t)7], (4.12)

donde ¢ (r,0,¢,t) y h(r,0,¢,t) son dos funciones escalares desconocidas que son
expandidas en esféricos armonicos como,

+Mp Lgp

h(r,0,6,t) = S S hyp (r,t) B™ (cos 0) ™, (4.13)

m=0 [=m/

+Mp Lp

g(r,0,0.t) = > > gun(r,t) Pl|m| (cos @) ™, (4.14)

m=0 l=m/

con truncamientos en la serie Mp y L y m' = max (m, 1), estas expansiones exclu-
yen el modo [ = m = 0 debido a que este modo no contribuye cuando es agregado en
la Fcuacion 4.12. En las Ecuacion 4.13 y Ecuacion 4.14 se ha usado la descomposi-
cién espectral en polinomios asociados de Legendre P (cos @) para la componente
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angular 0 y para la parte azimutal ¢ se expande como funciones senoidales y cosenoi-
dales. Para la componente radial, las funciones hy,, (r,t) y g (r,t) son expandidas
para cada valor [ como combinacién lineal de polinomios de Chebyshev Ty (z (1)),
con (r; <r <rg)y «(r) es la componente radial normalizada en el rango [—1, 1]

23]
0= (=) - (7)) (419

de donde, x (r;) = —1y x (ro) = 1. Por lo tanto, la descomposicién espectral inclu-
yendo la expansion radial esta dada por,

+Mg Ly [Kgp+2

hr,0,0,t)=73 3 Z it (£) Ty (2 (1)) | P™ (cos 0) €™, (4.16)
m=0 [=m'
+Mp Lp KB+2 )

(r,0,¢,t) Z Z Z i1 () Tie—1 (z (1)) Pl|m| (cosf) emo. (4.17)
m=0 [=m/'

donde Kp es el truncamiento de la serie radial y los coeficientes hy v gr son los
coeficientes espectrales cuya tnica dependencia es la temporal.

Desarrollando las operaciones matematicas de la Ecuacion 4.12. Es decir, realizando
el rotacional de la funcion g, (1,0, ¢,t) y el rotacional del rotacional de la funcién
him (7,0, ¢,t). Se obtienen las siguientes componentes del campo magnético.

Para la componente radial del campo magnético.

O?h (r,0,p,t) cosOOh(r,0,,t) 1 0%h(r,0,0,t)
B, = : — , (4.18)
7’2 00? sin 0 ol sin” 6 0¢p?

y para las componentes angulares

1 040060 10 (0h(0,6,1

Bo = rsin ¢ * ror ( oL, ) ’ (4.19)
L[ 10 (0h(r8.60) (.00

Bs = r [Sin98r ( 0 ) 00 ] ' (4.20)

Esta tesis se concentrard en estudiar la estabilidad de un campo axisimétrico de
fondo (2D). Por lo tanto las derivadas con respecto al angulo azimutal ¢ desaparecen
y las componentes del campo magnético pueden separarse en una parte poloidal
(B, By) , la cual depende solo de la funcién h (r, 8, t). Mientras que la parte toroidal
(Bg) depende solamente de la funcién g (1,0, t), esto se puede observar en la . Luego
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en el caso bidimensional (2D) las componentes del campo magnético estan dadas

por,

B 1 0 sinf Oh (r,0,t)

B = rsind [% <_ r 00 )] ’ (421)
10 (0h(r,0,t)
~1[0og(r,6,t)

— Campo Toroidal (¢)

! uCampo Poloidal (1, 8)

Figura 4.1.: Separacion bidimensional de las componentes del campo magnético
en componentes poloidal (B, By) y toroidal (By).

Sin embargo, en un caso general 3D en el cudl no hay simetria axial, las fun-
ciones h(r,0,¢,t) v g (r,0,¢,t) si generan todas las componentes del campo (ver
Ecuacion 4.18; Ecuacion 4.19 y Ecuacion 4.20). Luego, la etiqueta poloidal y toroi-
dal pierden su significado geométrico con respecto al caso 2D, en el sentido de que el
nombre poloidal no solo representa las componentes (B,., By) del campo y tampoco
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el nombre toroidal del campo esta relacionado con la componente (By) exclusiva-
mente. Luego en el caso 3D general, la etiqueta poloidal se va a referir a la parte
del campo generada por la funcién h (r, 6, ¢,t), mientras que el nombre toroidal va
a estar referenciado a tal parte del campo asociada con la funcién g (1,6, ¢,t) . De
esta forma, se preserva la terminologia 2D pero teniendo en cuenta que el sentido
geométrico poloidal y toroidal no es el mismo que en el caso 3D. Asimismo, la ener-
gia magnética en el caso 3D puede ser separada en partes poloidal y toroidal con el
mismo significado explicado anteriormente.

Se sabe de identidades vectoriales que, V?B = V (V.B) — V x (V x B). Reescri-
biendo la Ecuacion 4.9 resulta,

0B

i -V x (VxB)—=Rs{V x[(Vx(B)) x(B)]}. (4.24)
Con el fin de obtener un equivalente de la Ecuacion 4.24 en términos del lenguaje
espectral, se debe reemplazar Ecuacion 4.12 y después realizar exhaustivos calculos
con el fin de llegar a un sistema de ecuaciones diferenciales para cada una de las
funciones h (r,0,¢,t) y g (r,0,¢,t) . Se puede encontrar,

3 at t Y 8025 — L[ hum (1, 8) P™ (cos 0) € = #.V x [(V x B) x B], (4.25)
l,m r L i
1) [ | ,
3 ! (l; ) a?t — L1 gim (r,t) P/™ (cos ) € = .V x{ V x [(V x B) x B|},
lm L i
(4.26)
Donde £; se conoce como el operador lineal [25].
0% 1(l+1)
L= 92 + FER (4.27)

se puede apreciar que la parte derecha de las ecuaciones corresponden al término
Hall no-lineal, mientras que la izquierda corresponde a la parte lineal (esta expresion
va a ser discutida ampliamente en la Subseccion 4.1.3.

4.1.3. Introduccién a los modos 6hmicos

En esta seccién se procedera a encontrar, de manera analitica, la solucién a la ecua-
cién diferencial formada exclusivamente por el término Ohm. Esto sucede cuando
Ry = 0, en otras palabras, v = 0. Esta ecuacion es conocida como ecuacion de di-
fusion y es un sistema de ecuaciones diferenciales parabdlicas analogas a la ecuaciéon
de calor,

0B
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4.1 Métodos analiticos

conocer la solucion del término lineal de la Ecuacion 3.50 resulta importante debido
a que seria posible comprender el comportamiento temporal después de que el efecto
Hall no influencia en el decaimiento (lo cual sucede para grandes escalas de tiempo)
y, ademas, la estructura para los primeros modos propios de la evolucién debido al
efecto 6hmico.

Si se toma solamente la parte lineal de la Ecuacion 4.24 (término lineal Ohm) y
empleando la construccion de Chandrasekhar FEcuacion 4.12, se obtiene,

aa]?:—v X{VXVX [g(r,@,gb,t)f]—f—VxVxVX [h(r>€7¢at)ﬂ}v (429)

bastaria entonces con encontrar las funciones hyy, (7,t) y gim (r,t) de la Ecuacién 4.13
y la Ecuacion 4.14 para obtener una solucion a la Ecuacion 4.29.

A partir de la definicién de los arménicos esféricos, Vi, (6,6) = B™ (cos) ¢mé. Y
tomando la Ecuacion 4.13 y reemplazandola en la Ecuacion 4.18 resulta,

- Vb () [ 10 [ OV (0.0) 1 0%,
Br==2 57N, Lmeae (Sm@ o) T ap |0 U0

donde Ny, es la constante de normalizacion y utilizando la condicién de ortogona-
lidad de los armonicos esféricos,

2
1 9%, 1 0 (Si anm(G,cb)

sin? 6 0¢? *nooe M ae) =—1(l+1) Y (6,0), (4.31)

entonces, empleando la Ecuacion 4.31 en la Ecuacion 4.30 se obtiene una expresion
del campo magnético para la componente radial, dada por,

(L4 1) hyp (1, 1)
BT B % TQ Nlm

lm

Yim (6,0) (4.32)

Ahora, volviendo a la Ecuacién 4.29, se podria encontrar las funciones hy,, (r,t) y
Gim (7, ) utilizando la Ecuacién 4.32.

Realizando célculos algebraicos, se puede encontrar que:

VXV xVx|g(rbort)r] =0, (4.33)

VXV xVxVx[h(rdort)f= ;Z{(3+C0829)CSC49
l,m

84hlm (’I“, t) 82hlm (’f‘, t) 84hlm (7“, t)
oot 002 06*
ahlm (7”, t) 8hlm (7’, t) a2hlm (’l”, t) 82hlm (’f’, t)
-l—cch[cot@( 50 -2 50 902 )— 502
82hlm (T, t) thlm (7", t) 4 7’2 82hlm (r, t) 82hlm (T’, t)]
962 52 or? 52
82hlm (T, t) 8hlm (T, t) 282hlm (7’, t) 82hlm (7’, t)
or? o o o )

O hi, (1,1)

+ csc? 6 50

+ csch[2cos b

+ 2

+ 1% cosf (4.34)
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Capitulo 4 Resultados y analisis

ahora, tomando la FEcuacion 4.32 y la Ecuacion 4.34 y reemplazando en
Ecuacion 4.24

8 [ L1+ 1) hum (1, 1) 1 o Phi (r,1)
a lhzm 2 Nlm }/lm (07¢> = 7‘7 Lzm{(?) -+ cos 29) CSC QT&
84hl (7‘ t) thl (7“ t) 84hl (7“ t) 83hl (7“ t)
2 m 9 o m 9 m ) m )
+ csc” 6 901 502 + 504 +csc€[2c0897(%)3
0hlm (7", t) Ghlm (7”, t) 82hlm (7", t) 82hlm (7’, t)
+ cscf[cot 6 ( 50 2 50 902 507
4 282hlm (7", t) @Zhlm (T, t) 4 7’2 82hlm (T, t) 82hlm (T, t)]
062 062 or? 062
0N, (1, 1) Oy (7 8) ;9 0% Ryy (17, 1) O* Iy (1, 1)
2 Im \"> Im \', 2 im \, Im \,
+ 7" cosd 5,2 50 Jr 52 502 1 (4.35)

Utilizando nuevamente la Ecuacion 4.31 y y realizando procedimientos algebraicos
se puede llegar a,

>

Im

I(1+1) la 0> +l(l+1)] i, (7, 1)

Y, = 4.
2 ot or? 72 Ny, im (6,¢) =0, (4.36)

r

1(1+1)

2

[a—cﬂm”“”mmw¢)_a (4.37)

I,m r

De esta forma se obtiene la expresion del término lineal de la construccion de la
BEcuacion 4.25 y la Ecuacion 4.26. Lo cual es equivalente si se toman estas ecuaciones
y se tiene en cuenta que la evoluciéon del campo magnético va a estar determinada

por el término Ohm, el cual corresponde cuando v = —R\V x B = 0, se obtiene,
i+ o ] m im

%n: = o El_ him (7, ) P™ (cos 0) €™ = 0, (4.38)
li+yfo .1 m im

2 g B gm0 B (cos0) ™ = 0, (4.39)

Debido a que estas ecuaciones estan igualadas a cero, implica que cada ecuacion para
las componentes (I,m) es independiente a la otra (se tiene una suma de términos
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4.1 Métodos analiticos

linealmente independientes). En otras palabras, utilizando la independencia lineal
de los armonicos esféricos, se obtiene,

6hl (’I”, t) . 82hl (T, t) 4 l(l + 1)
ot or? r2

hy (r,t) = 0, (4.40)

dgr (r,t) g (r,t) 1(1+1) B
5 82 + 2 g (r,t) =0, (4.41)

Aplicando separacién de variables hy (r,t) = Ry (r) T} (t), ¢ (r,t) = Ry (r)T; (t) a la
Ecuacion 4.40 y a la Ecuacion 4.41. La solucion de estas ecuaciones diferenciales li-
neales de segundo orden originan los modos Ohmicos Ay, (1,6, ¢, t) = hy (r,t) PlIml (cos B) eim?®

Y Gim (1,0, 0,t) = hy (1, 1) Pllm| (cos0) e™? dados por,

him (1,0, 6,) = —r [Aujy (kur) + By (kir)] PI™ (cos 0) e™e 7, (4.42)

Gim (1,0, 0,t) = =1 [Cyg; (kir) + Dyyy (kir)] Pz‘m‘ (cosd) eim%_%; (4.43)

Donde j; (ki) y vy (ki) son las Funciones Esféricas de Bessel de orden [, k; es
una constante de separacién que fija la taza de decaimiento para cada modo como
7 = (k) "%y las proporciones 4/, y ¢i/p, depende de las condiciones de frontera
utilizadas para la Ecuacion 4.42 y la Ecuacion 4.43.

4.1.4. Condiciones de frontera

Con el fin de encontrar el valor las constantes numéricas de la ecuacién Ecuacion 4.42
y la Ecuacion 4.43 se consider6 que el campo magnético esta presente en la corteza y
en el exterior de la estrella. El nticleo es considerado como un fluido superconductor
que expulsa el campo magnético de su interior debido al efecto Meissner. Por lo
tanto, el problema se concentra en un sistema con tres regiones, el cual se muestra
en la Figura 4.2

Region I-II: Interfaz entre el nicleo y la corteza. r = r;

La interfase entre el nicleo y la corteza, requieren que las componentes normales del
campo magnético sean continuas. Ademas, asumiendo que el nicleo de la estrella se
encuentra en estado superconductor. Luego,se obtiene la condicion.

B, (r;,0,6,t) =0, (4.44)
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Capitulo 4 Resultados y analisis

111

Figura 4.2.: Esquema de las condiciones de frontera del problema, el cual esta
conformado por tres regiones acopladas entre si (ntcleo, corteza, vacio) y donde
o es el radio de la estrella (normalizado a 1) y 7; es el radio del nicleo.

de acuerdo a la Ecuacién 4.18 que hy (r;) = constante que se escoge igual cero.

hi' (ri) = AP g (Ki'rs) + Bty (ki'ri) = 0, (4.45)

donde el indice n es una etiqueta para las diferentes raices k' de esta ecuacién
trascendental.

Por otra parte se considera que no existen corrientes a través de las superficies
internas y externas de la estrella, esto es

Jy

ri = Jrlrg =0, (4.46)

se puede encontrar el valor de la densidad de corriente tomando en cuenta la
Ecuacion 4.12 y calculando su rotacional, es decir,

J:iVxB:Vx{Vx [g(r,0,6,8) 7] +V x V x [l (r,0,,t) ]}, (4.47)

tomando la componente radial, se obtiene,

1|1 829(7“,9,¢,t)+608989(7‘,9,¢,t)+829(r,9,¢,t)

1 (4.4
/ r2 | sin? 6 02 sin 0 00 062 (4.48)
de esta forma,

gr (ri) = Clgi (k'ry) + Djyy (k'r;) = 0, (4.49)

Region II-III: Interfaz entre la corteza y el vacio. 1o < r < oo
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4.1 Métodos analiticos

Una suposicion apropiada solo para el vacio, es que la densidad de corriente J debe
anularse fuera de la estrella. Por lo tanto, el campo magnético es determinado com-
pletamente por su componente radial, el cual debe ser continuo. Luego implica que
el campo fuera de la estrella esté dado por,

B=VYU, (4.50)

U(r06) =3 Z ajj‘l i (0,0) (4.51)

=1 mf—l

donde ¥ es el potencial magnético. De esta forma B;; = By y tomando la Ecuacion 4.32
se obtiene

l l+1 (,t)Y Zzl: (1+1) alm Vi (0.6).  (4.52)

T2
I=1 m——I Nim I=1m—1 T

aplicando la independencia lineal de los armoénicos esféricos se obtiene una expresion,
que al derivarla debido a condiciones de continuidad se obtiene,

[dhzqf”] + ih? (ro) =0, (4.53)

por otra parte, la densidad de corriente debe anularse en el limite exterior, luego
Jy (r0,0,¢,t) = 0. Lo cual lleva a,

g (ro) = CV'g1 (k'ro) + D'y (k') = 0. (4.54)
Acoplando las condiciones de frontera, se obtiene un sistema de 4 ecuaciones tras-

cendentales.

Tomando las ecuaciones para la funcién ¢ y normalizando ry = 1 (superficie en
coordenadas adimensionales) se obtiene,

Cla (k') + Dy (k') = 0, (4.55)

y combinando con la condicién C}'j; (k}'r;) + D'y (kj'r;) = 0 se obtiene una ecuacién
trascendental para k' y y otra para la proporcién ¢/'/pr

Clgi (k'ry) + Dlyy (k'ry) = 0, (4.56)
o i (k')

ar _ _uk) 457
Dy g (k1) (4.57)
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Capitulo 4 Resultados y analisis

Siguiendo un procedimiento similar empleado anteriormente, para la funcién h se
obtiene,

/ ny ;5 n n -/ n l + 1 ny\ ; n n - n
of k1) () = ) 3 )+ 8t ) e ke — e k) ()] = 0
l
(4.58)
A )
S5 = T 4.59
By = (k) 459

Las diferentes soluciones de la ecuacién trascendental dan como resultado los dife-
rentes modos radiales para cada multipolo [65].

|

L] [k, | Ap/Br | Tk, | Cr/Dp ]
1] 7.03266 1.07456 | 12.67071 | -0.18517
1] 19.12793 | 3.49901 | 25.18557 | -0.09278
1] 31.584668 | 5.86928 | 37.73441 | -0.06187
2| 7.81795 | 10.93545 | 12.87682 | 1.65544
2| 19.46616 | -0.78889 | 25.29089 | 3.52035
2
3
3
3

31.79340 | 0.43334 | 37.80492 | 5.33887
8.63565 | -2.11402 | 13.17984 | -1.82690
19.86013 | 0.43365 | 25.44808 | -0.61489
32.04098 | 1.14319 | 37.91043 | -0.38745

WIN| | W N W NS

Cuadro 4.1.: Valores numéricos para los tres primeros modos radiales para cada | =
1,2,3. Los valores de [k]'], representan los modos asociados a la funcion & (r,0,¢ ),
mientras [k}'], los modos asociados a la funcién g (r,6,¢ ).

4.2. Test numérico

4.2.1. Calculo energia magnética

Con el fin de asegurar que los resultados sean correctos, he considerado desarrollar
dos test diferentes. Uno de ellos consiste en encontrar analiticamente el valor de la
energia magnética F para el tiempo inicial (¢ = 0). Esto se realiza integrando en el
volumen cada componente al cuadrado del campo magnético en el caso 2D (ver la
Ecuacion 4.21,Ecuacién 4.22 y Ecuacion 4.23).

E = 817T /// B2V, (4.60)
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4.2 Test numérico

El procedimiento del calculo de esta integral fue desarrollado en el software Wol-
fram Mathematica [Apéndice 3] y se obtuvo un valor teérico de la energia magnética
Eiesrica = 2.13307. El codigo espectral empleado en esta tesis calculdé un valor nu-
mérico de energia magnética E,ymerica = 2.12728, llevando a un error de e = 0.27 %.

4.2.2. Calculo constantes de decaimiento de los modos
ohmicos

A largas escalas de tiempo, el campo magnético va a ser completamente dominado
por el efecto Ohm, de esta forma su dependencia temporal va a decaer exponencial-
mente, de acuerdo a la Ecuacion 4.42 y la Ecuacion 4.43. Luego, la energia magnética
va a estar dada por,

E = Ege 27 (4.61)

donde Ej es el valor inicial del campo magnético. Linealizando la anterior ecuacion
se obtiene,

2t
log,y E = log,y Ey — — logy e (4.62)
T

De la anterior expresién podemos encontrar que la pendiente m = 2k*log,, e re-
laciona la constante de decaimiento k sabiendo que 7 = 1/k? de esta forma se
puede obtener el valor numérico y compararlo con el valor analitico resumido en
la Tabla 4.1. Para este caso, se tendra en cuenta los modos 6hmicos fundamentales
(n =1,0 = 1) puramente poloidales [k'], y puramente toroidales [k}'] .

0.10

-2.0

0.08 =221

0.06 - —2.4t

0.04

10g10(Emag/ Ecorteza)
logio (Enmy/ Eeorteza)

0.02 + -2.8F

0.

00 : : B 30 ; ; ; ; ; ;
09060 0.0065 0.0070 0.0075 0.0080 0’000 0.001 0002 0003 0004 0005 0006  0.007
t/tonm t/tonm

(a) Modo O6hmico fundamental poloidal(b) Modo 6hmico fundamental toroidal
(l=1n=1) (l=1,n=1)

Figura 4.3.: Evolucién lineal de la energia magnética a grandes escalas de tiempo
dominado exclusivamente por el término Ohm para dos configuraciones de campo
distintas.
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Capitulo 4 Resultados y analisis

La Figura 4.3 contiene los casos para una funciéon puramente poloidal 4.3a con
constante de decaimiento k, y una funcién puramente toroidal con constante de
decaimiento kp. Luego el valor de estas constantes va a estar dado por,

m m
ky= )= =T7.0327 kp= |- =12 4.
» =\ Tioge = 70T kr =[5 6707 (4.63)

Basados en los valores analiticos de la Tabla 4.1 la constante de decaimiento poloidal
kp anatitico = 7.03266 y el numeérico ky pumerico = 7.0327 lleva a un error € = 5 1074 %.
Mientras que para el caso de la constante de decaimiento para el modo éhmico
fundamental toroidal k; snatitico = 12.67071, y el numérico ki numerico = 12.67070 el
error es € = 7.9 x 107° %. Estos test numéricos llevan a tener una confiabilidad en
los resultados que se van a obtener utilizando el método numérico espectral.

4.3. Métodos numéricos

4.3.1. Analisis de estabilidad de modos 6hmicos axisimétricos

En esta seccién se estudia la estabilidad de un campo de fondo (2D) conformado
por modos 6hmicos axisimétricos perturbados por modos 6hmicos no-axisimétricos
(3D) poloidales y toroidales. El pardmetro que controla la influencia relativa del
término Hall con respecto a la difusiéon éhmica es el nimero magnético de Reynolds
Rg. Debido a que este valor es dependiente del campo caracteristico, es conveniente
escogerlo de una forma inequivoca, de tal forma que la energia magnética total
satisfaga la condicion.

BZ
E= ?Onorteza- (464)

Ahora se analizard la estabilidad de campos de fondo (2D) iniciales (etiquetados
por el indice superior (0)), los cuales se tomaron en todos los casos como modos
6hmicos fundamentales. Se analizaron tres tipos diferentes de campos de fondo: 7)
modo poloidal [k (r,0,¢)]'”, i) modo toroidal [¢7, (r,0,¢)]”) y iii) combinacién
de un modo poloidal y uno toroidal.

Se perturbaron las funciones de campo de fondo con sus correspondientes funcio-
nes representando combinaciones arbitrarias de dos modos 6hmicos no-axisimétricos
(3D) (etiquetados por el indice superior (1) y (2)). Asi, se estudiaron tres casos de
condiciones iniciales en las simulaciones dados por,

B (r,0,6,0) = S {[fy, (.6, 0] + P [hfs, (.0, 6,0 + [y, (r,6,6,0)]]}
9(r,0,6,0) = Sy {[gh, (r,6, 0] + P |[gp, (.0, 6,0)]V + [gft, (r,6,6,0)]“]} ~
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4.3 Métodos numéricos

(4.65)

donde P, es un pardmetro pequeno |P| < 1 que controla la magnitud de la per-
turbacion con respecto a la amplitud del campo de fondo, S;, y S, son factores de
escala que miden la magnitud relativa entre los campos poloidal y toroidal y sus co-
rrespondientes energias. La ventaja de esta representacion es la libertad de escoger
un caso especifico para el campo inicial. Si se toma S, = 0y S, = 1 se tiene un
campo inicial toroidal, asimismo, S, = 1y S, = 0 representa una condicién inicial
de un campo poloidal y finalmente si Sy, # 0y Sy # 0 se tiene una condicién inicial
formado por un campo poloidal y uno toroidal.

Para el caso P = 0 (condicién inicial 2D) se obtuvo en todas las simulaciones una
evolucion caracteristica del comportamiento Hall 2D, a pesar de que el codigo esta
escrito para una evolucion 3D, en este caso no se encontré la activacion de modos
no-axisimétricos, como era esperado. Luego, comparando los casos P =0y P # 0,
se puede inferir los cambios de una evolucién 3D respecto a una evolucién 2D.

En las simulaciones se escogieron para las perturbaciones los modos 6hmicos no-
e n=3 1) pn=2 ()N 1) ne1 2) D !
axisimétricos (W= ol 5 |W' S me1| s |9 me1| Y |9152m=1| - Durante la evo-
lucién no-lineal Hall es esperada la activacion de modos no-axisimétricos (no con-
tenidos en la condicién inicial) que intercambien energia entre ellos. Por lo tanto,

cualquier crecimiento de energia de estos modos podria indicar la presencia de una
inestabilidad no-axisimétrica.

4.3.2. Evolucion de la energia magnética total

En la figura Figura 4.4 se presenta la evolucién de la energia total para tres tipos
diferentes de condiciones iniciales con P = 0y P = 0.1 y diferentes nimeros mag-
néticos de Reynolds. El color verde corresponde a S, = 0y S, = 1. El color azul es
relacionado con S; =1y S, = 0y el color rojo es referido al caso cuando S, # 0 y
Sh # 0 escogidos de tal forma que la energia total inicial del campo es dividida en
partes iguales entre la energia inicial del campo poloidal y toroidal.

En la Figura 4.4 se muestra la evolucién de la energia total como funcién del tiempo
para tres campos iniciales diferentes considerados anteriormente. El panel 4.4a co-
rresponde al caso Hall 2D. Este resultado es una verificacién del buen funcionamiento
del c6digo numérico puesto que no era posible que se generara un comportamiento
3D si la condicion inicial era 2D. Ademas, de esta figura se puede observar que en
todos los casos la tendencia general de la energia es a decrecer en el tiempo, como
era esperado, con un decaimiento mas rapido para el caso de un campo toroidal
inicial.

Este comportamiento se debe a que en ausencia del efecto Hall, la constante de
decaimiento es mucho mas grande para el modo éhmico toroidal, por lo tanto decae
mucho més réapido que el modo 6hmico poloidal (ver Tabla 4.1 ), luego, este com-
portamiento disipativo es preservado bajo la influencia del efecto Hall. Ademas, si
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-- Rp=0 -- Rp=0

total

mag /Er‘urleza
S
o

E
total
Eneg | Beorteza

0.4

021

0.0 i i i i i i 0.0 i i i | i i
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

t/tonm t/tonm

(a) P=0 (b) P =0.1

Figura 4.4.: Energia magnética total como funcion del tiempo, para tres campos

}(0) (Pol. verde), Toroidal {91”:211,m:o} © (Tor.
(

iniciales diferentes [Poloidal {h}fﬁmzo

0 0
azul) y Toroidal + Poloidal {g{fﬁmzo} "5 [h}fll,mzo]( ) (Tor+Pol rojo)], para tres

valores de nimero magnético de Reynolds Rz y valores de perturbacion P y de

. e (SR 2) . e (1) e (2)
tipo [hl:;:mﬂ} , [hl:22,m:1} para el campo poloidal, [gl:ﬁmzl] y gl:;mzl

para el toroidal y como combinaciéon de ambas para el campo Toroidal + Poloidal.
El tiempo es normalizado respecto al tiempo 6hmico nominal caracteristico (cal-
culado respecto al radio de la estrella) y la energia es normalizada respecto a la
energia total contenida en la corteza. El tiempo final de estos paneles corresponde
aproximadamente a 5 tiempos Hall caracteristicos para el caso de Rg = 50 y 10
tiempos Hall caracteristicos para el caso de Rz = 100. a) Evolucién Hall 2D del
campo de fondo (P = 0). b) Evoluciéon Hall 3D (P # 0).

el valor de Rp incrementa el efecto no-lineal es mas importante, lo cual promueve
un decaimiento mas rapido de la energia magnética, como era esperado.

En el panel 4.4b se observa que la influencia global de la perturbacion en la evolucion
de la energia total es apreciable. Comparando el panel 4.4a y el panel 4.4b se
observa que la presencia de la perturbacién acelerd el decaimiento de la energia en
todos los casos. Esto puede ser explicado, si se tiene en cuenta que la solucién no
lineal del problema puede ser representado por una suma de modos éhmicos con
coeficientes que dependen del tiempo. Luego, en presencia de la perturbacion la
energia tiene mas canales de disipacion de energia para disipar la energia y por lo
tanto el decaimiento es acelerado.

Ahora se procedera a separar la energia total en sus componentes toroidal y poloi-
dal. De la Figura 4.5 se obtiene una informaciéon adecuada acerca del estado de la
evolucion de las energias poloidal y toroidal para tres configuraciones iniciales del
campo.

Ahora, hay algunos aspectos considerables que pueden ser extraidos: en el panel 4.5a
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Figura 4.5.: Evolucién de la energia poloidal y toroidal para tres campos iniciales
diferentes. a) Evolucion 2D de la energia poloidal, b) evolucién 2D de la energia
toroidal, ¢) evolucién de la energia poloidal con el campo de fondo perturbado y
d) evolucién de la energia toroidal con el campo de fondo perturbado.

se encuentra que el caso inicial de un campo poloidal (color verde) sin perturbacién
genera un pequeno porcentaje de energia toroidal, como es mostrado en el zoom del
panel 4.5b, esta es una caracteristica de la evoluciéon Hall 2D. Ademas, se puede
puede observar en este zoom que el comportamiento es influenciado por cambios en
el rango de nimeros magnéticos de Reynolds explorados, sin embargo, en este rango
nimeros de Reynolds su influencia en la energia poloidal no es muy apreciable (ver
4.5a). Asimismo, en el zoom del panel 4.5b se observa la presencia de oscilaciones en
la energia toroidal a medida que Rp incrementa. Estas oscilaciones estdn asociadas
con las clasicas ondas helicoidales Hall que ocurren en plasmas magnetizados (ver
Figura 3.7).

Desde este zoom, se puede observar para el caso del Rz = 50 el periodo es 0.0018top.,
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y R = 100 el periodo de estas oscilaciones es aproximadamente 0.0008t¢p,,. En este
modelo, se ha utilizado como pardmetro de normalizacion el radio total de la estrella,
sin embargo, la evolucion del campo ocurre en el ancho de la corteza, la cual se toma
como 1/4 de la estrella en todas las simulaciones. Desde que las escalas de tiempo
Hall son el cuadrado de la longitud caracteristica ( ver Ecuacion 4.6 ). De este modo,
el tiempo nominal Hall debe ser reducido por un factor de 42 con el fin de obtener
el tiempo Hall fisico en donde el fenémeno se esta desarrollando. Por lo tanto, se
obtuvo para este tiempo fisico Hall, un valor de (1/(16Rg)) topm- Si Rp = 50 se
obtiene un tiempo Hall de 0.00125t0p,, y para Rg = 100 el valor de este tiempo es
0.000625top,- Esto valida el hecho de que el periodo de las oscilaciones escala con
el tiempo Hall.

Para un campo inicial compuesto por una mezcla de un campo inicial toroidal y
poloidal (color rojo en los paneles 4.5a y 4.5b) se puede observar el acoplamiento
entre las dos componentes del campo, interactuando entre ellas y permitiendo el
intercambio de energia, luego el crecimiento de una componente implica el decreci-
miento en la otra y vice versa. En este caso, el efecto de incrementar el niimero de
Reynolds es notorio en ambas componentes mediante las oscilaciones Hall y nueva-
mente el orden de magnitud de estas oscilaciones esta en acuerdo con las escalas de
tiempo Hall respecto al ancho de la corteza.

Finalmente, en el caso de un campo inicial toroidal (color azul) no hay generacién
de un campo poloidal. Luego, en el zoom 4.5a la energia poloidal es cero a lo largo
de la evolucion, mientras que en el panel 4.5b se observa que la energia total es
contenida en el campo toroidal. Esto es esperado en el caso de una evolucion Hall
2D. Nuevamente este rango explorado de ntimeros de Reynolds no generan una
apreciable influencia en la energfa toroidal. ( El andlisis para el caso perturbado se
muestra en Subseccion 4.3.4 )

4.3.3. Analisis caso 2D: campo inicial no perturbado

Ahora se analiza los mismos casos anteriores correspondientes a los campos iniciales
sin perturbacion, pero ahora se muestra una descomposiciéon de la energia magnética
como modos (I, m) poloidales-toroidales. Asimismo, se seleccioné un color especifico
para representar cada uno de los indices de los modos (I, m) independientemente de
cudl sea (poloidal o toroidal).

4.3.3.1. Campo inicial axisimétrico poloidal

En 4.6a puede observarse el decaimiento éhmico lineal de la energia magnética en
escala logaritmica de base 10 para un campo poloidal inicial que fue escogido como

_ (0) .
un modo fundamental {hl":_fmzo] . Como era de esperar, se obtuvo un decaimiento
exponencial perfecto que en escala logaritmica debe corresponder (de acuerdo a
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la solucién analitica de los modos Ohm) a una linea con una pendiente negativa
-2 (Iclnjll)2 log,ge = —42.95. La pendiente de la linea mostrada en el panel 4.6a es
—42.94, luego, se tiene un error respecto a la solucién analitica del 0.02 %.

Del panel 4.6b se puede observar la influencia del efecto Hall en la evolucién de este
modo fundamental poloidal. Se observa que a lo largo de la evolucién, la mayor parte

de la energia estd contenida en el modo poloidal [h}fﬁmzo} (0). Ademas, se observa de
este panel que el efecto Hall activo otros modos axisimétricos poloidales y toroidales
con pequenas energias. Como el campo inicial es un modo poloidal impar, se activan
modos toroidales pares y modos poloidales impares.
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(a) P=0 Rp=0 (b) P=0 Rp =100

Figura 4.6.: Evolucion de la descomposicion de modos de energia para un campo
inicial axisimétrico poloidal [hln::f,m:o} (0). a)P=0 Rg=0.b) P=0 Rp=
100. La linea gruesa corresponde a los modos poloidales, mientras que las lineas
delgadas estan asociadas a los modos toroidales. Igualmente, un color especifico
representa cada uno de los indices de los modos (I, m) independientemente de cudl
sea (poloidal o toroidal)

4.3.3.2. Campo inicial axisimétrico Poloidal + Toroidal

La siguiente Figura 4.7 representa el caso de un campo inicial constituido por una
mezcla de campos toroidal y poloidal con igual peso. En el panel 4.7a se observa el
decaimiento lineal del campo de fondo sin el efecto Hall, esta condicion inicial esta

0
constituida por un modo éhmico fundamental poloidal {h?:ﬁm:o}( ) y uno toroidal

gl"::ﬁmzo] (0). En este caso la pendiente de la linea poloidal es la misma que el valor

obtenido para el panel 4.6a y la pendiente de la linea toroidal es —134.44 que
comparada con la solucién analitica —2 (kl”::f)Q log,, e = —139.45 se tiene un error
del 0.007 %.
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La 4.7b muestra la influencia del efecto Hall, activando otros modos axisimétricos
pero con reglas diferentes al caso anterior (ver panel 4.6b), ahora, se observa la
activacion de modos poloidales y toroidales pares e impares.
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(a) P=0 Rp=0 (b) P=0 Rp =100

Figura 4.7.: Evolucién de la descomposicion de modos de energia para un cam-
po inicial axisimétrico constituido por una superposicion de un campo poloidal
{h?::ﬁm:o] © y toroidal [gln::l%m=0:| ® con igual peso. a) P = 0 Rp = 0. b)

= 0 Rp = 100. La linea gruesa corresponde a los modos poloidales, mien-
tras que las lineas delgadas estan asociadas a los modos toroidales. Igualmente,
un color especifico representa cada uno de los indices de los modos (I, m) inde-
pendientemente de cudl sea (poloidal o toroidal).

4.3.3.3. Campo inicial axisimétrico toroidal

En la Figura 4.8 como es esperado para una evolucion Hall 2D, un campo inicial
axisimétrico toroidal no genera modos poloidales. El decaimiento lineal del modo

0
ohm fundamental toroidal [gl"_:ll,m_o]\( ) mostrado en el panel 4.8a tiene el mismo
valor de la pendiente obtenida para la linea toroidal en el panel 4.7a.

En el caso de la 4.8b la generacion de modos axisimétricos toroidales pares e impares
fueron producidos por la inclusion del efecto Hall, luego, el campo permanece toroidal

. . : o _ (0) ,
a lo largo del tiempo, y el modo dominante toroidal es el inicial [gl”;llmzo} . Ademss,
en contraste con los casos previos, las energias de los modos axisimétricos toroidales
generadas no oscilan apreciablemente.

4.3.4. Analisis caso 3D: campo inicial perturbado

Ahora se analizan los efectos de introducir perturbaciones no-axisimétricas en la
evolucion de las mismas condiciones iniciales analizadas anteriormente. En el pa-
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Figura 4.8.: Evolucion de la descomposicion de modos de energia para un campo
inicial axisimétrico toroidal [g75",,] @ ) P=0 Rg=0.b)P=0 Ry=—
100. La linea gruesa corresponde a los modos poloidales, mientras que las lineas
delgadas estan asociadas a los modos toroidales. Igualmente, un color especifico
representa cada uno de los indices de los modos (I, m) independientemente de cuél
sea (poloidal o toroidal).

nel 4.5¢c se muestra la evoluciéon de la energia magnética poloidal para el caso

0
de un modo 6hmico fundamental poloidal axisimétrico [h?::f,mzo]( ) (color verde)
perturbado por la superposicion de dos modos 6hmicos poloidales no-axisimétricos

e

En esta figura, se observa un comportamiento diferente respecto al caso no pertur-
bado, mostrado en el panel 4.5a. El efecto de la perturbacién inicial (panel 4.5d),
causa un significante incremento en los valores de la energia toroidal y oscilaciones
con cortos periodos de tiempo respecto al caso no perturbado. Se puede ver, que
en contraste con el caso no perturbado, la presencia de perturbaciones promueve la
generacion de estructuras magnéticas de pequena escala que acorta el tiempo Hall
caracteristico. Igualmente, la energia poloidal generada oscila de una forma mas
significativa en contraste con el caso no perturbado.

Estas oscilaciones estan asociadas con la tendencia del sistema a restaurar el campo
inicial poloidal durante las primeras etapas de la evolucion. Por lo tanto, se observa
un crecimiento en los valores de la energia toroidal, la cual esta relacionada con este
hecho debido a que la energia total es conservada por el efecto Hall, entonces la
energia toroidal debe incrementar y oscilar de tal forma que se preserve la energia
magnética. Ademas, la inclusién de la perturbacion promueve un decaimiento méas
rapido de la energia poloidal.

Este hecho puede ser explicado debido a que las perturbaciones abren mas canales
de disipacion y que no estaban en el caso sin perturbacién, lo cual se traduce en una
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disipacion mas efectiva de la energia. En la 4.5¢ se muestra el caso inicial de un cam-

0
po axisimétrico constituido por campos toroidal [97:211,1%:0}( ) y poloidal [hl L= 0}( :

1 2)
(color rojo), perturbado por dos campos toroidales [gl”::ﬁm:l}( ) + [91”::21,771:1}( y dos

1) 2 (2) .
campos poloidales {hl 5 m— 2} +[ 1227771:1} respectivamente.

Las energias poloidales y toroidales presentan un comportamiento inverso compara-
do con el caso no perturbado (ver los paneles 4.5a y 4.5b), en este caso, durante
las primeras etapas de la evolucién hay un decaimiento en la energia poloidal y un
crecimiento en la energia toroidal, ademéas se observa un acortamiento del periodo
en las oscilaciones Hall. Como sucedié en el anterior caso, en las primeras etapas
de la evolucion, la perturbacién genera pequenas escalas magnéticas favoreciendo la
influencia del efecto Hall y promoviendo un decaimiento mas rapido de la energia.
Ahora el caso de un campo inicial axisimétrico toroidal (color azul) [gl” e 0} )
perturbado por una combinacién lineal de dos campos toroidales no axisimétricos

1 2
[gl”::f,m:l} ( )+ {gl”::zl,m:l} () muestra un notable aspecto en el incremento de la energia
poloidal, lo cual es diferente al comportamiento presentado en el caso no perturbado
del panel 4.5a.

Esta energia poloidal incrementa para valores mas grandes del nimero magnético de
Reynolds. Este comportamiento es opuesto a los previos casos perturbados donde la
energia poloidal siempre decayo en las primeras etapas de evolucién. Contrariamente
a los casos anteriores, ahora las pequenas estructuras magnéticas aparecen en la
componente Bgdel campo a medida que el tiempo transcurre, esto ocurre en un
tiempo para el cual la energia poloidal es méxima, esto puede ser razonable desde que
Byes influenciada por las funciones ¢ (r,6,¢,t) y h(r,0,¢,t) , afectando la energia
poloidal, la cual estd construida por completo por la funciéon h(r, 8, ¢,t). Por lo
tanto en orden de clarificar esta situacién, es necesario descomponer la energia total
en diferentes modos (I, m).

4.3.4.1. Campo inicial axisimétrico de fondo poloidal perturbado (3D)

En la Figura 4.9 se muestra la descomposiciéon en modos de energia para un campo

(0) .
inicial axisimétrico poloidal [hl L= 0} perturbado por un campo no-axisimétrico

constituido por una combinacion lineal de modos éhmicos poloidales {hl 5m— 2}( : +
(2)

[h‘l =2,m= 1} :

Se muestra en 4.9a el decaimiento lineal del campo de fondo axisimétrico corres-

0
pondiente al modo [hl L= 0}( ) el cual tiene el mismo valor de pendiente corres-

pondiente al caso no perturbado (ver 4.6a), y los otros modos corresponden a
los campos no-axisimétricos perturbativos. Para el modo de perturbaciéon poloidal

1
[ ?jﬁm:ﬁ( ), la pendiente de la linea es—877.96 comparado con la soluciéon anali-

tica —2 (k3,)* log,g e = —877.98 se tiene un error del 0.002%, y para el otro modo
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2
erturbativo |hP=2 _ . la pendiente de la linea es —324.45 comparado con la so-
p 1=2,m=1

lucién analitica —2 (k2)* log,pe = —329.13 se tiene un error del 1.4%. Como es
esperado para la difusion Ohmica lineal, cada modo evoluciona independientemente
sin acoplar o activar otros modos.

El panel 4.9b suministra informacién acerca del comportamiento de la evolucién in-
cluyendo el efecto Hall. Se muestra la activacién de modos de energia toroidales y po-
loidales no-axisimétricos en las primeras etapas de evolucion (0 < t/top, < 0.0005).

Se puede observar durante esta primera etapa que el campo axisimétrico poloidal de
fondo y el campo perturbativo poloidal transfiere su energia hacia modos toroidales
no-axisimétricos, lo cual explica el crecimiento de la energia toroidal mostrado en
4.5d, ademas durante esta primera etapa hay un decrecimiento de la energia po-
loidal (ver 4.5¢). Durante la segunda etapa de evolucién (0.0005 < t/top, < 0.001)
se observa que las energias de los modos toroidales activados durante la primera
etapa decrecen rapidamente, produciendo una activaciéon de otros modos poloidales
no-axisimétricos a expensas de los modos toroidales no axisimétricos y del campo
poloidal axial de fondo (ver 4.5¢y 4.5d). Esto explica el decrecimiento de la ener-
gia toroidal y el incremento de la energia poloidal observada durante esta primera
etapa en 4.5d y 4.5¢. Durante la etapa final (0.001 < t/topm < 0.002) la evolucién
es determinada por la disipacién Ohm.

Sin embargo, la energia contenida en el campo no-axisimétrico nunca llega a ser
comparable con el campo de fondo poloidal axisimétrico. Debido a esto, se pue-
de concluir que una condicién inicial conformada por un campo de fondo poloidal
axisimétrico, permanece en simetria axial.

4.3.4.2. Campo inicial axisimétrico de fondo toroidal+poloidal perturbado

(3D)

La Figura 4.10 muestra la evolucién de la energia total descompuesta como una
combinacién de modos (I,m) en el caso de un campo constituido por modos 6h-
0
micos fundamentales que forman un campo de fondo toroidal [gﬁ::ﬁmzo}( ) y po-
0
loidal {h?:ﬁm:o}( ) , v perturbado por la combinacién de dos modos 6hmicos no-

) }(1)

. . . _ _ (2) P
axisimétricos toroidales toroidales {gf:—ll,mzl + [gl”:jm:l} y modos 6hmicos po-

. 1 2
loidales hgn):37l:27m:2) + hgn):u:g,m:l)-

Desde el panel 4.10a puede observarse como era esperado, el decaimiento lineal de
todos los modos envueltos en la condicion inicial. Puede notarse que la perturba-

1
cién toroidal [g{fﬁm:l}( : tiene un valor igual de la pendiente de la linea del modo

6hmico del modo 6hmico toroidal axisimétrico, debido a que la constante de decai-
miento £j;, no depende explicitamente del modo n. El modo de perturbacién toroidal

2
[g}‘;{mzl}( : tiene una pendiente de linea igual a —144.02 y comparada con la solu-
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Figura 4.9.: Evolucién de los modos de energia para un campo de fondo

0
poloidal [h}"fll’m:o}() perturbado por modos Ohm poloidales no-axisimétricos

n—3 6] ne2 (2)
W]+ [MiEes] a) P =01 R =0.b) P =01 Rp=100. La
linea gruesa corresponde a los modos poloidales, mientras que las lineas delgadas
estan asociadas a los modos toroidales. Igualmente, un color especifico represen-
ta cada uno de los indices de los modos (I, m) independientemente de cudl sea

(poloidal o toroidal).

cién analitica —2 (ki) log;oe = —144.02 se tiene un error del 0%. Los tiempos de
decaimiento de otros modos fueron verificados anteriormente.

El panel 4.10b muestra la evolucién de la energia incluyendo la perturbacién no-
axisimétrica y el efecto Hall. En las primeras etapas de tiempo 0 < t/top, < 0.0005
son activados modos poloidales y toroidales no-axisimétricos, ademés puede verse un
crecimiento de un modo axisimétrico poloidal. Este crecimiento del modo axisimé-
trico poloidal puede ser un campo generado por el sistema con el fin de restaurarlo a
su simetria axial, apantallando cualquier posibilidad de desarrollarse una evolucién
no-axisimétrica.

Esto es mas apreciable en la segunda etapa entre 0.0005 < t/top, < 0.001. Como
sucedi6é con los modos activados no-axisimétricos poloidales y toroidales, su ener-
gia nunca llega a ser comparable con la energia de los modos axiales. En etapas
posteriores t/top, > 0.001 la evoluciéon del campo es enteramente determinada por
los modos axisimétricos toroidales y poloidales. En estas etapas, la mayor parte

0
de la energia es contenida en el campo de fondo poloidal [h?::f,m:o} y toroidal

1=1,m=0
eron activados, disminuyeron drasticamente. En otras palabras, el campo de fondo

poloidal+toroidal tiende a ser preservado. Luego, la principal conclusion de esta si-
mulacién es que una inestabilidad no-axisimétrica no fue desarrollada y este campo
permanece en simetria axial.

0
lg"zl ]( ). La energia contenida en los otros modos axisimétricos poloidales que
u
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Figura 4.10.: Evolucion de los modos de energia para una mezcla de campos

oL . ne1 (0) . et (0)

iniciales de fondo poloidal {hlzl,m:O} y toroidal [gl:Lm:O} perturbado por
1 2

modos Ohm poloidales no-axisimétricos [h{fﬁmﬁ}( : + [h?::22,m:1:|( : y toroidales

ne1 1) ne1 ©)) .
(075 + [975met] - 2) P=01 Rp=0.b) P=01 Rp=100. La linca
gruesa corresponde a los modos poloidales, mientras que las lineas delgadas estan
asociadas a los modos toroidales. Igualmente, un color especifico representa cada

uno de los indices de los modos (I, m) independientemente de cudl sea (poloidal o
toroidal).

4.3.4.3. Campo inicial axisimétrico de fondo toroidal perturbado (3D)

En la Figura 4.11 se tiene una informacién detallada acerca del comportamiento
de la energia magnética para un campo inicial de fondo toroidal de acuerdo a sus
modos.

Este caso muestra un comportamiento interesante mostrado en el panel 4.5¢ donde
se observo que la perturbacion generd el crecimiento de una energia poloidal y un
decaimiento rapido de la energia toroidal respecto al caso no perturbado. Ahora un
esquema de la energia descompuesta como modos poloidales y toroidales provee una
ventaja, desde que permite obtener un punto de vista diferente del fenémeno.

En el panel 4.11a se puede observar nuevamente el decaimiento lineal 6hmico de una
C . e _ (0)

condicion inicial compuesta por un campo toroidal axisimétrico de fondo [gf;llng}

(1) _ (2)

} + {91”521,771:1] . Como se
C . iy . e _ @ .

mencioné anteriormente, la perturbacién toroidal no-axisimétrica {g?;llm:l} tie-

ne la misma constante de decaimiento k' del modo 6hmico axisimétrico toroidal

n=1 ©) z
[91:1 m:()} y por esta razon, ellos decaen paralelamente como es mostrado en

y de la perturbacién no-axisimétrica toroidal [g[fllm:l

2
4.11a . El otro modo toroidal de perturbacién [gl”::;,m:l}( : tiene el mismo valor
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de la pendiente de la linea obtenido en el panel 4.10a.

En el panel 4.11b se muestra la influencia del efecto Hall para esta condicion inicial.
Inicialmente, en las primeras etapas 0 < t/ton, < 0.001 la mayor parte de la energia
estd incluida en los modos toroidales axisimétricos toroidales y poloidales, la energia
poloidal es pequena porque en este rango comienza a incrementar. Este comporta-
miento es globalmente representado en el panel 4.5d presentando un crecimiento
de la energia toroidal en el intervalo de tiempo 0 < t/top,, < 0.0005 . Sin embargo,
en la segunda etapa 0.0005 < t/top, < 0.001 , el sistema evoluciona bajo el creci-
miento de modos no-axisimétricos poloidales, representado como un crecimiento en
la energia poloidal mostrado en la 4.5c.

En la etapa final 0.001 < ¢/tonm < 0.00625 se observa en el panel 4.11b que la ener-
gia contenida en el modo no-axisimétricos poloidal méas relevantes (en términos de
energia) es comparable a la energia del modo toroidal axisimétrico del campo de fon-
do. Por lo tanto, el campo inicial axisimétrico ha perdido su simetria azimutal. Este
comportamiento es caracteristico del desarrollo de una inestabilidad no-axisimétrica
que produce una ruptura de la simetria axial debido al acople entre modos axisimé-
tricos y no-axisimétricos que puede ser representado con energias comparables entre
ellos.

0.5 2

— Torw.0) — Pol(1,1) Pol 33— Tor(L0) — Tor (3.0) Tor (4,1)
— Tora — Pol 2,1) Pol(41) — Tor() — Tor@l) — Tor(d2)
' 1 — Pol(22) == Pol(42 — Tor20) — Tor@32 — Tor(s3)

1,m) /Emrleza}

00 E — Torey — Pol31) = Pol@3 — Toren Tor 3:3) Tor (4.4)
0 = Pol (3,2) Pol (4.4) — Tor (2.2) Tor (4,0
—os} s
-10} i : ; % { : { |
!

-15¢ i B : ’

-2.0 H i H :

-25 \

_30 ; ; ; ; ; ;
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

t/tonm t/tonm

(a) P=0.1 Rp=0 (b) P=0.1 Rp =100
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logyo[E

Figura 4.11.: Evoluciéon de los modos de energia para un campo de fondo
toroidal [gfjll,mzo} ) perturbado por modos Ohm toroidales no-axisimétricos
W @
gi5tm] 4 (85| a) P =01 Ry =0Db) P =01 Rp =100 La
linea gruesa corresponde a los modos poloidales, mientras que las lineas delgadas
estan asociadas a los modos toroidales. Igualmente, un color especifico represen-

ta cada uno de los indices de los modos (I, m) independientemente de cudl sea
(poloidal o toroidal).
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4.4. Evolucion de la estructura del campo magnético

En esta seccion se presentaran los resultados de la evoluciéon magnética topoldgica
para cada configuracién magnética inicial para los casos en los cuales el sistema
evoluciona sin ser perturbado P = 0 y el caso en el cual se incluye una perturbacion
inicial P = 0.1, teniendo fijo el niimero magnético de Reynolds Rz = 100.

De forma general, en todas las graficas se pudo apreciar un movimiento del campo
magnético desde un hemisferio hacia el otro. Esto se debe a que la existencia del
término Hall genera una corriente asociada, la cual lleva a la excitaciéon de un campo
eléctrico Hall Eg en el medio. Esta componente es perpendicular a J y B. Para dar
explicaciéon a este comportamiento, se procederd a seguir el mecanismo indicado por

Urpin y Shalybkov [66].
E; = A(JB), (4.66)
Ry B 1

W B _ 1 4,67
B nceB  nce’ ( )

donde Ry es la resistencia Hall y A es el parametro Hall.

Tomando por ejemplo el caso de un campo magnético toroidal (2D) en el hemisferio
superior de la corteza, luego la corriente estarfa determinada por: J = (J,,Jgo).
Ahora el objetivo es examinar, el cambio del flujo magnético (similar a la Seccion 3.5)
en un pequeno intervalo de tiempo como resultado del efecto Hall.

U= //B.dS, (4.68)
// 9B 45— _ //v x Ep.dS = — §1§EH.dl, (4.69)

reemplazando la Ecuacion 4.66 en la Ecuacion 4.69 se obtiene,

W 55 A(3.B) L, (4.70)
dt

donde dS representa un elemento de superficie de la corteza de la estrella y dl un
elemento de longitud en el contorno de la superficie. En la superficie de la corteza se
tiene que dlLJ = Ep = 0. Este hecho es consistente con la naturaleza no disipativa
de las corrientes Hall. Luego dV¥/dt = 0 y el flujo magnético es conservado. Ahora
si se toma en cuenta la estructura completa de la corteza, entonces se subdivide
en dos hemisferios limitados por una intersecciéon con el plano ecuatorial a. Para el
hemisferio superior,

() = J B~ fman = yZVQ_Bdr @
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para el hemisferio inferior,

(%)2 — ( ) // 9B 4g —§1§EH.dl = ng.Bdr (4.72)

donde v = J/ne es la velocidad de corriente del electrén. Ahora estas integrales no
son cero debido a que B depende de r. Sin embargo, se cumple d¥/dt = 0, llevando
a que el flujo magnético se encuentre congelado al flujo de electrones. Traduciéndose
en un movimiento del campo magnético entre hemisferios.

4.4.1. Campo inicial puramente poloidal

El campo inicial puramente poloidal [hl L= 0] © sin perturbacién (P = 0) se mues-
tra en la Figura 4.12y su respectiva evolucion en la Figura 4.13. Se puede apreciar
que la configuracién inicial para t = 0 es puramente poloidal (flechas) y una vez el
efecto Hall estda activo se genera un campo toroidal (color de fondo). El producto
del cambio de color en escala de verdes es debido a las oscilaciones Hall, que pro-
ducen una adveccién del campo magnético. Este resultado topolégico, confirma la
evolucién de la energia magnética de la Subseccion 4.3.3 (ver panel 4.6b)

(a) Analitica (b) Numérica

0
Figura 4.12.: Condicién inicial de un campo puramente poloidal [hl L= 0]( ). Los
colores estéan escalados entre 0 y 1, donde el color morado es el mayor y el naranja
es el menor.
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Ahora la Figura 4.14 muestra el caso en el cual se incluye la evolucion del campo

0
para un campo inicial 2D poloidal [h{fﬁmzo}( ) perturbado por un campo poloidal

3D [h?jfm:z}(l) + h?::z%mzl}(z). Los analisis de energia para esta configuraciéon de
campo indicaban la formacion de pequenas estructuras magnéticas en un intervalo
de tiempo comprendido entre 0 < t/top, < 0.001, las cuales son observadas en
esta figura y que pertenecen a la formacion de modos toroidales no-axisimétricos.
Conforme transcurre la evolucion del campo en el tiempo, la energia de estos modos
se disipa y el campo retoma su configuracion axisimétrica, llevandolo a evolucionar
como un campo puramente poloidal 2D.

Por otra parte, las oscilaciones causadas por el efecto Hall que se observaron en el
comportamiento de la energia, se traducen en una inversion en el signo del campo del
magnético, el cual se origina en el ecuador y se propaga hacia los polos. Los arménicos
mas grandes del campo que aparecen en las primeras etapas como resultado del efecto
Hall son amortiguados en una escala de tiempo mas corta y por lo tanto, decaen
mas significativamente que el modo 6hmico fundamental. Por lo tanto la evolucion
de estos armonicos es determinada por el efecto Ohm. Como resultado, el modo
fundamental poloidal domina nuevamente después de un cierto tiempo, y el campo
evoluciona simétricamente con respecto al plano ecuatorial.

4.4.2. Campo inicialmente puramente toroidal

El campo inicial puramente toroidal {gf;%mzo] (O)sin perturbacion (P = 0) se muestra
en la Figura 4.15 y su respectiva evolucién en la Figura 4.16. Los resultados anali-
ticos concluyen que un campo inicial toroidal no genera un campo poloidal, incluso
si su evolucion es bajo el efecto de Hall. Este resultado se constata en esta figura
debido a que las flechas que representan el campo poloidal no fueron generadas.

De forma similar al comportamiento del campo poloidal, se produce un transporte
del campo magnético, lo cual genera un cambio en la topologia inicial, llevando-
lo a una configuracién que permanece en equilibrio durante la mayor parte de su
evoluciéon. De forma diferente al campo poloidal, el movimiento del campo desde
un hemisferio a otro no juega un papel importante aqui y el campo comienza a
aproximarse a una simetria de su estado inicial toroidal puro.

Ahora para el caso en el cual estd presente la perturbacién, basado en los anélisis de
la energia magnética, se obtuvo que la evolucién de esta configuraciéon rompia su si-
metria axial y evolucionaba bajo la influencia de un campo poloidal no-axisimétrico
que crecia a expensas del campo de fondo 2D toroidal. Por tal razén, esta repre-
sentacion no es la mas adecuada para mostrar este resultado. Sin embargo, a partir
de esta imagen se puede validar el hecho de que en un intervalo de tiempo com-
prendido entre t/top, > 0.001 se presenta la generacién de estructuras magnéticas
pequenas que permitian de manera mas eficiente el decaimiento de la energia del
campo magnético.
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4.4.3. Campo inicial poloidal+toroidal

El campo inicial conformado por una mezcla de campos iniciales de fondo poloidal
[h?:zll,mZO} @
La Figura 4.19 resume la historia de la evolucion temporal del campo magnético .
Como resultado de estas simulaciones, y de forma general para los casos anteriores
se produce un movimiento del campo magnético y que basado en los calculos de
la energia va a presentar un decaimiento amortiguado. Este amortiguamiento del
campo se debe a la disipacién 6hmica, debido a que a medida que el campo disminuye
su valor, lo hace a su vez el pardmetro de magnetizacion restandole importancia al
efecto Hall hasta el punto en el cual el efecto Ohm va a determinar totalmente la
evolucién magnética.

0
y toroidal [gl”::lfmzo]( )sin perturbacion (P = 0) se muestra en la

La Figura 4.19 pertenece a una condicion inicial de un modo éhmico fundamental

poloidal {h?;{m:(é] © y uno toroidal {gf::f’mzo} (0). En estas imagenes se puede obser-
var la formacion de pequenas estructuras magnéticas emergiendo cerca de los polos,
indicando la formacion de corrientes muy intensas. Estas estructuras son efecto de los
efectos de turbulencia del fenémeno, los cuales se explicaron en la anterior seccion.
Por esta razon al incrementar Ry, los efectos no-lineales serian mas importantes y
estas estructuras se volverian mucho mas pequenas, impidiendo que numéricamente

puedan ser resueltas.

La Figura 4.20 muestra la topologia de un campo constituido por modos 6hmi-

0
cos fundamentales que forman un campo de fondo toroidal [97:111,771:0}( ) y poloi-

0
dal [h}fﬁm:o}() , v perturbado por la combinacién de dos modos 6hmicos no-

1)

2
axisimétricos toroidales toroidales {gl"::ll’m:l} + [gf;fmzl}( : y modos 6hmicos po-

loi n=3 M n=3 2 ) .
oidales |:hl=3,m=3:| + [hl:2,m:1} . En el intervalo 0 < t/topm,m < 0.001 la evolucién
de esta configuracion generé modos de energia no-axisimétricos a expensas del cam-
po de fondo 2D, estos modos son representados por regiones magnéticas pequenas en
la figura. Sin embargo, para tiempos posteriores t/top, > 0.001 un campo poloidal
axisimétrico crece en energia, apantallando cualquier intento de desarrollo de una
inestabilidad no-axisimétrica y el campo evoluciona bajo una simetria axial.
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|7 ,1=0.000000 1=0.000233 1=0.000867 1=0.001333 1=0.001633
\ \ >
1=0.002633 1=0.003000 =0.003333
.,\
1=0.003666 t=0.003833 1=0.004000 )33
1=0.005666 j 1=0.006249

1=0.004999 1=0.005333

4

Figura 4.13.: Evolucion topoldgica temporal del campo magnético para un cam-

0
po inicial axisimétrico poloidal {h?::ﬂm:o]( )bajo la influencia del efecto Hall

Rp = 100. El campo toroidal estd representado por color de fondo, el cual es-
ta medido en escalas de colores, siendo blanco y negro representando mayor y
menor intensidad respectivamente, mientras el verde es la transiciéon entre ambos.
Las flechas se refieren al campo poloidal, siendo las mas cortas de menor magni-
tud del campo y las mas largas las de mayor. Las iméagenes son presentadas en un

formato bidimensional, utilizando una seccién transversal para ¢ = 0.
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Figura 4.14.: Evolucién topologica temporal del campo magnético para la condi-

0
cion inicial de un campo inicial poloidal [h}fﬁmzo]( ) perturbado por un campo

2
poloidal {h?::;:m:Q]( ) + [h{ffm:l]( ). La intensidad del campo estd representado
por una barra de colores, el cual esta medido en escalas de colores, siendo el violeta
el de mayor intensidad y el rojo el de menor intensidad.
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(a) Analitica (b) Numérica

0
Figura 4.15.: Condicién inicial de un campo puramente poloidal [gl”::ll’mzo}( ). Los
colores estan escalados entre 0 y 1, donde el color morado es el mayor y el naranja
es el menor.
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1=0.000000 j7 jﬂ 1=0.000667 1=0.000933
7
1=0.001833 1=0.002200 5‘

1=0.003666 1=0.004166 1=0.004433 1=0.004833

)))

1=0.005166 1=0.005499 1=0.005699 1=0.005933 1=0.006249

)))

Figura 4.16.: Evolucién topologica temporal del campo magnético para la condi-

./

L

S’

S
-

cién inicial de un campo puramente toroidal [gfjﬁmzo} % en el cual el valor de la
perturbacion fue P = 0. El campo toroidal esta representado por color de fondo,
el cual estda medido en escalas de colores, siendo blanco y negro representando
mayor y menor intensidad respectivamente, mientras el verde es la transicion en-
tre ambos. Las imagenes son presentadas en un formato bidimensional, utilizando
una seccién transversal para ¢ = 0.
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t=0.0002 l

t=0.008

\‘

Figura 4.17.: Evolucién topologica temporal del campo magnético para la con-

0
dicién inicial de un campo inicial toroidal [gzn::ﬁm:o]( )perturbado por un campo

1 2
toroidal [gl"::ﬁm:l]( ) + [921::21,m:1}( ). La intensidad del campo estd representado
por una barra de colores, el cual estd medido en escalas de colores, siendo el violeta
el de mayor intensidad y el rojo el de menor intensidad.
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(a) Analitica (b) Numérica

Figura 4.18.: Condicién inicial de un campo conformado por una mezcla de campos

0 0
iniciales de fondo poloidal [h;ff,mzo}( : y toroidal {gf::f’mzol]( ) Los colores estdn

escalados entre 0 y 1, donde el color morado es el mayor y el naranja es el menor.
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1=0.000667 1=0.001167

== \

1=0.001500 1=0.001833 1=0.002166 1=0.002500
t=0.003166 1=0.003500 1=0.003833 =0.00

t=0.004833

1=0.002833

S\

1=0.006249

1=0.005333 t=0.005666

Figura 4.19.: Evolucién topologica temporal del campo magnético para la condi-
cion inicial de un campo puramente poloidal+toroidal en el cual, el valor de la
perturbacion fue P = 0. El campo toroidal esta representado por color de fondo,
el cual estd medido en escalas de colores, siendo blanco y negro representando ma-
yor y menor intensidad respectivamente, mientras el verde es la transicion entre
ambos. Las flechas se refieren al campo poloidal, siendo las méas cortas de menor
magnitud del campo y las méas largas las de mayor. Las imagenes son presentadas
en un formato bidimensional, utilizando una seccién transversal para ¢ = 0.
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t=0.0002

Figura 4.20.: Evolucién topoldgica temporal del campo magnético para la condi-
cién inicial de un campo puramente poloidal+toroidal en el cual, el valor de la
perturbacion fue P = 0.1. La intensidad del campo esta representado por una
barra de colores, el cual estd medido en escalas de colores, siendo el violeta el de
mayor intensidad y el rojo el de menor intensidad.
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5. Conclusiones

Se resolvid la ecuacion diferencial que representa la evolucion del campo magnético
en la corteza de una estrella de neutrones, utilizando simulacion numérica espectral.
Los resultados presentados sugieren que el efecto Hall puede influenciar significati-
vamente el comportamiento del decaimiento del campo magnético debido al acople
que se produce entre modos de energia, generando diferentes configuraciones magné-
ticas sobre las cuales el término lineal-Ohm actia de forma mas eficiente disipando
la energia magnética en forma de calor. Particularmente en el desarrollo de esta te-
sis, se estudi6 la estabilidad de modos 6hmicos axisimétricos (2D) perturbados por
modos 6hmicos no-axisimétricos (3D). El punto de partida bidimensional es diferen-
ciado por tres condiciones iniciales diferentes, en las cuales se tuvieron i) campo de
fondo formado por un modo 6hmico poloidal i7) campo de fondo formado por un
modo éhmico toroidal, y i) mezcla de campos de un modo 6hmico poloidal y uno
toroidal, conteniendo el mismo porcentaje de energia.

A continuacién, se resumen las conclusiones mas importantes:

1. Se encontraron que los tres tipos de condiciones iniciales 2D usadas en ausen-
cia de perturbaciones 3D, la evolucién Hall y Ohm de estas configuraciones
presenté el comportamiento de una evoluciéon 2D, como era esperado. Este
comportamiento valida el buen funcionamiento del c6digo numérico 3D. (ver
paneles 4.5ay 4.5Db)

2. En las tres condiciones iniciales, la inclusién de perturbaciones 3D produjeron
en las primeras etapas de la evolucién una generacion de modos poloidales y
toroidales 3D que son atribuidos al acople entre el campo 2D de fondo y las
perturbaciones 3D, y ademés acoplamientos entre los modos 3D generados.
Estos causaron un decaimiento mas rapido en la energia magnética total. Esto
es atribuido a la existencia de mds canales de disipacién (en presencia de
perturbaciones) que mejoraron los efectos no-lineales producidos por el término
Hall (ver panel 4.4b).

3. En el caso de una condicién inicial de un modo poloidal 2D, los modos to-
roidales 3D generados desaparecieron rapidamente en las primeras etapas de
evolucion debido a la generacion de modos poloidales 3D que apantallaron los
modos toroidales 3D. En etapas posteriores de tiempo los modos 3D poloidales
nunca llegaron a ser comparables con respecto al modo poloidal inicial 2D. En
otras palabras, en este caso, la inclusiéon de una perturbacion 3D no generd
una inestabilidad 3D (ver panel 4.9b).
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4. Cuando el campo inicial 2D de fondo es conformado por una mezcla de un mo-

do 6hmico poloidal 2D y uno toroidal 2D con la misma cantidad de energia,
después del comienzo de la evoluciéon, algunos modos poloidales y toroidales
3D crecieron. Sin embargo, una inestabilidad 3D no fue desarrollada aprecia-
blemente en etapas posteriores debido el crecimiento de un modo poloidal 2D
a expensas de los modos 3D generados. Entonces, nuevamente la evoluciéon del
campo preservo su simetria axial (la inestabilidad 3D no se mantuvo a lo largo
de la evolucién) (ver panel 4.10b).

. En el caso de un campo de fondo inicial toroidal 2D, en las primeras etapas el

modo inicial 2D toroidal y modos toroidales 3D generados contienen la mayor
cantidad de energia. Ademas, durante esta etapa se observé un incremento de
modos poloidales 3D. Estos modos poloidales 3D tienen un importante cre-
cimiento en etapas posteriores hasta el punto de que la energia de el modo
poloidal 3D generado es comparable a la energia del modo toroidal 2D corres-
pondiente al campo inicial. Luego, una inestabilidad 3D es creada para esta
configuracion (ver panel 4.11D).



A. Apéndice

A.1. Calculo energia magnética analitica

En la siguiente figura se muestra el desarrollo empleado en el Software Mathematica
para el calculo de la energia magnética en t = 0 de manera analitica. Se comienzan
definiendo las constantes iniciales radiales r; rgy el valor del modo fundamental, el
cual para el caso de los modos 6hmicos fundamentales es el (I = 1, m = 0). Seguida-
mente se define el valor de las constantes que se obtienen a partir de las condiciones
de frontera A/B y C/D ademads, de las constantes de decaimiento poloidal k, y
toroidal k7. Luego, se definen las funciones g (1,0 ) y h (r,0) con el fin de obtener las
componentes del campo magnético B,, By, By, las cuédles van a ser integradas en el
volumen, con el objetivo final de encontrar el valor de la energia magnética inicial.
1=1;

klp = 7.03266;
klt = 12.67071;

him(r, 6] = -r ((ASB) SphericalBessell [1, klp r] + SphericalBesselY [1, klpr]) LegendreP[l, m, Cos[@]];
glm(r, ) = -r ((CSD) SphericalBessell [1, klt r] + SphericalBesselY [1, kltr]) LegendreP[l, m, Cos[6]];

-1
Br = [_;] (86,6 hlm(r, @] + Cot [8] 3, hlm[r, 6]);
r
1
BO = - O, ohla[r, 6];
r

B¢ = [;) (-94glm(r, 0] );

br2 = simplify[l!r’] H
be2 = Simplify[Be’];

b2 = Simplify[8e’];

o
Er= ‘r (br2+be2+bé2) ridr;

4
EO = r ErsSin[o] de
J

Et= 2xE6

2.13307

Figura A.1.: Procedimiento empleado en Mathematica para el cdlculo de la energia
magnética inicial
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