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Introduccion

Si R C S es una extension de anillos, una pregunta natural es cudndo existe una funcién R-lineal
que envie el 1 en el 1; a ésto se le conoce como retraccion. La pregunta acerca de retracciones en
extensiones moédulo finitas, es sin duda alguna una de las mds importantes dentro del dlgebra
Commutativa, pues implica la solucién de muchos otros problemas abiertos tales como la nueva
conjetura de la interseccién o la conjetura de la syzygia de Evans y Griffith. (ver [Ho83] y
[EvG].)

En los dos casos que consideraremos en esta tesis nos preguntamos acerca de la existen-
cia de retracciones cuando R es un anillo regular, esta es la Conjetura del Sumando Directo,
(C.S.D), o una hipétesis mds débil, que S tenga dimensién proyectiva finita sobre R, Conjetura
de Koh. Veremos en el primer caso, que la respuesta a la pregunta de la existencia de retrac-
ciones es afirmativa cuando R contiene un campo, utilizando la funcién traza si el campo tiene
caracteristica cero, o apoyandonos en el homomorfismo de Frobenius cuando la caracteristica
es prima. En el caso de la Conjetura de Koh veremos que el resultado es cierto siempre y
cuando R contenga un campo de caracteristica cero. Para mostrarlo extenderemos la definicién
de polinomio caracteristico a R-mdédulos proyectivos lo cual nos permite imitar la prueba de la
C.S.D. en caracteriztica cero. Veremos luego que el resultado es falso si la caracteristica del
campo es prima. Para ello tendremos que utilizar la construccién de Yoneda para Fuxt, al igual
que un computador para los computos necesarios.

Al lector interesado en abordar con mayor profundidad estos temas le recomiendo revisar
[Ho83] alli encontrard una reduccién de C.S.D. al caso en que R es un anillo de series de potencias
sobre un dominio de valuacién discreta y, en el caso de la Conjetura de Koh, mirar [JD] donde
encontrard una versién diferente del contraejemplo dado acd, al igual que otros contraejemplos,
en particular un contraejemplo en caracteristica mixta.

Para leer este trabajo se necesitan conocimientos en dlgebra conmutativa, especificamente lo
que se refiere a localizaciones, completaciones, médulos planos, etc. en dlgebra Homoldégica todo
aquello relacionado con las construcciones de funtores derivados y algunas de sus propiedades,
y por iltimo un conocimiento bésico de la teoria de esquemas. Una buena referencia para esto
es [DE] y [RH] de donde extrai la mayoria de los resultados.

Por dltimo quiero hacer notar que este trabajo es parte de un seminario que se ha ido

desarrollando desde el afio pasado, 2008, dirigido por el profesor Juan Diego Vélez.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo daremos una serie de resultados necesarios para la comprensién de este trabajo.
Algunos de ellos son bien conocidos y se encuentran en los textos basicos de dlgebra conmutativa.
Otros son un poco maés elaborados y de més dificil acceso. Para estos daremos un tratamiento

completo.

1.1 Extensiones enteras y mdédulo finitas

Definicion 1.1.1 Una extension de anillos R — S se dice entera si todo elemento de S satis-

face un polinomio mdnico en Rlx].

Definicion 1.1.2 Una extension de anillos R — S se dice médulo finita si S wvisto como R—

mddulo es finitamente generado.

Teorema 1.1.1 Si R es un anillo Noetheriano todo R-mddulo M finitamente generado es

Noetheriano y por lo tanto admite una presentacion finita.
Prueba. [DE] Proposicién 1.4, pdg. 28. =

Teorema 1.1.2 La extension R — S es mddulo finita si, y sélo st S es una R dlgebra finita-

mente generada y entera sobre R.
Prueba. [DE] Corolario 4.5, pdg. 122. m

Lema 1.1.3 Sea R — S una extension entera de dominios, entonces R es un campo si, y sélo

st, S lo es.

Prueba. ” =7 Sis € Sy s # 0, como S es una extensién entera existe una relacién
"+ ap_18" N+ Fag =0,

con a; € R. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que n se escoge de manera minimal.
De aqui se sigue que ag # 0, ya que de lo contrario podriamos cancelar s y disminuir el grado

de la ecuacién. Ahora, como R es un campo, y como

2

s(s"_1 +ap_18""“+ - 4a1) = —ag



se sigue entonces que

-1 -1

s =—ag (s"_1 + ap_18" 2

oo tay).

Por tanto S también es un campo.
” <= " Ahora, si S es un campo y r € R es distinto de cero, tenemos que 7~ € S. Luego

se satisface una relacion de la forma
r "+ a1 ()" 4 a9 =0,
con a; € R. Si multiplicamos por 7”1 obtenemos entonces que
= —(ap_1+--F+ar”HeR

y en consecuencia R es un campo. W
Una consecuencia inmediata de este lema es el hecho de que la contraccién de un ideal
maximal p en S, p¢ = pNR, es un ideal maximal de R. Para ver esto basta notar que R/p® — S/p

es una extension entera de dominios y por consiguiente:
. ¢ ¢ .
p es maximal <= S/p es campo <= R/p® es campo <= p° es maximal.

Teorema 1.1.4 (Lying Over y Going up) Supéngase que R C S es una extension entera de
anillos. Dado un primo p de R, existe un primo q de S tal que sNq = p. De hecho, q se puede

escoger de tal forma que contenga cualquier ideal g1 que satisfaga la condicion RN qy C p.
Prueba. [DE] Proposicién 4.15, pdg. 129. m

Teorema 1.1.5 (propiedad local global) Si~y : M — N es un morfismo de R-mddulos entonces
v es inyectivo (respectivamente, sobreyectivo, isomorfismo) si y solo si para todo ideal mazimal
m de R el mapeo inducido

Yot My — Np,
es inyectivo (respectivamente, sobreyectivo, isomorfismo).

Prueba. [DE] Proposicién 2.10, pdg. 68. =

Teorema 1.1.6 (Lema de Nakayama) Si R es un anillo local con ideal mazimal m, y M es un
R-mdédulo tal que mM = M, entonces M = 0.

Prueba. [DE] Corolario 4.8, pdg. 124. m

Teorema 1.1.7 (Teorema chino del residuo) Sea R un anillo y q1,--- ,qyn ideales de R tales

que ¢; +qj = R, para todo i # j. Entonces existe un isomorfismo natural R/(N;q;) ~ I1;(R/q;).

2



Prueba. [DE] Ejercicio 2.6, pdg. 79. =

Teorema 1.1.8 (De interseccion de Krull) Sea I un ideal en un anillo Noetheriano R. Si M es
un R-mddulo finitamente generado, entonces existe un elemento r € I tal que (1 —r)((%?]jM) =

(0. ] .
0. De aqui que si R es un dominio o un anillo local e I es un ideal propio, entonces N;17 = 0.

Prueba. [DE] Corolario 5.4, pdg. 152. m

1.2 Anillos completos y aplicaciones

Sea R un anillo, I C R un ideal y M un R-médulo. Entonces la completacién I-ddica de M se

denotard por ML

Teorema 1.2.1 Sea 7 : R — R el homomorfismo candnico de la completacién. Entonces,
via T, el anillo R es un R-mddulo plano. Ademds, la completacion I-ddica de M, ]\7’, puede

obtenerse tensorizando con la completacion I-ddica de R, es decir, M= ]/%\I ®r M.
Prueba. [DE] Teorema 7.2, pag. 185. m

Lema 1.2.2 (de Hensel) Sea R un anillo local completo con ideal mazimal m y sea
f(x) = ‘/L‘d'f_rlflfdi1 + it rg_1T+ 19 € R[:C]

un polinomio ménico de grado d. Sea f = x?+72¢ 1+ -+ 7572 +74 en (R/m)[x]. Entonces,
para cada factorizacion f = gh con grado de g igual a a y grado de h igual a b (a+b = d) y tal que
el M.C.D.(g,h) = 1, existen polinomios tinicos G, H € R[z] de grados a y b respectivamente,
tales que G =g, H=h y f = GH.

Prueba. [DE] Teorema 7.18, pdg. 208. m

Proposicién 1.2.3 Sea R un anillo y S una R-algebra finitamente generada como R-mddulo.

Si 1 es un ideal de R tal que R es completo respecto a I, entonces S es completo respecto a IS.
Prueba. Esto es sigue del hecho de que S ~ R®p S ~ RI Qpr S ~ SIS m

Lema 1.2.4 Sea R — S una extension entera con R un anillo local y m su inico ideal mazimal.

Entonces S/mS es un anillo Artiniano.

Prueba. Si p es un ideal primo de S que continene a m entonces p¢ = m. De 1.1.3 se sigue
que p es maximal. Luego, del teorema de correspondencia en S/mS se sigue inmediatamente
que en este anillo todos los primos son maximales. Es decir, S/mS es un anillo Artiniano (
[DE], Teorema 2.14). m



Teorema 1.2.5 (Teorema de estructura de Cohen, pdg 191 [DE]). Sea R un anillo local com-

pleto con ideal maximal m y campo residual K. Si R contiene un campo entonces
R~ K[z, - ,x,]]/1
Prueba. [DE] Teorema 7.7, pdg. 191. =

1.2.1 Levantamiento de idempotentes

Proposicién 1.2.6 Sea S un anillo y {e1,ea, -+ ,en} un conjunto completo de intempotentes
ortogonales. FEntonces si S; = Se;, existe un isomorfismo natural S ~ S1 X So X -+ X Sy,.
(Notemos que cada S; tienen estructura natural de anillo conmutativo con unidad igual a e;, ya

que e; es idempotente).

Prueba. Basta ver que como S-mdédulos los ideales S; son tales que S = S1®So @ - - B 5y,.

La inclusién "D" es trivial. Para demostrar la otra inclusién, notemos que para cada s € S
s=s-1=s(eg+---+ey,) =seg+--+se, €51 XSy X+ x5,

Luego s € S1 4+ S2 + -+ + S,,. Para ver que la suma es directa, notemos que si s € (S1 + -+
Si—1+ Sit1+ -+ Sp) N S; entonces

s=aje;+ -+ .+ aj—1€-1+ 1641 + - - + anep = as€;,

para ciertos a; € S. Multiplicando a ambos lados de la ltima igualdad por e; se obtiene que
a; = 0, para todo j, de donde se sigue que s = 0. Asf, la suma es directa, de donde se sigue el

resultado. m

Proposicién 1.2.7 Sean (R,m) un anillo local completo y S una R—dlgebra finitamente gen-
erada como R-mdédulo. Si {f1, -+, fu} es un conjunto de idempotentes ortogonales en S/m.S,

entonces existe un comjunto de idempotentes ortogonales en S, {e1,--- ,e,} tales que & = f;.

Prueba. Por una proposicién anterior (la 1.2.3) sabemos que S es completo respecto al
ideal m.S. Luego, si consideramos el polinomio 22—z € S[x] vemos que éste tiene, para cualquier
i, a f; por raiz en S/mS, ya que 22 —x = (z — f;)(x — (1 — f;)). Luego, po el lema de Hensel
(1.2.2) existen e; que pertenecen a S tales que e; es raiz de 22 — x y & = f;. Claramente
los e; son idempotentes, asi que lo Unico que falta por ver es que son ortogonales. Para ello
notemos que e;e; € mS para todo i # j, y como e;e; = (e;e;)" € m™S, para todo n, y como S
es un R-moédulo finitamente generado, el teorema de interseccién de Krull (1.1.8) nos dice que

o0
eiej € () m"S = (0), de donde se sigue el resultado. =
n=1
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1.3 Conexidad y Anillos Artinianos

Definicién 1.3.1 Dado un anillo R, denotemos el espectro primo de R, {p C R : p un ideal
primo}, por Spec(R). La topologia de Zariski en Spec(R), es aquella cuyos cerrados son de la
forma V(I) = {p € Spec(R) : p D I}, donde I C R denota un ideal arbitrario.

En [RH] se demuestra que en efecto ésta es una topologia y se demuestran algunas de las

propiedades mds bésicas.

Definicién 1.3.2 Diremos que un anillo R es conexo si Spec(R) es conexo bajo la topologia
de Zariski.

Proposicién 1.3.1 Spec(R) es la union de dos cerrados no vacios y disjuntos X1, Xo (es decir

Spec(R) es disconexo) si, y solo si, R contiene elementos idempotentes no triviales.
Prueba. Supongamos que e es un elemento idempotente no trivial. Como
(1-—e?=1-2¢e4+e*=1-2e+e=1—c¢,
tenemos que 1 — e también es idempotente. Ahora, si X7 = V(e) y Xo = V(1 — e), entonces:

V(Ee)UV(l—e)=V(e(l—e))=V(e—e?)=V(e—-e)=V(0) = Spec(R)

Vie)nV(1—e)=V(e,1—e)=V(1)=¢

Luego Spec(R) no es conexo.
Supongamos ahora que Spec(R) es la unién de dos cerrados disjuntos X7 = V(I) y Xy =
V(J). Como
V(ie)uV (1l —e)=V(IJ) = Spec(R)

VieynvVl—e)=V{I+J)=2¢

tenemos que IJ C Rad(0) y que I +J = R, luego existen a € I, b € J talesque a+b =1y un

entero n tal que (ab)™ = 0. Se sigue que

2 2 2
1:(a+b)2n:a2n—|—<n>a2n_1b+-~-+<n)anbn+---+( n )ab%_l—{—b%.
1 n 2n —1

Asi que si hacemos

e1 = a®" + (21n> a4+ < an 1) a" Tyl = gy
n—



2n \ 1 2n _
— bn+1 L b2n 1 b2n — bnk
€2 <n+1>a + o+ <2n_1>a + 2,

vemos que e1 + e3 = 1, y que ejea = 0. Veamos finalmente que e; y es son idempotentes.

Esto se consigue facilmente:

2 2
e1 =ei(e; +e2) =ef +erex =e]

2 2
es = eg(e] + e2) = €5 + erea = €5

Proposiciéon 1.3.2 R es un producto directo de anillos R; X Ra, si y sélo si existe a € R
idempotente no trivial tal que Ry = Ra. Mads ain, Ra = R[a™!], donde R[a™!] denota la

localizacion en el sistema multiplicativo de todas las potencias de a.

Prueba. Si R = R; X Ry basta tomar a = (1,0). Reciprocamente, si a € R es idempotente
no trivial, entonces Ra es de forma natural un anillo con ¢ como unidad. Es mds, como para
cada r € R, r = ar + (1 — a)r, y esta escritura es unica, ya que a(l — a) = 0, tenemos que
R = Ra x R(1 — a). Para demostrar la segunda afirmacién, notemos que si ¢ : R — Ra es tal
que ¢(r) = ar, entonces todo elemento de {1,a,a?,---} = {1,a}, es enviado en un elemento
invertible en Ra. Luego ¢ induce un homomorfismo de anillos ® : R[a~!] — Ra, tal que
®(r/1) = ar y ®(r/a) = ar. Claramente ® es sobre, y si ®(r/s) = 0, entonces ar = 0, lo cual

implica 7/1 = 0 en R[a™!]. Asi que /s = 0, de donde se sigue que ® también es inyectivo. m
Un corolario inmediato es el siguiente.

Corolario 1.3.3 Si R es un anillo tal que Spec(R) tiene n componentes conexas, entonces

R=R; X -+ X R, donde cada R; es un anillo con espectro conexo.

Prueba. Se sigue de lo anterior y del hecho de que Spec(R; x Rz) ~ Spec(R1) U Spec(R3).

Para ver esto tltimo notemos que

Spec(Ry) U Spec(Ry) ~ Spec(R[(1,0)7Y]) U Spec(R[(0,1)71])
{p € Spec(R); (1,0) ¢ p} U{p € Spec(R); (0,1) ¢ p}
V((1,0) UV ((0,1))
~ Spec(Ry X R)



Teorema 1.3.4 Supongamos que R = Ry X --- X Ry, y sea e; el elemento cuya i-ésima compo-

nente es 1 y las demds son 0. Entonces todo R-mddulo M es expresable de forma tinica como
M =M & - -® My, donde cada M; es un R;-mddulo y la accion de R sobre M se define compo-

nente a componente. Mds ain, M; = e, M = M[ei_l] y cualquier homomorfismo de R-mddulos

v: M — N es tal que y =7, B --- By, donde v; : M; — N;, es el morfismo inducidos en las

localizaciones.

Prueba. Notemos que {e;} es un sistema ortonormal, y que dado m € M,

m=(e1+--+exg)m=em+--+exm.

Luego M = My + -+ + My, con M; = e¢; M. Ahora, si

eymy + -+ epgmy = eym) + -+ + egmy,

tenemos que al multiplicar por e; se obtiene e;m; = e;m/, y por tanto la suma es directa. Ahora,

como

MZZCZMZGZR(X)M:R[€;1]®M:M[e;l]v

para demostrar la unicidad basta ver que si

]\41@...@]\4k:]\4{@...@]\4”c

donde M;, M/ son R;-médulos, entonces, como

tenemos que

Ri® (M &---@® M)

y

R ®(M] @ ---® M)

o sii#j

Ri®Rj:(€i)(€jR):{ o
R, sii=7j

RAM @ R OMp=(RQR QM) D - B (R; @ R ® My)
R, ® M; = M;

ROM @& - &R QM,=(Ri®R @M & & (R ® R ® My,)
R¢®M£:MZ~/.

Asf que M; = M/, lo cual completa la primera parte del teorema.



Supongamos ahora que v : M — N es un R-homomorfismo. Sabemos que v induce homo-

morfismos v, : M; — N;. Consideremos el diagrama

M —— N
Lo L¢
M @& M NE Bk Ni@®--- DN

donde ¢, ¢, son los isomorfismos mostrados en la primera parte. Basta ver entonces que el

diagrama anterior conmuta. Para ello sea m € M; luego

¢'oy(m) = ery(m)+-- +epy(m)
= 7(em) + - +7(exm)
= yilerm) + -+ vp(exm)
= 1@ Oylam+ - +epm)
= (Mm@ dg) o d(m).

En particular, los anillos Artinianos son anillos totalmente disconexos cuyos unicos ideales
primos son los ideales maximales. M4ds atn, la siguiente proposicién nos garantiza que este

conjunto es finito.

Proposiciéon 1.3.5 Sea R un anillo. Entonces R es Artiniano si y sdlo si R es Noetheriano
y todos sus ideales primos son mazximales. Mds aun, en este caso R sdlo posee finitos ideales

mazximales.
Prueba. [DE] Teorema 2.14, pig. 74. m
De aqui se sigue el siguiente resultado:

Teorema 1.3.6 Si R es un anillo Artiniano, entonces R >~ Ry, X --- X R,,, donde los m; son
los ideales maximales de R.
Prueba. [DE[Corolario 2.16, pdg. 76. m

El objetivo ahora es probar el teorema siguiente:

Teorema 1.3.7 Sea (R, m) un anillo local y completo. Si S es una R—dlgebra que es finita-
mente generada como R-mddulo, entonces S tiene finitos ideales maximales m;. FEs mds, cada

localizacion Sy,; es un anillo local completo respecto a su ideal mazimal, finitamente generado

sobre R, y S =[] Sm,-



Prueba. Probemos primero que S tiene finitos ideales maximales y que ademds existe un
conjunto completo de idempotentes ortogonales (tantos como ideales maximales) lo cual nos
permite, por un teorema anterior, escribir a S como un producto de anillos. Por 1.2.4 S/mS
es Artiniano, y por 1.3.5, este anillo tiene finitos ideales maximales. Del teorema de correspon-
dencia se sigue que S tiene finitos ideales maximales, digamos mi,--- ,m,. Nuevamente, del

hecho de que S/mS es Artiniano, el teorema anterior implica que

S/msS =~ [](S/mS)m:.

Luego, si f1,---, fn son los elementos idempotentes ortogonales de S/mS que realizan este
producto, entonces existen elementos idempotentes ortogonales {e, - ,e,—1} en S tales que

€; = f;- Es mads, si hacemos

n—1
en=1->" e,
=1

entonces {e1,---,e,} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales para S, y como
fi,-++, fn es un conjunto completo de idempotentes ortogonales, tenemos que
n—1 n—1__ o
e, =1-— 26721— Zfz_fn
=1 =1

Por tanto vemos que S = Se; x - - - x Se,. Hagamos S; = Se;; claramente cada S; un R-médulo
finitamente generado, por ser sumandos directos de S. Ahora, si n; es un ideal maximal de S;,
tenemos que n; Ne; R = e;m, lo cual implica que todos los ideales maximales de S; contienen
a em;. Luego, como S;/mS; es un anillo local, se sigue que S; también es local, y que n; es su
tnico ideal maximal.

Ahora, si consideramos la proyeccién
S =2Se; x---x 8¢, —S;

tenemos que la preimagen de n;, llamémosla m;, debe ser un ideal maximal de S, y por consigu-
iente debe ser uno de los ideales del conjunto {m;};—1... . Ahora, en la localizacién A, el ele-
mento e; se vuelve una unidad, y como e;e; = 0 para i # j, esto implica que A, = (A;)n, = Ai,

con lo cual se concluye el resultado. m



1.4 La férmula de Auslander-Buchsbaum, el criterio de Buchsbaum-

Eisenbud y la construccién de Yoneda para Fut!.

Definicién 1.4.1 Sea R un anillo, y M un R-mddulo. Una secuencia de elementos x1,--- ,xp €
R se llama secuencia regular en M si se cumple que:
1) (x1,...,zn)M #M

2) Para todoi=1,---,n x; no es divisor de cero en M/(x1,...,xi—1)M
Si M = R, a la secuancia x1,...,x, se le llama secuencia regular.

Definicién 1.4.2 Sea R un anillo Noetheriano, I C R un ideal y M un R-mddulo arbitrario.
Definimos la profundidad de M en I, que denotaremos por depthy(M), como

1) depthr(M) = oo, si IM = M

2) depthy(M) =sup{r > 0: 21, - -,z € I es reqular en M}, si IM # M.

Un R-médulo P se llama proyectivo si para cada funcién R-lineal ¢ : P — M y para cada
funcién R-lineal v : N — M sobreyectiva, existe una funcién R-lineal $ : P — N tal que el

siguiente diagrama conmuta

N

é
Sl
P L M
!
0

Msds adelante veremos otras caracterizaciones de la nocién de ser proyectivo y algunas de sus

propiedades.

Definicién 1.4.3 Sea M un R-mddulo. Una resolucion proyectiva para M es un complejo
exacto
¢7L ¢1
—-P,3---—> P = F

de R-mddulos proyectivos tal que Py/Im(py) ~ M, como R-mdédulos. Diremos que la longitud

de la resolucion es igual an si P,y1 =0y P; #0, para i <n.

Definicién 1.4.4 Definimos la dimension proyectiva de un mddulo M, como pd(M) = el min-
tmo de las longitudes de todas las resoluciones proyectivas para M. En el caso en que M no

tenga resoluciones proyectivas finitas se define pd(M) = oc.

Teorema 1.4.1 (Férmula de Auslander-Buchsbaum) Sean R un anillo local con ideal mazimal

m y M # 0 un R-mddulo finitamente generado de dimensién proyectiva finita. Entonces
pdr(M) = depthy,(R) — depthy, (M)
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Prueba. [DE] Teorema 19.9, pig. 479. m

Otra definicién relevante para nuestro trabajo es la siguiente.

Definicién 1.4.5 Sea R un anillo y v : R — R™ un R-homomorfismo. Definimos para cada
enterot > 0 a Iy(y) como el ideal generado por todos los menores t X t de cualquier matriz que
represente a vy, si min{n,m} >t > 0, e In(y) = R, e I;(vy) = (0), para todo t > min{n, m}.
Denotemos por A = I(7), a aquel I;(y) con t igual al mdzximo valor posible tal que I(y) # 0.

Al entero t lo llamaremos el rango de v y lo denotaremos por rank(7).

La buena definicién de I;(y) al igual que la demostracién del siguiente teorema se pueden

encontrar en [DE] Teorema 20.9, pag. 500.

Teorema 1.4.2 (Criterio de Buchsbaum-Fisenbud) Sea R un anillo. Un complejo
0= Fy B3 Fpq— - —F = F
de R-mddulos libres es exacto st, y sélo st

rank(Fy) = rank(y;,) + rank(vy,1)

depthy(y,)(R) > k.

Definicién 1.4.6 Un R-mddulo Q) se dice que es inyectivo si, para cada R-homomorfismo
inyectivo ¢ : N — M y para cada R-homomorfismo v : N — @, existe un R-homomorfismo

v : M — Q tal que el siguiente diagrama conmuta
¢
0O - N —- M

vl /7
Q

En [DE] Corolario A.37, pag. 627, vemos que la categoria de R-médulos tiene suficientes
inyectivos (este resultado es debido a Baer [1940]). Es decir, para cada médulo M existe
un médulo @ inyectivo tal que M se inyecta en (). Esto nos permite construir resoluciones

inyectivas para cualquier M.

Definicién 1.4.7 Sea M un R-mddulo. Una resolucion inyectiva para M es un complejo exacto
0—-M—Qo— Q1 —Qa— -+
donde cada @Q; es un mddulo inyectivo.
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1.5 Los functores Ezt'(M, N)

El lector puede consultar en ([DE], Apéndice 3) una construccién detallada de los functores
Ezt' y la demostracién de algunas de sus propiedades fundamentales. Recordemos que, en

sintesis, si A, B son dos R-médulos, Ext'(A, B) se puede definir de las siguientes dos maneras:

1. Se halla una resolucién proyectiva para A, luego se "quita" A y se aplica el funtor

Hompg(—, B). La i-ésima homologifa del complejo que resulta es Ext'(A, B).

1. Se halla una resolucién inyectiva para B; luego se "quita" By se aplica el funtor Hompg(A, —),

y al complejo que resulta se le toma la homologia i-ésima.

Existe una construccién alternativa Ext’(A, B), conocida como construccién de Yoneda.
Para nuestros propdsitos serd suficiente discutir el caso ¢ = 0,1. Comencemos con el

siguiente lema general.

Lema 1.5.1 (5-lema) Si el siguiente diagrama de grupos abelianos commuta

A 0B 4 B A3 B oA B A
ar | #1 Bl #2 v #3 Byl #4 a2
B % B 2 B B B u B
y es tal que las filas son exactas, oy es sobre, aa es inyectivo y By, By son isomorfismos,

entonces y es un isomorfismo.

Prueba. Veamos primero que 7 es inyectivo. Sea x € Ajs tal que y(z) = 0. Por la
conmutatividad del cuadrado #3 tenemos que 5 o az(x) = 0; pero siendo 5 un isomor-
fismo tenemos que as(z) = 0, asi que = € ker(az) = im(az). Por tanto existe x’ tal que
az(z') = z, y por la conmutatividad de #2, y' = B1(z') es tal que ba(y’) = 0; y como
ker(be) = im(by), existe y” tal que b1 (y”) = 3. Ademds, como «a es sobre, existe ” tal que
a1 (z") = y". Luego, por la conmutatividad de #1 tenemos que 3, o ay(z") = B1(z') = /.
Pero como f3; es isomorfismo se sigue que a1 (z”) = 2’; luego = = as(z') = azoaq(z”) =0,

donde la tltima igualdad se sigue de la exactitud de la secuencia.

Veamos ahora que v es sobreyectivo. Sea y € Bs; por la exactitud de las filas tenemos que
y' = b3(y) pertenece al ker(by), vy si ' = 85 (y/), la commutatividad de #4 implica que
ag o ag(z’) = 0. Por la inyectividad de g tenemos que aq(z’) = 0, asi que 2’ € ker(ay) =

im(ag), y en consecuencia existe x € As tal que az(x) = 2’. Luego

b3(y(z) —y) = bzoy(x) —b3(y) = Baoaz(x) —y =y —y =0.
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Por tanto y(x) —y € ker(bs) = im(be) y asf existe un elemento y” en By tal que ba(y”) =

v(x) — y; ahora si " = 5 (y"), por la conmutatividad de #2, tenemos que v o ag(z")

~v(x) — y. Pero esto es y(x — az(2”)) = y, de donde se sigue el resultado. m

Definicién 1.5.1 Sea R un anillo conmutativo, y A y C dos R-mddulos. Una extensién de A

por C es un secuencia exacta corta
i p
a: 0-A—-B=>C—0

. / . . . ’
Dos extensiones o y o son equivalentes si existe un R-homomorfismo f : B — B tal que

el siguiente diagrama conmuta

oz0—>A—i>B£>C’—>0
I L f I

ad: 0 - A - B — C =0
ZJ p/

Esto fuerza, por el 5-lema, a que f sea un isomorfismo y por tanto la relacién es de equivalencia.

Sea E1(C, A) = {[a] = clase de equivalencia de la extencién A por C'}, entonces:
a) FE(C, A) es de forma natural un funtor contravariante de C.
Sea v : ¢! — C una funcién R-lineal y
[@:0—> A5 BEC—0eBEYC,A),

Definamos (p, —v) : B& C' — C tal que (p, —v)(b,¢) = p(b) — v(c) y B’ = ker(p, —v). Con-
struiremos funciones R-lineales ¢ : B — B, i : A — By p/ : B’ — (' tales que el siguiente
diagrama conmuta
o0 — AL B B oo oo
I l¢ lv

a: 0 - A - B — C — 0
i P

Si#'(a) = (i(a),0), tenemos que i’ queda bien definida, ya que im(i) x {0} = ker px {0} C B'.
Y es claramente inyectiva. Como dado ¢ € C’ existe b € B’ tal que p(b) = v(c) (ya que
p es sobreyectiva) podemos definir p'(b,c¢) = c. Y es trivialmente sobreyectiva. Veamos que
o' es exacta en B’. De las definiciones se sigue que p’ o i’ = 0; asf, im(i’) C ker p’. Por
otro lado, si p'(b,c¢) = 0, esto implica que ¢ = 0, y como p(b) = v(c) = 0, tenemos que
b € kerp = im(7). Asi vemos que existe a € A tal que i(a) = b. Pero esto claramente implica

que i'(a) = (i(a),0) = (b,0) = (b, ). Luego im(i") D ker p’ y por tanto o/ es exacta. Por iltimo
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si definimos a ¢(b, ¢) = b es inmediato que el diagrama conmuta. De esta forma definamos
E'(v,A): EY(C, A) — EY(C', A)

que a la clase [a] la envia en la clase de [/].

Veamos que esta definicién no depende de la clase escogida. Sea o : 0 — A LB
C' — 0 otro representante de la clase de [a].Si f es el isomorfismo que relaciona « y @, de la
conmutatividad de

-/

0/:0—>AZ—>B’£/>C"—>O

I Lo lv
a: 0 - A - B — C — 0
i P
I 1 f I
&a: 0 = A - B — C — 0
i P

se sigue inmediatamente que B’ es isomorfo al kernel de (p, —v), de lo cual se sigue el resultado.

b) EY(C, A) es de forma natural un functor covariante de A

Seav: A — A’ una funcién R-lineal y [a:0 — A LBLc— 0] € EY(C, A). Definamos
(v,—1) : A — A" @ B tal que (v,—1i)(a) = (v(a),—i(a)), y sea B = coker(v,—i). Igual
que en el caso anterior, construiremos funciones R-lineales ¢ : B — B, i : A — B’ y
p' : B — C tales que el siguiente diagrama conmuta
o0 - A L op Koo oo

To To I

Sean #'(a) = (a,0), p'((a,b)) = p(b) y ¢(b) = (0,b), y veamos que o es exacta. Para ello
notemos que 7'(a’) = 0 implica que (a’,0) € im(v, —i). De aquf se sigue que existe a € A tal

que v(a) = d’,i(a) = 0. Pero i es inyectiva, luego a = 0, y por tanto o’ = v(a) = v(0) = 0.

Veamos que p’ esta bien definido. Si (a,b) = (¢, d) entonces (a — ¢, b —d) € im(v,—i). En
particular existe a € A tal que i(a) = b — d. Como « es exacta tenemos que p(b) = p(d),
de donde se sigue la buena definicién. Y como p es sobre, también lo es p’. Nos queda
por demostrar la exactitud en B’. Es claro de las definiciones que im(i’) C kerp’. Ahora,
si (a/,b) € kerp/ tenemos que p(b) = 0, y por tanto existe a € A tal que i(a) = b. Luego,

como (v(a),—i(a)) = (v(a), —b)) = 0, entonces

i'((a' +v(a),0)) = (a/ +v(a),0) = (a/ —v(a) +v(a),b) = (a’,b)
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Asi que o es exacta. De las definiciones anteriores es inmediato que el diagrama conmuta
y por consiguiente podemos definir E1(C,v) : EY(C, A) — EY(C, A’) que envie a [a] en

[@]. Un razonamiento andlogo al de la parte a) muestra que E'(C,v) estd bien definida.

c) EY(C, A) tiene estructura natural de R-médulo.

Sabemos que si r € R existe una funcién R-lineal "multiplicacién por " que denotaremos
por r : A — A. Ahora, por la functorialidad de A, esta funcién induce otra funcién
EYC,r) = EY(C,A) — EY(C, A), lo cual permite definir la accién de r sobre E'(C, A).
Usando la funtorialidad en C' obtenemos un resultado andlogo. Consideremos el siguiente

diagrama conmutativo

al:O%AgBlgCﬁO

I lo lr
a: 0 - A - B — C — 0
A p
lr Ly I
ag: 0 - A —- By — C — 0
12 p2

Por las construcciones hechas mds arriba, sin: A® B — B @ C estd definida como la
funcién que toma el elemento (a,b) y lo envia en (rb+i(a), p(b)), entonces 1 es R-lineal.

Maés atin, como

(p, =r)((r- b+ i(a), p(b))) = - p(b) + poi(a) —r-p(b) =0

tenemos que im(7) C By. Por otro lado, como

n(=ra,i(a)) = (p(i(a)),r -i(a) —i(r - a)) = (0,0)

vemos que 7 induce una funcién R-lineal 1) en coker(i, —r) = Bs. Consideremos el siguiente
diagrama:
ar: 0 — A A, By noo = 0
I Tn I
ahb: 0 - A - By — C — 0

12 p2

Como 7(iz(a)) = n((a,0)) = (i(a),0) = i1(a) y

pi(n(a,b)) = pi(rb +i(a), p(b)) = p(b) = p2((a, b))

se sigue entonces que el diagrama conmuta y por tanto [ag] = [ag]. De esta manera queda
definida la accién de R sobre E1(C, A).
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Definamos ahora la estructura de grupo abeliano. Dados [a: 0 - A — B; - C — 0] y
[@:0— A— By —»C — 0] € EYC, A),

sea A : C' — C®C el R-homomorfismo diagonal (esto es, A(c) = (¢,c)) ysea X : A A —

A el homomorfismo suma (esto es, X((a,a’) = a + a’). Sea
[a] + [/] :== BY (A, A) o ENC,X)(a® &) = EY(C, %) o EY(A, A)(a ® ).

Debemos ver que EY(A, A) o EY(C,Y) = EY(C,X) o EL(A, A). Para ello consideremos el

siguiente diagrama

i P
I ! 1A
O - A — B — CaC — 0
TX T I
a®ad: 0 - A®A — B ®B, — CsC — 0
1112 p1Dp2
I T TA
0 - ApA — B’ — C — 0
) 1 I
0o - A — B — cC -0
7 p//

Un cémputo algo laborioso y largo muestra que tanto B” y B son el mismo médulo (un
cociente de un submédulo de A ® A @® By @ By @ C) y también que i3 =iz y p1 = p2 (la
idea para este computo es sencilla, basta recurrir a las definiciones dadas en a) y b)), de

lo cual se sigue que existe una operacién suma.
Ahora, si definimos 0:=1[0:0 LaAsAscB oo 0] entonces para cualquier

[a:O%AngCHO]EEl(C,A)
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tenemos que 0 + [o] estd definida como la clase de la tltima fila del diagrama

0Oa: 0 - ApA — AoCo®B — CoC — 0

11Dz p1Dp2
I T TA
0 - AvA — B’ — cC -0
1// p/
(Y ! I
0 — A - B" — C — 0
7 p//
donde
B = ker(p1 ®p2,—A) ={(a,c1,b,c2) € A®C DB C: (pi(a,cy),pa(b))
= (co,c2)} ={(a,c,b,c) e A C D BDC :pab) =c}.
Ahora,
z’m(z’l,—E) = {(i’(al,ag), —E(al,ag)) cEAPCPHBPCPDA:ay,as € A}
= {(al,O,ig(ag),O, —(a1 + ag)) cAPCOBaCDA: ai,as € A}
Luego

B — {(a1,¢,b,¢,a2) € AGCOBOC D A:py(b) =c } "
{(a1,0,i2(a2),0, —(a1 + a2)) e A CHB®C D A:ay,az € A}
{(a17p2(b)7b7 CLZ) S A@C@B@A}

{(al,O,ig(ag), —(a1 + CLQ)) cAPCPBDA:ai, a0 € A}
~B

12

Para ver este ultimo isomorfismo sean
M = {(a1,pa(b),b,a2) € A C® B® A}

N = {(al,O,ig(ag), —(a1 + a2)> cADCOBDA: ai,as € A}

Siy: M — B es la funcién que toma a ((ag, p2(b), b, a2)/y lo envia en b+ iz(a; + az2), entonces

v(a1,0,42(az), —(ar + az)) = 0.

Luego 7 induce una funcién 4/ : M/N — B. Ahora, si 7/((a1,p2(b),b,a2)) = 0, entonces
b+i2(a; + az2) =0, y como
0 = p(b+iz(a1 + az)) = p(b),
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b € im(iz2) entonces b = iz(—(a1 + az)). Luego (0,0,b,a1 +a2) € N, y como (a1,0,0,—ay) € N,
entonces (a1, p2(b),b,az) € N, de donde se sigue que v’ es isomorfismo, ya que claramente 7' es

sobre. Notemos que {a) = m v que
p"((a1,¢,b,¢,a2)) = p'(a1,¢,b,c) = c.

Si ¢ : B” — B es el isomorfismo definido por ¢ ((al, ¢ b,c, a2)> = b+i2(a; + az2), tenemos que

el siguiente diagrama conmuta

a: 0 - A — B — C — 0

72 P2
I To I ,
0 - A — B" — C — 0
7 p//

pues ¢(i”(a)) = ¢((0a 0,0,0, CL)) = iQ(a) y

p2(¢((alac7 b, c, a2)) = pg(b+ 7'-2(al + a2))
= po(b) =c=7p"((a1,c,b,¢c,a2)).

De (*), y de lo anterior, se sigue que 0+ [a] = [a].

d) Ahora, la suma asf definida es trivialmente conmutativa, pues a ® o’ ~ o/ @ a. El resto de
propiedades que convierten a E'(C, A) en R-médulo se demuestran de forma similar

a las anteriores.

Existe un isomorfismo entre Ext!(C, A) y E1(C, A).

e) Sea

una resolucién inyectiva para A. Ezt!(C, A) se define como la primera homologia de

la secuencia

0 — Hom(C, Qo) % Hom(C,Q1) 5 - -

y como Ezt!(C, A) = l;g((zlll)), y sabemos que todo elemento del ker(~y() es una funcién
0
R-lineal v : C' — @7 tal que v, ov = 0, para v : C — ker~y;. Pero notemos que

ker~y; = im(vyy) = coker(i) = Qo/A.
Ast que ker(vyg) = hom(C, Qo/A). Sea « la siguiente secuencia exacta:
a:0—A—Qop— Quo/A— 0,
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y sea [w] € EY(C, A) tal que w = E'(v,C)([a]). Es decir, la secuencia dada por la
segunda fila del siguiente diagrama
a: 0 - A — Qo — Qu/A — 0
i P

I Tn Tw ;
w: 0 = A — B — (C — 0

i p’
donde B = ker(p, —v). Definamos ¢ : hom(C,Qq/A) — E'(C, A) tal que ¢(v) = [],

y veamos que esta funcién es sobreyectiva: sea

w:0 - A — B — C — 0
7 p’

un representante de un elemento [@'] € E'(C,A). Ahora, como 7’ es inyectiva y
1 : A — Q, del hecho de que Qg sea inyectivo deducimos que existe una funcién

R-lineal ¢ : B — Qg tal que 7 = ¢ o 7’. Esto implica que
ker(p) = im(i) = im(¢ o) = ¢(im(i')) = ¢(ker(p')),

lo cual, a su vez, implica que ¢ induce una funcién v : C' — Qg/A dada por v(c) =
pod(p'~1(c)). De esto se sigue inmediatamente que £(v) = [@’] (a pesar de que B no

es necesariamente el médulo por la parte a) se sigue de immediato que [w] = [@']).

Con métodos similares a los anteriores se puede ver que ¢ es R-lineal. Ahora, si e(v) =0,
entonces existe un R-homomorfismo o : C — B tal que oop’ = Idgc. Luego noo : C' — Qg

es tal que
YgOMOOoT =ponooc =uv

y por tanto v € im(7;). De aqui se sigue que ¢ induce una funcién R-lineal
Z: Ext'(C,A) — EY(C, A),
y es inmediato que € es inyectiva y por tanto que es un isomorfismo.
Dualmente, se puede mostrar que si
—-P—-P—-C—0

es una resolucién proyectiva para C entonces, si tomamos cualquier elemento de Ext!(C, A)
que sea una clase de equivalencia de v € hom(P;, A),y tal que v oy, = 0, esto es, tal que

ker(v) D im(vy;) = ker(yy), entonces v se puede representar como una funcién R-lineal
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v € hom(P;/ ker(yq), A). Por tanto, si consideramos la secuencia exacta
0— Pi/ker(yg) = Po—C—0

podemos definir ¢’ : Ext!(C, A) — E1(C, A), tal que ¢/(v) = [w], donde w estd dado por
el siguiente diagrama
a: 0 — P/ker(ygy) — P — C — 0
i P
Lv bn I
w: 0 — A — B — C — 0

7 p’

Finalmente, es facil ver que ¢ = ¢’

20



Capitulo 2

El polinomio caracteristico generalizado

En esta seccién recordaremos algunos resultados bédsicos sobre el polinomio caracteristico y
la traza de un R-homomorfismo entre mdédulos libres y generalizaremos estos conceptos para
R-homomorfismos entre R-mddulos de dimensién proyectiva finita.

En el Algebra Lineal la traza de una transformacién lineal ¢ : V — V entre espacios
vectoriales de dimensién finita sobre un campo K, se define como la suma de las entradas de
la diagonal de cualquier matriz que represente a dicha transformacién. La buena definicién de
este concepto obviamente depende del hecho de que esta suma sea independiente de la base

escogida. Para mostrar este hecho notemos primero lo siguiente:

Proposicién 2.0.2 Sean A, y B dos matrices cuadradas. Entonces tr(AB) = tr(BA), donde

tr(-) denota la traza de la matriz correspondiente.

Prueba. Si A = (a;j) y B = (b;;) entonces

tT(AB) = Z(Z aijbji) = Z(Z aijbﬂ) = t’l“(BA).

%

Asi, si la matriz A representa a ¢ en la base 3, B representa a ¢ en la base 8, y si C es la

matriz de cambio de base de 3 a ', tenemos que
tr(A) = tr(C™'BC) = tr(BC™'C) = tr(B).

Luego la traza es una nocién bien definida.

Por otro lado, si K C FE es una extensién finita de campos, entonces, dado u € FE, la
multiplicacién por u define un morfismo K-lineal de E en si mismo. De aqui que podamos
considerar a trg, g (u) como la traza de la transformacién lineal que acabamos de asociar a u.
Algunas veces escribiremos ¢rg/x (u) como tr(u), cuando el contexto sea claro. Los siguientes

resultados se siguen facilmente:
1. tr: E — K es K-lineal.

1. Si @ € K entonces tr(a) = na, donde n = [E : K].
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1. Sean K C FE C F' extensiones de campos. Entonces trp g = trg g otrp/g.

1. Si E=K(u)y f(z) = 2" +riz" ' 4+ --- 4+ 1, es el polinomio minimal para u, entonces
tr(u) = —r;. Como consecuencia de este resultado tenemos que si K C K(u) = F C F,

entonces tr(u) = —[F : E] - 7.

Prueba. Las primeras dos afirmaciones se siguen de la definicién de traza. Para demostrar
la tercera notemos que fijadas bases f = {vi,...,v,} para F como K-espacio vectorial, y
B = {wy, -+ ,wy,} para F como E-espacio vectorial, el conjunto 8" = {viwy,...,vywy,} es
una base para F' como K-espacio vectorial. Es mds, se verifica facilmente que dado u € F, la

matriz que representa al morfismo multiplicacién por u en la base 3" estd dado por la matriz

lan1]p a2l -+ [aim|BB
la21]BB  [a22]BB la2m|BB
lam1]BB  [am2lBB -+ [Gmm]|BB

donde (a;;) es la matriz m x m que representa a multiplicacién por u en la base 3’ y [-] representa

multiplicacién por - en la base 5. Luego

tTF/K(u) = ZtTE/K(CL“) = t?"E/K(Z (lz‘i) = trE/K @) t?"F/E(U),

con lo cual queda demostrada la tercera afirmacién. La tdltima afirmacién se ve facilmente si

tomamos por base para K(u) a {1,u,u?,--- ,u" !}. En esta base una matriz para la multipli-
cacién por u estd dada por
0 e —rp
10 —Tn—1
0 —T9
1 —T1
luego es trivial que ¢r(u) = —r;. La dltima parte de esta afirmacién es una aplicacién directa

de la tercera. m

Es ficil demostrar las propiedades bédsicas sobre polinomois caracteristicos y la traza de
funciones R-lineales entre médulos libres, ya que estos se comportan de manera muy similar a
los espacios vectoriales. En [DE] Proposicién 4.3, pdg. 120 encontramos la demostracién del

siguiente resultado.

Proposicién 2.0.3 Sea f: F — F, un homomorfismo R—lineal, con F un R-mddulo libre de

rango n. Definimos el polinomio caracteristico de f como chr(f)(t) = det(L,xnt — [f]). Esta
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definicion no depende de la base escogida, y ademds se cumple el teorema de Cayley-Hamilton,

esto es, chr(f)(f) = 0.

Nuestro objetivo en esta seccion es extender esta nocién a R-mdédulos de dimensién proyec-
tiva finita, y ver cémo, con ayuda del polinomio caracteristico, podemos construir funciones

como la traza. Para ello necesitaremos los resultados que aparecen a continuacién.

Proposiciéon 2.0.4 Sea R un anillo local. St M es un R-mddulo proyectivo finitamente gener-

ado, entonces M es libre.

Prueba. Como R es local y M es finitamente generado, si mM = M, el lema de Nakayama
implica que M = 0, que es libre. Supongamos entonces que mM # M. El médulo M/mM
es un (R/m)-espacio vectorial; escojamos 71, ..., T, una base para este espacio. Se sigue que
mM + (v1,--- ,v,) = M. Nuevamente, el lema de Nakayama nos dice que (v1,---,v,) = M.

Ahora consideremos la siguiente secuencia exacta
0—-K—R'"—-M—0

donde K es el kernel del homomorfismo p : R — M que envia a (r1,--+ ,7y,) en rivy+ -« rpop.
Como M es proyectivo y p es sobreyectiva, existe p: M — R™ tal que pop = Id. De aqui se
sigue que R" ~ M @ K. Ademas, si rv1+- - rpv, = 0, entonces, pasando a M/mM vemos que
todos los 7; € m. En particular tenemos que K C mM ®&mK. Pero como KNmM C KNM = ()
tenemos que K C mK. Luego como K es un R-mdédulo finitamente generado, nuevamente, por
Nakayama, se sigue que K = 0, con lo que se concluye el resultado. =

Las siguientes son caracterizaciones de la nocién de proyectivo.
Proposicién 2.0.5 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Un R-médulo P es proyectivo.

b) Para cualquier epimorfismo de médulos o : M — N, el mapeo inducido Hompg(P, M) —

Homp (P, N) es sobreyectivo.

c) Para algiin epimorfismo de médulos v : F' — P, con F' un R-médulo libre, el mapeo inducido
Hompg(P, F) — Hompg(P, P) es sobreyectivo.

d) P es un sumando directo de un R-mdédulo libre.

Prueba. a <= b: b es una reformulacién de la definicion.

b = ¢ : obvio
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¢ = d : Cualquier homomorfismo v € Hom(P, F') en la preimagen de la funcién identidad
Id € Hompg(P, P), cumple que I'd = o ~y. Luego 7 es inyectivo y por tanto P es un sumando
directo de F.

d=0b:8Sea a: M — N un epimorfismo de médulos, y sea F' un R-mddulo libre tal que
P es sumando directo de F, digamos, F' = P @ ). Luego, como F es libre, es fécil ver que el
homomorfismo inducido

¢: Homp(F,M) — Hompg(F,N)

es sobreyectivo. Sean

¢y : Homg(P,M)— Hompgr(P,N)
¢y : Homp(Q,M)— Hompg(Q,N)

los homomorfismos inducidos. Como

Homp(F,M) = Hompg(P,M)® Hompg(Q, M)
Homp(F,M) = Hompg(P,N)® Hompg(Q,N)

y ¢ = @1 D ¢4, tenemos que ¢, es sobreyectivo, de lo cual se sigue el resultado. =

Corolario 2.0.6 Sea R un anillo y M un R-mddulo. Entonces para todo primo p € Spec(R)
el Ry,-mddulo M, es proyectivo (y por 2.0.4, es libre) st, y sdlo si, M es proyectivo.

Prueba. Por la propocién anterior basta ver que Homgr(M,F) — Hompg(M, M) es so-
breyectivo. Pero por la propiedad local global esto es cierto, si y sélo si Hompg(M, F), —
Hompg(M, M), es sobreyectivo, para todo primo p € Spec(R). O equivalentemente, Hompg,, (Mp, Fp) —
Hompy(M,, M) es sobreyectiva, para todo primo p € Spec(R). Nuevamente, por la proposi-
cién anterior, esto es cierto si y sélo si para todo primo p € Spec(R) el Ry,-médulo M, es

proyectivo. m

Lema 2.0.7 Sea X = Spec(R), con R un anillo con espectro conexo. Dados q, ¢ € X existen
primos go =q, q1, =+, @ =4q', Po, P1, ***, Pn—1 tales que p; C qi Yy pi C -

Prueba. Sea U, = {p’ € X : existen primos qo = p, q1, -+, ¢» = D', po, p1, - - -, Pn tales que
pi C gi, pi C ¢, 41}- Veamos que U, es un cerrado. Esto es cierto porque U, = UV (p'), donde la
unién se realiza sobre todos los primos minimales que pertenecen a U,. Como sélo hay finitos
primos minimales, esta unién debe ser finita. Ahora, es claro que si p € U, entonces U, = Uj,.
De aqui que Uy = Uy, 0 U; N Uy = 0. Pero este tltimo caso no es posible pues X es conexo.

De aqui se sigue el resultado. =
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La siguiente proposicién nos permitird definir el rango de un R-mdédulo sobre un anillo

conexo.

Proposiciéon 2.0.8 Sea R un anillo Noetheriano de espectro conexo, M un R-mddulo finita-
mente generado y proyectivo. Sea X = Spec(R). Entonces la funcion Rango(M,) es constante
en X (ndtese que la funcion rango queda bien definida pues M, es proyectivo como R,,-mddulo,

y por la proposicion anterior es libre).

Prueba. Seanq, ¢ € Ry =9, 01, > Gn = ¢ , Po, P1, - * -, Pn como en el lema anterior .

Si el rango de M, es n tenemos que
Mpo = (Mqo)po = (Rgo)po - RZO'
Usando este mismo argumento se muestra que
Rango(My,) = Rango(M,,) = Rango(M,,, ),
de lo cual se sigue inmediatamente el resultado. m

Proposicién 2.0.9 Sea R un anillo conexo y U C R el conjunto de elementos en R que no
son divisores de 0. Entonces, si M es un R—mddulo de dimensidn proyectiva finita tenemos
que UM es un U~ R-mddulo proyectivo de rango constante. Esto es, el rango de (U*IM)q

es el mismo para todo primo q € spec(U™'R).

Prueba. Por la proposicién 2.0.6 sélo debemos ver que para todo primo ¢ € Spec(U'R),
(U71M), es libre. Equivalentemente, basta ver que para todo primo ¢ € Ass(R), M, es libre.
Pero esto se sigue de la férmula de Auslander Buchsbaum, ya que depthyr,(R,) = 0 (pues qR,

so6lo contiene divisores de cero para todo ¢ € Ass(R)). Tenemos que
pd(My) = depthyr,(Ry) — depthqr,(Mg) = 0

de lo cual se sigue que U 1M es localmente proyectivo y por ende localmente libre.

Demostremos ahora que el rango es constante. Para ello procedamos por induccién sobre
la dimensién proyectiva de M.

Si pd(M) = 0, entonces M es proyectivo y el resultado se sigue a partir de una proposicién
anterior. Supongamos entonces que el resultado es cierto para todo R-médulo con dimensién
proyectiva menor que d.

Sea 0 — M; — P — M — 0 una secuencia exacta con P proyectivo y dp(My) < d

(tal secuencia se puede construir, tomando una resolucién proyectiva para M, dp(M) > 0, y
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cortdndola en el primer médulo de szygia). Localizando en U se obtiene la siguiente secuencia
exacta:

0—-U'M -U'P-U'M—0,
y por la primera parte, cada médulo es proyectivo. Luego
UtPp=U"'M, UM,
y al localizar en cualquier primo g € U™ R, tenemos que
(U™'P)g = (U Mi)g® (U™ M),
es la suma directa de dos mdédulos libres. De aqui
rango((U™'M),) = rango((U'P),) — rango((U'My),).

Pero el término de la derecha es constante por la proposicién anterior, y de la hipdtesis inductiva,

se sigue el resultado. =

Proposicién 2.0.10 Sea R un anillo con finitos ideales mazximales {my,--- ,myp}. Si M es

R-proyectivo, finitamente generado y de rango constante, entonces M es libre.

Prueba. Sea J =mq N---Nmyg. Por el teorema chino del residuo tenemos que
R/J ~ R/mq x -+ X R/my.

Se sigue de 2.0.5 que existe un médulo N tal que M @& N ~ R*. Tensorizando con R/.J se sigue
que M/JM & N/JN ~ (R/J)*. Nuevamente, de la proposicién 2.0.5 se sigue que M/JM es
(R/J)-proyectivo. Ahorasi J C ¢, un ideal primo de R, del hecho de que M /JM sea proyectivo,

y por 2.0.4 tenemos que
M)IM)y M ®R;®R/J~R/J®My;~R/J®R"~(R/J)",

con n = rango(M). Luego, por el teorema 1.3.4, todo médulo sobre R/mj X --- x R/my, tiene
la forma Fj x --- x F;. Mds atn, cada F; es de la forma (M /JM )sm; para cierto m;. Luego cada

F; tiene rango n sobre R/m;. Asi que

MJJM = (R/m1)" x -+ x (R/mg)" = (R/my x -+ x R/my)" = (R]J)".
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Sea ahora ¢ : (R/J)" — M /JM un isomorfismo, y consideremos el siguiente diagrama:

M
|7
R* I (R/J" 5 M[IM

!
0

Sea qNb : R — M un levantamiento para ¢on: R* — M/JM y C = M/zm(g) La secuencia

0=R"%M—-C—0
es exacta, y al tensorizar con R/.J, obtenemos
(R)I)™ 5 MJJM — C/JC — 0.

Como ¢ es un isomorfismo tenemos que C' = JC, y como J C Nm;, se sigue que Cyp, C JCpy,
para todo ideal maximal m de R. Luego por el Lema de Nakayama 1.1.6, y por la propiedad
local global 1.1.5 vemos que C' = 0, y por tanto 5 es sobreyectiva. Ahora, si consideramos la
secuencia exacta

O—>K—>R"£>M—>O

con K = ker(¢), y tensorizamos nuevamente con R/.J, obtenemos la secuencia exacta
Tor'(RJJR, M) — K/JK — (R}J)" % M/JM — 0.
Y como Tor'(R/JR,M) = 0, ya que M es proyectivo, tenemos que
0— K/JK — (RJJ)™ % M/JM —0

es exacta. Nuevamente, como ¢ es isomorfismo vemos que K = JK, y por un argumento
andlogo al anterior, tenemos que K = 0. Luego ¢ es un isomorfismo, de lo cual se sigue el

resultado. m

Corolario 2.0.11 Sea R un anillo conexo y M un R-mddulo finitamente generado de dimen-

sion proyectiva finita. Entonces UM es libre.

Prueba. Se sigue de la proposicién anterior y del hecho de que U~ R tiene espectro finito.

Definicién 2.0.2 Sea R un anillo Noetheriano de espectro conexo y M un R—mddulo finita-
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mente generado de dimension proyectiva finita. Sea U C R el conjunto de elementos que no
son divisores de cero. Diremos que un polinomio caracteristico f(t) de un R—homomorfismo

h: M — M, es un polinomio que satisface:

1. fu(t) es un polinomio monico de grado igual al rango de U1 M.

2. Si U7Lf,(t) denota el poliinomio que se obtiene al localizar los coeficientes de fy(t) en-
tonces UL f,(t) = chr(U7'h), es decir, el polinomio caracteristico asociado al U™ R-

homomorfismo lineal inducido por h entre los U~ R-mddulos libres U~ M.

Notemos que el corolario anterior nos garantiza la buena definicién de la condicién (*).

A continuacién demostraremos la existencia y la unicidad de dicho polinomio.
Teorema 2.0.12 (Unicidad) Si f3,(t) existe, es tnico.

Prueba. Sean fj(t), f;(t) dos polinomios ménicos para h. Entonces los coeficientes ¢ /1 y
¢;/1 en UT'R son iguales y por tanto existe s € U tal que s(cg — ¢}) = 0 en R. Pero como en

U no hay divisores de cero se tiene que ¢, = c;. ®

Teorema 2.0.13 (Existencia) Bajo las condiciones de la definicion anterior el polinomio f(t)

existe.

Prueba. Procederemos por induccion sobre pd(M) < oo.
Si pd(M) = 0, entonces M es proyectivo de rango constante n. Para cada p € Spec(R) sea

char(hp)(t) el polinomio caracteristico de hy, : M), — M,
char(hy)(t) =t" +vp1t" '+ + vy, convy; € Ry

Definamos la funcién

¢+ X = Spec(R) — |_| R,
peX

como ¢(p) = vpi. Veamos que ¢y es regular en X: como M), es libre tomemos elementos
{u1,--- ,u,} en M tales que {ui/1,--- ,un/1} es base para M,, y sea W = < uy,...,up >.

Consideremos las siguientes secuencias exactas:

HO0—-W-—-MZISMW -0

2) R w0

donde [¢]nxm es una matriz con entradas en R. Localizando en p a cada una de las secuencias

obtenemos que (M/W), =0y [¢], = 0. Luego existen s1, s en R — p tales que s1(M/W) =0
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y s2[é] = 0. Sea s = s159; localizando en s tenemos que Mg ~ W es Rs-libre. Sea D(s) = {p €
Spec(R) : s ¢ p}. Como My es Rs-libre, sea ZTIZ el coeficiente k-ésimo de char(hs)(t). Ahora,

para todo p € D(s) la imagen de :T]Z en R, es precisamente v, x, lo que demuestra que ¢, es
regular.
Como Ogpec(r)(Spec(R)) ~ R, existe 1, € R tal que ¢y (p) = r1/1, para todo p € Spec(R).
Sea
L) =t"+rt" L+ 41,

De la construccién anterior se sigue que Ly (t) = char(h,)(t), para todo p € Spec(R). Si G(t) =
char(U~1h)(t) es el polinomio caracteristico para U ~'h : U"*M — U~'M, entonces, para todo

primo ¢° = qU 'R en U'R se tiene que Gy (t) = G4(t). Pero como también ocurre que
Gq(t) = Lg(t) = (U Ln(t))ge

se sigue entonces que Gge(t) = (U1Ly(t))4e, para todos los primos del anilllo U71R. Esto
implica que G(t) = UL, (t) y por consiguiente G(t) es el polinomio caracteristico para h :
M — M.

Sea M un médulo de dimensién proyectiva finita, y supongamos ahora que el polinomio car-
acteristico existe para todo R-médulo de dimensién proyectiva menor que pd(M ). Consideremos
una secuencia exacta

O—-M — F—M—0

donde M; denota un primer médulo de szysigia, y F' es proyectivo con pd(My) < pd(M). Como

F' es proyectivo existe un diagrama conmutativo

O - My - F — M — 0

lg Lf Lh
O - My - F — M — 0

Localizando en U obtenemos

0 - UMy - U'F - UM = 0
LU g LUty LU R
0 - UMy - U'FP = UM = 0

una secuencia de médulos libres. Tomando bases adecuadas vemos que

U lg 0

—1 _
vl = 0 U 'n
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Luego chr(U~1f) = chr(U tg)chr(U~th). Por la hipétesis inductiva existen Pj(t), Ps(t) €
RJ[t], polinomios caracterfsticos de f : F — F y g : My — My, es decir U P; = chr(U71f) y
U~LP, = chr(U1g). Por el algoritmo de la divisién, en R[t], existe un tnico par de polinomios

moénicos, A y B, tales que P} = PoA + B. Al localizar en U se obtiene
(UTP) = (UIR)(UTA) + (U'B).

Pero como

chr(U™f) = chr(U™rg)chr(U™1h) +0

vemos que U 1B = 0. Luego B =0y U 1A = chr(U~'h). Esto implica que A(t) € R[t] es el

polinomio caracteristico de h: M — M. m

Definicién 2.0.3 Un R-mddulo se llama libre de torsion si ¥Vm # 0 en M, uw-m # 0, para todo
ueU.

El polinomio caracteristico general asf construido cumple Caley-Hamilton, siempre y cuando,

el médulo sea libre de torsién.

Proposiciéon 2.0.14 Sea R un anillo con espectro conexo y M un R-mddulo libre de torsidn y

de dimensidn proyectiva finita. Entonces fr(h) = 0.

Prueba. Sea f},(t) = t"+c1t" 1+ - -+¢, el polinomio caracteristico asociado a h : M — M.

Como U~'M es libre se cumple Caley-Hamilton para (U~1f},)(t); esto es
(UR) (m/1) + (c1 /1)U R)" Y (m /1) 4 -+ - + (e /1)(m/1) = 0, para todo m/1 € U~ M.
Luego existe u € U tal que
w- (B™(m) + cth" Hm) + - + cam) = 0.
Pero como M es libre de torsién tenemos que
R (m) + eth™ Hm) + -+ +eom =0, Ym e M
de donde se sigue que fr(h) =0. m

Proposicién 2.0.15 Sea R un anillo conexo y R C S una extensidn mddulo finita. Si s € S,
denotemos por s el R-homomorfismo "multiplicacion por s". Si pd(S) < oo, erxiste un R-
homomorfismo Tr : S C Hompg(S,S) — R tal que Tr(1) = —n, con n = rango(U~1S) y

Tr(s) = el coeficiente de "' del polinomio caracteristico del homomorfismo s.
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Prueba. Sean s, s’ € S y r € R, sean

ft) = t"at" 4t
fo®) = "+t 4t
frs—i—s’(t) = t"+ dltnil +--+dy
los polinomios caracteristicos de s, s’ y rs + s, respectivamente. Como U~'S es libre, y la

funcién traza es lineal, tenemos que di/1 =7 -¢1/1 4 ¢}/1, y por tanto existe u € U tal que

u(dy — (re1 +¢2)) = 0. Y como en U no hay divisores de cero, vemos que dy = rcy + co. Asi que
Tr sea R-lineal.

Finalmente g(t) = (t — 1)™ cumple que
U™lg=chrigt):U1S - ULS.

Esto implica que g(t) es el polinonio caracteristico de multiplicacién por 1. Luego Tr(1) = —n.
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Capitulo 3

Conjeturas del sumando directo y de Koh

En este capitulo consideramos el caso donde R C S es una extensién mdédulo finita de anillos
Noetherianos. Estamos interesados en estudiar si existe una retraccién, es decir, si existe un

R-homomorfismo p : S — R que envie el 1 en el 1.

3.1 Conjetura del sumando directo

Sea R un anillo conmutativo cualquiera y supongamos que deseamos probar que R posee una
cierta propiedad P. Existe una técnica bastante 1til en dlgebra conmutativa que permite probar
que R satisface P. Primero se sumerge a R como subanillo de un anillo S, el cual se sabe que
satisface P, y luego se intenta trasladar dicha propiedad de S a R. Este tltimo paso se puede
llevar a cabo en muchos casos si se tiene alguna informacién adicional de la manera como R
estd sumergido en S. Un caso muy importante es aquel en donde R es un sumando directo de
S, es decir, si consideramos a S como un médulo sobre R (la accién de R sobre S estd definida
de manera obvia como r - s = rs, para r perteneciente a R y s perteneciente a S) entonces R,
visto como submddulo de S, tiene la propiedad de ser un sumando directo de S. Esto quiere
decir que existe otro R-submdédulo C de S tal que S = R @ C (recordemos que esta notacién
significa que cada elemento s perteneciente a S se puede escribir de manera nica como una
suma s = 1 + ¢, T perteneciente a R, ¢ perteneciente a C). Por ejemplo, es posible probar
con esta técnica que los anillos de invariantes de grupos linealmente reductivos, actuando sobre
anillos regulares, son Cohen-Macaulay ([HoEal).

Uno de los problemas centrales en dlgebra homolégica que atin permanece sin resolverse
es el problema o conjetura conocida con el nombre de Conjetura del Sumando Directo (CSD).
Esta conjetura, equivalente a la Conjetura Monomial, juega un papel fundamental en el Algebra
Homoldégica local debido que ella implica la gran mayorfa de las conjeturas més importantes en
esta drea [Ho75]. Desde su formulacién en 1973 se ha realizado un esfuerzo considerable por
parte de muchos algebristas encaminado a encontrar su demostracion. A raiz de estos esfuerzos
se han desarrollado nuevas teorfas y ha aparecido asi mismo un nimero considerable de nuevos
resultados. Entre ellos se destacan la reciente solucién en el caso de anillos de caracteristica
mixta de dimensién 3 [Hel, los trabajos de P. Roberts [Ro], en particular, su aplicacién de

la Teoria de la Interseccién en Geometria dlgebraica (desarrollada recientemente por Fulton-
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McPhearson) a la solucién de conjeturas relacionadas con la C.S.D., tales como la Conjetura de
Serre, sobre la multiplicidad de la interseccién de dos médulos [Se|, [Ve3], asi como la conjetura
conocida como el Nuevo Teorema de la Interseccién [Rol.

La Conjetura del Sumando Directo (C.S.D.) afirma que para cualquier extensién maédulo
finita R C S de un anillo regular R, es decir, una extensién donde S es finitamente generado
como R-médulo, el anillo R es un sumando directo de S. Este tipo de extensiones juegan un
papel fundamental en dlgebra conmutativa. Equivalentemente, S es una extension mddulo finita
de R, si cada elemento de s perteneciente a S satisface un polinomio ménico con coeficientes
en R: s" + 78" 14+ ... +7r,=0,y S es un slgebra finitamente generada sobre R.

Esta conjetura ha sido probada para el caso de todos los anillos regulares que contienen un
cuerpo [HoT73], y en general para todos los anillos con dimensién de Krull menor o igual a 3.
Cuando el anillo R no contiene un campo, la situacién es muchisimo mds complicada. Para
dimensiones 1 y 2, la conjetura se deduce de la existencia de una normalizacién para R. Si la
dimensién es 3, y R es un anillo de caracteristica mixta, la demostracién es muy dificil y sélo se
logré recientemente [He]. Sin embargo, cuando la dimensién de Krull de R es mayor que 3, casi
nada se conoce, ni siquiera en el caso en que R sea un anillo de polinémios sobre los enteros,
con mds de dos variables; por ejemplo, cuando R es el anillo R = Z[ X1, X3, X3].

En este capitulo daremos en detalle una prueba de la CSD cuando R es un anillo normal
que contiene un campo de caracteristica cero, y en el caso en el que R es regular y contiene un

campo de caracteristica prima.

3.2 La conjetura de Koh

Una linea de ataque para la CSD fue sugerida por J. Koh en 1983. La idea consistia en primero
demostrar otra conjetura m&s fuerte, conocida como Conjetura de Koh, la cual implicaria
la CSD, y que afirma lo siguiente: sea R C S una extensién médulo-finita de R, un anillo
Noetheriano cualquiera, tal que S es un R-médulo con dimensién proyectiva finita pdr(S) < oo.
Entonces la conjetura de Koh afirma que R es un sumando directo de S. Esta conjetura
permanecio abierta hasta 1993 cuando por primera vez se construyeron ejemplos que mostraban
que esta conjetura, en su formulacién més general, no era cierta ([Vel], [Ve2] y [Ve-Ri]). En
este capitulo daremos una demostracién detallada de estos hechos.

Cuando R es regular, la condicién de tener dimensién proyectiva finita se da automédtica-
mente (caracterizacién de Serre de los anillos regulares), de donde se deduce que la conjetura
de Koh implica la del sumando directo. Se sabe que la conjetura de Koh es cierta cuando R
contiene un campo de caracteristica 0. La prueba la haremos usando las ideas desarrolladas en
el capftulo anterior. Un contraejemplo a la conjetura de Koh en el caso general en el que R es

un anillo que contiene un campo de caracteristica prima serd presentado en detalle al final de
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este capitulo.
Existe todavia la posibilidad de que esta conjetura sea cierta para anillos Cohen-McCauly
o anillos de Gorenstein. Se puede probar, que si la conjetura de Koh es cierta para anillos de
Gorenstein de dimensién 1, entonces la conjetura del sumando directo es cierta en dimensién 3.
La existencia de un contraejemplo a la conjetura de Koh simplemente descarta la posibilidad
de probar el caso general de la conjetura del sumando directo como su consecuencia.
Comencemos por mostrar que la existencia de retracciones equivale a la descomposicién en

suma directa.

Proposicién 3.2.1 Sea R C S una extension mddulo finita. La existencia de una retraccion

p: S — R es equivalente a la existencia de un R-mddulo M tal que S = R ® M.

Prueba. Supongamos existe p: S — R tal que p(1) =1,y sea M = {s—p(s) € S:r € R}.
M es claramente un R-médulo, y claramente S = M + R, yaque S C M +p(S) =M+ R C S.
Ahora, si s — p(s) € RN M, entonces

p(s = p(s)) = p(s) — po p(s) = p(s) — p(s) = 0.

Pero s — p(s) € R, luego p(s — p(s)) = s — p(s) = 0. Esto muestra que la suma es directa.
Supongamos ahora que existe M tal que S = R@& M, y definamos p : S — R como el
morfismo que envia a r +m en 7. Se ve inmediatamente que p es una retraccién. m
El problema de la existencia de retracciones se puede reducir rdpidamente al caso donde R

es un anillo local.

Proposicién 3.2.2 Exzxiste una retraccion p: S — R si, y sélo st, el morfismo
i* : Hompg(S, R) — Hompg(R, R)
es sobreyectivo, donde i* es el morfismo inducido por la inclusion i : R — S.

Prueba. Supongamos que existe p, y sea v € Hom(R, R). Si consideramos el morfismo
~vyop: S — R, vemos entonces que i*(yop) = yopoi =y, y por consiguiente i* es sobreyectiva.

Por otro lado, si i* es sobreyectiva existe p € Hompg(S, R) tal que i*(p) = Id. Esto es,
poi=Id; es decir p es una retraccién. m

Las siguientes dos proposiciones funcionan independientemente de si nos encontramos en el
caso de la conjetura del sumando directo o en la conjetura de Koh, pues las propiedades de ser

regular o de dimensién proyectiva finita se preservan bajo localizaciones y completaciones.

Proposicién 3.2.3 Si para toda extension de anillos R C S mddulo finita con R un anillo local

existe una retraccion, entonces para toda extension R’ C S’ mddulo finita también existe.
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Prueba. Sea R’ C S’ una extensiéon médulo finita. Sabemos que
i* : Homp (S, R') — Homp/(R', R')
es sobreyectiva, si y sélo si
ir i Homp (S, R )y — Homp (R, R

lo es, para todo ideal m C R’ maximal 1.1.5. Pero también sabemos que el morfismo anterior

es candnicamente equivalente a
ko, ! -1 p/ / /
Iy HomR,’m (S [m] ) Rm) - HOngn (Rm7 Rm)

(ya que S tiene una presentacién finita como R-médulo, pues es un R mdédulo finitamente
generado). Pero esta es sobreyectiva por hipétesis, ya que R/ C S’[m]™! es una extensién
moédulo finita. =

Supondremos de ahora en adelante R un anillo local con ideal maximal m. Hagamos una

segunda reduccién del problema, esta vez a anillos completos.

Proposiciéon 3.2.4 Si para toda extension de anillos R C S mddulo finita, con R un anillo
completo, existe una retraccién, entonces para toda extension R' C S’ mddulo finita también

existe una retraccion.
Prueba. Sea R’ C S’ una extensiéon moédulo finita. Veamos que
i* . Homp (S, R') — Homp (R, R).

es sobreyectiva.

Para esto notemos que
Homp (S',R'") — Homp (R, R') — Coker(i*) — 0
es una secuencia exacta. Asi dado cualquier ideal 7 C R’ tenemos que
Y =~ Y =~ s =~
Homp/(S",R)® R — Homp(R,R)® R — Coker(i*) @ R — 0

es exacta, (ya que S tiene una presentacién finita por ser un R’-médulo finitamente generado).

Pero la secuencia anterior es canonicamente equivalente a

~J —~J —J —J
, B , R

—J
Homﬁ,J(S’ ) — HomﬁJ (R ) — Coker(i*) @ R¥ — 0
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~J /\/J —~J /\,]
R R

Como Hom]/%\/J(S’ ) — Homp,;(R ) es sobreyectiva por hipétesis, se sigue que

Cok(i*) ® j%\’J = 0. Abhora, como f%\’J es un médulo fiel, ya que R’ es local, tenemos que
Coker(i*) = 0. Es decir, i* es sobreyectiva. ®

Supongamos que R es un anillo regular. Como vimos antes, R lo podemos suponer local y
completo. Del Teorema 19.19, pag. 487 de [DE] se sigue que R es un dominio de factorizacién

unica. Con estas observaciones pasemos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.2.5 Para demostrar la Congetura del Sumando Directo se puede suponer, sin pér-

dida de generalidad, que S es un dominio.

Prueba. Como R es un dominio, por el Going Up existe un ideal primo P de S tal que
PN R =0. Luego R/(0) — S/P es una extensién maédulo finita. Si existiera una retraccién
¢ : S/P — R que envie el 1 en s{ mismo entonces la compuesta S — S/P — R es una retracciéon

para el caso original. m

Teorema 3.2.6 Si la Conjetura del Sumando Directo es cierta siempre que S sea un anillo

local completo, entonces la conjetura es cierta en general.

Prueba. Si R — S es una extensién mdédulo finita de anillos con R un anillo regular local

completo, por un teorema anterior vemos que
SZSl><'--XSn,

donde cada S; es un anillo local completo y un R—mddulo finitamente generado. Ahora, como
i: R <— Sy x---x .8, es una inyeccién, y si w; : S — S; denota la proyeccién, entonces para
algin S; el homomorfismo 7; 04 : R — S; es inyectivo: para ver esto ultimo notemos que de no

ser asi, para cada i existiria un 0 # r; € R tal que m; oi(r;) = 0. Entonces tendriamos que si

i(r) =Y mioi(r)=0.

Pero esto implicaria que 7 = 0, pues ¢ es inyectiva. Ahora, como R es un anillo locar y regular,
R es un dominio, y por tanto algin r; deberia ser cero, lo cual es un absurdo. Asi tenemos
que ; o7 es inyectiva. Luego si la Conjetura del Sumando Directo es cierta para R < S’, con
S’ local completo entonces existe ¢ : S; — R un R-homomorfismo que envia el 1 en el 1. Por
tanto ¢pom; : S — R es un R-homomorfismo que envia el 1 en el 1, de alli que la conjetura seria
cierta para el caso general. m

Esta reduccién nos permite suponer que tanto R como S son dominios locales completos en

la Conjetura del Sumando Directo.
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3.3 La Conjetura del Sumando Directo en el caso que R con-

tiene un campo de caracteristica cero

En esta seccién trataremos las soluciones conocidas tanto de la Conjetura del Sumando Directo
como de la conjetura de Koh. Durante esta seccién supondremos que R C S es una extensién
médulo finita, y que R es un anillo local completo (R es ademés un dominio regular y S se
puede suponer un dominio, en el caso de la Conjetura del Sumando Directo).

Este resultado se deduce rédpidamente de dos hechos. Primero, como R es un anillo regular
completo entonces es un dominio de factorizacién tinica como ya vimos anteriormente, y por
lo tanto es normal. Asi s6lo debemos probar el resultado para dominios normales, para lo cual

utilizamos el segundo hecho:

Proposiciéon 3.3.1 Sea R C S una extension mddulo finita de dominios, con R normal. Si
Lg, Lg denotan los campos de fracciones de R y S respectivamente, entonces Lr C Ls es una
extension finita de campos. Sea tr : Lg — Ly la funcién traza definida en el primer capitulo.

Entonces tr|s es un R-homomorfismo y es tal que tr(s) € R, para todo s € S.

Prueba. Sea s € Sy g(t) = t" + rt" ! 4+ --- + r, el polinomio minimal para s sobre Lp.
Veamos que todos los coeficientes de g() estén en R. En particular r; € R de lo cual se sigue
que tr(s) € R (proposicién sobre trazas).

Como s € Sy R C S es una extensién médulo finita, existe un polinomio h(t) con coeficientes
en R que anula a s. Luego si L denota la clausura dlgebraica de L tenemos que alli las raices
de h(t) son enteras sobre R. Como en particular las raices de g(¢) son también raices de h(t), ya
que ¢g(t) es minimal, y por tanto g(¢)|h(t). Se sigue que los coeficientes de g(t) son enteros, por
ser funciones simétricas en las raices de h(t). Y como estos coeficientes pertenecen a Lr y R es
normal, se deduce que los coeficientes de g(t) pertenecen a R, de lo cual se sigue el resultado.
[

Teorema 3.3.2 (C.S.D. si Q C R) Sea R C S una extension mddulo finita de dominios con
R normal (en particular esto se tiene si R es reqular y local). Si Q C R entonces la extension

se parte, es decir exriste una retraccion.

Prueba. Por la proposicién anterior tenemos que tr|g : S — R es un R—homomorfismo y
ademds por 1 tenemos que tr|g(1) =n, con n = [Ls : Lg]. Entonces, si definimos a ¢ : S — R,

como ¢ = %tr|g (% € R ya que Q C R) tenemos el resultado deseado, ya que ¢(1) =1. =

37



3.4 La Conjetura del Sumando Directo en el caso que R con-

tiene un campo de caracteristica prima

Lema 3.4.1 Sea R C S una extension mddulo finita de dominios, entonces si Lr C Lg son los
campos de fracciones de R y S respectivamente, se tiene que Lg es una extension (de campos)
finita de Lg.

Prueba. Dado s € S, como S es dominio y mddulo finito sobre R, existe un polinomio
moénico
p(t) =t" +ait" ' + .. + a, € R[t]

con a,, # 0, tal que p(s) = 0. En particular, existe s’ € S tal que s's € R ya que

S(Sn—l + alsn—Q

+Fap-1) =an € R.
Ademas, como S es médulo finita, existen s1,--- , i tales que

S=s1R+ -+ siR.

Dado t/s € Lg, tenemos entonces que

t _ ts' 1
L=ty = L(risi 4+ risp) ir1sy e+ sy = B8
_ (T T LT
= (sr)s1+ -+ (57)s ;57 € Lr
Esto es lo mismo que decir que los elementos s1, - - - , s generan a Lg como L g-espacio vectorial,

con lo que se consigue el resultado. =

Lema 3.4.2 Sea F' un A-mddulo libre de rango n con A un anillo local de ideal mazimal m, y
sea ¢ € F tal que ¢ ¢ mF. Entonces existen ca, ..,c, € F tales que {c,ca, -+ ,cn} es base para

F.

Prueba. Como ¢ ¢ mF tenemos que la clase ¢ de ¢ en F/mF es distinta de cero, y
como F/mF es un (A/m)-espacio vectorial de dimensién n, existen co, -, ¢, € F tales que
{¢,c2, -+ ,¢,} es base. Ahora es claro que (cA + -+ 4+ ¢, A) + mF = F. Luego, del lema de
Nakayama 1.1.6 se sigue que F = cA + - -- + ¢, A. Por otro lado, si consideramos la secuencia

exacta
0K A" L F 0

donde

7((11’ ooy an) =ca1 + -+ chay
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y K = ker~ tenemos que al tensorizar con A/m el siguiente complejo queda exacto
Torl(A/m, F) — K/mK — (AJm)" % (F/mF) — 0.

Como Tor!(A/m, F) = 0, pues F es libre, ¥ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Asf que
K/mK = 0, y nuevamente, por el Lema de Nakayama, K = 0, de donde se sigue el resultado.
[ ]

Dada una extensién médulo finita R C S donde R contiene un campo, el teorema de estruc-
tura de Cohen 1.2.5 nos dice que R ~ K[[x1, - ,2,|]/I, donde K es un campo de coeficientes
para R. Ahora, si K es la clausura slgebraica para K tenemos que R’ = K|[[x1, -+ ,z,]]/I es

un R médulo libre ya que si K = @ Ku, entonces

R = @ Kuallor, - /1.

Luego R’ es fielmente plano. Asi, la extensién R C S, se parte si y sélo si la extensién
R’ C S®g R’ se parte. Por tanto, podemos considerar sin pérdida de generalidad que el campo

K que R contiene es dlgebraicamente cerrado.

Teorema 3.4.3 Sea R C S una extension mddulo finita, donde R es un anillo equicaracteristico

de caracteristica prima. Entonces existe una retraccion de S en R.

Prueba. Por la discuccién anterior podemos considerar que R = K|[[X1,-- -, X,]]/I, donde
K es un campo dlgebraicamente cerrado. En particular, este campo es perfecto, esto es, KP =
{aP : a € K} esigual a K (equivalentemente todo elemento de K tiene raiz p-ésima). Sean Lr C
Lg los campos de fracciones de R y S respectivamente. Sabemos por uno de los lemas anteriores
que Lg es una extension finita de Lg, y por consiguiente que existen elementos uq,..,u; € S
tales que Lg = Lruy @ --- ® Lgu;. Si S = Rsy + -+ + Rsq con {s1,---,84} C S, entonces, si
cada sj = (r1j/a1;)u1 +- - -+ (175/a;;)w; tenemos que ¢ = [] a;; es tal que ¢S C Ru; @ - - - & Ruy.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u; = 1. Sea p; : Ru1 & ---® Ru; — R la
proyeccion en la primera coordenada. Sea py = pyopu,: S — R, donde p, : S — S es la funcién
R-lineal multiplicacién por ¢. Es claro que py(1) = p;(c) = ¢. Ahora, si m = (z1, .., z,) denota
el ideal maximal de R, como [|m! = (0) por el teorema de interseccién de Krull 1.1.8, se tiene

€

que existe ¢ = p°, e > 0 tal que ¢ ¢ m?. Notemos que

Ri = K[z, 2}]] = K[z, , 2]]].
Ademsds, como R = € RIx]' .-z tenemos, por el lema anterior, que ¢ fomar parte de una

0<e;<q
base para R como R?-moddulo, y por ende existe un R?-homomorfismo ¢ : R — R? que envia

a cen 1. Si componemos a py con ¢, p = ¢ o py, obtenemos una retraccién p : S — R?, pero
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como el siguiente diagrama conmuta

S — 54
T T
R — RY

donde las flechas horizontales denotan el homomorfismo de Frobenius F'(r) = r¢, entonces, para
obtener una retraccién de S a R basta restringir a p a S y componer con F'y F~'. Es decir

F~1op|ss o F es una retraccién de S a R. m

3.5 La Conjetura de Koh en caracteristica cero

La construccién de un polinomio caracteristico de mayor generalidad nos permite probar la
Conjetura del Sumando Directo cuando Q C R. Notemos para comenzar que si R es local,

entonces su espectro es conexo.

Proposicién 3.5.1 Sea R un anillo que contiene a Q, y sea R C S una extension mddulo

finita tal que pd(S) < oo. Entonces existe una retraccion p : S — R.

Prueba. Por las reduciones hechas al problema anteriormente, podemos suponer que R
es local. Por el lema anterior tenemos que Spec(R) es conexo. Ahora, el rango de U~1S es
positivo, ya que si U8 = 0 tendrfamos que ul = 0 para algtin u € U, lo cual es un absurdo.
Luego rango(S) = n > 0. Basta entonces definir el R-homomorfismo p = —%Tr : S — R,

donde T'r se definié en la proposicién 2.0.15. =

3.6 Contraejemplo para la Conjetura de Koh

Sea 0 — R* X% R™ 2 ¢ — 0 una resolucién libre, y por ende proyectiva, para el R-mdédulo
C'. La correspondencia en la construccién de Yoneda para Ext (punto (e) 1.5) funciona de la

siguiente manera:

i) Un elemento de Fzt!(C, R) es una clase de equivalencia de f € Hom(R", R)/X*(Hom(R™, R)),

donde X* denota la transpuesta.

ii) La siguiente relacién es un isomorfismo de R-médulos

Exzt'(C,R) — EYC,R)

f—>047
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donde f: R™ — R es un R-homomorfismo. Denotemos la bases canénicas para R™ y R™

por {e1,...,en}t y {€1,...,Em}, respectivamente. Entonces
. ¢ RGR™ i
ap: 0 = R < Ge) @) ¢ =0
Tf Ty T1d
0 — R" — R™ - C =0
x p
conmuta, donde g(e;) = (0,¢5),i(r) = (r,0) y p'((a,b)) = p(b).
Sabemos que [a7] = [0], es decir, ay se parte sf, y s6lo si f=0,sf ysolosi felIm(X*),st,y

sélo si existe h : R™ — R tal que hox = f.

3.6.1 Construccién de un contraejemplo para la Conjetura de Koh en car-

acteristica prima

Sean K =Zo, y

Ry = K[x11, %12, T21, T22, T31, 32, L, 21, 22, Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23, W11, W12, W12, W1, W2, W3]

Sea H el ideal generado por todas las entradas de las matrices siguientes: A — NY,

B — NW, donde
0 0
A = Z% — tf]jll 0
B 22—tz 0
1 21
i 0 21— tl‘gl
[ 2 2
N - —T11 —T12
—T21 —%22
| —T31 32
[0 0 0
B — Z% — t$12 0 0
B 0 22 —tx 0
2 22
i 0 0 23—ty
X = [wijlax2, Y = [yijlaxs, W = [wij]axs

Sea R = Rog/H (denotaremos las clases de equivalencia por las mismas letras). Sea
f : R? — R estd definida por f(e1) = 2%, f(ea) = 23, y sea X : R? — R3 dada por

la matriz X = [zj;]3x2. Veamos que X es inyectiva. Para ello utilizaremos el criterio
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de exactitud de Buchsbaum-Eisenbud 1.4.2. Consideremos la secuencia 0 — R? = R3.
Sabemos que esta secuencia es exacta si rank(z) = 2 y si depthaR > 1 donde A es el
ideal obtenido de los menores 2 x 2 de la matriz X. Podemos demostrar ambos resultados
al mismo tiempo mostrando un elemento distinto de cero en I2(X) y que no sea divisor

de cero en R. Sea
z = (x11222 — T21212) + (T11232 — T31212) + (21232 — T31222) € [2(X).

Para ver que z no es divisor de cero en R lo tinico que debemos ver es que no estd contenido
en los primos minimales de H. Pero esto se verifica rapidamente de la siguiente forma
usando el programa Maple. Una descomposicién primaria para H se halla con el comando
PrimaryDecomposition(H). Para cada ideal @; se verifica si z € @; usando el comando
IdealMembership(z, H). El computo muestra que la respuesta es negativa. Asi, tenemos
que la secuencia

0—R25 R3 R3/im(X) — 0

es exacta. Consideremos el siguiente diagrama

RO®R?
0 = R = geya@y — ¢ — 0
Tf Ty I (#)
0 - R? & R3 — C — 0

Si T = R® R?, este R-médulo libre puede dotarse de estructura de R-dlgebra en forma

natural, via el siguiente isomorfismo:
T = Rlxy, T, x3]/ (2122, T133, Tox3, T3 — tx1, T3 — txg, T3 — ta3)
Es claro que R — T es una extensién libre de rango 4 : (R1 & Rz & RTy ® RT3).

Denotemos por u; la clase de z;. Con el fin de dotar a S = R® R3/(f(e;), —x(€;))iz1,2 de

estructura de R-dlgebra es necesario que el R-submddulo generado por

v = f(el) — 11Ul — T21U2 — T31U3

v2 = f(62) — T12U1 — T22U2 — T32U3
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sea un ideal de T'. Pero para i =1,2,3.

2
wivr = ui(z] — T11u1 — TaUz — T31U3)
_ 52 s = U 2 .
= wiz{ — Titu; = ui(2] — xat)
= Yi1V1 + Y2iV2
. _ (52
wivy = ui(zy — Ti2u1 — TooUz — T32U3)
2 2
= UjRy — xigtui = ui(zQ — xigt)

= WiV1 + Wav

Es decir, en efecto, el R-submdédulo generado por vy, vs es un ideal de Ty por tanto S
es una R-dlgebra médulo finita sobre R. Es més, si la siguiente secuencia fuese exacta

entonces pd(S) =1 < oo:

R& R3

0-RRERoRr - 2
T e, —a(e)

— 0,

donde X’ esta dada por la matriz

fle1) f(e2)

—Z11 —T12
—x21 —T22
—I31 —I32

Pero del hecho de que z (definido mds arriba) esté en Iy(z') y no sea divisor de cero,
tenemos nuevamente, por el criterio de Buchsbaum-Eisenbud 1.4.2, que X’ es inyectiva y
por tanto que la secuencia es exacta (la exactitud en el medio y a la derecha son triviales).
Luego, para mostrar que no existe retraccién, sélo debemos ver que no existe h : R> — R
tal que ho X = f. Matricialmente que [h]1x3[x]3x2 = [f]ix2. Es decir, que no existen hq,

ho y hs tales que

11 T12
hi hs h =| 22 22
1 h2 hs T2l X2 z] 23
T31  T32

0, equivalentemente
23 ¢ (] ™ T21 31
23 T12 T2 T32

Pero esto es sencillo ya que ni siquiera z% cJ= (xi5) en R, puesto que de lo contrario
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22 € (z;5) + H en Ro, y en particular 27 € H en
Ro/(xij) = K[t, 21, 22, Y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23, W11, W12, W12, W21, W2, W3]

y por tanto H serfa el ideal generado por las matrices A — NY, B — NW, con

0 0 0
A = 20
0 23
00 2
R
N 0 0
0 0
0 0
[0 0 0
B 22 0 0
0 22 0
0 0 2z
Y = [yijlaxs, W = [wijlaxs

Pero nuevamente, usando Maple vemos que 2? ¢ H. Por tanto existe una extensién médulo
finita R C S con dp(S) < oo tal que no tiene una retraccion, es decir, un contraejemplo a la

conjetura de Koh.
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