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INTRODUCCION E IDENTIFICACION DEL PROBLEMA

Conveccion es la forma de transporte de calor a través de un medio fluido, ya sea gas o liquido,
entre una temperatura en la superficie (correspondiente a la interfase fluido-sdlido) y una
temperatura en el seno del mismo fluido. Tal manera de transporte de calor por un medio
material estd gobernada por la ecuacion llamada “Ley de Enfriamiento de Newton” que plantea
que el flujo de calor es directamente proporcional al area de la superficie que sirve de interfase
entre el fluido y el sdlido, y a la diferencia entre estas dos temperaturas. A la constante de
proporcionalidad se le denomina coeficiente de transferencia de calor. En realidad esta ley no

es mas que la definicién del coeficiente de transferencia de calor [INCROPERA].

Dicha constante también recibe el nombre de coeficiente convectivo de transferencia de calor o
coeficiente de pelicula y su valor depende de la geometria de la interfase, del régimen de flujo
y naturaleza del fluido, asi como de las dos temperaturas. Esta multiplicidad de variables
independientes resulta porque la transferencia de calor por conveccion esta determinada por

las capas limites que se generan sobre la superficie.

Para el disefio y apreciacion de equipos donde tenga lugar fundamentalmente una

transferencia de calor por conveccién es necesario conocer el valor de dicho(s) coeficiente(s).

No se han desarrollado determinaciones experimentales de coeficientes de transferencia de
calor usando termometro de vidrio. La determinacion por este camino implica el modelamiento

a partir del balance de energia aplicado al respectivo sistema del termdmetro.

El termometro de vidrio es un instrumento que se encuentra disponible en el laboratorio, y a
parte de indicar la temperatura, puede también servir para la medicion indirecta del coeficiente
de transferencia de calor a partir de los cambios de temperatura que experimenta el aparato en
el estado transitorio hasta alcanzar el equilibrio térmico. Esto puede a futuro conllevar al disefio
y construccion de un instrumento que reporte el valor local de un coeficiente de transferencia

de calor, aparato de medicion que no se dispone.

La medida de coeficientes locales de transferencia de calor, y por analogia de masa, puede

tener notables aplicaciones en el disefio y optimizaciéon de equipos (como por ejemplo los



biorreactores ya que la heterogeneidad de los sistemas y la sensibilidad los hacen complejos

de modelar), para lo cual es deseable conocer los perfiles espaciales de ciertas propiedades.

Con el presente trabajo se busca principalmente determinar experimentalmente y predecir el
coeficiente de transferencia de calor alrededor del bulbo de un termémetro de vidrio. Para
lograr dicho objetivo se hace necesario: Plantear y solucionar modelos del funcionamiento del
termémetro de vidrio; determinar tedricamente el coeficiente de transferencia de calor alrededor
del bulbo del termémetro para determinadas situaciones; confrontar el grado de ajuste de los
modelos propuestos contra los datos experimentales; analizar la factibilidad del disefo del
instrumento de medicion directo de coeficientes de transferencia de calor fundamentando en el
modelo propuesto; y disefiar por lo menos una practica relacionada con fenémenos de
transporte (masa, calor y/o cantidad de movimiento) y la posibilidad de un disefio experimental

por analogia para transporte de masa.

JUSTIFICACION

En la ingenieria quimica se realizan operaciones unitarias, algunas de las cuales involucran la

transferencia de calor por medio de fluidos siendo la conveccion el mecanismo predominante.

En el disefio y célculo de equipos utilizados en ingenieria quimica normalmente se requiere

conocer el valor del coeficiente de transferencia de calor por conveccion.

Los coeficientes se pueden determinar por medicion indirecta para un caso particular de flujo
en donde se requiere medir el area, las temperaturas, la velocidad y el flujo de calor,

generalmente usando medios potenciométricos.

No se dispone de una practica experimental para la determinacién local de dichos coeficientes,
razon por la que se propone un modelo que, a partir de la descripcion del funcionamiento del
termémetro de vidrio en estado transitorio, permita lograr este objetivo en ciertas situaciones
fisicas particulares. Ademas no se encuentra en la literatura un modelo para el termémetro de

vidrio que parece ser reserva de los fabricantes.



Hasta donde se tiene conocimiento no existe un aparato que realice el reporte directo del valor
del coeficiente, y tampoco hay registros del uso de termémetro de vidrio para lograr dicha
determinacion, aunque si se reportan desarrollos experimentales que hacen uso de

termopares y termocuplas.



1. GENERALIDADES

El presente trabajo plantea la determinacion experimental del coeficiente de transferencia de
calor alrededor del bulbo de un termdémetro. Este capitulo incluye elementos de caracter
general tanto de informacién tedrica como experimental necesarios para la comprensiéon y

desarrollo del problema propuesto en este proyecto.

Como el problema involucra directamente un termémetro de vidrio, es preciso incluir aspectos

generales sobre el termoémetro de vidrio.

1.1 TERMOMETRO DE VIDRIO

1.1.1 Antecedentes

En la Antigiedad Clasica, periodo Greco-Romano, se realizaron los primeros registros de
medicién de temperatura con instrumentos muy basicos sin escala y abiertos a la atmdsfera,

influenciados asi por la presion atmosférica y la temperatura.

Durante el Renacimiento, en la Era de los Descubrimientos, debido al auge por la investigacion
en las ciencias naturales, se di6 inicio al desarrollo de los termémetros de liquido en vidrio,
junto con su escala; de hecho fue el propio Galileo el que llamoé la atencion sobre la dilatacion
de los liquidos y sugiri6 utilizar la expansion del alcohol como indicador de la temperatura,
entonces el antecesor del termdémetro fue el termoscopio (1606) de Galileo Galilei (1564-1642);
hasta que el también italiano Sanctorius (1561-1636) le incorpord una escala con graduacion
numeérica, apareciendo asi el termémetro de la escuela florentina que consistid en un bulbo

lleno de alcohol sellado por su parte superior.

Estos termometros se usaron durante casi un siglo, pero presentan la desventaja que cuando el
alcohol se enfria, moja el vidrio y asi dificulta una lectura correcta. Es Edmund Halley (1656-
1742) quien sugiere el uso del mercurio, pues aunque se dilata menos que el alcohol, no se
adhiere a las paredes de vidrio; el problema de la menor dilatacion es resuelto haciendo mas

estrecho el tubo del termémetro. Pero fue Fahrenheit (1686-1736), fabricante de termdmetros,



quien difunde el uso del termdmetro de mercurio, ademas de concebir la escala de temperatura

denominada con su nombre y que se impuso en ese momento [PEREZ].

Actualmente existen numerosos tipos de termémetros o sensores de temperatura que pueden

ser usados para diversas y especificas aplicaciones de medicion; en la Tabla 1.1 se indican

algunos de los tipos mas usuales, asi como sus caracteristicas mas importantes.

TIPO DE NRAI\/’I\:E,(A)L T LINEALIDAD CARACTERISTICAS
TERMOMETRO O[OC] COSTO NOTABLES
Termometro de -10 a2 300 Bajo Buena Simple, lento y de

mercurio en vidrio lectura manual
Termorresistencia ] .
(Pt, Ni) RTD -100 a 600 Medio Alta Exactitud
Bajo Alta Requiere referencia
Termocupla ~150 2 1500 de temperatura
Termistor -15a115 Medio No lineal Muy sensible
Facil conexién a
Integrado lineal Medio Muy alta sistemas de toma de
datos
Termémetro de gas -20a 100 Medio Buena No muy versétil
Diodos -200 a 50 Bajo Alta Bajo costo

Tabla 1.1 Tipos de Termémetros

A pesar de la gran variedad de instrumentos para la mediciéon de temperatura y de la

prohibicién del mercurio, los termédmetros de liquido en vidrio son frecuentemente utilizados por

su facilidad de uso, costo, portabilidad, estabilidad, amplio intervalo de trabajo y/o por

recomendaciones en normas. Pero aun asi existe confusion al momento de su eleccion, uso y

calibracién, ya que aun dentro de estos termometros se fabrica una amplia gama de acuerdo a

determinadas aplicaciones especificas [ASTM].




1.1.2 Descripciéon General

El funcionamiento de los termémetros de vidrio con liquido se basa en la dilatacion térmica de
un liquido termomeétrico introducido en un recipiente de vidrio de paredes delgadas (recipiente
termomeétrico, bulbo) comunicado con un capilar (capilar del termémetro), al cual se le ha
asignado una escala. El liquido actia como un traductor, convierte el calor en un trabajo de
expansion mecanica. Con el incremento de la temperatura, el liquido y el vidrio del termémetro
se expanden con diferente coeficiente de expansion, causando que el liquido avance por el
tubo capilar. EI mas comun de los termometros es el de mercurio (Figura 1.1), que basa su
funcionamiento en la marcada diferencia entre las expansiones térmicas del mercurio 1.8 X
1071 °C =1y vidrio 0.2 x 107*°C 1.

Figura 1.1 Termémetro de vidrio [El Autor]

Al liquido termométrico en el capilar se le denomina columna y su menisco sirve como marca
de columna o indicador. Existen varios liquidos que pueden servir como fluidos termométricos
como Mercurio, Mercurio-Talio, Toluol, Alcohol, Mezcla de Pentano. La forma del menisco es:
para el mercurio, la parte superior de la curva o convexa, mientras que para liquidos organicos,
la parte inferior o céncava; cuando las fuerzas adhesivas son mayores que las fuerzas
cohesivas, el menisco tiende a ser céncavo mientras que cuando las fuerzas cohesivas son
superiores a las adhesivas, el menisco es convexo. El menisco del mercurio se debe al angulo
de contacto del mercurio con el vidrio que varia dependiendo si esta avanzando o
retrocediendo la columna y también a la variacion de la tension superficial. Esto combinado con
la pequefia compresibilidad del mercurio y la elasticidad del vidrio genera una pequefa

variacion de la posicién del menisco, especialmente en termdémetros muy sensibles.

El capilar del termdmetro consta del capilar de medida, el capilar de acoplamiento y posibles

ensanchamientos:



Camara de expansion

Columna Capilar

]— Escala Principal

>

T T 11

Linea de Inmersion
(Termdémetro de Inmersian Parcial)
()| =———— Camara de Contraccion
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Columna de Liquido

|t

Bulbo

Figura 1.2 Partes del termémetro de vidrio [www.metas.com]

e El capilar de medida es la parte del capilar del termémetro provista de una escala. El
capilar de acoplamiento es la seccion del capilar que une el bulbo con el capilar de
medida.

e Los ensanchamientos de contraccién son ampliaciones en el capilar, mediante los
cuales se suprime o se interrumpe la indicacion de una determinada zona, que permiten
la instalacion de una escala adicional, o que impiden el descenso de la columna al bulbo
(como en el caso de los termdmetros clinicos).

o El ensanchamiento de expansion (burbuja de seguridad) es una ampliacion, al final del

capilar, que hasta cierto punto protege al termémetro en caso de sobrecalentamiento.

1.1.3 Construccioén

En la manufactura de tales termdmetros, el capilar es marcado en dos puntos (0 °C y 100 °C) y
luego se hacen graduaciones uniformes entre las marcas, donde se asume que el volumen de
una masa fija de mercurio en el vidrio, es una funcion lineal de la temperatura. El error
resultante de esta consideracion (+0.12 °C a 50 °C) es ordinariamente mas pequefio que el

debido a las variaciones en el capilar.



Los materiales usados en la fabricacién del termoémetro son: vidrio, liquido termomeétrico y gas.

Todos los tipos de vidrios no son apropiados para el trabajo termométrico; actualmente se han
desarrollado vidrios termométricos especiales, con buena estabilidad y resistentes a las

temperaturas, generalmente boro-silicato, pyrex, schott, etc.

El liquido termométrico debe tener las siguientes propiedades fisico-quimicas:

* Tener un coeficiente de expansion lineal

» Tener color o ser opaco, para su facil lectura.

» Tener un menisco bien definido, para facil lectura.

+ Mantenerse como liquido en el intervalo nominal del termémetro.

* No “mojar” por fuerzas adhesivas la superficie del capilar.

« Ser quimicamente inerte con respecto a otros materiales en el sistema.
+ Ser térmica y quimicamente estable.

» Por seguridad no ser daiino durante su manufactura y uso.

. . Coeficiente de Expansion
Liquido Intervalo Tipico
Tipico Relativo en Vidrio
Termométrico °C oc

Mercurio -38...+600 0.000 16
Etanol -80...+60 0.001 04
Tolueno -80...+100 0.001 03
Pentano -200...+300 0.001 45

Tabla 1.2 Liquidos Termométricos mas usuales [www.metas.com]

En la mayoria de los casos encima de liquido termomeétrico, en el capilar, hay un relleno de gas
protector, sometido a mayor presion (con el fin de evitar evaporacion del liquido termométrico)
constituido por un gas seco y libre de oxigeno (por ejemplo Nitrégeno, Argoén), para dificultar
una separacién o rebosamiento del liquido termométrico y para elevar su punto de ebullicion,
solo en algunos termoémetros especiales se evacua el capilar por encima de la columna. Asi,
todos los termometros para altas temperaturas deben ser llenados con un gas inerte seco tal
como nitrégeno presurizado para prevenir separacion del mercurio a cualquier temperatura

indicada en la escala. Los termometros de inmersion total graduados sobre los 150 °C deben
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ser llenados con gas para minimizar la destilacion del mercurio de la parte superior de la
columna. Para termémetros graduados debajo de los 150 °C el llenado con gas es opcional

pero altamente recomendado.

Las especificaciones para el disefio y elaboracién de termometros se pueden encontrar es
normas internacionales como las de la ASTM y la ISO. Estos termdometros estan disefiados
para ser usados con métodos de prueba especificos, y son identificados por tener el acrénimo
ASTM y un numero inscrito. Importante la norma de especificaciones ASTM E-1 en donde se
enlistan todas las caracteristicas, los puntos de calibracién y las temperaturas de la columna
emergente para termdometros de inmersion parcial y un procedimiento especial que debe

seguirse para su prueba y calibracién. Las normas mas importantes mas a tener en cuenta son:

— ASTM E1. (2007). Standard Specification for ASTM Liquid-in-Glass Thermometers.

— ASTM E77. (2007). Standard Test Method for Inspection and Verification of
Thermometers.

— ASTM E2251. (2007). Standard Specification for Liquid-in-Glass ASTM Thermometers
with Low-Hazard Precision Liquids.

- 1SO 386. (1977). Liquid-in-glass laboratory thermometers—Principles of design,
construction and use.

— 1S0 1770. (1981). Solid-stem general purpose thermometers.

— 1S0 4795. (1996). Glass for thermometer bulbs.

1.1.4 Clases

Los tipos basicos del termoémetro de vidrio dependen fundamentalmente de la profundidad de
inmersién y de la ubicacién de la escala de medicion, las que se relacionan estrechamente con
la medicion especifica requerida o funcionalidad.

1.1.4.1 Profundidad de inmersion

La eleccion del tipo de inmersion depende de la medicién requerida, la profundidad del fluido y

el tipo de montaje.



— TermOmetro de inmersion parcial: indica la temperatura correctamente cuando el
bulbo y una porcidon especifica de la columna estan inmersos en el medio a la
temperatura que va a ser medida, por lo que tiene una linea que indica la profundidad

de inmersion exacta.

— Termometro de inmersion total: indica la temperatura correctamente cuando el bulbo
y la columna entera del liquido (unos cuantos milimetros por arriba del nivel del liquido)

son inmersas en el medio para iniciar la medida.

— Termdmetro de inmersion completa: Estd disefiado para indicar la temperatura
correctamente cuando todo el termémetro, incluyendo la camara de expansion, estan
expuestos en el medio a la temperatura que va a ser medida.

Inmersion
Parcial

Inmersién
Total

g

Inmersién
Completa

Figura 1.3 Tipos de termémetros por profundidad [www.metas.com]

1.1.4.2 Escala de medicion

— Termdmetro de barra: La escala se encuentra directamente sobre la pared gruesa del

capilar.
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— Termdmetro de oclusién: La escala se encuentra sobre un soporte independiente
separado del capilar; el capilar y el soporte de la escala se encuentra encerrados en un
tubo de revestimiento.

— Existen variaciones de los tipos anteriores.

1.1.5 Calibracion

Esta se realiza por comparacién contra un termémetro patrén calibrado, en sistemas térmicos
con recirculacion de liquido o sales, o en un lecho fluidizado, realizando la medicién directa de
los puntos fijos secundarios de fusion del hielo o ebullicion del agua. De acuerdo a la exactitud
que se desee obtener, se utiliza durante la calibracion un termometro de resistencia de platino

u otro tipo de termdmetros trazables y con baja incertidumbre.

Cuando se requiera una precision menor que el 1% de la escala requerida, es aconsejable una
calibracion, la cual sefala las correcciones para agregar o sustraer a las lecturas. Las

calibraciones pueden ser hechas por organismos de normalizacion.

Otra importante fuente de error en los termémetros es la mala lectura en linea del menisco, la
que puede ser provocada por la posicion adoptada por el ojo cuando se hace la lectura, y que
puede ser eliminada con el uso de un teodolito. Las lecturas de termdmetros muy sensibles son
también fuertemente dependientes de la presion, donde los coeficientes de presion pueden ser

tan altos como de 0.1 °C/atm.

1.1.5.1 Examen visual

Permite la deteccion de: separaciéon de la columna de mercurio, pequefias bolitas de mercurio a
lo largo de la columna capilar, oxidacion y fallas o fisuras en el vidrio. Estas fallas pueden
perjudicar las lecturas del termémetro. También debe ser examinada en la escala: el grosor de

las lineas, la posible desigualdad en las divisiones y graduaciones borrosas.

1.1.5.2 Puntos de calibracion
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El termdmetro debe calibrarse en todo su intervalo, incluso si lo posee, un punto de referencia.
Por lo usual, se calibra en puntos distribuidos uniformemente en el intervalo de indicacion la

escala principal.

La cantidad de puntos de calibracion depende del intervalo, division “minima” de la escala y
exactitud deseada. El intervalo entre los puntos de calibracién no debe ser demasiado largo o
innecesariamente pequeno tal que destruya la confiabilidad en correcciones interpoladas en
valores de temperatura. La recomendacion es que sean distribuidos entre 40 a 100 divisiones,

hasta 40 para patrones y hasta 100 para ordinarios.

1.1.5.3 Medicién de columna emergente

A veces se requiere utilizar termémetros de inmersion total como inmersion parcial y la
temperatura del ambiente sobre el bafo, o equipo donde esté colocado el termédmetro, puede
ser diferente de la temperatura del bulbo del termémetro. Debe por tanto hacerse una
correccion por la diferencia de temperaturas entre el bulbo y la columna emergente. Lo mismo
ocurre para los termémetros de inmersion parcial, las correcciones aplican solo para la
profundidad de inmersién indicada y una sola temperatura de la columna emergente. Si el
termometro es utilizado en otras condiciones es necesario corregir la columna emergente. La
columna emergente puede ser medida utilizando un termémetro Faden o un determinado

nuamero de termometros de vastago corto.

1.1.5.4 Correccion de la separacion de columna

Estos son varios métodos para unir la columna del liquido:

— Golpear: Se sujeta, ligeramente por debajo de la mitad y con el bulbo abajo, el
termémetro con una mano, y luego se golpea suavemente la orilla con la palma de la

otra mano.

— Centrifugar: Se sujeta igual que en el item anterior y con el brazo extendido en
posicion horizontal se balancea rapidamente hacia abajo, y enseguida se para cuando
el termdmetro alcance la posicion vertical, también es valido usar una centrifugadora

con el bulbo orientado hacia afuera.
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— Calentar: Es frecuentemente el método mas rapido para unir la columna separada y
simplemente consiste en el calentamiento del bulbo del termémetro. Para termémetros
que no estan graduados sobre los 250 °C, la camara de expansion también puede servir
para unir la columna: se sujeta el termdmetro en posicién vertical y se calienta
lentamente, sin usar flama directa, hasta que el segmento de columna separada y una
porcion de la columna principal, entra a la camara de expansion; luego debe ser
removido antes de que el liquido termométrico suba demasiado a la camara de
expansion ya que puede provocar un dafo en el termémetro debido a un exceso de

presion.

— Enfriar: Sujetando verticalmente el termometro, se enfria el bulbo hasta una
temperatura que permita retraer todo el mercurio hacia el bulbo; luego se regresa lenta

y cuidadosamente a temperatura ambiente.

1.1.6 TermOmetro para calorimetro

Existen termometros especiales para los calorimetros, donde se desea una medicién de
diferencia de temperatura con alta precision (de 0.01 a 0.001 °C). Para estos termdmetros la
finura de la escala de graduacién tiende a ser pequefia debido a la precision que se desea
obtener en las medidas de temperaturas. La escala puede tener un error de varias decimas de
grado, pero este error se cancela cuando se hace la diferencia. Un termémetro tipico de una
bomba calorimétrica tiene un rango de 19 a 35 °C, con graduaciones de 0.02 °C. Para
mediciones de los descensos del punto de congelamiento con agua o benceno como solventes,
un rango de -2 a 6 °C con graduaciones de 0.01 °C es conveniente. Tales termémetros
requieren un adecuado manejo. No son solamente fragiles, también son susceptibles de ciertos
dafos (separacion de la columna de mercurio, burbujas en el bulbo) derivados principalmente
de la extrema finura del hilo, cuando se mantienen verticales durante un rapido calentamiento o
enfriamiento. Si la columna de mercurio llega a separarse, se debe enfriar el bulbo en una
mezcla de hielo-sal para que el mercurio quede enteramente en el bulbo y asi darle salida a las
burbujas hacia la parte superior de la columna. Luego se debe permitir que el termémetro

llegue a la temperatura ambiente en posicidn vertical.
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Figura 1.4 Termémetro en una bomba calorimétrica [SHOEMAKER]

1.2 COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y SU IMPORTANCIA

Para la ingenieria en general y para la ingenieria quimica en particular y especial es
sumamente importante determinar la razén de transferencia de calor para una determinada
diferencia de temperaturas. Ello sucede con frecuencia cuando se disefian componentes y
sistemas en los que sucede este proceso. Para estimar el costo, la factibilidad y el tamafo de
equipos requerido para transferir cierta cantidad de calor en un determinado tiempo hay que
realizar un riguroso andlisis de transferencia en los cuales el ingeniero debe identificar las
resistencias entre los puntos de alta y baja temperatura, muchas de las cuales se encuentra en

fase fluida donde la conveccion juega un papel predominante.

Las dimensiones de refrigeradores, calentadores, evaporadores, condensadores e
intercambiadores de calor no solo dependen de la cantidad de calor sino también de la
velocidad a la que se va a transferir esta energia. Para conocer entonces uno de estos flujos

requeridos se hace necesario disponer del valor de transferencia de calor por conveccion.
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De la misma manera, la operacién adecuada de los componentes de un equipo tales como las
paredes o las aspas de una turbina depende de la posibilidad de enfriar rapidamente una

superficie por evacuacion continua del calor en determinado tiempo.

La optimizacion de ciertos procesos exige conocer el valor de las resistencias que obstaculizan
uno de las fendmenos de transferencia ya sea de masa, calor o momento, porque si se quiere
acelerar o desacelerar cierta transferencia se debe actuar en el disefio sobre la resistencia
controlante. En el caso del calor, si esta resistencia se encuentra en fase fluida, dicho valor es

el reciproco del coeficiente de transferencia de calor.

El parametro que describe todo el fendmeno de transferencia de calor por conveccién es el
coeficiente de transferencia de pelicula el cual depende de gran cantidad de variables. Se
considera un fenomeno bastante complejo debido a la conduccién a través de la pelicula de
fluido adherida a la superficie del solido por las fuerzas atractivas y también a la transferencia
de masa (adveccion). Este fendmeno se puede dificultar en el caso de los gases en los cuales
puede ser importante también la transferencia de calor por radiacion de manera simultanea a la

conveccion.

Asi que para su determinacion y estudio, es necesario clasificar la conveccion de acuerdo a las

siguientes posibilidades:

e Forzada, Natural o Mixta: Si el principal generador de la turbulencia es un agente
externo o un gradiente de densidades al interior del fluido, o una combinacion de
ambos.

e Interna o Externa: El fluido puede circular al interior o alrededor de un ducto.

e Con cambio o sin cambio de fase: Los cambios de fase entre liquido y gas.

e Reégimen Laminar, Transicion o Turbulento: Se refiere al grado de turbulencia que
puede ocurrir y que es cuantificado por el nimero de Reynolds o el numero de Grashof
ya sea por conveccion forzada o natural respectivamente.

o Naturaleza del fluido: Este puede ser un liquido (incompresible) o un gas. De la misma
manera se pueden tener casos para ciertos valores de nimeros de Prandtl.

e Tipo de Superficie: Plana o Curva.
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En la siguiente tabla se presentan algunos valores aproximados y tipicos de coeficientes
medios de transferencia de calor.

MECANISMO Y FLUIDO h, Wim’K
Condensacion mixta de vapor de agua 5.000-150.000
Ebulliciéon mixta de agua 4.000-100.000
Condensacion natural de vapor de agua 5.000-35.000
Ebullicion natural de agua 2.000-25.000
Condensaciéon mixta de vapores organicos 900-20.000
Ebulliciéon mixta de liquidos organicos 600-20.000
Conveccion forzada, metales liquidos 500-25.000
Conveccion forzada, aceites 50-3.000
Conveccion forzada, aire a 200 bar 250-1.000
Conveccion forzada, aire a presion atmosférica 15-300
Conveccioén natural sin cambio de fase, metales liquidos 100-1.000
Conveccioén natural sin cambio de fase, agua 80-800
Conveccién natural son cambio de fase, aceites 20-200
Conveccion natural sin cambio de fase, aire a presion atmosférica 5-20

Tabla 1.3 Rangos aproximados de valores medios del coeficiente de pelicula [SIGALES]

1.3 ANTECEDENTES SOBRE EL COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR

Isaac Newton debio su interés por la temperatura, el calor y el punto de fusion de los metales al
ejercicio de la supervisiéon de la calidad de la acufiacion mientras trabajé en la casa de la
moneda de Inglaterra. Observd que al calentar al rojo un bloque de hierro y tras retirarlo del
fuego, el bloque se enfriaba mas rapidamente cuando estaba muy caliente, y mas lentamente
cuando su temperatura se acercaba a la temperatura del aire. Asi, a principios del siglo XVIII,

publicé en un trabajo sobre este hecho [SIGALES]:

“Partes iguales de aire eran calentadas en intervalos iguales de tiempo, recibiendo un grado de

calor proporcional al calor del hierro.”

Sin embargo la expresion sencilla de esta observacion, conocida como “Ley de Enfriamiento de

Newton”, la formulé 121 afios después Joseph Fourier en su Theorie Analytique de la Chaleur:
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Q = hA(Tsup - Tfluido)

Esta formula propuesta, a fin de facilitar el tratamiento matematico, exige suponer que h, el
coeficiente superficial de transferencia de calor, es constante, aunque ya anteriormente se
sabia que este no lo era en el seno del fluido, como lo demuestra los experimentos con
resultados cualitativos de John Leslie en 1804 junto con el primer estudio que distinguio
cuantitativamente la radiacion de la conveccion en el aire y la variabilidad de h con la

temperatura de la superficie realizado por Louis Dulong y Alexis Thérése Petit en 1818.

A continuacion se tratan las distintas formas de determinar dicho coeficiente. En la mayoria de
los casos en que esta implicada la transferencia de calor en un fluido, para diversas
configuraciones geométricas y arreglos de flujo, los coeficientes de transferencia de calor son
calculados por correlaciones empiricas y semiempiricas entre grupos adimensionales de las
variables pertinentes. Esas correlaciones de datos experimentales estan reportadas en la
literatura, en las cuales se especifica la geometria, los regimenes de flujo, el tipo de
conveccion y la naturaleza quimica del fluido (fase, polaridad, etc.). Adicionalmente se indica el
grado de precisién de la correlacion. Generalmente se acude a la determinacion empirica del
numero de Nusselt, debido en parte, a que las ecuaciones diferenciales que describen el
modelo de transporte de calor en conveccidn, no tienen solucién analitica, y sélo la tienen para

los casos sencillos.

No es practico, pero si costoso, hacer ensayos de experimentos con muchos liquidos y
gases bajo, una gran variedad de condiciones experimentales. Ello, para tener disponibles los
valores numéricos de las magnitudes de los coeficientes de transferencia de calor, necesarios

para aplicaciones industriales.

Asi la obtencion de los valores mediante otros métodos se hace evidente. Una de las formas
mas populares y empleadas consiste en las expresiones obtenidas mediante el analisis
dimensional que conlleva a una experimentacion con menor nimero de pruebas. El analisis
dimensional asocia las variables en grupos adimensionales y propone una estructura de cémo
se relacionan dichos grupos, conocidos como numeros adimensionales. Los experimentos
permiten establecer los valores de los exponentes y coeficientes de las ecuaciones
adimensionales para un determinado intervalo de trabajo. Entonces el coeficiente de
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transferencia de calor (que se encuentra inmerso dentro de unos de los grupos) puede ser
calculado a partir de la correlacidon para cualquier combinacion de velocidad, tamafio de la

geometria y propiedades de fluido que esté dentro del intervalo.

Para la determinacién del coeficiente de transferencia de calor para liquidos que fluyen dentro
de tuberias o tubos, un aparato tipico usado consiste en un sistema formado por un
intercambiador de calor principal, -seccion de tuberia de prueba encerrada por un tubo
concéntrico o de doble tubo -, y un intercambiador auxiliar que sirve para efectuar la operacién

opuesta de la seccion de prueba, como se muestra en la figura [KERN].
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Figura 1.5 Equipo para determinar coeficientes de pelicula en conveccion forzada interna [KERN]

Una vez que se generan los datos experimentales se disefian los experimentos para determinar
las correlaciones. Lo usual, es reducir el nUmero de variables, utilizando analisis adimensional,
esto conduce a que el coeficiente de transferencia de calor, que esta involucrado en el nimero
de Nusselt, quede principalmente en funcidon del Niumero de Reynolds, el niumero Prandtl, etc..
y si se presenta conveccion libre, interviene adicionalmente el numero de Grashof en la

correlacion.

Existen cinco métodos generales para determinar los coeficientes de transferencia de calor por
conveccion [KREITH]:
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METODO

DEFINICION

VENTAJAS

DESVENTAJAS

Analisis Determinacion de grupos Es matematicamente simple. Resultados obtenidos
dimensional | adimensionales para Es facil de usar. incompletos e indtiles sin
combinado correlacionar datos Facilita la interpretacion de datos experimentales.
con experimentales, es decir datos experimentales al Contribuyen poco a la
) combina varias variables en correlacionarlos en funcién de | comprension del fenédmeno,
experimentos grupos adimensionales y no los grupos adimensionales. es decir no proporciona
produce ecuaciones que informacion relativa a la
puedan ser resueltas. naturaleza del fenémeno.
No se pueden omitir variables
pertinentes, es decir se deben
seleccionar adecuadamente.
Se debe disponer de una
teoria preliminar o de un
conocimiento del fenémeno.
Las correlaciones no son
universales en cuanto al tipo
de flujo y geometria.
Soluciones Solucién simultanea de las Las suposiciones hechas en Requiere la comprension
matemadaticas | ecuaciones de cantidad de el andlisis pueden suficiente de los mecanismos
exactas de movimiento y transferencia de | especificarse con precision y fisicos para describirlos en
las energia que describen el comprobar su validez lenguaje matematico.
. fendémeno. mediante experimentacion. La mayoria de ecuaciones
ecuaciones
Sirve como base de son bastante complejas.
de capa . .
comparacion para métodos
limite aproximados mas simples.
Se pueden establecer
soluciones numéricas con
ordenadores de alta
velocidad.
Anadlisis Utiliza una ecuacién simple Evita la detallada descripcion | Se pierde precision y
aproximados | Pero que describe matematica del flujo en la exactitud en los resultados.
de las esencialmente las capa limite.
ecuaciones distribuciones de velocidad y Aporta soluciones a
temperaturas en la capa situaciones que no pueden
de capa limite, para hacer un analisis tratarse mediante un analisis
limite -~ -
macroscopico. matematico exacto.
mediante Se extiende a flujo turbulento.
métodos Concuerda en lo fundamental
integrales. con los resultados obtenidos

por otros métodos.
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La analogia Un movimiento compuesto Util para analisis de Este modelo no
entre con direccion perpendicular al | transferencia turbulenta. necesariamente debe
transferencia flujo medio explica la El mecanismo de concordar con las condiciones
transferencia de energia 'y transferencia puede reales existentes en la
de calory
. momentum. Este movimiento | describirse como un modelo naturaleza.
transferencia B o
puede describirse simplificado.
de cantidad I .
estadisticamente por medio Los resultados
de de un método similar al de la experimentales concuerdan
movimiento. | teoria cinética de los gases. con las predicciones
analiticas basadas en el
modelo hipotético.
Solucién Resolucién numérica de las Resuelve la necesidad de
numeérica ecuaciones exactas de expresar las variables de
movimiento, a través de la campo en funcion del espacio
discretizacién de las mismas. | y/o del tiempo.
Calcula con facilidad las
soluciones para distintas
condiciones de frontera.

Tabla 1.4 Métodos Generales para evaluar coeficientes de transferencia de calor [El Autor].

La evolucion del uso de computadores para el analisis de la conveccidn, puede sintetizarse asi:
a finales de los cincuenta para la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a
flujos autosimilares, se usan los recién inventados computadores digitales; en los sesenta se
desarrollan eficientes métodos numéricos para la resolucion de ecuaciones diferenciales
parciales que rigen el comportamiento del flujo en capas limite y en un conducto, al punto que
las soluciones se vuelven rutina una vez se tengan los programas montados; en los setenta se
concentra la atencion en la resolucion de las ecuaciones de conservacion que rigen los flujos
con voértices, ondas de choque y caracteristicas complejas; en la actualidad se ha desarrollado
software especializado en la dinamica de fluidos que permiten estudiar una amplia gama de
flujos, ademas de la programacion interactiva compleja que permite implantar nuevas

configuraciones geométricas y de contorno [MILLS].

Sin embargo en necesario aclarar, que como el objeto de la transferencia de calor es el calculo
del campo de temperaturas y del flujo de calor, el proceso de determinar el coeficiente de
transferencia de calor a partir de los balances fundamentales es superfluo, como lo sefialé
Eugene F. Auditori, quien en 1974 argumentd que el coeficiente al ser funcién de la

temperatura y altamente no lineal, sobre todo en los gases y cambios de fase, no es racional
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como parametro, por lo que esgrimié que debian plantearse ecuaciones que arrojaran
directamente el flujo de calor, pero no tuvo la perspicacia de enfocar el problema a partir de los
balances diferenciales. De hecho los métodos modernos y avanzados de calculo de
transferencia de calor a través de un fluido prescinden de h. Actualmente, se presentaria un
inconveniente practico si se decide abandonar el uso del coeficiente de transferencia de calor:
la inmensa cantidad de informacién con base experimental acumulada en expresiones que

permiten obtener un valor fiable y muy facil de usar [SIGALES].

La prediccion del coeficiente entre una superficie curva y un fluido, se dificulta en comparacion
a la prediccion en superficies planas, por lo que se hace necesario manejar métodos
numeéricos, que pueden conducir a férmulas aproximadas, o en caso de preferir una solucion
mas exacta, exige el uso de métodos de solucién con funciones ensayo, que permita obtener
los perfiles de temperatura necesarios, para hallar el cambio local de los perfiles en la interfase

fluido-sélido.

Para resolver las ecuaciones diferenciales del transporte de calor y de cantidad de movimiento,
por lo general se suele proponer soluciones de prueba en series de potencias o con parametros
de perturbaciéon. Otra forma es obtener una expresion, a partir de la solucién del problema
utilizando los datos generados por diferencias finitas o elementos finitos, que puede conducir a
una formula al correlacionar los resultados numéricos generados, los cuales pueden ser

presentados en tablas y graficas.

1.4 CONVECCION LIBRE O NATURAL

La transferencia de calor por conveccion se incrementa por el aumento de la turbulencia; esta
turbulencia puede ser generada por un agente externo como una bomba, un ventilador, un agitador,
un compresor, etc. caso que se conoce como la conveccion forzada, o puede generarse por un
desequilibrio de temperaturas en el seno del fluido que provoca por tanto un gradiente de
densidades que da origen a una fuerza de empuje ascensional o de flotacién, en donde el fluido
caliente tiende a elevarse; claro esta que en algunos casos las diferencias de densidad también
pueden ser provocadas por cambios en la composicion [MILLS]. Los gradientes de densidad de
un fluido puro se relacionan con los de temperatura por medio de los coeficientes de expansion

volumétrica.

21



En el presente trabajo se propone un sistema de estudio, que corresponde a la transferencia de
calor por convecciéon libre, alrededor del bulbo de un termdémetro rodeado por aire. El
movimiento del aire es generado por la diferencia de temperatura en el aire, lo cual origina un
gradiente de densidad en el fluido, ocasionando fuerzas de flotacién en el aire caliente, el cual
asciende originandose la corriente convectiva natural. Para el estudio de la transferencia de
calor alrededor del bulbo del termémetro, puede asumirse, que el sistema a estudiar puede

representarse aproximadamente como la conveccién libre alrededor de un cilindro.

Las magnitudes de las velocidades asociadas a la conveccion natural suelen ser sumamente
pequefias, sin superar los 2 m/s [MILLS], por lo que los coeficientes de transferencia de calor
suelen ser normalmente inferiores a los de conveccion forzada; un valor tipico en gases es de
alrededor de 5 W/m?K, y se debe analizar si la conveccién por radiacién que sucede
simultaneamente es despreciable o no. En conveccidn libre también hay grados de turbulencia

que determinan diferentes regimenes flujo: laminar, transicién y turbulento.

Aunque estos coeficientes de transferencia de calor por conveccion libre son relativamente
pequefios, muchos dispositivos dependen de este modo de transferencia para su enfriamiento
como el caso de las unidades electronicas; debido al calor interno las temperaturas de estos
cuerpos se elevan por encima de la ambiental, conforme la diferencia de temperaturas se
incrementa, también lo hace la transferencia de calor, hasta que se alcanza un estado de

equilibrio en el que la razén de generacion de calor es igual a la razén de disipacion de calor.

La conveccion natural es el mecanismo de flujo de calor predominante en los radiadores de
vapor, los muros de edificios, el cuerpo humano en aire -ambos en reposo-, el almacenamiento
de materiales, etc., por lo que para determinar la carga de calor de dispositivos calefactores,
aire acondicionado y artefactos electronicos, y también para cuantificar las pérdidas de calor en
los tubos que transportan vapor u otros fluidos calientes, o en el enfriamiento de superficies
contenedoras de reacciones nucleares por fision de calor, etc. se hace necesario conocer los

coeficientes de transferencia de calor por conveccion libre [KREITH].

En lugar del numero de Reynolds empleado en conveccion forzada, en la conveccion Libre o
Natural la turbulencia es cuantificada por el nimero de Grashof, Gr, o el nUmero de Rayleigh
Ra.
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El nimero de Grashof indica la proporcion o razén entre las fuerzas de empuje y las fuerzas
inerciales, y se puede calcular a partir de las propiedades del fluido y la geometria, de esta
manera:

Fuerzas de empuje _ gBIT, — To|L3 _ p2gBIT,, — Tw|L3

Gr = -
Fuerzas viscosas v2 u?

Mientras que el Numero de Rayleigh se define como el producto entre los nimero de Grasohf,
Gr, y Prandtl, Pr.

_9BITw —TwlL? cpit _ pgBITy — ToolLicp(pp) _ gBITw — Two|LCPpY

Ra = GrPr 2 P Y Ny
U(k/cpp) va

El coeficiente de transferencia de calor por conveccion se encuentra a partir del nUmero de
Nusselt, Nu, que relaciona el calor convectivo con el calor conductivo de la siguiente manera:

Calor Convectivo  hlL,

= Calor Conductivo  k

Usualmente la longitud caracteristica, L., puede ser la longitud, L, o el diametro, D, del cilindro

dependiendo si se orienta de manera vertical u horizontal, respectivamente.

Si el cilindro se encuentra orientado verticalmente, entonces lo mas comun es manejar un
nuamero de Gr;, Ra; y Nu;, donde la longitud, L, corresponde a la altura del cilindro.
_gﬁlTw_ToolL3 _gﬁlTw_ToolL3 hL

; ar y Nu,=—

Gr
L v2 va k

Ahora si se encuentra orientado horizontalmente, entonces se trabaja un numero de Grp, Rap y
Nup:

_ glngW _ToolD3 R _ g.BlTw _ToolD3 _
=—; ap=————— y Nup=

hD
V2 va k

Grp

1.5 DESCRIPCION DE ALGUNOS METODOS EXPERIMENTALES PARA DETERMINAR
COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR EN CONVECCION LIBRE

Las soluciones analiticas son complejas y dificiles, para muchas configuraciones, por lo que

mucha de la informacion de disefio viene de estudios experimentales. De lo consultado en la
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literatura referente a los métodos experimentales para determinar el coeficiente de

transferencia de calor, puede observarse y clasificarse dos métodos generales:

e Maétodos desarrollados Unicamente con base en la ley de enfriamiento de Newton Q =
hA(T, — To).
o Métodos basados en las mediciones del campo de velocidad y de temperaturas del fluido y

combinados con la ley de enfriamiento de Newton Q = hA(T,, — Ts,).

1.5.1 Métodos desarrollados Unicamente con base en la ley de enfriamiento de Newton

Q = hA(T,, — T.,).

Figura 1.6 Experimento para medir el coeficiente promedio de transferencia de calor por conveccion.
[INCROPERA]

Para flujo externo, un arreglo experimental que suele usarse para una determinada geometria
de la superficie se muestra en la Figura 1.6. El sistema es calentado eléctricamente por una
resistencia interna, para mantener una diferencia de temperatura entre la superficie sélida y el
fluido, la cual se mide utilizando termocuplas: una situada en la superficie sélida y otra situada
en el seno del fluido, con lo cual puede determinarse la diferencia de temperatura (T,, — T,,).

Adicionalmente es necesario medir experimentalmente directa o indirectamente:
- El flujo de calor que atraviesa el sistema en estado estacionario, que corresponde a la

potencia suministrada por la red eléctrica al elemento calefactor (que es funcién de la

corriente y el voltaje del circuito).
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- El area de transferencia de calor y la diferencia de temperatura entre la superficie sélida y el
fluido (T, — T.,).

Posteriormente utilizando la Ley de Enfriamiento de Newton, se determina experimentalmente

el coeficiente como

Placa vertical

Figura 1.7 Experimento de Conveccion Natural [KARLEKAR]

Para la determinacion experimental del coeficiente de transferencia de calor en conveccion libre
(asi como los factores que influyen en el mismo) entre un gas y una placa plana vertical u
horizontal, se muestra en la figura 1.7 un dispositivo que consta de un gran tanque dentro del cual
se encuentra suspendida verticalmente u horizontalmente una superficie. Se llena el tanque con
un gas transparente como nitrégeno, oxigeno o aire. Para calentar uniformemente la
superficie se inserta una resistencia eléctrica, la cual esta conectada a una fuente de voltaje.
Se colocan termopares sobre la superficie y al interior del tanque, el cual esta equipado con dos
valvulas para purgar y cargar un gas cualesquiera. Se varia la transmision de energia eléctrica con
un reostato y se miden la corriente y el voltaje para evaluar el flujo de calor suministrado
[KARLEKAR].

Se cierra el interruptor, se entrega una determinada carga de calor y luego se deja transcurrir el
tiempo suficiente para que la temperatura se estabilice. Despreciando las transferencias de

calor por los alambres y elementos de soporte por conduccion, se calcula el flujo de calor por
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radiacion, el cual se descuenta de la potencia calorifica total entregada, para asi hallar el flujo
de calor por conveccion, el cual permite hallar el coeficiente de transferencia de calor, con una

exactitud satisfactoria.

Si se incrementa el flujo de calor, aumenta la temperatura de la superficie y por consiguiente
debe también crecer el valor del coeficiente de transferencia de calor. Una variacion del
coeficiente también se observa cambiando el gas, la geometria o el tamafio de la superficie, por
ejemplo para una superficie vertical doblar la altura puede llevar a una reduccion del 20% del
coeficiente aproximadamente [KARLEKAR]

1.5.2 Métodos basados en las mediciones del campo de velocidades y de temperaturas

del fluido y combinados con la ley de enfriamiento de Newton Q = hA(T,, — T.,).

En estos métodos mediante interferogramas y métodos de visualizacién de flujos se pueden
visualizar tanto las lineas isotermas como las lineas de corriente y con ello es posible inferir el
campo vectorial de velocidades asociado. Asi puede medirse experimentalmente la velocidad y
la temperatura del fluido en contacto con una superficie de temperatura diferente. Conocida
experimentalmente la distribucion de temperatura y la distribucion de velocidad, puede
determinarse el espesor de la capa limite térmica e hidrodinamica y con toda esta informacion
utilizando las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y la ecuacién de energia y
combinando con la ley de enfriamiento de Newton se logra finalmente determinar el coeficiente

de transferencia de calor.

Similar a la conveccion forzada, hay casos donde, por la configuracion estudiada, normalmente
se dificulta hallar analiticamente los perfiles de temperaturas y velocidades, se hace entonces
necesario recurrir a las medidas experimentales para obtener dichas relaciones. La conveccion
natural o forzada, en régimen turbulento, requiere de datos experimentales, pero el problema
es mas agudo en la conveccion natural que en la forzada, dado que las velocidades son

normalmente tan pequenas que son realmente dificiles de medir [HOLMAN].

A pesar de las dificultades experimentales, se han realizado medidas de velocidad utilizando
técnicas de burbuja de hidrogeno [VLIET], anemometria de hilo caliente [CHEESEWRIGHT] y
anemometros de fibra de cuarzo. La anemometria laser [FLACK] es particularmente util para

las medidas de conveccion natural, ya que no se perturba el campo fluido.
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Para la determinacion del campo de temperaturas se usa le técnica del interferémetro de
Zehnder-Mach. Un interferédmetro tipico, que se utiliza para estudios de transferencia de calor
consta de una fuente de luz monocromatica, una fuente para colimar el haz de luz, un par de
placas separadoras, un par de espejos y una pantalla. El haz colimado pasa a través de una
placa separadora A de tal modo que cambia su curso 90°. Este rayo desviado, rayo 1, se refleja
90° y pasa a través de la seccidon de prueba, que contiene un cuerpo caliente, tal como una
placa. Ya que la placa se encuentra a una temperatura mayor que la del aire de la vecindad,
existe una variacion de temperatura dentro del aire que rodea la placa. Ademas, ya que la
densidad del aire depende de su temperatura, el haz 2 pasa a través de aire que tiene
gradientes de densidad. La longitud de onda de la luz, varia con la densidad del aire, asi que la
distancia optica para el haz 2 es diferente que para el haz 1. Estos dos haces contienen rayos
que difieren en una longitud de onda o mas, y ademas de otros rayos que difieren en media
longitud de onda o multiplo. La placa separadora B combina estos rayos y el haz combinado se
proyecta en la pantalla. Ademas, ya que los haces 1y 2 parten de la misma fuente, ambos son
coherentes y pueden interferir el uno con el otro. El haz combinado que parte de la segunda
placa separadora es una onda nueva de la misma frecuencia y longitud de onda pero del doble
de amplitud del haz colimado original, dando por resultado franjas oscuras y claras alternadas
sobre la pantalla [KARLEKAR].

Haz de luz colimada

Placa separadora 4
Lente \
) > N, Espejo 2
v Haz ¢ ¥
Fuente.de luz
monocromatica \ B
Haz | Seccion de prueba
Y
Y
i \
Espejo | 2

Placa separadoraB
Pantalla

Figura 1.8 Esquema de un interferometro [KARLEKAR]
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El interferometro es basicamente un instrumento que se usa para medir el indice de refraccion,
el cual esta relacionado con la densidad. Por medio de una ecuacién de estado de los gases,
se calcula la temperatura partiendo de la densidad y presion conocidas. Una region de lineas

oscuras muy juntas representa una region de cambios de temperatura rapidos y viceversa.

Estos campos se pueden apreciar en la Figura 1.9. Cabe anotar que en superficies calientes
verticales los interferogramas muestran que en el inferior de la superficie existe una capa limite
CUyO espesor no es cero, como suele asumirse en la solucién analitica. Ademas muestran que
para una lamina o un cilindro vertical las isotermas presenta un perfil parabdlico respecto al eje
axial, y que en cilindros horizontales calientes el campo de temperatura no es simétrico

respecto al eje, y las lineas tienden a alejarse a la parte superior del cilindro.

Figura 1.9 Interferogramas de isotermas de conveccion libre en una pared
vertical (izq.) [HOLMAN] y en un cilindro inclinado (der.) [MARTINENKO]
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2. PREDICCION DEL COEFICIENTE

El Capitulo 1 traté sobre generalidades y algunos elementos conceptuales descriptivos
relacionados con la parte tedrica y experimental de la transferencia de calor por conveccion. En
este capitulo, el trabajo continua con los métodos tedricos para determinar coeficientes de
transferencia de calor en conveccion sobre sistemas cilindricos. Se aplicaran estos métodos
para generar algunas ecuaciones tedricas del numero de Nusselt para conveccion libre y

externa en cilindros, siendo expresiones que se encuentran disponibles en la literatura.

En el Capitulo 3 los proponentes de esta tesis generaran sus propias correlaciones teoricas
originadas al aplicar los métodos tedricos al problema especifico que se quiere modelar en este

proyecto.

Se expone la revision del estado del arte en torno a la prediccion y luego la descripcion de los
métodos diferencial e integral aplicados a algunos casos de interés del cilindro con el fin de

mostrar el dominio de los métodos.

2.1 ESTADO DEL ARTE

A partir de una minuciosa revision de las ecuaciones, correlaciones y expresiones de la
literatura se extrajeron las distintas opciones ya sean de origen tedrico (Analisis de la
Conveccion) o de origen practico (Correlaciones Empiricas) que permiten predecir el
coeficiente de transferencia de calor para el caso de estudio: Conveccion libre alrededor de

cilindros verticales y horizontales.

2.1.1 Andlisis de la Conveccioén

L. Lorenz (1881) fue el primero en resolver el problema de transferencia de calor en una pared
vertical calentada, por conveccion libre, postulando que el fluido cercano a la superficie se
mueve en forma vertical hacia arriba, donde el componente horizontal de la velocidad son

insignificantes.
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Schmidt y Beckman en 1930 realizaron un trabajo donde mostraron que los postulados de

Lorenz debian refinarse. Los datos de Saunder confirmaron dicho cuestionamiento.

Las ecuaciones diferenciales para conveccién libre en una pared plana fueron resueltas por
Ostrach (1952) con numero de Prandtl desde 0.01 a 1000. Pohlhaunsen resolvié el modelo
para el aire introduciendo una funcion corriente y una parametro de similitud, y encontré que el
valor maximo de velocidad se encontraba dentro de la capa limite. Este ultimo también convirtié
las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el fendmeno en una ecuacioén diferencial

ordinaria. Squire presenté una solucién aproximada usando el método integral [KARLEKAR].

Para un cilindro vertical y basandose en la hipétesis aproximada de Langmuir de capa limite

estacionaria de una superficie curva, Elenbaas (1948) planteo:

D\* 2
Nup = 0.6 (Z) Ra'*exp (NuD)

Si D — o se tiene que
Nup = 0.6Ral/*
solucién que corresponde a una pared plana.

Los métodos de similaridad fueron luego abordados para resolver las ecuaciones diferenciales

parciales de conservacion en su forma integral, en el caso de un cilindro.

Asi Sparrrow y Gregg (1956) obtuvieron la solucion a las ecuaciones de conservacion
empleando métodos de similaridad y encontraron que cuando D/L no es tan grande no se
pueden ignorar los efectos de curvatura. De hecho el criterio para tratar un cilindro vertical igual

que una pared plana vertical fue dado ademas por Gebhart:

35
Gr1/4

D

-2

L
Las soluciones distan menos del 5% de la solucion de pared plana para Pr desde 0.72 a 1.0.

LeFevre y Ede (1956) emplearon un método integral con el fin de solucionar las ecuaciones de
gobiernan el fendmeno obteniendo la siguiente expresion del nimero de Nusselt promedio en

régimen laminar [BEJAN]:
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__ _hL _4[ 7Gr-Pr? V% 4272 + 315Pr)L
Yk T 3|50+ 21Pn) 35(64 + 63Pr)D

Donde tanto Nu y Gr estan basados en la altura, L, del cilindro.

Los cilindros horizontales y las esferas son configuraciones que no dan lugar a similitud para
encontrar la solucion de las ecuaciones que gobiernan el fendbmeno, por lo que se hace

necesario abordar otros métodos.

Hermann (1936) dedujo una expresion para cilindros horizontales en régimen laminar
resolviendo las ecuaciones diferenciales por el método de no similaridad, estableciendo que

para aire:
Nup = 0.372Gr,*/*

Merk y Prins (1953-1954) obtuvieron para cilindros horizontales en régimen laminar, una
solucion empleando el método integral y asumiendo espesores iguales entre las capas limite

térmica e hidrodinamica [BEJAN]:
Nup = C(Pr)(GrpPr)'/* = C(Pr)ROL;/4
Para valores de Pr de 0.7 (aire) el valor de la constante, C(Pr) fue calculado como 0.436.

Minkowycz y Sparrow (1974) obtuvieron resultados analiticos para cilindros verticales
isotérmicos, aplicando el método de no similaridad local y asi lograron una solucion numérica
para Prandtl 0.733. Demostraron que si (D/L)GrLl/4 = 0.6 el coeficiente de transferencia de

calor de un cilindro vertical isotérmico es a lo mas 4 veces el calculado para una placa vertical.

Cebeci (1974) generé resultados numeéricos sobre cilindros delgados, mientras que cuerpos de

simetria axial fueron abordados en una revision realizada por Gebhart (1988).

2.1.2 Correlaciones Empiricas

Para obtener una correlacion empirica el procedimiento experimental debe ser repetido para
una variedad de condiciones de prueba, en las que se puede cambiar la velocidad del fluido
Us, la(s) longitud(es) caracteristica(s) de la geometria, la naturaleza del fluido, tal que tengan

sustancialmente numeros distintos de numeros de Prandtl como aire, agua y aceite. Los
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distintos resultados de los numeros de Nusselt se linealizan con respecto a Grashof y Prandtl,

que pueden ser ajustados en una correlacion cuya forma mas usual es:
Nu = Nu(Gr,Pr) = CGr™Pr™ 6 Nu = C(GrPr)™ = CRa™

Donde C, m y n son constantes determinadas en la mayoria de casos experimentalmente y en
contadas configuraciones son deducidas. Estas constantes son independientes de la

naturaleza del fluido, ya que ésta se cuantifica en el numero de Prandtl.

La limitacién principal de las correlaciones es que raramente proveen valores exactos para la
coeficientes convectivos, ya que una gran variedad de condiciones que dependen del tipo del
fluido, la turbulencia del mismo y la rugosidad de la superficie, no son muy tenidas en cuenta,

por lo que se pueden incurrir en errores hasta del 25% al usar estas expresiones [BLAIR].

Se aclara que los valores de estos grupos adimensionales pueden ser locales o promedios.

Para aclarar esto se escriben los valores locales y promedios de la siguiente manera:

Axiales:
gBITw _Too|Z3 gﬁlTw_TooIZ3 hz
=" o Re="—p—— ¥ M=%
g.BlTw _ToolL3 g.BlTw _Too|L3 hL
tn=""—1sy 7 Ru=—"—pr—— ¥y Nu=5
Radiales:
g.BlTw - Toolr3 g.BlTw - Toolr3 hr
Grh=""—"17 3 Ray=—"—"""—"— v Nuy=-
gl[ngw_ToolD3 gﬁlTw_ToolD3 hD
GTD:U—Z; RaD :T y NuD :7

Mientras que para los valores promedio del numero de Nusselt, se acostumbra o no a colocar

una barra:

2.1.2.1 Cilindros Verticales
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Para cilindros verticales con un flujo de calor constante se tiene [JANNA]:

n

— D
NuD =C (RaD _>

L
D
RaD I C n
<0.05 0.93 0.05
0.05-10* 1.37 0.16
>10* 0.6 0.25

Tabla 2.1 Constantes para la ecuacion de conveccion libre en cilindros verticales

Todos los valores de las propiedades se determinan a la temperatura de pelicula, Tr, que
corresponde al promedio aritmético entre la temperatura de pared, T,, y la temperatura del
seno del fluido T,,, excepto el coeficiente de expansion térmica, 3, que en el caso de gases se

determina a T,.
1
T = 3 (T, + Ts)

Se recuerda que para un gas ideal como el aire

1
b=

Una correlacién general recomendada por Yang para regiones en régimen laminar y turbulento
tiene la forma [POPIEL]:

L)O'S 0.387Ra;’®

Nu, = 0.60(— +
" { D [1 + (0.492/Pr)9/16]8/27

Los valores de los calculos numéricos obtenidos por Cebeci para un parametro de curvatura

V32 H
f:—

—<
GTLO'ZS D

pueden ser representados por la ecuacion simple, para Pr = 0.72, en la region laminar
[POPIEL]:
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0.9091
Nuy, = Nuy pp [1 + 0.300 (320-56r;°-255>]

donde Nuypp corresponde al de una pared plana vertical, dado por la correlacion teérica
[KARLEKAR]:

Nuy pp = 0.677Pr'/2(0.952 + Pr)~1/4Gr*

o también por la correlacion empirica desarrollada por Churchill y Chu para una placa vertical

de altura, L, y con un borde frontal abrupto para flujo laminar [MILLS] :
Nuy pp = 0.68 + 0.670(Ra,p)V/*

donde la funcion del numero de Prandtl, y, definida por Churchill y Usagi se define como:

ool

-16/9

Los valores de Cebeci también pueden ser aproximados por una ecuacién validada para
numeros de Prandtl entre 0.01-100, es decir, 0.01 < Pr < 10 [POPIEL]:

— IANE
Nu;, = Nuy pp [1 +B (320-56r;°-25 5)]

donde:
B = 0.0571322 + 0.20305Pr 043
C = 0.9165 — 0.0043Pr°> 4+ 0.01333InPr + 0.0004809/Pr

Popiel obtuvo una correlacién a partir del enfriamiento de un cilindro en estado transitorio que

tiene una incertidumbre promedio de 3.5% con un 95% de confianza, valida para:
108 < Ra; < 1,1x10° vy, L/D < 60:
N_uL - ARCL?

donde:

L LN\2 I3
A =0.519 + 0.03454 (B) + 0.0008772 (5> +8.855x 107° (B)
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L L\2
n = 0.25 — 0.00253 (5) +1.152 x 105 (5)

La dependencia generalizada de transferencia de calor por conveccién libre en un gas tanto
para flujo laminar y como turbulento alrededor de un cilindro vertical esta dada por la expresion
de Kuehn [MARTINENKO]:

_5\1® 15) 78
Nup = 2/ln 1+ 2/{(0.67(RaD D/L)Y4[1 + (0.599/Pr)3/5] 12> + (0.1Ray/?) }

que es valida para:

001<D/L<1, 0<Pr<1, 10°<Ra,<10¥ y T;=(T,+T;)/2

2.1.2.2 Cilindros Horizontales

Para 103 < Gr <10° y Pr > 0.5 se correlacionaron los datos experimentales de Eckert y
Soehnghen [KREITH]:

Nup = 0.53(GrpPr)t/*

En forma mas general, para un cilindro isotérmico, Morgan sugiere una expresion de la forma
[INCROPERA]:

Nup = CRa}
Rap C n
1071°-107 0.675 0.058
102-10? 1.020 0.148
10%-10* 0.850 0.188
10%-107 0.480 0.250
10’-10™ 0.125 0.333

Tabla 2.2 Constantes para la ecuacién de conveccion libre en cilindros horizontales
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Churchill y Chu dan la siguiente correlacion valida para 107° < Ra, < 10°[MILLS]:

0.518Ray/*

Nup = 0.36 +
Ho [1+ (0.559/Pr)%/16]4/9

Cuando Raj, = 10° ocurre transicion de una capa limite laminar a una turbulenta y el aumento

del numero de Nusselt con el numero de Rayleigh es mayor [MILLS]:

2
0.387Rap/
[1+ (0.559/Pr)9/16]8/27

Nuy = {0.60 +

Por el método de la capa limite, Kuehn deduce [MARTINENKO]:

5.\15 s 1/15
Nup = 2/ln 1+ 2/{(0.518Ra11,/4[1 +(0.599/Pr)3/°] 12) + (0.1Ra},/3) I

En la regidon de régimen laminar para Rap > 1, la aproximacion que realiza Churchill se puede
aplicar con un error del 4.5% [MARTINENKO]:

RaD 1/6

N 1/2 = 0361/2 +
u 300[1 + (0.5/Pr)9/16]16/9

2.2 CONSIDERACIONES GENERALES

Existe una apreciable cantidad de problemas de interés practico acerca de la transferencia de
calor por conveccion natural sobre cuerpos de forma arbitraria y compleja. En la mayoria de los
casos, la superficie en la que se desarrolla el flujo es curvilinea y el angulo y, entre el vector de
gravedad, g y su proyeccion a un plano tangente a la superficie, estda cambiando como lo hace
el flujo que se mueve desde el borde de la entrada a lo largo de la superficie. En algunos
casos, la curvatura de la superficie es pequefia, y entonces la superficie se puede tratar
aproximadamente como plana y los numerosos datos disponibles en superficies planas

verticales e inclinadas se pueden utilizar.
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Figura 2.1 Patrén de Flujo en superficies curvas [MARTINENKO]

Las caracteristicas especiales de transferencia de calor en una superficie curvada también se
manifiestan en una delgada capa limite. Los efectos causados por la curvatura del cuerpo son
especialmente significativos en pequefios y moderados numeros de Grashof. En la capa

adyacente a la superficie, el principal mecanismo de transferencia de calor es por conduccion.

El coeficiente de transferencia de calor por conveccién del problema en cuestion, tiene las

siguientes caracteristicas:

e Conveccion: Libre

e Flujo: Externo

e Régimen: Laminar

e Sin cambio de fase

e Superficie caliente, T,, > T,
e Fluido: Newtoniano, Aire

e Superficie: Cilindro Circular

e Estado: Estacionario
Consideraciones Generales:

¢ No se tiene en cuente el efecto del extremo semiesférico del bulbo, ni tampoco la union
entre el bulbo y la columna, ademas se asume la transferencia de calor sélo por la
superficie lateral del cilindro.

e Si el nimero de Rayleigh es inferior de alrededor de 10° el flujo de capa limite sera
laminar [MILLS].
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o El aire se asume como flujo incompresible, lo que implica que el niumero de Mach sea
menor de 0.3, es decir: M < 0.3. Si se toma la velocidad estandar del sonido en aire de
340 m/s, v, = 340 m/s, entonces la maxima velocidad que podria tener el aire para ser

flujo incompresible, seria de:

v
Si M= o y M < 0.3 tenemos:

S

% m m
—<03 +~ v<03v;=03-340 —=102—
Vg s s

Luego la velocidad maxima permisible para tratar el aire como flujo incompresible es
Vmax = 102m/s. Como ya se habia enunciado en el Capitulo 1, “las velocidades
asociadas a la conveccion natural suelen ser sumamente pequefas, sin superar los 2
m/s” [MILLS], por lo tanto si el aire estuviera a esa velocidad estamos apenas en un

1.96% del limite para dejar de ser incompresible.

|'-‘°ﬂ El flujo de conveccion libre sobre un cilindro vertical se

” | CD_[]T-_ encuentra en muchos casos de aplicacion tales como haces

i1 III de tubos en los reactores nucleares, resistencias cilindricas,

‘\‘I 1‘ ; } }l ! etc. por lo tanto las caracteristicas especiales de estos flujos
\\1\ 11 ’ “r son de interés especial para la investigacion.

\\\\\\ ,l//” Si se considera una superficie caliente rodeada de un fluido

\L__‘_/ N+ frio, el flujo es impulsado por una fuerza de empuje debida a

\ los gradientes de densidad en la regién adyacente a la

superficie caliente. Se parte del hecho de que la velocidad en la pared tiene un valor de cero y
que empieza a incrementarse alcanzando un maximo y luego tiende a cero al alejarnos de la
pared hacia el seno del fluido; este maximo ocurre dentro de la capa limite térmica. Este
comportamiento de la velocidad se explica porque al distanciarse de la superficie la viscosidad
disminuye (por ende la velocidad tiende a aumentar), y la diferencia de densidad se va
reduciendo (por ende la velocidad también tiende a disminuir); a la larga la fuerza de flotacion
(que es la fuerza impulsora de la conveccion libre) disminuye conforme la densidad del fluido
tiende al valor del fluido circundante, lo que provoca que la velocidad primero alcance un

maximo y luego tienda a cero al alejarse de la superficie caliente.
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Figura 2.2 Perfil de la capa limite sobre un cilindro vertical caso de caliente (der.) y frio (izq.) [BEJAN]

Las velocidades locales ascendentes van creciendo al aumentar la distancia desde la parte
inferior, ya que el fluido que se aloja por debajo se encuentra estancado. Cerca a la superficie
las velocidades aumentan con mayor rapidez por el marcado efecto de la viscosidad, mientras
que la diferencia de densidades afecta con menos impacto. Lejos de la superficie la viscosidad
es mucho mas grande, por ende la velocidad tiene a reducirse y ademas los gradientes de

temperatura también.

Los campos de temperatura son similares a los de conveccion forzada, como también lo son
las caracteristicas de ambos tipos de capas limites. La influencia de la curvatura transversal se

incrementa con la distancia axial desde el fondo del cilindro (axial) [MARTINENKO].
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Figura 2.3 Interferogramas de conveccion libre externa en cilindros verticales [MARTINENKQO]

2.3 METODO DIFERENCIAL

Las ecuaciones diferenciales de conservacion de materia (continuidad), cantidad de
movimiento y energia en coordenadas cilindricas, pueden ser encontradas haciendo los
respectivos balances sobre un elemento diferencial de volumen, o simplemente retomadas de

una referencia [BIRD].
Continuidad:

dp 10 10 0
i + oy (prv,) + =0 (prvg) + 37 (pv,) =0
Cantidad de Movimiento:

En funcién de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano con propiedades

constantes.

Componente r:
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v, v, vgdv, v} v,
<at MG FI R T

op 010 1 azvr 2 0vy azvr
B # ( 72002 1299 | 922

Componente 6:

(6179 " 6179 +179 6179 Uy Vg avg)
ac " ar T a8 T r 2 ag
16p d (10 10%v, 2 0vg 0%v,
=——— - —E(TUQ) —Z2 T 350

720 TH|or t 2502 T2 50 T a2 | T P9e

Componente z:

Plac " ar T a0 T2 a2

((')vz 0v, vyov, 6172)_ op [1 6( avz> 10%v, 0%y,
B ror

Tz MU ar ) T aez T o ]+ng

Energia:
Para fluidos newtonianos en funcion de las propiedades de transporte constantes.

c (6T+ 6T+v9 aT OT)
Pl Tyt Tt g,

_kla(aT) 19%T 09°T ) <6vr)2
T Ulror rar +r2692+622 +en or

+[;
{(01;9 1 avz>2 N <avz %>2 N [1 v, N rai

Gz e)] +(%)]
&)

Bz 17790 ar ' oz r 06
Consideraciones adicionales a las de item 2.2:

e Fluido Newtoniano.

e Se desprecia la disipacion viscosa y de compresibilidad en la ecuacion de energia.

¢ Flujo laminar (laminas delgadas) en direccién z.

e Propiedades constantes, excepto la densidad y viscosidad que cambian solo en
direccion z.

o Estado estacionario.

e La pared tiene mayor temperatura que el fluido, T,, > T, (superficie caliente).
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e La componente radial de la velocidad (en r) es mas pequefa que la componente axial
(en z), v K v,, es decir, el fluido asciende casi verticalmente, por tanto se desprecia la
componente radial de la velocidad. La componente angular de la velocidad es cero.
vy = 0.

e Latemperatura no es funcion del angulo.

e Las velocidades v, y v, son funciones exclusivas dery z.

Figura 2.4 Capas laminares alrededor del cilindro vertical [MARTINENKOQO]
Por todo lo anterior, las ecuaciones de conservacion se reducen a:

Continuidad:

Cantidad de Movimiento:

Componente z

( E)vz_l_ E)vz>_ 6p+ 16(6vz>+62vz
P\ or TV o7 ) T "oz TH v ar\"ar ) T a2 | T PY

El gradiente de presion de la ecuacion es una derivada total ya que solo depende de zy la

gravedad es negativa porque va hacia abajo.
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Lejos de la pared, los gradientes de velocidad son cero y esta ecuacién se reduce a

dp

0=-——— pu
5~ Pl

Lo que permite encontrar el gradiente de presion:

dp

_Ez Pxd

Sustituyendo:

( 6v2+ avz)_ N 16(6vz>+02vz
P\Vrgr TV275,) = P=9 TR\ or dz2 Py

v, v 10/ dv 2%y
p(vr et egs) = [m(r )+ a] + (0o = P)g

Dividiendo entre p:

v, v, u[la ov,\ 0%v,] po— p
[0 ( oy ) pamp

Vror Uzgzp ror\ or 0z2 p

A partir de la definicion del coeficiente de expansion, se realiza la aproximacion de Boussinesq:

8 1 (6V)
K= = —|—

v\aT/p
Considerando que el volumen especifico cambia muy poco con la presién, ya que los liquidos
son incompresibles, y que en el caso de los gases, los cambios de presion son despreciables
porque la altura de trabajo es muy pequefia, y como también se habia sefialado anteriormente

al ser el numero de Mach menor de 0.3 se asume flujo incompresible, entonces es valido

aproximar la densidad solo como funcion de la temperatura, por lo que es posible escribir:

_1(6V) 1dv
F=3 aT/p ~ vdT

Y sabiendo que p== 0 vVv=
se tiene que dv=d (—) =dp™l=—p2dp = _p_lzdp

Al reemplazar:
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1dv dv ( 1dp) 1dp
— =p(-

B=Sar=Par o2ar) = T par
1dp
B=———r
pdT

Aproximando el diferencial:

1dp 1Ap 1p=pw 1pw—p

p=-cmm oo

pdlT = pAT  pT—-T, pT-T,

1pw—p
B=—m
pT —Ty
Despejando:
Po — P
= ﬁ(T - Too)

Asi la ecuacion de cantidad de movimiento queda:

30y 10 Oy O,
T or % 9z ar dz2

]+gﬁ(T_Too)

ror

Energia:

C( 6T+ aT)_k 16( 6T)+62T
Pov\Urgr T V25,) = v ar\" or 0z2

Dividiendo por pC,:

or T _ k 16(6T) 82T
Urar UZBZ_pC,, rar\' ar) " 22

Introduciendo la difusividad térmica:
oT oT [1 0 ( 6T> OZT]

V—tv,—=a|l-=\r=)+5=
Tor %oz ror\ dr/ 0z?

El cambio de temperatura interviene en la ecuacion de movimiento y la distribucién de

velocidad en la ecuacion de energia, por tanto las ecuaciones estan acopladas.
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Hay que considerar que el transporte (tanto de energia como de cantidad de movimiento en la
direccion axial, z) debido a los mecanismos moleculares, es pequefio en comparacion con el

convectivo, razon por la cual se considera despreciar los términos de segundo orden:

0%v, 0T
022y622

Asi el sistema de tres ecuaciones a resolver es:

Continuidad:
[2-1]
%% (rv,) + (;vzz =0
Cantidad de Movimiento:
Componente z
[2-2]
Jv, dv, v ad s 0dv,
v Vg =y (T ar) 9B -T2
Energia:
[2-3]

6T+ 6T_a6(6T>
Urar " P28z " ror\ or

Estas 3 ecuaciones de conservacion se resuelven sujetas a las siguientes condiciones de

frontera:

i. Enlapared:
Enr=Ry0<z<Lsetiene:T=T,, v.=0, v,=0
(o}
TRO<z<L)=T, Av,(RO<z<L)=0, v,(RLO<z<L)=0

ii. En el seno del fluido:
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v,

Enr -0y 0<z<Lsetiene:T =T,, v, = v =0

6

limy oo T(r,0 < 2 <L) = Top A limy 0 0(r,0 <2< 1) =0, lim 22 =0
r—00

A continuacion se explicaran varios métodos para resolver estas ecuaciones de conservacion;

el desarrollo en detalle de la resoluciones se encuentra en el Apéndice A.
2.3.1 Resolucién Por Semejanza o Anédlisis Dimensional

La resolucion del sistema anterior, de 3 ecuaciones diferenciales y acopladas, de manera

analitica es muy dificil por su no linealidad.

Dado un cilindro vertical de altura, L, y diametro, D. Se introducen las siguientes variables

adimensionales:

0: temperatura adimensional

T—T,
T, —To

(:distancia vertical adimensional

o~ N

n: distancia radial adimensional

gIB(Tw_ oo) 1/4
[ valL ] r

¢,:velocidad vertical adimensional

Uy

v ]1/4

¢Z B [gﬁ(Tw - Too)aL

¢,: velocidad radial adimensional

vL 1/4-
-

br = [gb’(Tw — To)a®
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L3g,8(Tw - Too)
Pr=——m—"m—"
v
2.3.1.1 Ecuaciones y Condiciones Limite Adimensionales

Adimensionalizando las ecuaciones de conservacion [2-1], [2-2] y [2-3]:

9 06,
%(7]%) +6_{ =0

1 dp, 6¢Z)_16( 6¢Z>
Pr((‘br 617+¢Z a¢) non 77617 +0
66+ 66_16( 66)

Las condiciones limite de contorno o frontera adimensionales de estas ecuaciones son:

o En la pared:
Para

R R
n= Ra;/‘}z = Pr1/4Gr1/4Z

paratodo 0<{<1

se tiene
0=1
¢r =0
¢z =0

. En el seno del fluido:

Enn - oo

paratodo 0<{<1

se tiene
6=1
¢z =0
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av,
an

2.3.1.2 Solucién

El propésito principal al resolver las ecuaciones es obtener el flujo de calor transferido y para
ello se requiere el coeficiente de transferencia de calor a través del Numero de Nusselt medio,

Nu = Nu;.
Qconduccién = Qconveccic’m

kA or = hA(T, )
or R B w i

oT T, — T, 06

arlg | ROLL_l/4 on Ral/ﬂ:%

se tiene

hL k 00 L 00
NuL=—=——Ra;/4— -—=—Raz/4—

k L on Ral/‘*% k on Ral/‘*%

En el sistema de ecuaciones de conservacion se observa que en la ecuacion de cantidad de
movimiento aparece el parametro adimensional, numero de Prandtl, Pr, y en las condiciones
limite aparece el numero de Rayleigh, Ra, ademas se recuerda que Ra = GrPr; como lo que
se requiere, en numero de Nusselt, Nu, contiene el nimero de Rayleigh, Ra, por ende es

correcto establecer que:

Nu;, = f(Ray) = f(Gry, Pr)

2.3.2 Resolucién por Analisis de Escala

Para el analisis de escala se requiere que todas la variables adimensionales queden
parametrizadas, lo que se logra eligiendo valores caracteristicos que garanticen que todas
estas variables tengan un orden de magnitud de la unidad o menor. Este analisis indicara que
términos de las ecuaciones diferenciales no son indispensables, ademas que también indica

algo sobre la estructura y forma de la solucion.
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Se definen entonces las variables adimensionales:

. Z . T .Uz . ., TI'—Ty
cTr T Ty Ty U"Tamu U T T, -1,
Observe que la escala de v, surge de la ecuacién de continuidad:
16( )+6vZ 0 lfr Ovzd
—_—— _— - [ —— —_—
ror T g vr T Jg "oz ¢

U es la velocidad de escala y su magnitud apropiada se determina a partir de las ecuaciones.
Se usa el espesor de la capa limite térmica, A, en la escala de r y en todas las ecuaciones, en
lugar de usar el espesor de la capa limite hidrodinamica, &, para las ecuaciones de continuidad
y cantidad de movimiento. Para Pr = 1, § y A tienen de hecho una magnitud similar, puesto que
la fuerza de empuje produce un flujo en la capa limite térmica, si bien la velocidad maxima
ocurre cerca de la pared. Para Pr >» 1, A es mucho menor que &, ya que las fuerzas viscosas
ejercen una fuerza de arrastre sobre el fluido que se encuentra fuera de la capa limite térmica,
aunque es la fuerza de empuje la que impulsa al flujo, y la velocidad maxima, U, debe ocurrir
para un valor de r < A. Usando A en las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento

se garantiza que dv, /dr*, y dv;:/dr* sean del orden de la unidad.

Las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energia a escala se obtienen sustituyendo las
respectivas equivalencias de las varibles adimensionales en ecuaciones de conservacion [2-2]
y [2-3]:

Ecuacién de Cantidad de Movimiento:

U2< L Udv; *617;) vU @ ( i
— = r

=— T, —T,)T*
L \"" dor +; 0z* AZ r*9r* ar*) +9B(Ty )

Ecuacién de Energia:

u(r, —Ty) (v* oT* ' aT*) _ a(T, -T,) 0 (r* ﬁ)
L T or Z 9z A2 reor: ar

2.3.2.1 Nimero Prandtl Grande, Pr > 1
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Este caso es el limite cuando Prandtl es grande; para estos fluidos, A« §; la transferencia de

calor esta controlada por el interior de la capa limite, donde las fuerzas de inercia (aceleracion)

son despreciables y por tanto las fuerzas de empuje son equilibradas por las fuerzas viscosas.

Por tanto en la ecuacién adimensional de cantidad de movimiento se tiene:

de donde:

Y por la ecuacion de energia:

de donde:

Resolviendo las ecuaciones

£~ gﬂ(Tw - Too)
AZ v

UA%~al
con variables U y A.

Sellega a

vU
F"' gIB(Tw - Too)

U gB(Ty—To)

A2 v

U(Tw - Too) - a(Tw - Too)

L A2
UA2~aL
A 1
L 19B(T, — T)LAY*
va
A 1
1" oia
L RaL

2.3.2.2 Numero Prandtl Pequefio, Pr « 1

50



Este caso es el limite cuando Prandtl es pequeno; la alta difusividad térmica de estos fluidos,
hace que A>» § y por tanto la transferencia de calor esta controlada por el exterior de la capa
limite, donde las fuerzas viscosas son muy pequefias y por tanto las fuerzas de empuje son

equilibradas por las fuerzas inerciales.

Asi de la ecuacion de cantidad de movimiento:

UZ
T ~g.3(Tw - Too)

de donde:

U~[gB(T, — To)L]Y/?

Y relacionando con la de energia se obtiene:

A 1
L gB(T, — T)L3]*
a2
A 1
—~—7
L Bo,

Donde Bo es el numero de Boussinesq.
2.3.2.3 Numero de Prandt Unitario Pr — 1.

En este caso el Numero de Prantl tiende a uno, o tiene orden de la unidad. Para fluidos en los
que A= §, tanto la fuerza inercial como viscosa tienen una magnitud comparable respecto a la

fuerza de empuje, la que esta impulsando el flujo en todo momento.

De la ecuacion de cantidad de movimiento,

U? vU
TNFN‘QE(TW —Tw)
se llega a:
A 1
L g, —1)13)
VZ
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A 1
L~ o174
L Gr;

2.3.2.4 Resultado

La magnitud del numero de Prandtl determina si la conveccion libre se caracteriza por el

numero de Rayleigh, el de Boussinesq o el de Grashof. Teniendo en cuenta que:
Ra = GrPr y Bo = RaPr = GrPr?

para el caso en que Pr — 1, los tres grupos adimensionales son equivalentes.

Determinando el Numero de Nusselt

De acuerdo al balance de calor en la interfase solido-fluido, r = R:

Qconducci(m = Qconveccién

kA o _ RA(T,, — Ts)
67‘ R - w *®
se tiene
k oT* B
A ar* R* -
de esta manera,
B k
A

Como se define el numero de Nusselt:

hL
NuL = ?

Bo;/4 = Ra;/‘lPrl/4 = Gr,{/‘*Prl/2 Pr«1

Nuy~ Gry/* Pr=1
Ra;/" _ Gr,{/4Pr1/4 Pr>1

o de otra manera:

NuL~Gri/4Pr" = cGr;MPr"
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Donde la constante ¢ se encuentra experimental o tedricamente, mientras que el exponente

predicho teéricamente por el analisis de escala asume los siguientes valores:

Exponente Pr«i1 Pr=1 Pr>1

n 1/2 0 1/4

Tabla 2.3 Valores del exponente para el numero de Prandtl
Para el caso del aire como fluido de trabajo Pr = 0.72 — 1, el analisis lleva a:
Nu~Grt/*

Estas expresiones sirven para correlacionar datos experimentales. Tanto el

analisis

dimensional por el teorema Pi de Buckingham como el principio de semejanza solo conduce al

resultado Nu = f(Gr, Pr), mientras que el analisis de escala permite obtener la forma de esta

funcion.

2.3.3 Resolucion por Teoria de la Capa Limite

¢ Sistema adimensional

Se suponen perfiles semejantes de velocidad y de temperatura

v, r—R
== dond =

y = ¢  donde =D
T—Too_e( ) dond _r—R
Ty T o077 OREE T =5 0

Si las dos capas limites se relacionan:
8T = A(S

De la ecuacién de continuidad:
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1
8|8 T-T
] oo
P! T T =6(n7)
o
SIS
UZ
F—fﬁ’[ﬂ)
0 T g, 4

Figura 2.5 Adimensionalizacion de los perfiles [El Autor]

Reemplazando esto junto con los perfiles propuestos en la ecuacién de movimiento [2-2]:

n dé dé
U |03 + Rg'mdn -5 UG8 + B 46 T = vI5Y' + (0 + R

Integrando dentro de la capa limite, respectoan, 0 <n <1

o ! s v [t
UO UO (77(5+R)¢77d77]dn—fo(n6+R)¢¢ndn}5E=Efo[6¢ + M6+ R)p"1dn

Definiendo:

1
A= f (16 + R)bop'ndn
0
1 n
B = S+ R)d'ndn|d
fOUO(n + )¢>nn] n

1
¢= j 66" + (15 + R)$"] dn
0

La ecuacién de movimiento queda:

G- s Y
dz U

Analogamente la ecuacion de energia [2-3] queda:
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&7 1

=a 82 [6T9, + (T]T6T + R)BH]
T

n 1
U f ¢’ (16 + R)nd'dn|6' — — Up(nr6r + Ry —
0 87 St

Ahora si

n=nrA

Se tiene que:
nrh dé «
{A[ ¢" (6 + R)Udﬂ] 0" — A*p(nréy + R)TIT}(YE =7 [670" + (767 + R)E"]
0
Integrando dentro de la capa limite 0 < ny < 1:
1 nrA 1 dé
o [ |[™ " @0+ moman) 0ane o2 [ gur07 + momane |5
o LJo 0 Z
a 1
=2 | 1610" + Grroy + RO
0
Definiendo:
1
D = AZJ ¢(rdér + R)nrdny
0

1 nrA
E = Af [ @' 6 + R)ndn|6'dnr
0 0

1
F= f 676" + (767 + R)6"dry
0

Asi la ecuacién de energia queda como:

s
E-D)2=Lp
dz

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de cantidad de movimiento y

energia considerando un perfil de capa limite:

B- sl Y
dz U
déd «a

E—D)§—=—F

( )dz U

Combinando estas ecuaciones al dividirlas entre si:
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Una vez que se conoce A, se puede encontrar §(z) a partir de las ecuaciones anteriores y asi
saber el perfil de temperatura con el cual, finalmente, se determina el coeficiente de

transferencia de calor.

2.4 METODO INTEGRAL

El desarrollo mas detallado y paso a paso de este método se puede observar en el Apéndice A

de este trabajo.

>r

0

Figura 2.6 Esquema para tomar el elemento diferencial de volumen sobre la capa limite

2.4.1 Planteamiento

2.4.1.1 Ecuacion de Cantidad de Movimiento

Aplicando la Segunda Ley de Newton:
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R+8
R*o 2 f 9(po — plrdr
Zﬁf pvirdr R _
7
é
7
ov,| _
_ZHR,U.? . z /
7
7
/// R+6
7 2
/ Zﬁf pvirdr
r=R R

b4

Figura 2.7 Balance de cantidad de movimiento sobre el elemento diferencial de volumen [El Autor].

Desarrollando lo correspondiente al cambio o flux de cantidad e movimiento; el término de

cantidad de movimiento que sale del elemento diferencial:
dp\ _dp
dt S odt

sale

de la misma manera, el flux de cantidad de movimiento que entra:

dp _dp
dt T dt
entra

Ahora identificando todas las fuerzas externas que actuan sobre el volumen de control

R+
= Zﬂf pvirdr
R

R+
= f p vZ(2nrdr)
R

z+Az z+Az z+Az

R+68 R+68
= f pvZQ2nrdr)| = an p virdr
R R

z z z

elemental en direccién z para encontrar la fuerza neta:
Fuerza Viscosa en la Pared:

> avz avz
Fyis = TrpAp|lp=gp = —t——| (2mRAz) = —2mRAzu——
T g ar

R

Fuerza de Flotacion:
V2

ﬁflot =B =f PegdV
1£1
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Peso:

Calculo de la fuerza neta:

S

R+8

= v,
Fiexe = 2mAz f 9(pe — p)rdr — R 5
R

|

Entonces como ya se conoce cada uno de los términos aplicamos la segunda Ley de Newton:

i=1

dp -

p =

(E) = Z F iext
neto =1

Dividendo entre Az y tomando el limite cuando Az — 0 y por definicién de derivada:

d (dv R+6 9
(—p> =2m U 9(po — pIrdr — Ruﬁ ]
R or Ig

dz \ dt
recordando que
R+6
— = an p virdr
R

queda:

d
dz

R+6 R+6 ov
f pvirdr = f 9(pe — p)rdr — Ru—=
R R or lg

Anteriormente habiamos establecido la aproximacion de Bousinesq (con p = cte en todos los

términos excepto en los de la fuerza de empuje), dividiendo entre p:
d R+68 R+6 - — v
—f vzzrdr=f gurdr—RE—z
dz ), R P p Orlg
donde:

Poo — P

zﬁ(T_Too) A

Para finalmente obtener la ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento en su forma
integral:
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[2-4]

d
dz

R+6 R+48 v
f virdr = f gB(T — T )rdr — Ru—

2.4.1.2 Ecuacién de Energia
Aplicando la Primera Ley de Termodinamica al volumen de control elemental:
m n
: 1, , . 1, . d
Q+Z(h+—v +gz) mient:W+Z(h+—v +gz) M sq1 + == Egise
= 2 i = 2 i dt
1= i=

Se considera que el flujo es estacionario, se desprecia la conduccion en la direccion z, y la
conduccidn en la direccion r es cero por fuera de la capa limite. La transferencia de calor se da,

de la pared al volumen de control elemental, por conduccion.
Donde se tiene que:

- el sistema esta en estado estacionario:

d
aEsist =0

- no hay intercambio de trabajo con los alrededores:
W=0

Existen dos corrientes de salida y una de entrada en las cuales despreciamos los cambios en

su energia potencial y cinética ya que el elemento es muy pequefio.

el flujo de calor en la pared hacia el fluido se da por conduccion en la direccion radial:

) = kAaT = —k(2 RA)aT = —2mkRA o
Q - or r=R B T z or r=R B T ZOT' R
asi la primera Ley se puede escribir como:
n m
. 1, . 1, ,
Q=Z(h+zv +gz)'mi,sal—2(h+zv +gz)'mi’ent
i=1 : i=1 :
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n

i=1 i=1

Reemplazando se tiene que:

oT
i, sa; + ritlgss, — hril, = ~2mkRAZ——
R

y tomando el limite cuando Az — 0 y por definicion de derivada

d d (R+or oT
— (hm) — 27Thoop—f rv,dr = —2nkR —
dz dz J, z

or

R
y recordando que
R+6T
hm = ZHJ hpv, rdr
R

entonces dividiendo entre 2mp:

de”T(h b Yo el = kR OT
dz J, o Ve = T o

R

a partir de:

1 _ Zm 1 . :
E (h + Evz + gZ) mi_sal - (h + Evz + gZ) mi_ent = Q
i i

(ah) _

ar), ~ °P

como las propiedades se asumen constantes:
T

T

reemplazando este resultado y dividiendo entre cp:

R+6T
—f v, (T — T, )rdr = —R——
z Ji pcp Orlp

Por definicion del coeficiente de difusividad térmica se obtiene la ecuacion de conservacion de

energia en su forma integral

[2-5]

dfMT (T—T)rdr = —ar 2L
i), w)rdr = —aRo
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2.4.2 Solucién
Resoluciéon simultanea de ecuaciones del sistema:

e Conservacion Cantidad de Movimiento:

d R+48 R+6 avZ
J— 2 = T _— T - R P
dsz virdr L gB( w)7dr — Ru o |,

e Conservacion Energia:

d R+6T

f (T — Ty)rdr = R
), v, Oorr—aarR

e Las condiciones de frontera para este caso son:

r=R - v,=0, T=T,
r=R+6-> v,=0

r=R4+8 - T=T,

2.4.2.1 Introduccion de perfiles de velocidad y temperatura propuestos

Se establece la relacion constante (independiente de z) entre dos las capas

(hidrodinamica y térmica):

_ 67(2)

= m ST(Z) = AS(Z)

limites
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Figura 2.8. Relacion entre los espesores de capas térmica e hidrodinamica y sus variaciones [El Autor]
Si se plantea que

v, . _r—R
U—(l)(n) siendo n = 5

T_TOO—H( ) siend _r—R r-—R
T, —T, o/ SEenaoir =5 = 26(2)

w TOO

Con base en los perfiles trabajados usualmente para una pared plana vertical [MILLS] y
también de acuerdo a la Figura 2.8, se proponen las siguientes formas para los perfiles de

velocidad y temperatura:

2

v, r—R 1 r—R
U sl 6(2)]

2

T-T, _[ r—R]
TW_TOO_ 6T(Z)
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Crecimiento de la capa limite

Perfil de velocidad

Fluido

ANVAVANANAN A NN AN

L

Vi
Figura 2.9 Perfil de la capa limite hidrodinamica [El Autor]

Donde U es una velocidad de escala. Estos perfiles estan acordes con las condiciones de

frontera y ademas son suaves en el borde de las respectivas capas limites, es decir:

dv, aT
—_— =0A— =0
o7 lp+s orlp+s,
pero no se cumple que:
0%y
2| =0
™ g

sin embargo, estos perfiles en paredes planas han resultado sorprendentemente buenos al

comparar con datos experimentales [MILLS].

En funcién de las nuevas variables adimensionales estos perfiles son:

2

] - ¢ =n—n)?

v, r—R[ r—R

U~ 80 5(2)

T—-T, [ r—R]Z

m: 1_m - 0(nr) = (1 —n)?

Ahora se sustituyen estos perfiles en las ecuaciones de conservaciéon en su forma integral.
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La ecuacién de cantidad de movimiento [2-4]:

R+48 R+8 v
—f virdr = f gB(T = T)rdr — Ru —=
dz J,

R ar g
queda:
d(l Uzs? + 1 UZS) T, T)[(Sz( 21 11)+R5( 1+11)]RUU
dz \280 105 9k °° 32 T am YY)

Y la ecuacion de conservacion de energia [2-5]:

R+6T aT
EL V(T — To)rdr = —aRE

R

queda:

(T T)d[U62A3<1 A+ A2)+RU6A2(1 A+ AZ)] ZaR(T _T“")
w ™ leo) 30 30° T 105 12 15

d[U82A3(1 1A+ ! A2>+RU6A2<1 1A 1A2)]—ZO‘R
dz 30 30 105 12 15 T OAS

El sistema de ecuaciones se reduce a:

Movimiento:
d( ! 262+LRU2 ) 9B (T, —TOO)[52<——E1+1 1)+R6<1—1+1i)]—@
dz \280 105 3A  4A2 A 3A? é
y
Energia:

d[u 2A3(1 1A+ ! A2)+RU6A2(1 1A 1A2)]—2“R
dz 30 30 105 12 15 T OAS

Suponiendo que los espesores de las capas térmica, 67, e hidrodinamica, &, son préximos, es
decir, 67 = §, se tiene entonces que A= 1, lo cual es valido para numeros de Pr cercanos a 1

(caso aire). Por tanto si A= 1, el sistema queda:
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v, (1, 2) 6r(2) &(2)

~
=

LSS LSS

T(r,z)

-

0

Figura 2.10 Perfiles axiales de temperatura y velocidad y capas limites térmica e hidrodinamica [El Autor]

d( U262 + —— RU 5) T, — )( 52+1 5) il
dz \280 105 9B (T = Ter ;
d( - U62+1RU6> cak
dz\105 30 5

Dividiendo cada ecuacion por R:

[2-6]

d U26+U262 _ gB(T ) 52 vU
az\105 "280r) = 9BTw =T (3+ 3R] =5

[2-7]

d <U6 U&? ) _2a

dz 105R/ &
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2.4.2.2 Solucion del sistema Uy &

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden conformado por las
ecuaciones [2-6] y [2-7] tiene a U y & como funciones dependientes de z y se resuelve por el
método de perturbaciones, donde estas dos variables se expanden en series de potencias
alrededor de 1/R.

Esto se sustenta en el hecho de que dicho método es aplicable a cualquier ecuacion diferencial
que contenga un parametro de perturbacion, & el cual también podria aparecer en las

condiciones de frontera. Dicho parametro debe ser una constante positiva, tal que ¢ « 1.

En este caso, dicho parametro es el reciproco del radio del cilindro, R, el cual se encuentra en

el sistema de ecuaciones y en la condicién de frontera, luego:

1
TR

que en las ecuaciones [2-6] y [2-7] se observa:

d (U5 U621\ _ o T)5+521 WU
2z\105 " 280 &) = 9F(Iw —T=) |3

d (U(S Us? 1) 2a

az\30 T105R) " 5

si hacemos que R — o, el sistema de ecuaciones [2-6] y [2-7] queda:

1 d 1 vU
(112 — _ _
105dZ(U 5) 3gB(TW Te)8 5

1d (U(Y)—Za
30dz 5

que son las ecuaciones que permiten encontrar a U y 6 para una placa vertical (KARLEKAR,
MILLS).

Se observa que si el parametro de perturbacién tiende a cero, € —» 0, se anula el efecto de la
curvatura, lo que implica que, R — c. El mismo resultado se puede obtener asumiendo que el
espesor de la capa limite, 8, es pequefio comparado con el radio, R, de tal manera que la
relacion 6/R también tiende a cero y los mismos términos del sistema de ecuaciones de

conservacion se cancelan quedando el modelo de la pared plana vertical.
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Entonces se resuelve nuestro sistema de ecuaciones diferenciales con el método de

perturbaciones en 1/R, lo cual requiere expresar la solucién de la siguiente manera:

- 1 1 1 1
U(Z)—z e"u, =z< ) :Zﬁun=U0+EU1+ﬁU2+EU3+'”

(<%
=
N
p——
"Ms
||
||M8
A
v
||M8
2=
§h
Il
=%
o
+
=]
(<%
[y
+
2
>
N
+
2
(<%
w
+

n=0 n=0
o) 1
1 1 1
5(2) = ﬁé‘nzzR—né‘n—é‘o+E61
n=0 n=0

Esto es valido como una aceptable aproximacién, ya que al aumentar n el término siguiente va
a ser mucho mas pequefio. Es de esperar que el primer término, en n = 0, sea de una pared

plana ya que carece del parametro de curvatura, € = 1/R.

Estos desarrollos de U(z) y &(z) en serie de potencias con dos términos exigen averiguar los
valores de U,, U;, 6,y 6, Para lograr dicho objetivo se procede a sustituir estas expresiones

en el sistema de ecuaciones de conservacion [2-6] y [2-7]:
d U26 U252 T, — ) 62 vU
az\105 * 2808 ) = 9F v ~T=) (34 151 ) =5

d <U6 U52> 2a

dz 105R 0
donde
U= U +:1U dU'—lﬂ U “+]>U’
~0R1ydz—~oR1
o0~ 0 +—16 d6-—6’ S5y + 16’
~0R1ydz—~oR1

Reemplazando las expansiones en la ecuacion de cantidad de movimiento [2-6]:
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1.\d 1\ 3 1 \? 1_\?
(604‘561)5 8<UO+EU1> 6+E(UO+EU1) (50+E81)
2

1 70 1.\ 1

Desarrollando el algebra y organizando de acuerdo a las potencias de 1/R, para luego
factorizar por el grado de las potencias y finalmente como aproximacién despreciar las

potencias de 1/R, para las cuales n > 2. Igualando las respectivas potencias, se obtiene:

1

R

16Uy03U} + 8UZ8,6) = 280NS52 —840vU,

16Uy806, U + 8UZ 80081 + 16U, 82U + 16Uy82U; + 16U U, 5064 + 6U 83U, + 6UZ 838,
+ 16Uy8,6,Uf + 8UZ8,8) = 560N5,8, + 70NS53 — 840U,

Simplificando,

1
RO 2Uo 88U + UZSy6¢ = 35NS6E —105vU,
1
Fis 8Uy800,Ub + 4UE 5,61 + 8U 83U + 8UySEU, + 8UyU,8064 + 3UgS3U + 3US8E68,

Reemplazando ahora de la misma manera la serie de potencias en la ecuacion de energia [2-
7]

o) d <7U5 + 2 U62> =420
dz R B *

1 \d 1 1 2 1 1.\’

Se obtiene:
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788U + 7Uy 8064 = 420a

7806,Uf + 7Uq 8081 + 785U1 + TU18084 + 263U + 4Uo8584+ 7806,U4 + 7Ux8,84 = 0

Simplificando,

1

2T 7806,U¢ + 7Uq 8081 + 785U7 + TU18084 + 263Uy + 4Uo8584+ 7806,Uf + 7Ux8,85 = 0

1

1 . v
Agrupando, de acuerdo al orden, = Y 7o los resultados arrojados tanto por la ecuacion de

Cantidad de Movimiento como por la de Energia, se tiene:

1 {zuongg, + U36,64 = 35N82 —1050U,

RO 82U + Uy 8,8 = 60at

' 2 ' 2, 2, ! 3., 2.2, g 2. 3
1 8U06061UU + 4U0 6061+8U16UU0 + 8UU(30U1 + 8U0U16060 + 3U06UU0 + 3UU(3050 + 8U06061UU + 4U06160 = 280N§,6, + 35N§; — 42000,

R% 78061Uf + 7Uq 8001 + 785U1 + 7U18084 + 283Uf + 4Uy8584+ 7806,Uf + 7Uy8,85 = 0
2.4.2.2.1 Resolucion del sistema paran =0

Tomando las ecuaciones correspondientes al parametro de curvatura de grado cero:

1

RO
Cantidad de Movimiento
[2-8]
2Uy83U + U36¢8, = 35N83 —105vU,,
Energia
[2-9]

83Uq + Uy 8¢8; = 60a

69



Es claro que este sistema corresponde a una pared plana, que no contempla el efecto de la
curvatura; como en ese caso comunmente se hace, se supone una solucién de prueba que

corresponde a variaciones de la ley de potencias paraU y §, de esta forma:
Uy =Apz™
8y = Boyz™
Cuyas derivadas respectivamente son:
Uy = Agmz™1
86 = Bonz"1

Donde A4y, By, m y n son constantes a determinar.

Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de orden cero para el parametro de

perturbacion.
En la ecuacidon de movimiento [2-8]:
2mASBEz?Mt2n1 4 nA3BZz2M*2n-1 = 35NB27z2" — 1050A4,2z™
En la ecuacion de energia [2-9]:
mAgBEz™2""1 + nA,B2zm?2"1 = 60a

En estas ecuaciones la potencia de z debe ser idéntica en cada término lo que nos lleva a tener

un sistema de ecuaciones en el cual podemos hallar los exponentes m y n:
2Zm+2n—1=2n=m
m+2n—1=0

que se resuelve satisfactoriamente para

Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones [2-8] y [2-9] para encontrar los coeficientes
Ay Y By:

Momentum:
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A3BZ = 28NB§ — 84v4,
Energia:
AyB3 = 80a
Resolviendo el sistema:

A2B% = 28NBZ — 84vA,

AyBZ = 80a
Se obtiene:
2 560N«
7 21v + 20«
1 1
4 |80 <20 U)-z gB(T,, — T)|?
0= 3217 v2

En forma aproximada:

Ay = 5.1640v (% a) [gﬁ(T _Too)]

como se presenta en Karlekar.

Ahora buscando el valor de B, en

1 1 =
4’3-802 avz (20 v\%[gB(T, — T.)
0 80 (v) 21+a[ vz |

3[gB(Ty —T.)]

v2

1
Bo = m(a) Z(Z(l)-l_z)

o aproximadamente, segun Karlekar:

FNIN

BN




B, ~ 3.9360 (2 ) [gﬁ(T °°)]

De esta manera las expresiones para Uy § son

1 1

80 (20 v\ Z[gB(T, —Ts)z3|21

Ui = Az = |22 (_ _) 9Pl — 1e)z” (=1
0 0% 3U 21+a [ v?2 z

y de la misma forma

1

20 1
80(2) = Y240Pr 2 ( 1+Pr> Gr,*z

=

2.4.2.2.2 Resolucion del sistema paran =1

Tomando las ecuaciones correspondientes al parametro de curvatura de primer grado:

1

RV
Cantidad de Movimiento
[2-10]

8Uo8y6, Ul + 4UE 8061 + 8U 82UG + 8UoSEU; + 8UgU 808 + 3Ua83U¢ + 3UESESH + 8Uy806,U)
+ 4U258,684 = 280N5,56; + 35N&3 — 4200U,

Energia
[2-11]
7806,Uf + 7Uq 8081 + 785U + TU18084 + 263U + 4Uo8584+ 7806,U4 + 7Uy8,8y = 0

Es claro que la resolucién de este sistema ya sera una primera aproximacion al hecho de que
el cilindro es superficie curva, de la misma manera se supone, como en el anterior caso, una
solucion de prueba U; y 6; en modelo potencial, teniendo ya conocidas Uy y 6,

Ul = Alzp
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6, = B,z
Cuyas derivadas respectivamente son:
Uy = AjpzP~1
8; = B1qz971
Donde A;, B1,p Y q son constantes a determinar.

Resolviendo el sistema de potencia cero se encuentra que:

Derivando:

Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de primer orden para el parametro de

perturbacién, conformado por las ecuaciones [2-10] y [2-11]:
En la ecuaciéon de movimiento [2-10]:
4(94—4q)AgBOBlzq+%4-8(34—4p)AoBgA1zP4-9Angz%
= 1120N3031zq+% - 1680vAlzp+140NBg’z%

En la ecuacion de energia [2-11]:

1 1 1
7(5 + 4q)AgByB1z7 % + 7B2A,(1 + 4p)zP "2 + 84,B3z% = 0
La dependencia de z se elimina en estas ecuaciones si los exponentes p y g cumplen que:

L1 3
1T3=P=y
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q_Z=P_E=

que se resuelve satisfactoriamente para

Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones [2-10] y [2-11] para encontrar los coeficientes
A, Y By:

Momentum:
60(16a + 7v)A; + Bo(1143 — 280N)B; = 5B,(7NBZ — 36a4,)
Energia:
28ByA; + 494,B; = —640a

Resolviendo el sistema con incognitas A, y By:
60(16a + 7v)A; + By(1143 — 280N)B; = 5B,(7NBZ — 36aA,)

28ByA, + 494,B, = —640a

Se tiene la solucion

1
4 (656a + 315v) 1 ;N3 1 (656a +315v) 1
A = =7 (64a + 630) Z(E) VAo = == (Gaa + 630y ¢ VAo

V5 (656a + 315v) 1
= __= 2./
17 735 (64a + 63v) VA0

1 (272a +315v) _,

Bh=— -
1 35 (64a +63v) °

B. — 1 (272a +315v) _,
17 35 (64a+63v) °

2.4.2.3 Niumero de Nusselt

Una vez encontrados todos los parametros de los perfiles de velocidad y temperatura

propuestos entonces se procede a hallar el nimero de Nusselt.

74



2.4.2.31 Local

Un balance de calor en la interfase, r = R, proporciona:

que sale por = que entra por

Flujo de calor ( Flujo de calor )
conduccion por la pared conveccion al fluido

Qcond.'R = Qconv.
koA aT| = hA(T, —T.,)
f or R B w @

Despejando h:

kp oT

h=-— —
Ty — To OT

R
Del perfil parabolico de temperatura asumido, se tiene:

_ _ pe2 _ pa2
e =0 I )

Como se asumié que A= 1y despejando T para derivar parcialmente respecto a la coordenada
radial:
r—R7?

TZ(TW_TOO)[l_m +Too

LA T LS AT

Evaluando en r = R:

oT
or

- 2(TW5— To) (1 R gR) _ 2(TW5— Too)

Entonces el coeficiente de transferencia de calor queda:

ks oT
Ty — T OT

h=-—

ke [ 2Ty —To)| _ 2k
Ton s

T, — 5

R
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Se habia aproximado que:

1
6(Z) = 60 +E61

Por tanto el coeficiente local de transferencia de calor sera:

2k 2k
f f
3024 + ﬁBlzz
con los valores de
5 1 @72a+315) ,
17 35 (64a+63v) °
- 2ks _ 2ks
S 117 1 (272a+315v) ,] 1 1 1 (272a +315v) , 1
Bozt + R | =35 (62a + 630) BO] 22 Bzt [1 ~35R (64a + 630) D07t
desarrollando el algebra se llega a:
[2-12]
1 1
he) 2k;Pr2Gr;
Z) =
4740 (Q + Pr)% - V240 (272 + 315Pr) Pr_% (@ + Pr)% Gr_%
21 z 35R (64 + 63Pr) 21 z Z
Por tanto el Nusselt local sera
1 1
N = 2Pr2Gr;
" . 20 i \/240 (272 + 315Pr) , 1,20 i 1
~«Y _ -5 (&Y 4
V240 (77 + Pr) 11— 3eg 64 +63Pr) 77 (zz+Pr) 6r,*

2.4.2.3.2 Promedio

Para hallar ahora el Nusselt promedio se requiere encontrar el coeficiente promedio de

transferencia de calor por el teorema integral del valor medio, de esta forma:

1k
hz—fh(z)dz
LJy
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_ 1t 2k 2k [t 1
-1, U P S A (e ih %)dz
0Z* + 7Bz 0Z RBOZ

Se integra por sustitucion y se obtiene:

_ 2kg [t 1 2k; 277 , 1 1 1t
h:ﬂ ﬁd2=ﬂ—3[a 22—2az4—3+21n|1+az4]
0™ 70 ZZ<1+azZ> oka 0

R 4kf[2Ll 2ali— 3 + 21 |1 % 3] 4]{’:[%l 2aL7 + 21 |1 %
= 2 — 4 — 4 = — 2 — 4 4
a3BOL a a + 2in +a + a3BOL a a + n +a
1By
= RB,
L 2 3 2p3 1
_ 4kRL"Z 8k;ByR?L™% 8k B2R3L™ 1B, 1
e St e it ln|1+——1Lz
B, B? B} R B,

Si
5 L (272a +315v) ,
1™ 35 (64a+63v) °
Se llega a:
[2-13]
F_ a0k g 0dEte3v 1 o RZ( 64a + 63 )2 1
== f 1~ f 3

272a+315vB%L7 272a + 315v B?,LI

280k R3( 64a + 63v )3 1 1 (272a+3150) 1
1% \272a +3150) BiL | 35R (64a +63v) °

donde

21« v?2

1 1 1
By = m(g)_f (20 N 2)4 [M] 2

El Nusselt promedio sera entonces:

[2-14]
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Vo - _140p SYEFTO3V 1 o ( 64a + 63v )2 1
u=- 1 1
272a + 315v B2LZ 272a + 315v B3L
280R3< 64a + 63v )3 1 1 (272a+315v) o 1
272a +315v) B: | 35R (64a+63v) °

una expresion mas sencilla consiste en tomar en el valor promedio del coeficiente de

transferencia [2-13], una aproximacion para el logaritmo natural:

o (—1)n+! 1 1 1

In(1 + X) ZZLW =X —SX24-X3 Xt
:n 2 3 4

n=

Para|X| <1

Bajo este criterio se puede expresar que:

(=)™, 1\ 1 1, 1\ 1, 13 1, 1t 1, 1
= 2 (a13) =ati—=(a13) +=(aL3) —=(aL3) +=(aL7) ..
Z n (a ) ¢ z(a )+3<a ) 4(“ >+5(a )

n=

Aproximando a los cuatro primeros términos:

1
ln‘1+aLZ

1
ln‘1+aLZ

4
-1+t n 1 1 11 3 1

~ z La”ﬁ =alt—-a’Lz2+-a3Lls ——a'L
{1 n 2 3 4

n=

Reemplazando en la expresién del coeficiente promedio:

= Ak 1,01 1 i 1,11 .3 1,
h=a3BOL[a L2—2aL4+2<aL4—Ea L2+§a L4—Za L+~->]
[2-15]
1
ek 47 Pr*Gr, 1*1 2 (272a+315v)
~7)3|5(20 + 21Pr)| L " 35R (64a + 63v)

Hallando el Nusselt promedio:

1
N__EL_k 47 PriGrn, J*1 2 (2724 +3150) (L
Tk T 3|50+ 21Pr)| L 35R (64a + 63v) ke
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1
4[7 Pr%Gr, r 2 (272a +315v) L

3|5(20 + 21Pr)| ' 35 (64a + 63v) R

Nu =

Si se expresa en funcion del diametro, D:
[2-16]

1
___ 4[7 Pr*Gr, |* 4 (272a+315v)L
Nu=clomi—mr=| t3= —+
3|5(20 + 21Pr) 35 (64a+63v) D

1
4 [7 Ra;Pr ]1 N 4 (272a +315v) L
"~ 3[5(20 +21Pr) 35 (64a+63v) D

Ya que Ra; = PrGr;,. Esta solucion fue obtenida por Le Fevre y Ede, donde el primer término
representa la solucion de una pared plana vertical, mientras que del segundo en adelante, los
términos contienen el efecto de la curvatura, ya que llevan el radio o el diametro, y por ende su
relacion con la altura. Se puede observar matematicamente que el coeficiente y el Nusselt de

un cilindro es mayor que el de una pared plana, gracias al efecto de la curvatura.
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3. CONSTRUCCION Y SOLUCION DE LOS MODELOS MATEMATICOS

El problema fundamental que se formuld en esta tesis fue determinar experimentalmente el
coeficiente de transferencia de calor alrededor del bulbo de un termémetro. Para cumplir con
este objetivo basico es necesario modelar el funcionamiento del termémetro de vidrio para
generar una ecuacién, que pueda utilizarse para calcular el coeficiente de transferencia de
calor. Para poder confrontar los resultados del modelo del termdmetro, es necesario comparar
los resultados experimentales emanados por el mismo modelo con los calculos del coeficiente
de transferencia de calor producidos por los modelos tedricos basados en la teoria de la capa
limite. Por ello el presente capitulo se divide en dos partes: construccién del modelo de
funcionamiento del termdmetro de vidrio y construccion de modelos para predecir el coeficiente

de transferencia de calor.

Antes de modelar un fenédmeno fisico es necesario hacer una descripcion fenomenoldégica de la
situacion que se quiere estudiar. Estos modelos deben estar disponibles a recibir la informacién
experimental para procesarla y producir como salida el coeficiente de transferencia de calor. La
materia prima necesaria para esto son las curvas temporales de temperatura, las propiedades
de los fluidos (tanto el termométrico como el fluido que esta rodeando al bulbo), y los datos

geomeétricos del mismo bulbo.

3.1 FUNCIONAMIENTO DEL TERMOMETRO DE VIDRIO: FLUIDO TERMOMETRICO

Una estrategia para el modelamiento es: Primero describir fenomenolégicamente la situacion
fisica que se quiere modelar. Posteriormente con base en lo que se observe en la descripcion
fenomenolégica, se plantean modelos teniendo en cuenta restricciones impuestas. Los
modelos mas sencillos son los que tienen mas restricciones y los mas complejos los que tiene

menos restricciones.

A continuacién se hace una descripcion fenomenoldgica de la situacion que se quiere estudiar, en

este caso la descripcidn del funcionamiento del termémetro de vidrio.

3.1.1 Descripcion Fenomenolégica
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El funcionamiento de los termémetros de vidrio con liquido se basa en la dilatacion térmica de un
liquido termomeétrico introducido en un recipiente de vidrio de paredes delgadas (recipiente
termométrico el cual es el bulbo) comunicado con un capilar de paredes gruesas (capilar del
termometro). Al capilar se le ha asignado una escala. El liquido termométrico que se encuentra en el
capilar se denomina columna y su menisco (menisco de la columna) sirve como marca de lectura.
Existen varios liquidos que pueden servir como fluidos termométricos, algunos de ellos son:

Mercurio, mercurio-Talio, Toluol, Alcohol, Mezcla de Pentano.

Para el propésito del presente trabajo, el termdmetro se considera como un sistema que consta
de un subsistema llamado bulbo o extremo expuesto al fluido, estando dentro de una posicién
determinada dentro de un fluido o ambiente, en la cual se mide la temperatura local, y ademas
del otro subsistema delimitado por el capilar de vidrio que se denomina columna, dentro de la

cual se mueve el fluido termométrico bien sea dilatandose o contrayéndose.

La transferencia de calor desde el bulbo hacia el medio que lo rodea se da primero por
conduccién-conveccion dentro del fluido termométrico seguida por la transferencia de calor
conductiva a través de su pared y finalmente conveccién-radiacién de la superficie exterior del

bulbo hacia el medio.

Cuando el bulbo esta recibiendo o perdiendo calor durante el funcionamiento del termémetro en
la columna hay una diferencia de temperatura entre el extremo de la columna cercana al bulbo
y el otro extremo de la columna; entonces en términos generales hay transferencia de calor
conductiva y convectiva a lo largo de la columna. Si la columna de fluido termométrico y la
envoltura de la columna de vidrio tienen diferentes temperaturas existira transferencia de calor

a través de la envoltura y entre ésta y el medio externo.

Los fendmenos de transferencia que se identifican son:
e Transporte de calor conductivo (dentro del bulbo y dentro de la columna) y flujo
convectivo (dentro y fuera del bulbo), se desprecia la radiacion desde la superficie del

bulbo hacia el medio.

e Transporte de cantidad de movimiento en el capilar del termémetro.
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Una vez realizada la descripcion fenomenoldgica se identifican todos los subsistemas que
conforman el sistema para proceder a realizar el modelamiento del funcionamiento del
termometro. Entonces de la descripcion fenomenolégica anterior puede identificarse, que el

termémetro consta de al menos tres subsistemas:

e El bulbo del termdmetro (que es la frontera por la que se transfiere calor).
e La columna de fluido (qQue se asume adiabatica).

e La envoltura de vidrio del fluido termométrico.
3.1.2 Construccion
El sistema estd formado por varios subsistemas. Como primer modelo, el mas sencillo,

considera el sistema formado por dos subsistemas: el bulbo y la columna de fluido

termométrico.

Bulbo, b [ Columna, ¢ [

Figura 3.1 Subsistemas bésicos del termémetro

Segun lo anterior el termdémetro puede idealizarse, como formado por una columna de mercurio
cilindrica unida al cilindro de mercurio con mayor diametro que el de la misma columna. Los
dos cilindros de mercurio estan inicialmente a una temperatura ambiente, y a partir de un
instante dado, se calienta o se enfria el cilindro que sirve de bulbo exponiéndolo a un ambiente
convectivo de temperatura constante, T,, = T,,,, (temperatura del medio a medir). Para modelar
va a suponerse que el bulbo gana calor (el balance diferencial de energia da la misma ecuacion
bien sea calentando o enfriando), debido al calentamiento el fluido termométrico se expande.

Se hacen las siguientes restricciones adicionales:

e En el fluido termométrico sélo se considera flujo conductivo de calor y el calor se
propaga instantdneamente (difusividad térmica infinita) y no se considera flujo
convectivo dentro del fluido termométrico. Esto equivale a que la columna tenga la
misma temperatura del bulbo que en la realidad corresponderia a un termémetro de

inmersion total.
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e Con respecto a lo anterior puede decirse que para el bulbo se aplica el método de
resistencia interna despreciable, que es valido para numeros de Biot menores a 0.1. Si
el mercurio a 25 °C tiene una conductividad térmica aproximada de 8.81 W/m°C, con un
coeficiente de transferencia de calor por conveccion natural en aire de alrededor de 5
W/m?C, y para un bulbo del termémetro asumido con un cilindro con una longitud
caracteristica (Relacién Volumen-Area, V/A, ver en caracteristicas del termémetro,
Tabla 4.1) de 1.85 x 10 m, se tiene que el numero de Biot estimado es:

hL. 5-1.85X 1073
k 8.81
e La transferencia de calor entre el medio externo y el mercurio sélo se da a través del

Bi = =0.00105< 0.1

bulbo del termémetro, mientras que la columna de vidrio que contiene el resto de
mercurio se supone que no transfiere calor desde o hacia el ambiente externo que lo
rodea, es decir, el capilar de vidrio se considera adiabatico, perfectamente aislado.

e Se supone que el espesor de la pared de vidrio del bulbo del termdmetro es tal que la
resistencia conductiva de calor en la pared de vidrio es pequefia, ello debido a la poca
inercia que tiene el termometro, es decir, el menisco del mercurio se mueve tan pronto
como la temperatura cambia en el bulbo. Esto se verifica calculando el nimero de Biot
con las especificaciones de la pared de vidrio del bulbo dadas en la Tabla 5.2 y
tomando un valor de coeficiente de transferencia de calor por conveccion libre en el aire
alrededor de 5 W/m?°C; se encuentra que este valor esta entre 0.0017 y 0.0054,
mientras que para un valor de 7 W/m?°C el maximo valor alcanzado es de 0.012. Lo
que indica que como el Numero de Biot es menor de 0.1 la resistencia interna es
despreciable y esta consideracion es valida para el caso del aire.

e EIl fluido termométrico no moja la pared, despreciandose los efectos de tensidn
superficial.

e Seignoran los efectos debidos a las fuerzas capilares en la columna termomeétrica.

e No hay condensacion de los vapores del fluido termométrico en las paredes de la
columna capilar del termémetro.

e Como consideracion final, en este modelo va a suponerse que el fluido en el
termdmetro se expande a presion constante dentro del capilar, lo cual implica suponer

que se trabaja con el calor especifico a presion constante.

El desarrollo paso a paso de la construccién del modelo del fluido termométrico se puede

observar en el Apéndice B de este libro.
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Por las relaciones termodinamicas, se puede lograr una relacion entre el calor especifico a
presion constante, cp, y el coeficiente de expansion térmica, k, del fluido termomeétrico:
Dado que

h=u+Pv

Derivando parcialmente respecto a T a P constante:

(Gr), = o), + o),

Se define que

<6h) _
ar), ~ °P

_ 1(6V) _ (6V) _
*=v\or), “\or), T
Luego:

ou
Cp = (a_T)P + Pkv

Despejando:

<6u> _ p
aT , = CP VK

Restricciones adicionales: va a suponerse que el valor del calor especifico, cp, y el valor del
coeficiente de expansioén térmica, k, son constantes en el intervalo de tiempo de trabajo del

termémetro.

El considerar como fluido termométrico el mercurio, el cual es un metal liquido, permite
aproximadamente considerar que la temperatura se distribuye instantdaneamente en él, es decir
no existe distribucion espacial de temperatura tanto en el bulbo como en el columna del

termometro (ver resistencia interna despreciable).
Como anteriormente ya se menciond el hecho de que al expandirse isobaricamente todo el

fluido termométrico y la implicacién derivada por ello de asumir el calor especifico a presion

constante, cp, y por ende también se debe asumir el coeficiente de expansion térmica, k.
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Para modelar el termdmetro puede iniciarse por aplicar el principio de conservacion de la
energia, el cual se puede expresar en términos de un balance de energia sobre un volumen de

control correspondiente al sistema a modelar.

Segun los fundamentos de la mecanica de fluidos, el balance de energia aplicado a un volumen

macroscopico de control [FOX]
L 0 1, P 1, L.
Q+W5+Ww”ante=a—f <u+§v +gz>pdv+f (u+—+§vs+gz>pv-dA
tly S P

que es la primera ley de la termodinamica, donde se representan los siguientes términos:

flujos de acumulacion: cambios de energia de las corrientes
energia = | energia interna y mecénica |+ | materiales de entrada y
transferible del sistema salida al sistema

Q: Flujo de Calor que atraviesa la superficie de control

W,: Flujo de Trabajo debido a piezas méviles dentro del volumen de control

Weortante: Flujo de Trabajo debido esfuerzos cortantes o tangenciales sobre la superficie de control
vs: Velocidad del fluido que atraviesa la superficie de control

v:Velocidad delfluido dentro del volumen de control

p: Densidad del fluido

V: Vector Velocidad

z: Altura para la energia potencial de los flujos o corrientes materiales

3.1.2.1 Termdémetro

El balance de energia global o en todo el termdmetro se desarrolla de la siguiente manera. Se

selecciona un volumen de control, que en este caso es el volumen limitado por el contorno del
sistema (paredes del termoémetro) y la superficie libre de mercurio. En este modelo Q es el flujo

de calor convectivo que atraviesa la superficie del bulbo y el término W, que en este caso

representa:

W, = (flujo de trabajo de eje — flujo de trabajo de expansion)
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Como no hay trabajo de eje, es decir trabajo debido a piezas que giran respecto a un eje, W,

se reduce a:

W, = —(flujo de trabajo de expansién del columen contra la presién reinante

sobre la superficie libre de la columna termométrica)

Figura 3.2. Termémetro ASTM 56C-86 usado en la experimentacion [El Autor]

También puede ignorarse el trabajo debido a fuerzas cortantes ejercidas por el movimiento del
fluido sobre las fronteras del volumen de control, por lo cual W,,,¢qnte = 0. De los términos de
la integral de volumen que en conjunto representan la energia total dentro del volumen de
control, el término de energia potencial es insignificante y el término de flujo de trabajo debido a
fuerzas de presion internas al volumen de control es pequefio, pues los cambios de presion
dentro del volumen de control no son grandes. Como no hay flujo de masa debido al
movimiento del fluido que atraviese la superficie de control, entonces la integral de superficie en
la ecuacion es cero. Segun las restricciones anteriores, la ecuacion del balance de energia se

reduce a:

4 1, . 1, dv
hAy (T, — T) =a[Mcp(T—Tr)+§vc-vcmc+§vb-vbmb] +PE

donde
h: coeficiente de calor convectivo
T temperatura de equilibrio en el medio

T:temperatura en un instante dado
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T,: temperatura de referencia

M:masa total del fluido en el termometro
my:masa del fluido en el bulbo

m.: masa del fluido en la columna
my:masa del fluido en el bulbo

cp: calor especifico a presion constante del fluido
Up: velocidad del fluido en el bulbo

U.: velocidad del fluido en la columna
P:presion en la superficie libre del liquido
V:volumen del fluido en el termémetro
p:densidad del fluido

t:tiempo

La ecuacion anterior se interpreta como: El flujo convectivo de calor suministrado al bulbo del
termometro es igual al cambio de la energia interna en el bulbo y la columna mas el cambio de
la energia cinética en el bulbo y la columna al moverse debido a la dilatacion del fluido, mas la
potencia del trabajo de expansion del volumen de control contra la presidén sobre la superficie

libre de mercurio.

En la ecuacion se considera c, constante. Desde el punto de vista termodinamico significa que
cuando el calor especifico se determina a presion constante, una parte de la energia
suministrada al sistema se convierte en energia interna y la otra se utiliza para hacer el trabajo
de expansion de las fronteras del volumen de control [WEBER], mientras que cuando se
determina el calor especifico a volumen constante toda la energia suministrada se convierte en
energia interna. Usualmente los términos calorificos involucrados son mucho mayores que los

términos de energia cinética por lo cual el balance global conduce a:

[3-1]

d dv
hA,(T,, —T) = 3 [Mc,(T - T,)] + P

El balance global expresado en términos de nimeros adimensionales es:
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[3-2]

Bif = deo dv
= dt @ dt
Donde
0: temperatura adimensional
g Tm—T
Tm - TO

Ty: temperatura inicial en el termémetro

T: tiempo adimensional

ty: tiempo en el que el termometro alcanza la temperatura de equilibrio en el medio, Ty,

v: volumen adimensional o fraccional

V:Volumen total del fluido termométrico en el termdémetro
Vo: Volumen total inicial del fluido termométrico en el termdémetro

Y los numeros adimensionales resultantes junto con su significado:

. hApt, flujo convectivo
L= = - - .
Mcp velocidad de cambio de la energia interna total

_ PV, _ flujo de trabajo de frontera movil
@= Mcy, (T, — To) ~ velocidad de cambio de energia interna total

El volumen en el termdmetro es la suma del volumen en el bulbo mas el volumen en la
columna. Este balance de volumenes expresado en términos de volumenes fraccionales y

longitudes fraccionales da:
U = Upolp + Ugole

donde los volumenes fraccionales son:

A Ybo Veo

V=, Upg =7 Vo = —=
vy Vb0 =57 Y Vo =

v:Volumen fraccional total en el termémetro respecto al volumen total inicial
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Upo: volumen fraccional en el bulbo del termémetrorespecto al volumen total para la
condicién inicial
Uco! Volumen fraccional en la columna del termémetro respecto al volumen total para la
condicién inicial
Y las longitudes fraccionales son:

Xc

Xb
=2yl =%
b Xbo Y le Xco

Ip: longitud fraccional en el bulbo, es decir la razén entre la longitud del fluido en el bulbo
en cualquier momento y la longitud del fluido en el bulbo en el estado inicial.
[.:longitud fraccional en la columna, es decir la razén entre la longitud del fluido en la

columna en cualquier momento y la longitud del fluido en la columna en el estado inicial.

Para expresar la velocidad fraccional que figura en el balance global en términos de velocidad
se realiza lo siguiente. Se deriva respecto al tiempo el volumen fraccional v, y expresandolo en

términos del tiempo adimensional conduce a

dv

E = UV

dal . . . . .
donde v = d—TC y el balance global de energia en términos de la velocidad fraccional es

0
Bif = — e + wuV

El fluido termométrico en el termémetro sufre dilataciéon y contraccion. La relacion entre la
temperatura y la expansion o contraccion de un fluido puede determinarse mediante algunas

relaciones termodinamicas segun la literatura [VAN NESS]:

Definiendo el volumen especifico, v, como: V= por termodinamica se tiene:

v=v(T, P)

la derivada total sera:

dividiendo entre v
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dv_1<6v> dT+1<aV) AP
v v\aT p v\oP/r

Se tiene que el coeficiente de dilatacion o expansion térmica, k, se define como:

_1(6V)
*=3\or/,

Y el coeficiente de compresibilidad, y, como:
1 <BV)
Y=3\6p/;
La expresion de volumen especifico queda:
av
—=kdT + ydP
v
v
an—zK(T -T,)+y(P—-P)
0

Si se trabaja con expansion a presion constante, P = P,, por lo cual la ecuacion anterior

conduce a:

VzVO eK(T_To)

Esta ultima ecuacion puede expresarse en términos del volumen global Vv del fluido

termométrico y de la masa total M en el termémetro como

Y Yo k-1

M M
Lo cual conduce a

1 =e k(T—To)

VO
La ecuacion anterior relaciona el volumen del fluido termométrico con la temperatura y puede

expresarse en términos del volumen fraccional como
v=eKBo=0) — p—K(6-6p) _ ,—K(6-1)

Donde K es el coeficiente de dilatacién térmica adimensional, definido como K = k(T,,, — T,).

Desarrollando en series de Taylor el miembro derecho de la ultima ecuacién
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mo-K(6-00) — Z K(9 90)

[KO-0)1 | [KO-60F  [KO-60]

~e—K(6-60) = 1 4+ [—K(e—eo)] + 21 3! it

Segun los manuales de las casas fabricantes de termdémetros [HAUSER] un buen termémetro
de fluido liquido termomeétrico debe satisfacer que el volumen del fluido sea proporcional a los
cambios de temperatura con respecto a una tempertura inicial. Por lo que en la serie de Taylor

solo se tiene en cuenta el término lineal y se descartan los términos no lineales, ello conduce a:
=e K(0=00) = 1 + [-K(8—0y)] = 1 — K(6—6,)
v=1— K(@—@O)

Con esta ecuacioén puede determinarse la velocidad con que cambia el volumen de liquido en el
termometro y también la velocidad de desplazamiento de la superficie libre del mercurio. Para
ello es necesario derivar respecto al tiempo esta ecuacion y a continuacién expresarla en

términos del tiempo adimensional,

dv ~_K dae
drt drt
Pero anteriormente se habia encontrado
dv
E = UV

Combinando estas dos ecuaciones la velocidad fraccional queda expresada en términos de la

temperatura, 8 como:

K dd

Uco dt

Sustituyendo esta velocidad en términos de la temperatura en la ecuacién de balance [3-2],

finalmente el balance global en términos de la temperatura adimensional es

[3-3]

Bi6 = —(1+K )de
10 = w dt
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Este modelo esta compuesto por dos subsistemas: la columna termométrica y el bulbo. A

continuacioén va a efectuarse un balance de energia en cada uno de ellos.

3.1.2.2 Columna

Para este subsistema puede seleccionarse como volumen de control, el volumen del capilar en
el cual la unica frontera que es atravesada por fluido, es que une el bulbo con el capilar.
Teniendo en cuenta las restricciones iniciales junto con la consideracion de expansién del fluido
a presion constante en la columna, y al aplicar el balance de energia macroscopico, este se

reduce a:

Figura 3.3 Columna (izq.) y capilar (der.) del termémetro usado [El Autor]

dT
mecp i —PA.v,

El balance de la energia para la columna en términos de numeros y variables adimensionales
es:

[3-4]

I,— = v gwv
c T c0

donde los numeros adimensionales I. y w son y significan

U. wvelocidad de cambio de energia interna en la columna

cTuU velocidad de cambio de energia interna total
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PV _ flujo de trabajo por cambio de volumen en la columna

We = Mcy, (T, — Tp) h velocidad de cambio de energia interna total

3.1.2.3 Bulbo

Figura 3.4 Bulbo del termémetro usado [El Autor]

Aplicando el balance macroscoépico de energia y tomando como volumen de control el volumen

del bulbo del termdmetro, la ecuacion de balance de energia para el bulbo queda:

d
= [myc, (T = T,)] = hAyp (T, — T) — 1icy, (T — T;.)

. d
Donde 1 = &2
dt

Desarrollando y simplificando la ecuacién anterior se obtiene finalmente el balance de energia

en el bulbo del termdmetro:

daT
mbcp E = hAb(Tm - T)

La ecuacion del bulbo en términos de nimeros adimensionales es:

[3-9]
Bio 1 a6
i0=—-1,—
bar
Los numeros adimensionales son
Bi = Mbtm =%
Mcy U
donde
U= Mcp(:m_To) Ub — mbCpETm_TO)

el significado del numero adimensional es
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Up _wvelocidad de cambio de energia interna en el bulbo

[, =— =
b7 u velocidad de cambio de energia interna total

Expresando el balance de energia de cada subsistema en la forma:

do
Columna: I, = = VoWV

Bulbo: I % = —Bif

Sumando estas dos ecuaciones término a término se obtiene

do

IbE+I = —Bif + v ywv

dr
do ]
Iy + IC)E = —Bif + v ywv
Donde la suma de los flujos fraccionales de acumulacién es

U, U
1b+1C=7”+7C

Pero U, + U, = U de donde I, + I. = I por lo que la ecuacion general del termometro puede

reducirse a

. do
Bif = I + v owv

Que corresponde efectivamente al balance global en el termémetro.

Comprobado el balance global en el termémetro, y expresando en términos de la temperatura

adimensional queda:

do )
1+Kw)—+BiB =0
dt

3.1.3 Solucién

Para resolver el balance global de energia obtenido [3-3] y obtener la variacion de la
temperatura del fluido termométrico, se asume que los parametros K, w y Bi de esta ecuacion

son constantes, ello conduce a:
[3-6]

8 ___Bi
", 1+Ke'
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o en forma exponencial:

8 _
0
Para hacer estimativos de algunos términos de la ecuacién anterior, en la literatura [KREITH]
se consultaron los siguientes datos para el mercurio a la temperatura promedio entre T, =
30°C, y Ty = 20°C , es decir 25°C: k = 0.000182°C™1; p, = 13567 kg/m3,; Cp = 139)/kg°C .
Teniendo en cuenta que el bulbo del termdmetro usado tiene un diametro interior aproximado
de 4.73 mm y una longitud de 47.40 mm, se desprecia ademas la masa y volumen de la
columna al compararla con la del bulbo. Asumiendo ademas presion atmosférica reinante
dentro de la superficie libre de mercurio y con los datos anteriores se obtienen el valor de los

términos:

PV, P 101300 Pa )
=-532x1073

w

Mey(Tn = To) Py (T = T0) 13600 %9 . 140 L 20°C — 30°¢)
m kg°C

K= k(T,, —T,) = 0.000182°C~1(20°C — 30°C) = —1.82 x 1073
Que permiten calcular el término
Kw = (-1.82%x1073)(5.32%x 1073) =9.68 x 107°

De donde puede observarse que el numero adimensional Kw « 1, lo cual significa que el flujo
de trabajo fraccional (nimero w) es muy pequefio comparado con los términos caldricos, por

tanto la respectiva expresion se reduce a:

1+Kw+1=1
Y de esta manera la ecuacion de balance queda finalmente como:
[3-7]

e_
8, *

—-Bit

Se recuerda que esta expresion se obtuvo para el caso en el cual el fluido termomeétrico se
dilata por calentamiento. Si se repite todo el procedimiento aplicado pero para el caso en el que
la columna termomeétrica se contrae por enfriamiento en el bulbo del termémetro, se obtiene la
misma ecuacion, lo cual indica que el balance de energia es invariante de la direccién de flujo

de calor al entrar o salir del termémetro.
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Transformando el modelo logrado a la forma dimensional:

Si Ty > Tpy:

_h4p,
T = (Ty—T,)e M» +T,,

de manera que

hA
T - Tm — e_M_L'I;t
TO _Tm
T—-T, hA,
ln( ) =
To—Tm Mc,

[3-8]

Otra manera mas simplificada de lograr el mismo modelo se explica a continuacion.

Un balance de energia sobre el sistema cerrado y en estado permanente correspondiente al
fluido termométrico:

(flujo de) _ (flujo de ) + ( cambio de )

calor trabajo energia interna
S du
Q= dt
v d
hAy (T, —T) = Pa + a{M[ur + (T - T}
dv dT
hAy (T, —T) = Pa‘}' Mcpa

Anteriormente se habia establecido que el modelo de dilatacion del fluido termométrico se

aproximaba a:
szOeK(T—To)

vV e(T=To) ~ vo[1 4 k(T —T,)]

Derivando esta expresién respecto al tiempo con k constante:
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dv d dT
E"‘EVO[]. + K(T - TO)] = VOK_
Reemplazado en el balance de energia:
dT
hA, (T, — T) = (PVok + Mcp)a
introduciendo las variables adimensionales:

] de
Bif = —(1 + Kw) —
dt

O en forma mas general:

Desarrollamos anteriormente el balance hasta este punto:

W + v

Q dt

hA,(T,, —T) = P v
b “de dt

hA,(T,, T)—P‘Z—t+M [c, (T = T,)]

dv
hAy(Tn —T) = P—=+ Mdt (cpT)

despejando h:

1 av
= &

o —nlla +Mdt(cpT)]

M [dv

h= AT, — T)

(1)

donde todos los parametros son medibles, lo que exige desarrollar:

t T c,(T) v(t)
Ty
tl Tl
ty T,
tm Tm




3.2 CONVECCION LIBRE ALREDEDOR DEL BULBO DEL TERMOMETRO

Parte de los objetivos del presente trabajo es generar algunas ecuaciones para predecir
tedricamente el coeficiente de transferencia de calor. En el presente numeral, con base en los
principios y fundamentos de fendmenos de transporte, se plantearan y solucionaran algunos
modelos tedricos para calcular el coeficiente de Transferencia de calor para conveccion libre
alrededor del bulbo de un termémetro de vidrio. La forma expedita y explicita de construccion y
solucion de los tres siguientes modelos se puede encontrar en el Apéndice C del presente

trabajo.
Situacion fisica a modelar: El problema o situacion fisica de la cual quiere predecirse el
coeficiente de transferencia de calor corresponde basicamente a los dos experimentos que se

enuncian a continuacion:

Primer experimento: Se tiene un termémetro de vidrio colgado vy fijo verticalmente. A partir de

un determinado instante se calienta el bulbo del termdmetro con un mechero hasta que alcance
la temperatura cercana a la maxima de la escala del termdmetro. Seguidamente se suspende
el calentamiento. Entonces el bulbo del termdmetro comienza a enfriarse por conveccion libre

en el ambiente que lo rodea.

Segundo experimento: Se tiene un termémetro de vidrio situado horizontalmente y mantenido

fijo. A partir de un determinado instante se calienta el bulbo del termémetro con un mechero
hasta que alcance la temperatura cercana a la maxima de la escala del termometro.
Seguidamente se suspende el calentamiento. Entonces el bulbo del termémetro comienza a
enfriarse por conveccion libre en el ambiente que lo rodea.

3.2.1 Termdmetro En Posicién Vertical Con Flujo Transitorio

3.2.1.1 Descripcion Fenomenolégica

El fendmeno de conveccién natural del fluido alrededor del bulbo para las configuraciones

vertical fue ampliamente discutido en la seccién 2.2.

98



Aqui se parte del hecho que despreciando la resistencia térmica del vidrio, el modelo transitorio
del fluido termométrico debe coincidir con el modelo transitorio del fluido alrededor del bulbo en

un valor radial igual al radio del bulbo.

r=R
fluido
b |
T
solido ¢ "
I'(r) T
i
5

Figura 3.5 Relacion instantanea entre los perfiles de temperatura en la interfaz [El Autor]

Al observar el bulbo del termémetro, en la cual sucede el transporte de calor, puede verse que
el bulbo geométricamente esta compuesto por dos partes: el cuerpo del bulbo de forma
cilindrica y el extremo del bulbo conformado por una semiesfera. Para efectos de modelamiento
la estrategia es inicialmente simplificar el problema asumiendo algunas restricciones. Y a

medida que se plantea el modelo van asumiéndose otras restricciones.
Restriccion geométrica: Asumir que el bulbo del termdmetro es basicamente un cilindro.
Suposiciones:

¢ Flujo transitorio de transporte de calor y de cantidad de movimiento.

e Velocidad radial v, - 0: No existe desplazamiento lateral de materia. A partir de la
observacion de fotografias del campo de flujo de velocidad en cilindros calentados,
Figuras 1.9 y 2.3 se ve que basicamente el flujo solo tiene componente axial de
velocidad.

¢ No existe movimiento angular vg = 0.

e Gradiente de velocidad axial % = 0: Ello en virtud de las pequefias dimensiones del

bulbo, el recorrido que hace el aire en la longitud de bulbo es pequefio.

e Gradiente de velocidad radial %: Es el mas importante.
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e Se tienen en cuenta las fuerzas de flotacion.

Considerando que la velocidad del aire es pequefa alrededor del bulbo, segun la literatura para
numeros de Mach menores a 0.3 el gas puede tratarse como fluido incompresible y para efecto
en la ecuacion de energia se considera propiedades medias constantes tales como la densidad
y la viscosidad. Bajo esta restriccion y anadiendo la restriccion de suponer que no existe
gradiente axial de temperatura ademas de las restricciones dadas anteriormente, se procede a

la construccion del modelo.

3.2.1.2 Construccion

Va a utilizarse el método diferencial. Partiendo de las ecuaciones diferenciales de conservacién
de movimiento y energia y bajo las consideraciones establecidas anteriormente y en 2.2,

exceptuando la de estado estacionario:
Cantidad de Movimiento:

Componente z

6v2+ 6v2+ av, va(avz
ac " ar TV 9z T roar\

= )+ gB(T ~ T.o)

Energia:

oT aT oT a0 ( 6T)

Pt e, T v T ar

Si el componente radial de la velocidad es insignificante comparado con el axial y ademas
considerando como aproximacion adicional que L « §, 1, lo que puede inducir a despreciar los
cambios de velocidad y temperatura axiales o, dicho de otra manera, estos son muy pequefios
comparados con los cambios radiales, se pueden despreciar los términos que contengan los

factores:

av, aT

azyE
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Lo que permite reescribir las ecuaciones de la siguiente forma:

Cantidad de Movimiento:

Componente z

dv, v ad [ 0v,
at _?E(T ar>+gB(T_T°°)

Energia:

Que se pueden escribir como:

Cantidad de Movimiento:

Componente z

[3-9]
%v, 10dv, v,
<6r2 T 6r> TR ~Tx) =,
Energia:
[3-10]

02T+16T _ar
“\orz Tror) " ot

Aqui se puede resolver la ecuacidén de energia desacoplada a la de cantidad de movimiento y
con esta solucion bajo la condicion inicial y de frontera se procede a resolver la ecuacién de
movimiento o flujo.

Resolviendo entonces la ecuacioén [3-10]:
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62T+16T _6T
« or2  ror) ot

Bajo las condiciones limites:

Inicial:
T(R,0) = Tyo
Frontera
T(R,t) =T,
en la superficie del bulbo Qconauccion = Qeonveccion
T(oo,t) =T,

3.2.1.3 Solucién

El desarrollo en detalle de estas ecuaciones se puede encontrar en el Apéndice C. Por el

meétodo de separacion de variables planteando una solucion de la forma:
T(r,t)=W(@r)G(t) +c¢

hallando las derivadas parciales respectivas y reemplazando en la ecuacion de energia:
0°T 19T\ _or
* ar2 ror) ot
" 1 . ,
« [W (G® +-W (r)G(t)] —WEG©)

Dividiendo entre W (r)G(t):

1
W(r)
Si esto es igual al parametro, —A2:

; 1, 1G6'(t)
[+ swol =25
16'(v)
aG(t)
Se desprenden las dos ecuaciones diferenciales ordinarias:
1G6(t)
aG(t)

1 p 1,
m [W (T') + ;W (T)] = —)?

2
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1 " 1,
W W (T‘)+;W(T) = —)?

Resolviendo cada ecuacion independientemente,

empezando con la de G:

G'(t) = —ar%G(b)
Despejando G:

G(t) = cpe~ ¥t

ahora se prosigue con la segunda ecuacion de W:

w'(r) + %W'(r) = -22W(r)

Wkﬂ+%wbq+ﬁW&)=o

A partir de la sustitucion:
s=Ar
con lo cual se cambia de variable independiente en cada uno de los términos de la ecuacion.

Sustituyendo en la ecuacion y dividiendo por A2:

d*W 1dw
ds? s ds

+W=0

La cual es una ecuacion de Bessel con parametro, v = 0, siendo un numero real no negativo.

La forma estandar de dicha ecuacion es [KREYSZING]:
y"+ly'+<1 —ﬁ)y =0
X x2
Siv = n = 0, cuando toma el valor del entero cero, la ecuacion se reduce a:
Y 4=y +y=0
X
Que tiene como solucién:

y(x) = c1Jo(x) + Yo (x)

Donde J,(x) es la funcion de Bessel de primera clase de orden cero y Y,(x) es la funcién de

Bessel de segunda clase de orden cero.
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Para el caso de estudio la solucion es:
W(s) = c1Jo(s) + 1Yo (s)
entonces:
W(r) = c1Jo(Ar) + bYy(4r)

por tanto el perfil espacio-temporal de temperatura:

T(r,t) =W(@r)G(t) +c¢

T(r,t) = [cocfo(Ar) + COCzYo(lr)]e_“’lzt tc

Llamando las nuevas constantes como

Coct =A1 Y ¢ =D

queda:

T(r,t) = [AJo(Ar) + bYo(Ar)]e‘“’lzt +c
aplicando las condiciones iniciales y de frontera para hallar las constantes 4, b y c:

Espaciales (de frontera):

T(oo,t) =T,
c=T.
T(R,t)=T,

[41],(AR) + bY,(AR)]e~***t = T, —T,

oT
—kA—| = hA(T,, —T.) vt,t >0
67‘ R

[RJo(AR) — kAJ1(AR)]A1 + [hYy(AR) — kAY;(AR)]b =0
Temporales (iniciales):

T(R,0) = T,
Jo(AR)A; + Y,(AR)b = T, — T
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Resolviendo el sistema para hallar A; y b:

{[h]o(/lR) — kAL (AR)]A; + [hY,(AR) — kAY,(AR)]b = O
Jo(AR)Aq + Yo(AR)b = T,y — T

Por regla de Cramer;

Y1(AR) - 1 ¥Yo(AR)

~ Jo@R)Y1(AR) — J;(AR)Y ,(AR)

Aq (Tywo — Tw)

C leGR) -~ J,0R)
~ Jo(AR)Y1(AR) — J1(AR)Yo(AR)

(TWO - Too)

Por tanto la solucién queda:

T(r,t) = To + et [A,]4(AT) + bY o (A7)]

Sustituyendo las constantes en la ecuacién se obtiene:

[3-11]

T-T. JoONYi(R) + 15 JeARYo(Ar) — JoGr)Yo(AR)] — ARV (r)
= e

Tywo—T Jo(AR)Y1(AR) — J1(AR)Y 4 (AR)

Si T(R,t) =Ty =Ty, en r = R (superficie del bulbo) la evolucién en el tiempo es

[3-12]
Tw—T- — p—ai’t
TWO -T.
o en su forma logaritmica:
T, T
In———— = —ai’t
TWO —Tw

o despejando:

T, = (Tyo — Tw)e L 4 T,
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La ecuacion anterior, representa la evolucion en el tiempo de la temperatura en la superficie del
bulbo, obtenida a partir del perfil de temperatura del fluido que rodea al bulbo. Ecuacién que
tiene la misma forma exponencial de la evolucion de temperatura que se obtuvo anteriormente

en 3.1 (en Fluido Termomeétrico) dentro del bulbo [3-8]:

T-T.  h4,

=——t
"T-T. " Mq,

l

3.2.1.4 Parametro A

3.2.1.4.1 Despreciando la resistenciade pared T,, = T, Y Ty = Tp

Por comparacion entre los dos perfiles [3-8] y [3-12]:

pTw=To  T-T.
“roo—1. T, T,

Se obtiene que:

a'Bi 1la'  1Fo 1
=—— =——Bi =——"Bi = BiFo—
al: al: at at

1= h  |aBi 1 |a’'Bi |BiFo
- JapLce,  Jal? L. |al? | at

Donde «' es la difusividad térmica del fluido termométrico. No olvidar que el nimero de Fourier,

/12

o de otra manera:

Fo, esta dado por:
v a't
0=—
L7

3.2.1.4.2 Considerando la resistencia de la pared

El balance de calor establece:

Qconduccién Qconveccién
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T —T, T —-Ts
Y = hA(T, — To) = ———

Ry R, + %
T—-T,
Ty — T = T
R,, + A
Igualmente, al inicio:
TO - Tco
Two = To =——71
Ryo + oA

Dividiendo estas dos ultimas expresiones, extrayendo logaritmos, aplicando propiedades y
haciendo sustituciones se llega a:
1

Ty—Toa  To—T. Rwotpz
lnT T =lnT T +In 1
v T Rt

Recordando los perfiles [3-8] y [3-12] para sustituir en los dos primeros términos logaritmicos

de la ecuacion anterior:

1
. Ruo + 7
h*A wo T hoA
—alt=——2Lt +1In 0
Mc, R 4+ L

w ' h4

donde h* es un coeficiente global de transferencia de calor (en realidad U), ya que tiene

incluida la resistencia de pared:

Despejando:
R 1
A 1 wo t R 7
- aMc, at n R +i
w ' hA

3.2.1.5Relacion entre h* y h

Por Fourier y Ley de Omh de Calor se tiene para el coeficiente global U:
) = UAAT = AT
Q= =

De donde
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UA h*A
Despejando h*:
h* = !
Rr A
Como:
AT =T —-T,

Las resistencias presentes entre estas dos temperaturas:

T. R R,
"I |‘| |‘| .I A w "I |‘| |‘| .I A
AN AN
VY VWY

Figura 3.6 Circuito de Resistencias Térmicas [El Autor]

Se puede evaluar la resistencia térmica total equivalente del circuito anterior,

1
RT=RW+RC=RW+M

no olvidar que la resistencia de pared, R,,, es conductiva en un cilindro hueco:

o L, Dext
W 2mkL " Dipye
luego el coeficiente global sera:
B = 1 _ 1 _ 1
Rrda(R, +hiA) AR, +%
también:
! =Ry =R, + L
h*A hA
1 1
A nalfw

o también despejando h, que es el coeficiente individual (que no contiene la resistencia

conductiva de la pared) es:
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[3-13]

= 1
1
T~ AvRw

Con todo lo anterior se puede reescribir la expresién de 4% obtenida inmediatamente atras en
3.2.14.2

e hAy 1 R k1 R _«Bi 1 R _BiFo 1 R 1[I
TaMc, at 'hy aplec, at hy ali at hy  at at hy at| o h
[3-14]

1= h* 1l h* a’ Bi 1l h* 1 BiFo — 1 h*
~ JapLcc, at "h T JalZ at hy T Jat|T 0T Mhy

Se observa que si h* = h§, se obtiene:
BiFo
A= {
at

Esto puede suceder si se desprecia R, ante i y h—lA y si ademas h = h,,.
0

3.2.1.6 Relacion con el perfil de velocidad

La constante 4 surge durante el proceso de solucion de la ecuacion de energia, y ésta
depende de la velocidad del fluido, como se observara al sustituir el perfil de temperatura en la
ecuacion de cantidad de movimiento. El parametro A puede obtenerse de los datos
experimentales de temperatura en el bulbo y por minimos cuadrados por la ecuacién de la

evolucién de la temperatura.
De los datos de temperatura del termdometro puede determinarse 4 y conocido A se tiene el

perfil de temperaturas con el cual se resuelve la ecuacion de cantidad de movimiento [3-9]

para determinar el perfil de velocidad:
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v, (9*v, 10v,
ot \orz ror

) +gBp(T —T.)

Condicion inicial t=0 v, = V;
Condicion en la superfice r =R v, =0

Retomando el perfil de temperatura [3-11]:

T-T. JoGrHOR) + 2 Uo(R)YYo (A1) = JoGr) Yo AR)] = Js ARy (A7)
Two —Te Jo(AR)Y, (AR) — J,(AR) Y, (AR) ¢

ar’t

JoGrY,GR) + 3 o (ARYYaGir) — JoUr) Yo (AR)] — Jy GR)Yo (A7)
- Jo(R)Y;(AR) — J;(AR)Y, (AR)

0

(To — Tw)e ™0t

El parametro 4 queda vinculado a la velocidad cuando la solucién anterior se reemplace en la

ecuacioén de cantidad de movimiento A = f(7,).

(TWO - Tno)e_aﬂt

v, v, 1dv,\ Jo (Ar)Y1(AR) + k_,; Jo(AR)Y o (A1) — Jo(Ar)Y(AR)] — J1(AR)Y o (Ar)
at <ar2 T 0r> * Jo@R)Y1(AR) — J;(AR)Y y(AR) g

La solucion de esta ecuacion permite relacionar la velocidad con el parametro A.
3.2.1.7 Nimero de Nusselt

Aplicando la condicionenr = 6, T = T. al perfil de temperatura [3-11] se obtiene:

N
Uo(AR)Y,(A8) — Jo(A8)Yo(AR)] /1_11; = J1(AR)Y,(26) — Jo(A6)Y1(AR)

Finalmente el Nusselt para todo el sistema es:
[3-15]
J1(AR) Y{(AR)

_1Jo(48) Y,4(48)
Jo(AR) Yy(AR)

Jo(48) Y((46)

Nu AD

Obsérvese que asi el perfil de temperatura varia en el tiempo, la solucion produce un solo
numero de Nusselt para el sistema que no depende del tiempo, si el parametro 4 no depende
del tiempo, lo que implica que la resistencia de pared es despreciable y que el coeficiente de
transferencia de calor por conveccién es constante a través del tiempo, lo que en realidad no

sucede, pero que es salvable en la medida de que se podria asumir el valor promedio como
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constante. Como no se conoce el espesor de la capa limite, §, y dado que se obtuvo
experimentalmente un valor de Nu y de A tanto instantaneo como promedio, con estos
resultados y a través de la ecuacion anterior es posible encontrar dicho espesor tanto

instantaneo como promedio.
3.2.2 Termometro En Posicién Vertical Con Flujo Cuasiestacionario
3.2.2.1 Planteamiento

Durante los experimentos se observd que la temperatura en la escala del termémetro a partir
de terminado instante varia muy lentamente. Definiendo una escala de tiempo adecuada puede
considerarse en este intervalo de tiempo que la derivada de la temperatura y velocidad con

respecto al tiempo no cambian apreciablemente y el problema puede tratarse como en estado

. . oT v . . . ,
estacionario E=a—tz=0. Manteniendo las restricciones del modelo anterior mas la

consideracion de Estado estacionario las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energia

se reducen a:

62vz + 1 aUz _ g.B(T - Too)
or2 r ar v

0°T 10T _
or2  ror

3.2.2.2 Solucion
Las condiciones para la ecuacion de energia son
Enr=R->T=Tz=T,
oT oT
—- — = —
ar Orlg
Considerando que T(r,z) = T(r), para que esta ecuacion de energia sea diferencial ordinaria y

multiplicando dicha ecuacion por r2:
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LT AT
e T e T

Lo cual es una ecuacién de Cauchy-Euler [ZILL] de la forma:

d’y _dy
2 7 — =90
dx? T dx
Cuya solucién esta dada de la forma
y=x"

Aplicando a la ecuacién de energia, la solucion sera:

T=rm

Derivando

de orden de multiplicidad 2.

Luego la solucién es de la forma:

T = ¢, + cLn(r)

Bajo las condiciones de frontera:

Enr=R->T=Ty=T,:
Ty = ¢4 + c;Ln(R)

aT
Enr=R > —
6rR

T =c¢; + cLn(r)

0T ¢,
ar T
aT Cy
arlg R
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Despejando c,:

Luego para c;:

aT
¢, =Ty —cIn(R) =T, — R 5| Ln(R)
R
Reemplazando en el perfil:
T = ¢y + cLn(r)

T
T=T,—R

oT
In(R) + R —| Ln(r)
R orlg

oT
T=T,—R—

or [Ln(R) — Ln(r)]

R

R

La solucion de la ecuacion de energia bajo estas condiciones es también de la forma:

[3-16]

T=T +R6T L r
= —_— n—
w ar R R

De la segunda condicion se puede definir el numero de Nusselt, definiendo como longitud
caracteristica el diametro del bulbo del termémetro, aunque se esta en libertad de elegir la

longitud del cilindro como longitud caracteristica.

D 0T
TW _Too or R

NuD=_

3.2.2.3 Ecuacion cantidad de movimiento

3.2.2.3.1 Relacion con el perfil de temperaturas

Se procede a sustituir el perfil de temperatura obtenido en la ecuacion de cantidad de

movimiento:
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62vz + 1 aUz _ g.B(T - Too)
or: r or v

Para obtener:

0%v, 10v, gp oT
oz ?W“T(TWJ’RE
0%v, 10dv, gp r
52t g =y (et bRIng)

L r T)
nN-—lw
R R

Donde ay b son:
a=T, —Te
p= 2T
orlg
Condiciones limite:
Enr=R-v,=0

Enr=6-v,=0

3.2.2.3.2 Solucién
Solucionando la ecuacion de cantidad de movimiento junto con las condiciones limite:

0%v, 10dv, gp r
3t e =~y (a T bRing)

Es también una ecuacion no homogénea de Cauchy-Euler analoga a la de energia. Por lo tanto
la solucién de la homogénea:
2
d°v, lavz _ 0
or? r or
es la funcién complementaria:

vy = ¢+ cLn(r)

Ahora se encuentra la particular por variacién de parametros [ZILL]:
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vzp = u1v21 + uzvzz
Donde
vy =1
v, = Ln(r)

Aplicando el Wronskiano W vy los determinantes W, y W, para determinar los parametros

u; y u,. Se conoce que la funcién no complementaria es:

9B
f(r) = ——(a+bRLnR)
Asi
W = Vz1 Vzy _ 1 Lnl(r) _ 1
vzll 1722 0 - r
r
0 Ln(r)
0 Vg, 9B
w 2| — =—-Z"(a+bRLn=)L
LTI v %(a +bRLn) = (a nR) n()
1 0
_ |Vz1 0 _ gp
2 vz,1 f(T') %(a+bRLn )‘ v (a+bRLn )
De esta manera:
W r
uy = Wl = % (a + bRLn E) rln(r)
. W, _ 9B
uz—W— T(a+bRLn )

Encontrando

_ 9B r
U, = f - (a + bRLn E) rln(r) dr

Integrando por partes:

1 gBbR

u(r)=—-

1
5  r2ln?r— _gﬁ

” [a — bR(LnR + D)]r?Lnr + l—[ [a — bR(LnR + 1)]]r?

De la misma forma para u,:
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1 a — bRLnR bR /1 1
u,(r) = _Eg,b’( » )rz—g'BU (ETZ Lnr——r2>
Asi
vzp = u1v21 + uzvzz
Vzp =W u,Ln(r)
1 gBbR 3 gBbR 1
Vg, = —Z&ranzr + Z&ranr + Z% [[@ — bR(LnR + 1)]]r?

entonces el perfil general de velocidad esta dado por:

1 gBbR

3 gBbR
U = Vg Vg, = 01+ CLn(r) - ZTrZLan + 39FbR

1
r?Lnr + Z% [a — bR(LnR + 1)]]r?

3.2.2.3.3 Perfil de velocidad
Ajustando a las condiciones de frontera:

[3-17]

v, = %{(a —bR)(R? —12) + [282 (a + bRLn%) +%82 — bR(8? + rz)] Ln (%)}

3.2.2.4 Numero de Nusselt

Obsérvese que si se utiliza la ecuacion del perfil de temperaturas conociendo b (el gradiente de
temperatura en la superficie del bulbo) entonces quedaria determinado el nimero de Nusselt.
Esta constante puede determinarse al aplicar la condiciéon en r = § - v, = 0 en la ecuacion del
perfil de velocidad pues se obtiene el gradiente de temperatura en la superficie del bulbo, es

decir b.

Realizando lo anterior se obtiene b, al ajustar la condicion de r =6 - v, = 0 en el perfil de

velocidad:

— 2 (T —T.n) [52Ln% FaR? - 52)]
b=

R [(SZLn%(LnQ — l) — 1(R2 _ 52)]

116



El recordar que b = g—: . y sustituirlo en la ecuacion del perfil de temperatura, permite obtener

finalmente el nimero de Nusselt:

[3-18]

(B) (1-21nB)-1

Nu= 25 5 5
(E) [1—2Ln§(1—LnE)]—1

Nota: las dos barras indican valor absoluto.

Es decir que Nusselt depende solo del espesor de la capa limite térmica.

3.2.3 Termdmetro En Posicion Horizontal Con Flujo Cuasiestacionario

3.2.3.1 Consideraciones y Construccién

Para plantear el modelo correspondiente al cilindro horizontal, es necesario considerar que este
problema es mas complejo que el de conveccion en cilindro vertical, dado que en este caso, la
fuerza de flotacién al trabajar el problema en coordenadas cilindricas no tiene una sola
componente sino, tiene dos componentes (la angular y la radial). Pese a que en coordenadas
rectangulares la fuerza de flotacion tiene una componente, el problema se planteara en
coordenadas cilindricas pues al trabajarlo en coordenadas rectangulares el problema es mas

dificil de plantear, y sobre todo de resolver.

En coordenadas cilindricas se tiene el vector velocidad:

VU = vee, + Vgeg + Ve,

Inicialmente se asumen las siguientes restricciones:
Al observar en el interferograma (Figura 3.7) de la visualizacion de las lineas de corriente del
fluido en conveccion libre alrededor de un cilindro horizontal se considera que cerca a la

superficie del bulbo (dentro de la capa limite) el movimiento es principalmente angular pues el
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flujo tiende a seguir el contorno del cilindro; despreciando por ello las componentes radial y
axial de velocidad ante la angular, y por ello v, = v, =0, para que el vector velocidad se

reduzca a: v = vgey

Figura 3.7 Interferograma de cilindfo en.ffiéndose por conveccién natural [HOLMAN]
la fuerza de flotacion por metro cubico es
Fg = pgB(T — To,)cosbe, + pgB(T — To)senbeq + Oe,
3.2.3.2 Caso de gradiente angular de temperatura constante
Al aplicar la ecuacion de cantidad de movimiento expuestas en el numeral 2.1.1 se obtiene:

Componente radial:

vp 6p+ 21 0vg
P = T TPIT T 25
7 2v6v9+ (T = T.)cos
r 1200 9k 22)COS
Componente angular:
vgdvg  10p (10 1 9%v,
pr 0 r69+pg9+# or rar(”’G) +r2 002
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Vg 6179 0 (10 1 62171«
T%:U g ;E(T‘Ug) +T‘_2692 +g,8(T_Too)Sen9

Considerando gradiente angular de temperatura constante e ignorando la generacién de calor
por friccion viscosa y propiedades constantes bajo el supuesto de flujo incompresible (que es
valida si el Numero de Mach es <0.3), la ecuacion de energia expuesta en el mismo numeral

2.2.1 conduce a:

vgdT (10, aT
P55 =k (5]

r a0 = lror rﬁ

v, _ (0T, 10T
T - or?  ror

Donde A =Gradiente de temperatura angular

2= _
o9 ¢

Combinando las componentes angular y radial de cantidad de movimiento y utilizando la

ecuacion de energia, se obtiene la ecuacion:

avg 2
ZU% —1vg —UvgCcotd =0

Condicionesenr =Rvg=0 yen 6 =0 vy =0

Al Solucionar la ecuacion anterior, en serie de potencias la distribucién de velocidad angular

tiene la forma:

[3-19]

0%T N 10T Upaxd (1 T
ar2 " ror a
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Bajo las condiciones limite en la superficie del bulbo

Enh r=R T
En r=6 T

Ty
T

Solucionando y forzando condiciones limite se obtiene el perfil de temperatura

[3-20]
r r
T-T, § 1 wvpaa |0 Ingl (v Ingl g
ﬁ=LnE+LnE—ﬁ S - S +6R \/5
w © allw o) Ln— é Ln—
R R
donde
3
r
¢(T)=W
53
<P(T)=W

Al derivar el perfil de temperatura y evaluarlo en r = R

T U (8 268 1
| = —maxt (22 ——1) 6~
IR a(TW—TOO)(R glng—1)Ve -3

Se definen los numeros de Nusselt basados en el gradiente radial y angular de temperatura:

N DT
e
N”LL@=T _T
w oo

Y sustituyendo en la ecuacion anterior del gradiente radial en r = R, se obtiene

N L 6_2 Ra Re
Upiip = Gr

6 2 6
NMQVE(E—gLTLE— 1)

Pero Ra = Gr Pr
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8 5§ 2 6
Nuplnz =2 - PrReNug\/g(E —zlne - 1)

Como una aproximacion podria considerarse Nujp = Nug, lo cual conduce a

[3-21]
2

NuD =
PrRe (% — %Ln% — 1)\/5 + Ln%

3.2.3.3 Caso sin gradiente angular de temperatura: T(r,8) = T(r)
El caso anterior considerd gradiente angular constante de temperatura A. Si ahora se considera
la temperatura angular constante, es decir el gradiente angular de temperatura igual a cero. Al

repetir todo el procedimiento anterior, El nUmero de Nusselt es

[3-22]

[

NuD =

=~
=
=

Solucién idéntica a la obtenida por Langmuir para una superficie curva [MARTINENKO]

NOTA: El valor de 6 usado en las secciones 3.2.1 hasta 3.2.3 en realidad no corresponde al espesor de la
capa limite, &7, sino que corresponde a la distancia radial desde el eje axial del cilindro hasta el borde
de dicha capa, es decir que lleva incluido el radio, a saber: 6 = R + 67.

En el capitulo 2 si se usé correctamente este parametro.
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4. DETERMINACION EXPERIMENTAL

Es este capitulo se da una descripcion detallada de la manera como partiendo de unos
ensayos previos se realizé la determinacion experimental para obtener los coeficientes de
transferencia de calor de las situaciones propuestas, ademas de la exposicion de los montajes
usados y el procedimiento a seguir. El desarrollo de este capitulo, junto con apartes de los
Capitulos 2 y 5, es la base para la construccion de un modelo de guia como practica de

laboratorio y que se expone en el Capitulo 6.

4.1 ENSAYOS Y SELECCION DE EXPERIMENTOS

Para realizar la parte experimental, de la conveccién libre alrededor del bulbo de un termémetro
de vidrio, se penso inicialmente en calentar el bulbo del termémetro, y registrar en la camara de
video como aumentaba la temperatura segun el ascenso del menisco. Para calentar el bulbo

del termdmetro se hicieron las siguientes pruebas preliminares.

4.1.1 Ensayo-1: Calentamiento del bulbo con agua a temperatura maxima permisible

Se calentd agua, agitdandola magnéticamente, en un vaso de
precipitados de 500 mL, colocando el vaso sobre una plancha eléctrica
de calentamiento, hasta alcanzar la temperatura maxima del
termémetro, que es de 35°C. El ascenso de temperatura en el vaso, se
monitoreaba con un termémetro de vidrio de los que se usan
comunmente en las practicas de operaciones unitarias. Una vez
alcanzada la temperatura de 35°C se sumergia el bulbo del termdmetro
de precision en el vaso con agua caliente y se observaba como
ascendia el menisco en el termometro; aqui el agua caliente no se

agitaba durante el calentamiento del bulbo. En este experimento de

calentamiento, se observd, que pese a que el agua no se agitaba, la
temperatura ascendia muy rapidamente en el termémetro de vidrio, es decir el menisco del
fluido termométrico subia a alta velocidad. Luego, se hicieron varios intentos de tratar mover la

camara para seguir el movimiento del menisco, pero éste se movia de tal forma que
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manualmente era practicamente imposible seguir su movimiento. De esta manera no se

lograba registrar todo el ascenso de temperatura en el termémetro de vidrio.

4.1.2 Ensayo-2: Calentamiento del bulbo con agua a menor temperatura

Como resultdé imposible seguir el ascenso de la temperatura en el experimento del bulbo
sumergido y calentado con el agua, se procedid inicialmente a calentar el agua, ya no hasta
35°C, si no hasta una temperatura menor, como 30°C; asi como la diferencia de temperatura
inicial entre la superficie del bulbo y la temperatura inicial del agua, es menor que en el ensayo-
1, se esperaba que la velocidad de ascenso del menisco fuese menor en este caso que en el
ensayo-1. Ello debido a que a menor diferencia de temperatura menor velocidad de
calentamiento. Efectivamente el menisco en el termémetro ascendia a menor velocidad, pero

aun asi, resultaba dificil seguir con la camara el ascenso del menisco.

4.1.3 Ensayo-3 calentamiento del bulbo con aceite

En los dos experimentos anteriores no se fue posible registrar en el termdmetro la variacion
temporal de temperaturas, por ser muy rapido el movimiento, se pensé de los dos experimentos
anteriores, que el coeficiente de Transferencia de calor era relativamente alto en las
vecindades del bulbo y el agua. Para disminuir el coeficiente de transferencia de calor, y por
ende las corrientes convectivas naturales, se pensé en cambiar de fluido en el vaso: en lugar
de agua se utilizé un fluido con mayor viscosidad, con el animo de disminuir el movimiento del
mismo fluido, como el caso de aceite mineral que se calentd en el vaso de precipitados hasta
30°C. Efectivamente el menisco ascendié a menor velocidad que en el caso del agua, para la
misma diferencia de temperatura inicial entre el bulbo y el fluido .y si se pudo, en este caso,

registrar la variacion de temperatura con la camara, como se encuentra registrado.

4.1.4 Ensayo-4: Enfriamiento del bulbo en agua y aceite a temperatura ambiente

De los tres experimentos anteriores se concluye, mediante observacion cualitativa, que el
calentamiento del bulbo con fluidos liquidos es relativamente rapido, para seguir comodamente
el registro de temperatura con la camara. De esta manera, ahora en vez de registrar el
calentamiento del bulbo, se registrara su enfriamiento por lo que se calenté el bulbo del
termoémetro con un mechero hasta alcanzar la temperatura maxima permisible en el

termdmetro, pero sin registrar la temperatura; una vez se alcanzaba esta maxima temperatura,
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hasta la cual ascendio el menisco, se inicia el registro filmico y también simultdneamente se
enfria el bulbo al sumergirlo en un vaso con agua a temperatura ambiente. Se observé que en
el caso de enfriamiento del bulbo con fluidos liquidos el menisco en este caso descendia muy
rapidamente y no se podia hacer el registro con la camara para registrar el cambio de la

temperatura respecto al tiempo.

4.1.5 Ensayo-5: Enfriamiento del bulbo con aire a temperatura ambiente

Se hicieron pruebas de enfriar el bulbo, pero en lugar de utilizar liquidos a temperatura
ambiente, se utilizd un gas, en este caso aire a temperatura ambiente. Se observd que en este
caso, si podia seguirse comodamente la variacion de temperatura con la camara, es decir, la
camara podia moverse casi que a la misma velocidad a la que descendia el menisco. Indicando
ello que el coeficiente de Transferencia de calor es, cualitativamente, menor con gases que con
liquidos. Por tal razén, los experimentos en los cuales se hicieron registros filmicos de la
evolucién de la temperatura, fueron de enfriamiento del bulbo utilizando aire en reposo a

temperatura ambiente.

4.2 DESCRIPCION DEL EXPERIMENTO

El experimento consiste basicamente en tomar las lecturas de cambio de temperatura en
funcion del tiempo registradas por un termémetro de vidrio. Se considera como sistema que
transfiere calor con los alrededores, el bulbo del termdmetro, el cual es asumido como un

cilindro.

El bulbo se calienta con una llama hasta llevar al termémetro a su limite
superior de temperatura. Se expone al medio ambiente externo (mas frio, T,,)
y una vez comienza el enfriamiento del bulbo con el aire estancado, se
registra el descenso de temperatura con una video cadmara que sigue el
menisco de mercurio de la columna hasta que practicamente llega a equilibrio

térmico con el ambiente. Para evitar corrientes de aire, el termémetro es

encerrado en un recipiente cilindrico de muchisimo mayor diametro. La temperatura ambiente y

la humedad relativa del momento del ensayo también son registradas.
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En los siguientes dos experimentos se hizo entonces el registro con la cdmara de la velocidad
de descenso de temperatura, para luego hacer la determinacién experimental de los
coeficientes de transferencia de calor por conveccion libre; sobre los valores obtenidos de los
coeficientes, se prueban tanto el modelo del termémetro como algunas expresiones tedricas

reportadas por la literatura y generadas por los autores que trabajaron en esta tesis.

A continuacién se describen estos experimentos seleccionados, y sobre los cuales se centra el

presente trabajo.

4.2.1 Experimento-1: Conveccién libre en aire alrededor del bulbo de un termémetro

orientado verticalmente (enfriamiento)

Figura 4.1 Orientacién vertical del termémetro [E/fﬁAutor]
Inicialmente se cuelga, en un soporte, el termémetro de vidrio con el bulbo en posicion vertical
como se muestra en la Figura 4.7, situando adecuadamente una camara digital de video al
frente del menisco del termémetro. Seguidamente, con un mechero se calienta el bulbo del
termometro e inmediatamente el menisco del fluido termomeétrico comienza a ascender, se
prosigue el calentamiento hasta que el menisco casi que alcance la lectura maxima de la
escala. Instantes antes de que el menisco alcance la temperatura maxima, se activa la camara
para que comience a filmar. Una vez alcanzada la temperatura maxima permisible se retira el
mechero y se sitia rapidamente un vaso bajo el termdmetro de tal forma que el bulbo del
termometro quede sumergido dentro del vaso (ver Figura 4.7). Una vez se retira el mechero, el
menisco del termémetro comienza a descender, debido a que el bulbo del termémetro se enfria
por conveccion, en este caso natural, y a medida que desciende el menisco, es necesario
mover hacia abajo la cdmara filmadora, con la misma velocidad a la que desciende el menisco,
y con el auxilio de una guia de cremallera que sirve también de soporte de la video-camara. De

esta forma queda registrado en video la evolucion temporal de la temperatura. El vaso es
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necesario incluirlo para minimizar perturbaciones externas que puedan inducir corrientes en el

aire que rodea las vecindades préximas al termometro. Se hizo el experimento por duplicado.

Inicialmente se realizo el experimento de enfriamiento pero sin colocar el bulbo dentro del vaso,
se registraron las temperaturas en la camara. El experimento se hizo varias veces debido a que
cuando se repetia sin el vaso, se encontraba que la evolucion de la temperatura en el
enfriamiento del bulbo diferia bastante. Al analizar la situacidon se encontré que las mediciones
de temperatura en el experimento sin el vaso, eran muy sensibles a condiciones como, si la
puerta del laboratorio estaba abierta o cerrada, los extractores estaban o no prendidos y a si las
personas que se encontraban en el laboratorio cerca al termémetro, se movian o no. De esta
manera, una vez estuviese caliente el bulbo del termémetro, se opta por introducir el bulbo

dentro de un vaso, para asi garantizar la condicién de conveccion libre.

4.2.2 Experimento-2: Conveccion libre en aire alrededor del bulbo de un termdmetro

orientado horizontalmente (enfriamiento)

“
Figura 4.2 Orientacién horizontal del termoémetro [El Autor]

En este experimento el termometro se situa horizontalmente sobre un soporte elaborado para
tal fin como se muestra en la Figura 4.8. A continuacion para lograr el registro del descenso de
temperatura del bulbo del termémetro, el experimento se desarrolla de forma similar al
experimento-1. En esta orientacion, cualitativamente se observa que se alcanza mas rapido el
equilibrio térmico con respecto al experimento-1, de lo que se infiere: los coeficientes de
transferencia de calor por conveccion libre alrededor de un cilindro horizontal son mayores que

los correspondientes a un cilindro orientado verticalmente.

4.3 MATERIALES E IMPLEMENTOS

A parte de los elementos de soporte disefiados y/o adecuados (universal, tripode y pinzas de

aro de nuez) para lograr los montajes que se ven en las figuras, las guias para la camara, el
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vaso de precipitados (de 500 mL o mayor capacidad), un mechero y un cronometro, para

materializar el experimento se requirieron los siguientes implementos esenciales.

4.3.1 Termdémetro de Precision

El termdémetro usado es uno de repuesto de la bomba calorimétrica ubicada en el Laboratorio
de Ingenieria Quimica de la Universidad Nacional. Las caracteristicas fundamentales de dicho

termdmetro son las siguientes:

ASTM 56C — 86

INTERVALO: 19 °C - 35 °C
PRECISION: 0.02 °C o 1/ °C (division)

Ttm, > i —— L D0 b LT L A b e
| S— o a0 i =

Figura 4.3 Termometro de la bomba calorimétrica [El Autor]

DIMENSIONES Bulbo . .
Columna Capilar Termometro
mm Total Pared Punta
Longitud 47.40 1.3273 2.10 541.10 541.10 588.50
Diagmetro 7.38 - - 7.40 0.20 -

Tabla 4.1 Dimensiones del termdémetro usado [El Autor]

Estas dimensiones se midieron con un calibrador. Las especificaciones de este termdémetro
pueden verificarse en la norma ASTM E1. (2007): Standard Specification for ASTM Liquid-in-
Glass Thermometers, pag. 1-6, 22, 49, 50, 54, 58-64; En la tabla 4.2 se muestran las mas
importantes junto con la Figura 4.4. Segun la norma este termémetro debe calibrarse cada 2 °C
desde los 19 °C.
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Error maximo de escala

ASTM 56C-86
Nombre Bomba Calorimétrica
Rango 10a 35°C
Para pruebas de
A Inmersion, mm total
Graduaciones:

Subdivisiones 0.02°C

Lineas largas cada 0.1°C

Numeros cada 0.2°C

0.10°C

(sobre un intervalo de 2°C el cambio en la correccién no excede 0.02°C)

Inscripcion Especial ASTM
56C-86
Cdmara de Expansion
Permite calentamiento a 66°C
B  Longitud total, mm 570 a 600
C Didmetro Externo de la Columna 7.0a 8.0
D Longitud del Bulbo 35a55
E  Didmetro Externo del Bulbo 7.0a 8.0

(El diametro del bulbo no puede tener mas de 0.5 mm que el de la columna)

Localizacion de la Escala

Desde el fondo del bulbo a la linea de 19°C
F  Distancia, mm 165 a 187
G Longitud de la parte graduada 323 a385
Cdmara de Contraccion
| Distancia mdxima hasta arriba,mm 76

Tabla 4.2 Especificaciones ASTM del termémetro usado [ASTM E1 (2007)]

E rc
= i[mgmf}m};_ LI ::D
o :
-— — } =
; ) F i G >
B

Figura 4.4 Termémetro ASTM 56C -86 [ASTM E1 (2007)]

El grosor o espesor de la pared del bulbo del termémetro se midié con la ayuda de un
Estereoscopio Advanced Optical del Instituto de Ciencias Naturales de la Universidad Nacional

de Colombia como se muestra a continuacion.
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Figura 4.5 Medicién del espesor de la pared del Bulbo con el Estereoscopio

4.3.2 Video grabadoray Software

Las grabaciones se realizaron con una handycam Sony. Se realizaron dos registros filmicos
para cada orientacion. La filmacién de cada uno se llevd al programa Vegas Pro, donde se
digitalizaron 12 cuadros por segundo, cada uno de los cuales quedd en una imagen. Para la

lectura se tomaron sélo 4 imagenes por segundo, para un cambio de ¥4 de segundo.

Figura 4.6 Elementos de grabacion y edicion [El Autor]
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4.4 MONTAJE

4.4.1 Cilindro Vertical

Para este montaje se requiere de un soporte universal y pinzas de nuez para mantener el
termémetro aplomado verticalmente, y de otro soporte mévil para la video camara con el fin de

guiar el seguimiento de la filmacién del menisco.

T
- -

- A

Figura 4.7 Montaje para el termémetro vertical [El Autor]

4.4.2 Cilindro Horizontal

Para este montaje se disefid una guia para la camara, en forma de riel, véase la Figura 4.8.
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Figura 4.8 Montaje para termémetro horizontal [El Autor]

4.5 PROCEDIMIENTO

A partir de la experiencia tenida se disefia la siguiente secuencia de pasas para llevar a cabo el

experimento en forma satisfactoria:

o Realizar el montaje que se muestra esquematicamente en la figuras, ya sea para cilindro

vertical u horizontal.

e Cerrar la puerta del laboratorio para eliminar corrientes de aire que podrian influir en el

ensayo. Y garantizar que no se induzca movimiento de aire durante el ensayo.

e Acercar lentamente al bulbo del termémetro la llama del mechero y observar que el menisco
del mercurio en el termdmetro alcance la temperatura maxima que se fije para el ensayo.
Esta temperatura no debe sobrepasar nunca la temperatura maxima de la escala del

termometro, pues si esto ocurre el termémetro se descalibra y podria danarse.
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¢ Una vez alcanzada la temperatura maxima fijada, la cual se toma como temperatura inicial,
retirar el mechero y colocar el vaso de tal forma que el bulbo del termdmetro quede dentro

del vaso como muestra la figura.

e Al final del procedimiento anterior ya la camara de video debe estar filmando.

e Al enfriarse el bulbo del termémetro, para la orientacion vertical el menisco del mercurio
desciende por lo cual se debe mover la camara sobre el soporte de la camara y en la caso
de la orientacion horizontal la columna de mercurio se contrae por lo cual se debe mover la
camara sobre el riel; esto es importante tenerlo en cuenta para seguir el movimiento del

menisco y asi registrar y grabar la evolucion de la temperatura en el tiempo.
o Durante el ensayo si hay personas alrededor, es importante que éstas no caminen cerca

del ensayo pues al desplazarse se originan corrientes forzadas de aire y esto afecta el

experimento pues ya no se tendria conveccion libre.
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5. ANALISIS DE RESULTADQOS

Segun lo expuesto en el capitulo anterior, se realizaron unos ensayos preliminares que
permitieron seleccionar los dos experimentos sobre los cuales se hace el estudio de la
conveccion. Los experimentos seleccionados fueron los de enfriamiento del aire por conveccion
libre alrededor del bulbo del termémetro. Uno para el termdmetro en posicion vertical y el otro

en posicién horizontal.

Se presentan los datos de las mediciones realizadas para cada uno de los experimentos, tanto
verticales como horizontales, realizados para la determinacién de los coeficientes de
transferencia de calor. Luego se exponen los tratamientos matematicos que se efectuaron a
dichos datos y que se compilan de tres maneras: regresiéon por minimos cuadrados, derivacion
e integracion numérica y correccion por resistencia de pared. Seguidamente se muestran los
resultados obtenidos por aplicar tales procesos para finalmente ser discutidos y analizados,

comparando contra los valores esperados por distintos autores de la literatura.

5.1 MEDICIONES

En el capitulo anterior se mencion6 como se registraron los datos de temperatura versus
tiempo. Para la lectura del tiempo se utilizé el cronometro que trae incorporada la camara y que

se activa cuando comienza la filmacion.

Una vez obtenidos con la camara los registros temporales de temperatura, se transfirid la
informacion digital de la camara al computador. Posteriormente, se siguié el proceso de extraer
del video las series de tiempo de temperatura, para ello se corrié el video con uno de los
reproductores de video que trae el software de video del computador. Este proceso de lectura,
que se esperaba que fuese facil, resulté en la realidad muy laborioso, pues si se queria leer la
temperatura para cierto intervalo regular de tiempo, no se lograba siempre lo mismo, ya que al
parar la ejecucion del video para registrar el tiempo que aparecia en la pantalla del computador,
y haciendo varias repeticiones no se obtenia duplicidad. Asi que fue necesario recurrir a un
software especial, Vegas Pro, que permite producir hasta 24 cuadros por segundo de
grabacion, con los cual se obtuvo una serie de fotogramas, 12 por segundo, de los cuales se

tomo la decisidn de solo hacer la lectura de 4 por segundo.
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Los 4 experimentos registrados en conveccion natural en aire para flujo externo alrededor de

un cilindro son:

T, T.. Ty

No. EXPERIMENTO t;s | %H.R. | No.Fotogramas
°C °C °C (leidos)

V-1 | Cilindro Horizontal 30.025 20.5 21.405 1557.50 43 6231

V-2 | Cilindro Horizontal (replica) 30.200 20.6 21.439 1317.75 43 5272

H-1 Cilindro Vertical 34.880 20.6 21.280 742,50 43 2971

H-2 | Cilindro Vertical (replica) 34.825 20.7 20.960 1104.25 43 4418

Tabla 5.1 Experimentos trabajados

Los datos estan compilados en el Apéndice D. Aqui se exponen las graficas de dichas curvas

temporales, donde el intervalo entre uno y otro fotograma es de 2 de segundo, es decir 0.25 s.

5.1.1 Cilindro Vertical

Figura 5.1 Fotogramas cilindro vertical
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Figura 5.2 Experimento V-1
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Figura 5.3 Experimento V-2.

5.1.2 Cilindro Horizontal

Figura 5.4 Fotogramas cilindro horizontal (sentido inverso)
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Figura 5.5 Experimento H-1
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5.2 TRATAMIENTO DE DATOS

5.2.1 Determinacién del intervalo de temperatura a trabajar

Usando el concepto de constante de tiempo, T, como el tiempo requerido para lograr

aproximadamente al (1 —e™1)-100% ~ 63.21% del cambio total de temperatura [SMITH], que

corresponde a T, —T,. De esta manera podemos plantear que la temperatura inferior del

intervalo, T,,, esta dada por:

Tm = e_l(TO - Too) + Too = TO - (1 - e_l)(TO - Too)

T+A|- Apteste e

T(t), C

3
T

e

Figura 5.7 Significado de la Constante de Tiempo [SMITH]
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Con ello se busca rechazar la zona de la curva que obedece a una respuesta estacionaria, ya
que de acuerdo a la teoria de control cuando se tiene un (1 —e™1) - 100% ~ 63.21% del cambio
transitorio practicamente se estabiliza en un estado estacionario. Cuando se acerca al equilibrio
termodinamico el valor de los coeficientes instantaneos de transferencia de calor tiende a
disminuir y a ser cero, debido a que la diferencia de temperatura también tiende a reducirse y a
ser cero. De esta manera se asegura el estado transitorio, al trabajar en la regién exponencial
definida por [T, Tp].

Es decir que de la serie de datos obtenidos, correspondientes a la evolucion de la temperatura
para cada experimento, solo se toman desde T, hasta T,,, lo que implica rechazar desde T,

hasta Ty.
5.2.2 Parametros
5.2.21 Propiedades Fisicas

Las propiedades se calcularon teniendo en cuenta la temperatura promedio entre la inicial y
final, que se evalua por el teorema integral del valor medio, y la integral a su vez se resuelve

mediante la Regla de Simpson 1/3:

tm
T, = tif T(t)dt = SATt [T(ty) + 4T (ty) + 2T(ty) + AT (t3)+... +2T(ty—y) + 4T (ty—1) + T(t,)]
mvo m

Y la temperatura de pelicula promedio con la que se determinan las propiedades del aire es:
N
Ty = 5 (Ty + To)

Los valores de las variaciones de las propiedades con la temperatura se extrajeron de la
literatura [KRETIH], con los cuales se generaron (por regresion) las siguientes correlaciones en

S/ (la temperatura en °C, excepto para el c,, B y p del aire que ademas estaran en K):
Mercurio:

p=-24291T + 13628 R?*=1.0
cp =4 %x107°T3 + 0.0006T% — 0.0559T + 1403 R?=1.0

para el intervalo: 0°C < T < 100°C
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Aire:
u = (0.0412T + 17446) x 10°° R? = 0.9994

k=7x10">+0.0237 R?=1.0

para el intervalo: 0°C < T < 60°C

k] 1
=—(28.11+1.97x1073T +4.80 x 107°T? — 1.97 x 107°T3
Cp [kgK M( + X + X X )

para el intervalo: 273 K < T <1800K

3~

==

con [CENGEL]:
M = 28.97 kg/kmol y R =0.2897 k]/kgK
5222 Condiciones de Trabajo

Las condiciones de presion atmosférica local y aceleracion gravitacional son:
Patm = 560 mm Hg = 74660.53 Pa

g =9.803 m/52
5.2.2.3 Especificaciones del Bulbo

Para la envolvente cilindrica o pared del bulbo se tienen las siguientes especificaciones:

Dy, mm 7.38
t, mm (espesor) 1.3273
Dip¢, mm 4.73
L*, mm 45.3
Material Vidrio Pyrex
k, W/me°C 1.09 [MILLS]

Tabla 5.2 Especificaciones de la pared del bulbo
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5.2.3 Regresion por minimos cuadrados

Para determinar los coeficientes de transferencia de calor y comprobar el modelo va a utilizarse

el método de minimos cuadrados aplicando a la solucién de la ecuacion [3-7]

0 _ e
8o
Si se arregla de la siguiente forma:
Z = BiY

donde:

Z = lni Y=-1

0,

como 6, = 1 entonces:

Z =1Inb Y =—1

Aplicando el método de minimos cuadrados puede obtenerse el coeficiente convectivo en

términos de datos experimentales:

Bi — Yie YiZ;
L=3m y2
i=1"%i

esta Ultima asume que el intercepto con el eje de la variable dependiente es cero, de lo

contrario se debe asumir que [CHAPRA:

Bi = nYis YiZi = Y Vi Yisa Z;
= 2
nXi ¥ - (T ¥h)

El indice de correlacion, o coeficiente de determinaciéon se encuentra mediante la formula
[CHAPRA]:

2 _ (MY YiZ = X i X Z)°
[z, v2 = (B, )| [n 2, 22 - (3, 2)°]

r
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Aplicando lo anterior a todos los datos se obtiene un coeficiente de transferencia de calor
promedio para todo el proceso de enfriamiento de acuerdo a la definicion del numero de Biot
dada 3.1:

— Mc, .
h* = Bi
Abtm
Y el Nusselt promedio sera:
AL ___ hD
Nu,=— o Nup=—

5.2.4 Derivacioén e integracién numérica

Para cada pareja de datos (t,T) o punto de la curva de enfriamiento se determina
numéricamente la derivada, dT/dt, o cambio instantaneo de temperatura usando las formulas
de primera derivada por diferencias finitas con cinco puntos: hacia adelante para los dos
primeros puntos, las de hacia atras para los dos ultimos puntos y centradas para el resto de
puntos [CHAPRA]. Adaptando y aplicando dichas formulas para el caso:

dr —T(tiz2) + 4T (t;11) — 3T(¢) .
—| = hacia adelante
dtly 2At
dT 3T(t;) — 4T (t;—1) + T(t;—2) )
— = hacia atras
dtly, 2At
ar —T(ti12) + 8T (ti11) — 8T (t;—1) + T(t;—7)
—| = centrada
dtly, 12At

Luego se calcula cada coeficiente de transferencia de calor instantaneo a través de la
definicion:

M(ti)Cp (ti) aT

)" = T, — 1] de

t
Ahora por el teorema integral del valor medio se determina el valor promedio del coeficiente:

_ 1 [im
h*=t— h(t)dt

mJo0
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Dicha integral definida se resuelve por la Regla de Simpson de 1/3, la cual requiere un nimero
par de particiones, n. Si los datos arrojan numero impar de particiones, se elimina el ultimo par

de mediciones (T, t).

_ 1 [tm
h* = —f h(t)dt =
tm Jo

Rt~ i{% [h(to) + 4h(ty) + 2h(ty) + 4h(ts) + 2h(ts) + - + 2h(ty_y) + 4h(ty_r) + h(tn)]}

tm
El error de esta determinaciéon numérica es:

_ (A)*dh*
" 180 dt* ;

con0 <& <ty

Para la determinacién de este error, se procede con la serie temporal de coeficientes de calor
instantaneos obtenidos anteriormente de la siguiente manera. Para cada tiempo se calcula
numéricamente la cuarta derivada usando las siguientes formulas adaptadas a la presente
situacion [CHAPRA, MATHEWS]:

dh4 _ZT(tH—S) + 11T(tl+4) - 24T(tl+3) + 26T(tl+2) - 14T(tl+l) + 3T(tl) .
— = hacia adelante
dt* " (A)*

dh* 3T(t;) — 14T(t;,_,) + 26T (t,_,) — 24T (t;_3) + 11T (t;_,) — 2T (t;_5) _

It = 0L hacia atras

t

dh* —T(tiy3) + 12T (t;y2) — 39T (t14q) + 56T (¢;) — 39T(t;_1) + 12T (t;_,) — T(t;_3)
— = centrada
dt* 6(At)*

t

Para los tres primeros puntos se aplica la formula de diferencias divididas finitas hacia
adelante, para los tres ultimos puntos la formula de diferencias divididas finitas hacia atras y
para el resto de puntos la formula de diferencias divididas finitas centradas. Luego se ubica
tanto el maximo y como el minimo de estos valores de 42 derivada, y entre estos dos se toma la
42 derivada de mayor valor absoluto, con la cual se calcula en la formula el error maximo

debido a la aplicacién de la integracion numérica.
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5.2.5 Correccién por Resistencia de Pared

Finalmente la correccion por haber incluido la resistencia térmica conductiva de la pared del
bulbo (en realidad un coeficiente global aire-vidrio), y que esta dada en la ecuacién [3-13]

permite hallar el coeficiente de transferencia de calor individual del aire:

1

h=
L_ 4R,

h*

donde R,, es la resistencia de pared dada por la ecuacién de la resistencia conductiva en un

cilindro hueco:

1 Deyxt
R, = In 22
W = 2kl Dy

Este valor del largo del bulbo tiene excluido el grosor de la punta, que también es una

envolvente de vidrio de espesor 2.1 mm.
L =Ly —tyunta = 474 — 2.1 = 453 mm
De esta manera la resistencia conductiva de pared es:

o 1 Dot 1 738mm _ o oC
W = 2mkL ' Dy, | 2m-1.09 W/m°C-0.0453m 473 mm w

Como la superficie lateral exterior del cilindro es: 4, = 1.10 x 103 m?. Entonces la correccion

por resistencia de pared para hallar el verdadero coeficiente de transferencia de calor es:

ho L 1 _ 1
- - 1

1 1 3.2 o -
W‘AbRw F—l.lOXlO m? - 1.43696 °C/W n

—0.00157917

5.3 RESULTADOS

Los valores de Nusselt promedio obtenidos experimentalmente para los cilindros verticales
estan referenciados con respecto a la altura, L, mientras que para cilindros horizontales estan

referenciados con respecto al diametro, D.
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5.3.1 Intervalos de temperatura

Exp. No. V-1 V-2 H-1 H-2
T, °C 24.004 24.068 25.79011 25.772
tw S 333.00 340.50 196.00 199.50

Tabla 5.3 Determinacion de la temperatura correspondiente a la constante de tiempo

5.3.2 Regresion por Minimos Cuadrados

Exp. ) )
n zY 2z 2Yz 2Y pA to, S
No.
V-1 1333 -666.5000 | -705.2689 463.8816 444.5001 484.5755 333.00
V-2 1363 -681.5000 | -722.3564 474.6259 454.5001 496.1782 340.50
H-1 785 -392.5000 | -417.2790 | 274.0391 261.8335 287.1623 196.00
H-2 799 -399.5000 | -414.2404 273.3962 266.5002 280.6190 199.50
Exp. . Con intercepto en el origen Sin intercepto en el origen
No. Bi h*, W/m’K Nu* Bi h*, W/m’K Nu*
V-1 0.998341 1.043603 4.2768 8.0000 0.999973 4.0980 7.6656
V-2 0.998226 1.044281 4.1851 7.8275 0.997341 3.9970 7.4756
H-1 0.997935 1.046616 7.2783 2.1111 0.997195 6.9347 2.0114
H-2 0.999218 1.025876 7.0087 2.0327 0.992896 6.7834 1.9674
Tabla 5.4 Evaluacién del coeficiente por regresion con minimos cuadrados
5.3.3 Derivacion e integracién numérica
Exp.
Thic: tm S h*, W/m?’K Nu* Error Max

No. ™

V-1 16387.05 333.00 4.1009 7.6710 0.34

V-2 16385.35 340.50 4.0101 7.5002 0.29

H-1 16363.02 196.00 6.9571 2.0179 0.38

H-2 16349.15 199.50 6.8292 1.9806 0.53

Tabla 5.5 Evaluacion del coeficiente por derivacion e integracion numérica
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5.3.4

Valores corregidos por resistencia de pared

Regresion
Derivacion e integracion
Exp. Con intercepto Sin intercepto
numeérica
No. en el origen en el origen
h, W/m’K Nu h, W/m’K Nu h, W/m’K Nu

V-1 4.3059 8.0544 4.1247 7.7155 4.1276 7.7210
V-2 4.2130 7.8796 4.0224 7.5231 4.0357 7.5480
H-1 7.3630 2.1357 7.0114 2.0337 7.0343 2.0404
H-2 7.0872 2.0554 6.8569 1.9887 6.9037 2.0022

Los cambios porcentuales en el coeficiente al introducir esta correccién son:

Tabla 5.6 Valores corregidos por resistencia de pared

Regresion
Exp. Derivacion e integracion
Con intercepto Sin intercepto
No. numérica
en el origen en el origen

V-1 0.68 0.65 0.65

V-2 0.67 0.64 0.64

H-1 1.16 1.11 1.11

H-2 1.12 1.08 1.09

Tabla 5.7 Aumentos porcentuales debidos a la correccion por resistencia de pared

5.3.5 Valores esperados
5.3.5.1 Cilindro Vertical
EXPERIMENTO V-1 V-2
MODELO Nu h, W/m’K Nu h, W/m’K
Prediccion Tedrica 10.7897 5.7681 10.8201 5.7852
Cebeci 12.5340 6.7006 12.5613 6.7161
Cebeci Pr=0.72 12.7041 6.7916 12.7613 6.8070
Yang 11.3330 6.0586 11.3670 6.0776
Janna* 2.2105 7.5898 2.2163 7.6110
Elebass* 2.7036 9.2830 2.7147 9.3224
Kuehn* 1.9118 6.5642 1.9166 6.5818

Tabla 5.8 Valores esperados de coeficientes de transferencia de calor para cilindros verticales
*Usan Nup, el resto son con Nu,
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Exp. No. T, °C Twpror °C Ttpror °C Pr Gr, Ra, Grp Rap
V-1 20.50 26.35 23.43 0.73023 45883.09 | 33504.99 173.18 126.46
V-2 20.50 26.45 23.48 0.73021 46640.81 | 34057.67 176.04 128.54

Tabla 5.9 Condiciones y valores de nimeros adimensionales para el aire usados en cilindros verticales

5.3.5.2 Cilindro Horizontal

EXPERIMENTO H-1 H-2
MODELO Nup h, W/m’K Nup h, W/m’K
Merk and Prins 1.6107 5.5530 1.6141 5.5654
Hermann 1.4868 5.1260 1.4900 5.1374
Eckert 1.9579 6.7502 1.9621 6.7653
Churchill 1.8121 6.2474 1.8152 6.2587
Churchill Laminar 1.8904 6.5175 1.8934 6.5286
Morgan 2.2709 7.8291 2.3136 7.9873
Kuehn 2.3268 8.0220 2.3301 8.0343

Tabla 5.10 Valores esperados de coeficientes de transferencia de calor para cilindros horizontales

Exp. No. Tw °C Twpror °C Tt pror °C Pr Grp Rap
H-1 20.50 29.31 24.90 0.7298 255.19 186.25
H-2 20.50 29.39 24.95 0.7298 257.36 187.83

Tabla 5.11 Condiciones y valores de nimeros adimensionales para aire usados en cilindros horizontales

5.3.6 Comparacion

Se toma como base de referencia para el cilindro vertical la regresion de la solucion de Cebeci,
mientras que para el cilindro horizontal la de Churchill (Laminar con 4.5% de error), que son las

formulas mas complejas y las que ofrecen mayor precisién, ademas de su reconocimiento.
5.3.6.1 Cilindro Vertical

Se enlistan los valores del coeficiente, en W/m?K, de transferencia de calor considerando las

correcciones por resistencia de pared.
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REFERENCIA EXPERIMENTAL TEGRICO
Exp. No. Regresion con Regresion sin Derivacion e
Cebeci Prediccion
intercepto cero intercepto cero integracion
V-1 6.7006 4.3059 4.1247 4.1276 5.7681
V-2 6.7161 4.2130 4.0224 4.0357 5.7852
Tabla 5.12 Coeficientes de transferencia de calor para cilindros verticales
Los errores relativos porcentuales tomando como base la referencia son:
Regresion con Regresion sin Derivacion e
Exp. No. Prediccion
intercepto cero intercepto cero integracion
V-1 -35.74 -38.44 -38.40 -13.92
V-2 -37.27 -40.11 -39.91 -13.86
Promedio -36.50 -39.28 -39.15 -13.89

Tabla 5.13 Errores relativos porcentuales de los coeficientes para cilindros verticales

Tomando el promedio del error relativo porcentual de cada uno de los dos ensayos en

comparacion respecto a cada uno de los modelos:

Regresion con Regresion sin Derivacion e
MODELO . . . B Prediccion
intercepto cero intercepto cero integracion
Prediccion Tedrica -26.26 -29.48 -29.34 -
Cebeci -36.50 -39.28 -39.15 -13.89
Cebeci Pr=0.72 -37.35 -40.09 -39.97 -15.04
Yang -29.80 -32.87 -32.73 -4.80
Janna* -43.96 -46.40 -46.30 -24.00
Elebass* -54.21 -56.21 -56.12 -37.90
Kuehn* -35.20 -38.02 -37.90 -12.12

Tabla 5.14 Errores relativos porcentuales promedio por ensayo para cilindros verticales

5.3.6.2 Cilindro Horizontal

REFERENCIA EXPERIMENTAL
Exp. No.
Xp: o Churchill . - o .
, Con intercepto cero | Sin intercepto cero Derivacién e Integracion
(Laminar)
H-1 6.5175 7.3630 7.0114 7.0343
H-2 6.5286 7.0872 6.8569 6.9037

Tabla 5.15 Coeficientes de transferencia de calor para cilindros horizontales
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Regresion con Regresion sin
Exp. No. Derivacion e integracion
intercepto cero intercepto cero
H-1 12.97 7.58 7.93
H-2 8.56 5.03 5.75
Promedio 10.76 6.30 6.84

Tabla 5.16 Errores relativos porcentuales de los coeficientes para cilindros horizontales

Regresion Regresion
MODELO . . Derivacion e integracion
intercepto cero no intercepto cero
Merk and Prins 29.97 24.73 25.36
Hermann 40.80 35.13 35.80
Eckert 6.92 2.61 3.13
Churchill 15.55 10.89 11.45
Churchill Laminar 10.76 6.30 6.84
Morgan -8.61 -12.30 -11.86
Kuehn -10.00 -13.63 -13.19

Tabla 5.17 Errores relativos porcentuales promedio por ensayo para cilindros horizontales

5.4 ANALISIS Y DISCUSION

Desde el punto de vista meramente cualitativo, en los experimentos preliminares se observo
que cuando se utilizan liquidos bien sea para calentar o enfriar el bulbo del termémetro, la
temperatura variaba mas rapidamente que cuando se utiliza un gas (aire). Ello es indicio que el
transporte de calor es mayor en los fluidos liquidos que en el fluido gaseoso (aire) y como el
flujo de calor convectivo es proporcional al coeficiente convectivo de transferencia de calor
entonces el coeficiente de transferencia de calor bajo las mismas condiciones es mayor en los

fluidos liquidos que transportaron el calor.

Al comparar el experimento denominado ensayo-1 con el experimento denominado ensayo-2,
el cual se hizo con una diferencia de temperatura T,, — T, mayor entre fluido y bulbo, se
observo que el menisco descendia mas rapidamente cuando la diferencia de temperatura

T — Ty era menor, por lo cual el coeficiente convectivo de transferencia de calor es menor en
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este caso. Por lo cual es de esperarse que en el ensayo-2 los coeficientes de Transferencia de
Calor sean menores con respecto al ensayo-1.

Ahora desde un punto de vista mas cuantitativo se observa que la totalidad de los valores de
los coeficientes de calor encontrados experimentalmente estan dentro de los valores
esperados, por lo menos en cuanto al orden de magnitud, caso de conveccion natural en aire,
tanto para el cilindro vertical como para el vertical ya que todos estan oscilando alrededor del
orden de magnitud esperado de 5 W/m?K de conveccién libre en aire. Sin embargo, los valores
obtenidos del coeficiente de transferencia de calor para los cilindros verticales presentan una

mayor desviacion de los valores esperados por la literatura frente a los cilindros horizontales.

Los indices de correlacion muestran un excelente ajuste de los datos experimentales al modelo
planteado para el termometro. Como el menor valor de correlacion fue de 0.997935 para el
experimento H-1, podemos decir que el modelo de ajuste del termdmetro por lo menos explica
aproximadamente el 99.79% de la incertidumbre original. Este ajuste en promedio del 99.8% se
pudo lograr gracias a la exclusion y rechazo de la parte estacionaria del intervalo de
temperaturas trabajado, y por ende solo se maneja el 63.21% del cambio total teérico posible
de temperatura, desde T, hasta T,. Si esto no se hubiera efectuado el menor valor de

correlaciéon caeria hasta un 91%.

Se observa también una notoria concordancia entre los coeficientes de transferencia de calor
obtenidos por diferentes procesos numeéricos, es decir hay una buena convergencia entre los
coeficientes arrojados por la regresién por minimos cuadrados y los que se procesaron con
derivacion e integraciéon numéricas. Comparando numéricamente, se tiene que los menores
valores de coeficientes se obtienen con la regresién sin intercepto en el origen, siendo
levemente mayores (entre un 0.1 y 0.7% aproximadamente) aquellos que resultan con la
derivacion e integracién numéricas, mientras que los de regresién con intercepto en el origen
aumentan (entre un 3 a 5% aproximadamente), es decir son los mayores. Esto indica que el
método de regresion sin intercepto en el origen resulta equivalente al método numeérico

derivativo-integrativo.

Es notorio que los errores maximos generados al realizar la integracion numérica se
encuentren entre el 5.5 y el 8.3%. La confrontacion de los coeficientes obtenidos experimental y
tedricamente con respecto a los valores esperados se da a continuacion; para ello se verificd

que los numeros de Pr, Gr y Ra de las Tablas 5.9 y 5.11 de los experimentos realizados
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pertenecieran a los intervalos de las restricciones de cada una de las correlaciones empleadas
para asi poder habilitar su uso; también se aclara que no todas las correlaciones extraidas de

la literatura declaran la incertidumbre y margen de error, solo la de Churchill Laminar con 4.5%.

Para cilindros verticales se tiene que los valores determinados experimentalmente estan por
debajo de los esperados tanto por la prediccion tedrica como por los de otros autores de la
literatura. El error oscila deficitariamente entre un 26.26 (Tedrica) hasta un 56.21% (Elenbass);
frente a los modelos de prediccion tedrica y de Yang se tienen las menores desviaciones
(alrededor del 30%), mientras que ante los modelos de Elebass y Janna se presentan los
mayores alejamientos (del 50% aproximadamente). Los menores errores frente a los modelos
siempre se logran cuando se realiza el tratamiento de datos experimentales con regresion con
intercepto en el origen. Con respecto al modelo que ofrece mayor confiabilidad y exactitud,

Cebeci, los valores obtenidos estan casi que un 38% por debajo de los esperados.

Una posible explicaciéon de esta desviacion, es una reduccion muy notable de la turbulencia
natural producida por la interaccion del vaso alrededor del bulbo, tal vez lo mas recomendado
sea colocar un recipiente de mucho mayor diametro o hacer el experimento dentro de una
camara o campana. También por comparacion con los correspondientes coeficientes en una
pared plana vertical, se observa que los coeficientes determinados experimentalmente son
levemente superiores en alrededor un 3.5%, lo que no esta siendo notable el efecto de la
curvatura; sin embargo, este debe ser tenido en cuenta ya que se encuentra apenas en un
6.5% para cumplir con el criterio de Gebhart y asi tratar el cilindro vertical como una pared

como una plana.

Analizando ahora el valor del coeficiente para el cilindro vertical obtenido por prediccion con el
método integral, la maxima desviacion frente a los resultados experimentales es de alrededor
del 30.47%, la condicién mas favorable se da cuando se compara con los arrojados por el
procesamiento de regresién-intercepto cero, del 25.35%. Comparando la prediccion contra los
otros modelos de la literatura se tiene un error relativo desde el -4.8% (Yang) hasta un -37.9%
(Elebass). Frente al modelo de Cebeci, los valores predichos tedricamente estan alrededor del

13.9% por debajo. El error medio frente al conjunto de modelos es del 18.8%.

El valor predicho se encuentra por debajo de los valores esperados por la literatura, lo cual
aparece como obvio, ya que durante el desarrollo del modelo tedrico (empezando que se utilizé
un método integral aproximado) se hicieron varias aproximaciones, como por ejemplo el uso de

apenas dos términos para los perfiles de capa limite y velocidad de escala propuestos para la
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resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales por el método de perturbacion, ademas de
una siguiente aproximacion con cuatro términos al usar una expansién del logaritmo natural en
serie de Maclaurin para el coeficiente promedio de transferencia de calor en las ecuaciones [2-
14] y [2-15]; es de esperarse que el valor del numero de Nusselt y por ende de los coeficientes
predichos por la ecuacion obtenida sean menores a los esperados, debido a que se descartan

términos que aportan en el incremento del efecto de la curvatura.

En términos generales hay una muy buena convergencia entre los valores de coeficientes
predichos para el cilindro vertical con los coeficientes que se esperan por la literatura, como ya
se menciond, su valor es siempre inferior a los esperados, y se ajustan mucho al modelo de
Yang (solo un 4.8% de diferencia), mientras que a modelos como el de Cebeci y Kuehn que
son mas exactos la variacion va de un 12 a 14%. Es decir que hay convergencia del modelo de
prediccion obtenido conforme a las correlaciones de la literatura para hallar el coeficiente de

transferencia de calor.

Logicamente los valores de los coeficientes deben ser mayores que a los de una pared plana
para las mismas condiciones, el coeficiente de transferencia de calor promedio es de alrededor
de 4 W/m?K por el modelo de Pared Plana de Churchill y Chu. Lo que se debe al efecto de la
curvatura convexa que estimula el fendmeno de transferencia. Es de esperar que en superficies
de curvatura concava, los coeficientes de transferencia de calor sean menores a los de una
superficie plana, ya que presentan mayores zonas de estancamiento, es decir que la forma de
la superficie puede favorecer o desfavorecer el flujo. La expresién tedrica que se logré para
predecir coeficientes de transferencia de calor por conveccion libre alrededor de cilindros
verticales aplicada al bulbo del termdmetro en las condiciones de trabajo, indica un aumento
del 45% del valor del coeficiente respecto a si su hubiera asumido como una pared plana
correspondiente. El segundo término de la expresion que indica el aporte de la curvatura al

fendmeno representa para estos casos alrededor de un 31% del total del coeficiente.

Para cilindros horizontales los resultados arrojados indican que hay una mayor convergencia
con los modelos de la literatura, la desviaciones estan desde -13.63% (Kuhen) hasta 40.80%
(Hermann). En general se tiene un error promedio del 9.4% ante la totalidad de los modelos.
Los valores obtenidos estan en la mayoria de caso por encima de los esperados, a excepcion
de Morgan y Kuehn que reportan valores mas altos (Error del 32%). El modelo al que mas se
ajusta la determinacién es al de Eckert ya que el valor obtenido por procesamiento con

regresion por intercepto arroja un 2.61% de error y por derivacion e integracion numérica un
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3.13% de error. El modelo mas alejado a los resultados es el de Hermann ya que tiene
alrededor de un 37% de error; no olvidar que el modelo de Hermann es meramente tedrico.
Enfrentado al modelo de Kuehn, que es el mas complejo y que viene de una deduccién de
teoria de capa limite, los resultados de la experimentacion estan alrededor de un 12.3% por

debajo de lo esperado, mientras que al de Churchill Laminar estan 8% por encima.

El andlisis efectuado a la comparacion entre los valores obtenidos experimentalmente a través
de los tres procedimientos para cilindros verticales es similar al de horizontales: Los mayores
valores son los de regresion con intercepto en el origen (4% en promedio mayores a los de sin
intercepto en el origen) y a la vez también son los que presentan mayor desviacion (alrededor
de 12.2% en promedio) frente a los valores esperados por la literatura; los valores obtenidos a
través de derivacion e integracién numérica son 0.5% superiores a los de regresion sin
intercepto en el origen y en conjunto estos dos métodos arrojan resultados alejados en

promedio tan solo un 7.9% de los esperados.

Al realizar la correccion de los valores de los coeficientes obtenidos por la inclusion en estos de
la resistencia de pared, lo que los hacen globales vidrio-aire, se observa légicamente que al
lograr lo coeficientes individuales aire, estos son mayores que cuando estaban sin corregir. En
los experimentos para el cilindro vertical las correcciones permitieron un aumento relativo
porcentual en casi un 0.65%; mientras que para los efectuados con el cilindro horizontal fue de
alrededor de 1.10% aproximadamente. Estos incrementos se hacen mayores a medida que

también sean mayores los coeficientes globales a corregir (para convertirlos en individuales).

En conjunto, y tomando un promedio, los modelos de la literatura predicen que los coeficientes
para el mismo cilindro y a las mismas condiciones son ligeramente superiores para un cilindro
horizontal, que para uno vertical en apenas un 2%. Cualitativamente se observo que los valores
obtenidos horizontalmente fueron mayores —ya que el tiempo de llegada al equilibrio fue menor-
y cuantitativamente también se verifica este hecho, pero de manera exagerada ya que los
horizontales obtenidos son un 70% mayores a los verticales. Con esto se refuerza lo ya
expresado anteriormente: los resultados experimentales para cilindro vertical presentan mas

error que los horizontales.

Entonces la desviacion de los valores arrojados experimentalmente para los coeficientes de
transferencia de calor en cilindros verticales encierran alguna explicacion fisica, explicacion
diferente a la de los errores de medicion, ya que el déficit de los valores esta en alrededor de
un 35%.
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6. PRACTICA: COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR
POR CONVECCION LIBRE ALREDEDOR DE UN CILINDRO

6.1 OBJETIVOS

— Determinar el coeficiente de transferencia de calor en situaciones de conveccion libre
alrededor de un cilindro.

— Comparar el coeficiente experimental con los obtenidos a través de las correlaciones
tedricas y empiricas.

— Determinar el numero de Nusselt para las configuraciones trabajadas.
6.2 FUNDAMENTO TEORICO

Usualmente el coeficiente de transferencia de calor viene reportado en términos del nimero de

Nusselt, el cual se define como:

Donde Nu: Numero de Nusselt basado en la longitud caracteristica L.; h: Coeficiente de

transferencia de calor (vatios/m?.°K); k: conductividad térmica del fluido.

El experimento que permite determinar el coeficiente de Transferencia de Calor, esta basado

en la ley de enfriamiento de Newton:
Q = hA(T,, — To)

Donde: @: Flujo de calor [W]; A: Area de Transferencia de Calor Convectiva [m?]; T,, — To:
diferencia de temperatura entre la superficie del bulbo del termémetro y la temperatura en el

espesor de la capa limite térmica [°C 6 K].

Para transferencia de calor alrededor de un cilindro (vertical u horizontal) en contacto con un
fluido de diferente temperatura existen varias correlaciones en la literatura. Algunas de ellas
son tedricas y otras completamente empiricas. A continuacion se listan algunas de las

anteriores ademas de las desarrolladas en esta tesis.
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6.2.1 Correlaciones Teo6ricas

Para un cilindro vertical y basandose en la hipétesis aproximada de Langmuir de capa limite

estacionaria de una superficie curva, Elenbaas (1948) planteo:

D\'/* 2
Nup = 0.6(—) Ral/* (—)
“p 06(L) @7 EP Ny,

Si D - oo se tiene que
Nup = 0.6Ra'/*
solucién que corresponde a una pared plana.

De hecho el criterio para tratar un cilindro vertical igual que una pared plana vertical fue dado

por Gebhart:

D 35
—>
L~ Grl/4

Las soluciones distan de menos 5% de la solucién de pared plana para Pr desde 0.72a 1.0

LeFevre y Ede (1956) emplearon un método integral para solucionar las ecuaciones de
gobiernan el fendmeno obteniendo la siguiente expresion del nimero de Nusselt promedio para

régimen laminar [BEJAN]:

~3

—_RL_ 4] 76r-pr* * 4@72+315Pr)L
Y% 5(20 + 21Pr) 35(64 + 63Pr)D

Donde tanto Nu y Gr estan basados en la altura, L, del cilindro vertical.

Hermann (1936) dedujo una expresion para cilindros horizontales en régimen laminar
resolviendo las ecuaciones diferenciales por el método de no similaridad, estableciendo que

para aire:
Nup = 0.372G6r, "4

Merk and Prins (1953-1954) obtuvieron para cilindros horizontales en régimen laminar una
soluciéon empleando el método integral y asumiendo espesores iguales entre las capas limites

térmica e hidrodinamica [BEJAN]:
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Nup = C(Pr)(GrpPr)Y* = C(Pr)Ray/*

Para valores de Pr de 0.7 (aire) el valor de la constante, C(Pr) fue calculado como 0.436.
6.2.2 Correlaciones Empiricas

e Cilindros Verticales

Para cilindros verticales con un flujo de calor constante se tiene [JANNA]:

D n
N_uD = C(RaDZ>

D
RaD E C n
<0.05 0.93 0.05
0.05-10* 1.37 0.16
>10* 0.6 0.25

Tabla 6.1 Constantes para la ecuacion de conveccion libre en cilindros verticales

Todos los valores de las propiedades se determinan a la temperatura de pelicula, Tr, que
corresponde al promedio aritmético entre la temperatura de pared, T,, y la temperatura del

seno del fluido T,,, excepto el coeficiente de expansion térmica, B, que en el caso de gases se

determina a T,,.

1
Ty = 3 (Ty +To)
Se recuerda que para un gas ideal como el aire
1
T

ﬂ:

Una correlacion general recomendada por Yang para regiones en régimen laminar y turbulento
tiene la forma [POPIEL]:

— 060(L)°'5+ 0.387Ra;’®
D) T T (0492/Pr) el
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Los valores de los calculos numéricos obtenidos por Cebeci para un parametro de curvatura

_ V32 H

= —<5
f GTLO'ZS D

pueden ser representados por la ecuacion simple, para Pr = 0.72, en la region laminar
[POPIEL]:

0.9091

— L
Nu, = Nuy pp [1 +0.300 (320-50r;°-255>]

donde Nu;pp corresponde al de una pared plana vertical, dado por la correlacion teorica
[KARLEKAR]:

Nuy pp = 0.677Pr/2(0.952 + Pr)~1/4Gr*

o también por la correlacion empirica desarrollada por Churchill y Chu para una placa vertical

de altura, L, y con un borde frontal abrupto para flujo laminar [MILLS] :
Nuy pp = 0.68 + 0.670(Ra, ) /4

donde la funcion del numero de Prandtl, y, definida por Churchill y Usagi se define como:

oo™

-16/9

Los valores de Cebeci también pueden ser aproximados por una ecuacion validada para
numeros de Prandtl entre 0.01-100, es decir, 0.01 < Pr < 10 [POPIEL]:

C

S S L
Nu.L = Nu.L’pp [1 + B (320'567'[0'25 B):l

donde:
B = 0.0571322 + 0.20305Pr 043
C =0.9165 — 0.0043Pr%> 4+ 0.01333InPr + 0.0004809/Pr

Popiel obtuvo una correlacion a partir del enfriamiento de un cilindro en estado transitorio que

tiene una incertidumbre promedio de 3.5% con un 95% de confianza, valida para:
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108 < Ra; < 1,1 x10°% vy, L/D < 60:
mL = ARaZL
donde:

2 3

L L L
A =0.519 + 0.03454 (B) + 0.0008772 <5> +8.855 x 107° (B)

L L\2
n = 0.25 — 0.00253 (5> +1.152 x 1075 (5)

La dependencia generalizada de transferencia de calor por conveccion libre en un gas para
flujo laminar y turbulento sobre un cilindro vertical esta dada por la expresion de Kuehn
[MARTINENKOI]:

1/15
5 /

15
Nup =2 /in 1+2/{(°'67(RaDD/L)1/4[1+<0-599/P r)B/S]_ﬁ> +(°-1Ra5/3)15}

Que es valida para:

001<D/L<1, 0<Pr<1, 10°<Ra,<10® y T;=(T,+T;)/2

e Cilindros Horizontales

Para 103 < Gr <10° y Pr > 0.5 se correlacionaron los datos experimentales de Eckert y
Soehnghen [KREITH]:

Nup = 0.53(GrpPr)t/*

En forma mas general Morgan para un cilindro isotérmico sugiere una expresion de la forma
[INCROPERA]:

WD = CRag
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Rap C n

107%-10 0.675 0.058
102102 1.020 0.148
10%-10* 0.850 0.188
10%-10” 0.480 0.250
107-10™ 0.125 0.333

Tabla 6.2 Constantes para la ecuaciéon de conveccion libre en cilindros horizontales

Churchill y Chu dan la siguiente correlacion valida para 107¢ < Ra, < 10°[MILLS]:

0.518Ra)/*
[1+ (0.559/Pr)9/16]4/

Nup = 0.36 +

Cuando Raj, > 10° ocurre transicion de una capa limite laminar a una turbulenta y el aumento

del numero de Nusselt con el nimero de Rayleigh es mayor [MILLS]:

2
0.387Rap/®
18727

Nu, =10.60
Up { T 1T 0559/Pr)o/i6

Por el método de la capa limite Kuehn deduce [MARTINENKO]:

2 15
Nup = 2/ln 1+ 2/{(0.518Ra}/4[1 +(0.599/Pr)3/°] 12) + (0.1Ra,§/3) I

En la regidon de régimen laminar para Rap > 1, la aproximacion que realiza Churchill se puede
aplica con un error del 4.5% [MARTINENKOI:

Ra, 1/6

300[1 + (0.5/Pr)%/16]16/9

Nul/2 = 0.361/2 +

6.2.3 Modelo Experimental

En la determinacion experimental del coeficiente de transferencia de calor es necesario
disponer del modelo de la transferencia de calor en el bulbo de un termémetro. El modelo se
obtiene al aplicar un balance de energia al sistema (columna y bulbo del termémetro). La
evolucién de la temperatura, T, con el tiempo, t, instantes después de someter a enfriamiento o

calentamiento el bulbo de un termdémetro de vidrio es:
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Donde T, es la temperatura inicial en el termémetro, T, la temperatura en el seno del fluido, 4,
el area del bulbo del termometro, h el coeficiente de transferencia de calor, ¢, y M el calor

especifico y la masa del fluido termomeétrico respectivamente.

. . o . , . . hapt
En la forma adimensional de esta ecuacion interviene el Niumero de Biot, Bi = % el cual
P
contiene el coeficiente de Transferencia de Calor:
3 — e—Bi‘r
0
T-T. . . t . . .
Donde 6 = p T°° es la temperatura adimensional, 7 = - €s el tiempo adimensional con t,,
0~ foo m

como el tiempo en que tarda el termometro en llegar al equilibrio térmico practico.

El siguiente modelo es valido bajo las siguientes restricciones:

e Se desprecia la radiacién en el aire debido a la baja diferencia de temperaturas. Es
decir que mecanismo predominante en el aire es la radiacion.

e En el fluido termométrico sélo se considera flujo conductivo de calor y el calor se
propaga instantdneamente (difusividad térmica infinita) y no se considera flujo
convectivo dentro del fluido termométrico. Esto equivale a que la columna tenga la
misma temperatura del bulbo que en la realidad corresponderia a un termémetro de
inmersion total.

e Con respecto a lo anterior puede decirse que para el bulbo se aplica el método de
resistencia interna despreciable, que es valido para nimeros de Biot menores a 0,1.

o La transferencia de calor entre el medio externo y el mercurio sélo se da a través del
bulbo del termémetro, mientras que la columna de vidrio que contiene el resto de
mercurio se supone que no transfiere calor desde o hacia el ambiente externo que lo
rodea, es decir, el capilar de vidrio se considera adiabatico, perfectamente aislado.

e Se supone que el espesor de la pared de vidrio del bulbo del termdmetro es tal que la
resistencia conductiva de calor en la pared de vidrio es pequefia, ello debido a la poca
inercia que tiene el termdmetro, es decir, el menisco del mercurio se mueve tan pronto

como la temperatura cambia en el bulbo.
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El fluido termométrico no moja la pared, despreciandose los efectos de tension

superficial.

Se ignoran los efectos debidos a las fuerzas capilares en la columna termométrica.

No hay condensacion de los vapores del fluido termométrico en las paredes de la

columna capilar del termémetro.

Como consideracion final, en este modelo el fluido en el termémetro se expande a

presion constante dentro del capilar, lo cual implica suponer que se trabaja con el calor

especifico a presion constante.

6.3 EQUIPO

El equipo consiste de:

1)

Un termdmetro de precisidon: Puede utilizarse el termometro de vidrio de un calorimetro.

Se recomienda el termometro de referencia ASTM 56C — 86. Ver en las siguientes dos

figuras las especificaciones.

E rc
< — JIHDATOEN 51111 - HINEMITIS|
C — —— LT3 X - =)
- J
- § >
< J >
< F 6 -
B -
Figura 6.1 Termémetro ASTM 56C -86
@ — T ——— - L 0 0
Figura 6.2 Termoémetro de la bomba calorimétrica
2) Un vaso de precipitados de 500ml o mayor capacidad.
3) Un mechero.
4) Soportes: universal, tripode y pinzas de aro de nuez.
5) Un crondmetro.
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6) Una Camara de video.

Vegas Pro 8

FROAMEDA0 VAN A0 0N VD CIGR0N

Figura 6.3 Elementos de grabacién y edicion

7) Un tablero adecuado para desplazar la camara.

ASTM No. 56C-86 56F-86
IP Ne.
Name Bomb Calorimeter
Reference Fig. Ne. 9
Range 10 to 35°C 66 to 86°F
For test at
A Immersion, mm total
Graduations:
Subdivisions 0.02°C 0.05°F
Long lines at each 0.1°C 0.1 and
0.5°F
Numbers at each 0.2°C 1°F
Scale error, max 0.10°CY 0.20°F2
Special inscription ASTM
56C-86 or 56F-86
Expansion chamber:
Permit heating to 66°C 150°F
B Total length, mm 570 to 600
C Stem OD, mm 7.0t 8.0
D Bulb length, mm 3510 55
E Bulb OD, mm 7.0 to B.058
Scale location:
Bottom of bulb to line at 19°C 66°F
F  Distanes, mm 165 to 187
G  Length of graduated portion, mm 323 to 385°
lce-point scale:
Range

H  Bottom of bulb to ice-point, mm
Contraction chamber:
I Distance to bottom, min, mm

J  Distance to top, max, mm 76
Stem enlargement:

K 0D, mm

L  Length, mm

M Distance to bottom, mm

© Gapillary clearances shall conform to Section 8.
¥ Expansion chamber shall be of the lona narow type and there shall be not less than 10 mm
of unchanaed caoillarv between the base of the chamber and the too araduation.
¥ Qver any interval of 2°C the change in correction shall not exceed 0.02°C,
Z Qver any interval of 4°F the change in correction shall not exceed 0.05°F.
BB The bulb diameter shall not be more than 0.5 mm greater than the stem,
FF For Fahrenheit thermometers, dimension G (length of graduated pertion) shall be measured as
the length of graduatad portion corresponding to the nominal Celsiug range,
MM Bulb shape ellipsoidal (see Fia. 2).

Tabla 6.3 Especificaciones del termémetro ASTM 56C — 86 [ASTM E1. (2007)]
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6.4 PROCEDIMIENTO

El experimento consiste basicamente en tomar las lecturas de cambio de temperatura en
funcion del tiempo registradas por un termémetro de vidrio. Se considera como sistema que
transfiere calor con los alrededores, el bulbo del termdmetro, el cual es asumido como un

cilindro.

El bulbo se calienta con una llama hasta llevar al termémetro a su
limite superior de temperatura. Se expone al medio ambiente
externo (mas frio, T,) y una vez comienza el enfriamiento del
bulbo con el aire estancado, se registra el descenso de
temperatura con una video camara que sigue el menisco de
mercurio de la columna hasta que practicamente llega a equilibrio
térmico con el ambiente. Para evitar corrientes de aire, el

termdmetro es encerrado en un recipiente cilindrico de muchisimo

mayor diametro. La temperatura ambiente y la humedad relativa
del momento del ensayo también son registradas. Se debe conocer la mayor cantidad posible
de caracteristicas del termémetro. Tome las mediciones de las longitudes del bulbo con un

calibrador y mida el espesor de la pared apoyado con un estereoscopio.

Se recomienda realizar por lo menos dos registros filmicos por cada experimento replicando las
mismas condiciones con el animo de aplicar la teoria de errores. La filmaciéon de cada registro
se puede procesar para digitalizar en fotos por medios de software como, Vegas Pro, donde se

generan hasta 24 cuadros por segundo.

6.4.1 Ensayos preliminares cualitativos
Para estudios cualitativos se proponen los siguientes ensayos
6.4.1.1 Ensayo-1: Calentamiento del bulbo con agua a temperatura maxima permisible

Caliente agua y agitela en un vaso de precipitados de 500 mL, colocando el vaso sobre una
plancha eléctrica de calentamiento, hasta alcanzar la temperatura maxima del termdémetro, que
es de 35°C. Monitoree el ascenso de temperatura en el agua del vaso con otro termémetro.

Una vez alcanzada la temperatura de 35°C se sumerja el bulbo del termémetro de precision en
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el vaso con agua caliente y observe como asciende el menisco en el termémetro; no agite el
agua durante el calentamiento del bulbo.

6.4.1.2 Ensayo-2: Calentamiento del bulbo con agua a menor temperatura

Repita todo el Ensayo-1 pero caliente inicialmente el agua, ya no hasta 35°C, si no hasta una

temperatura menor, 25°C. Compare los dos ensayos anteriores, ;Qué observa respecto de la
velocidad con que se mueve el menisco?.

6.4.1.3 Ensayo-3 calentamiento del bulbo con aceite

Repita el ensayo anterior pero cambie el fluido en el vaso, por uno de mayor viscosidad como
aceite mineral. Anote la diferencia cualitativa que se presenta al cambiar de fluido de
calentamiento.

6.4.1.4 Ensayo-4: Enfriamiento del bulbo en agua y aceite a temperatura ambiente

Ahora registre el enfriamiento, por lo que debe calentar el bulbo del termémetro con un
mechero hasta alcanzar la temperatura maxima permisible en el termémetro, pero sin registrar
la temperatura; una vez se alcance esta maxima temperatura, inicia el registro filmico y también

simultaneamente enfrie el bulbo al sumergirlo en un vaso con agua a temperatura ambiente.

Nota: Para calentar el bulbo acerque y retire el mechero al bulbo para que la temperatura no
supere la temperatura maxima de la escala del termémetro, de lo contrario podria dafar el

termémetro.
6.4.1.5 Ensayo-5: Enfriamiento del bulbo con aire a temperatura ambiente

En cambio de liquidos ahora utilice un gas, como el caso aire a temperatura ambiente.

6.4.2 Experimento Enfriamiento Cilindro Vertical

Conveccion libre alrededor del bulbo del termémetro orientado verticalmente en aire.

Figura 6.4 Orientacion vertical del termémetro
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Para este montaje se requiere de un soporte universal y pinzas de nuez para mantener el
termémetro aplomado verticalmente, y de otro soporte mévil para la video camara con el fin de

guiar el seguimiento de la filmacién del menisco.

- Realice el montaje que se muestra esquematicamente en la Figura 6.5

i

Lo ==

7 Z Gt

Figura 6.5 Montaje para el termémetro vertical

- Cerrar la puerta del laboratorio para eliminar corrientes de aire que podrian influir en el
ensayo. Y garantizar que no se induzca movimiento de aire durante el ensayo.

- Acercar lentamente al bulbo del termdmetro la llama del mechero y observar que el menisco
del mercurio en el termdmetro alcance la temperatura maxima que se fije para el ensayo.
Esta temperatura no debe sobrepasar nunca la temperatura maxima de la escala del

termometro, pues si esto ocurre el termdmetro se descalibra y podria danarse.
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- Una vez alcanzada la temperatura maxima fijada, la cual se toma como temperatura inicial,
se retira el mechero y se coloca el vaso de tal forma que el bulbo del termémetro quede
dentro del vaso como muestra la figura.

- Al final del procedimiento anterior ya la camara de video debe estar filmando.

- Al enfriarse el bulbo del termémetro, el menisco del mercurio desciende por lo cual mueva
la camara sobre el soporte de la camara para seguir el movimiento del menisco y asi
registrar y grabar la evolucién de la temperatura en el tiempo.

- Durante el ensayo si hay personas alrededor, es importante que éstas no caminen cerca
del ensayo pues al desplazarse se originan corrientes forzadas de aire y esto afecta el

experimento pues ya no se tendria conveccion libre.

6.4.3 Experimento Enfriamiento Cilindro Horizontal

Conveccion libre alrededor de un cilindro orientado horizontalmente en aire

Figura 6.6 Orientacion horizontal del termémetro

— Realice el montaje que se muestra esquematicamente en la figura 6.7

— Use una guia en forma de riel para la camara.

Figura 6.7 Montaje para termémetro horizontal
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- Cerrar la puerta del laboratorio para eliminar corrientes de aire que podrian influir en el
ensayo. Y garantizar que no se induzca movimiento de aire durante el ensayo.

- Acercar lentamente al bulbo del termémetro la llama del mechero y observar que el menisco
del mercurio en el termdmetro alcance la temperatura maxima que se fije para el ensayo.
Esta temperatura no debe sobrepasar nunca la temperatura maxima de la escala del
termometro, pues si esto ocurre el termémetro se descalibra y podria danarse.

- Una vez alcanzada la temperatura maxima fijada, la cual se toma como temperatura inicial,
se retira el mechero y se coloca el vaso de tal forma que el bulbo del termémetro quede
dentro del vaso.

- Al final del procedimiento anterior ya la camara de video debe estar filmando.

- Al enfriarse el bulbo del termémetro la columna de mercurio se contrae por lo cual se debe
mover la cdmara sobre el riel para seguir el movimiento del menisco y asi registrar y grabar
la evolucidn de la temperatura en el tiempo.

- Durante el ensayo si hay personas alrededor, es importante que éstas no caminen cerca
del ensayo pues al desplazarse se originan corrientes forzadas de aire y esto afecta el

experimento pues ya no se tendria conveccion libre.

6.4.4 Ensayos Para Calentamiento (Opcional)

Como practica opcional se propone: Bajo el bulbo del termdmetro vertical situar a una distancia
conveniente un bombillo de 100 vatios. Al encender el bombillo el calor radiado calentara el

bulbo. Y la temperatura comenzara a aumentar. Filmar el ascenso de la columna termomeétrica.

6.5 GRAFICAS NECESARIAS PARA EL INFORME
Construya las siguientes graficas:

— Evolucién de temperatura junto con su réplica para un cada experimento (Temperatura-
tiempo).

— Evolucién adimensional de temperatura junto con su réplica para cada experimento.

— Linealizacién de la temperatura adimensional respecto al tiempo adimensional.

— Evolucién del niumero de Biot.

— Coeficiente de transferencia de Calor instantaneo.

— Numero de Nusselt instantaneo.
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6.6 CALCULOSY REQUERIMIENTOS PARA EL INFORME
6.6.1 Parametros

6.6.1.1 Propiedades Fisicas

Las propiedades se calcularon teniendo en cuenta la temperatura promedio entre la inicial y
final, que se evalua por el teorema integral del valor medio, y la integral a su vez se resuelve

mediante la Regla de Simpson 1/3:
_ 1 [tm At
T, = t—f T(t)dt = I [T(ty) +4T(t1) + 2T(t,) + AT (t3)+... +2T(t,—,) + 4T (t,—q) + T(t,)]
mJ0 m

Entonces la temperatura de pelicula promedio con la que usualmente se encuentran las

propiedades del aire es:
_ 1 _
Ty = 3 (T, + Ty)

Los valores de las variaciones de las propiedades con la temperatura se extrajeron de la
literatura [KRETIH], con los cuales se generaron (por regresion) las siguientes correlaciones en

Sl (la temperatura en °C, excepto para el c,, B y p del aire que ademas estaran en K):
Mercurio:

p =—2.4291T + 13628 R*=1.0
cp =4 % 107°T3 4+ 0.0006T? — 0.0559T + 140.3 R* = 1.0

para el intervalo: 0°C < T < 100°C

Aire:

u = (0.0412T + 17446) X 107®  R? = 0.9994
k=7x10"°+40.0237 R*=1.0

para el intervalo: 0°C < T < 60°C

k 1
cp / ] = 57 (28.11+1.97 X 10757 + 4.80 X 10772 ~ 1.97 x 107°T%)

kgkl

para el intervalo: 273 K < T <1800K
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con [CENGEL]:

M=2897%9/, 'y R=02897 k]/kgK

6.6.1.2 Condiciones de Trabajo
Las condiciones de presion atmosférica local y aceleracion gravitacional son:
Patm = 560 mm Hg = 74660.53 Pa
g =9.803 m/s2
6.6.1.3 Especificaciones del Bulbo

Con la informacion suministrada sobre el termdmetro y/o las mediciones realizadas al bulbo

complete la siguiente tabla las especificaciones para la envolvente cilindrica o pared del bulbo:

Dy, mm

t, mm (espesor)

Dy, mm

L, mm

Material
k, W/m°C
Tabla 6.4 Especificaciones de la pared del bulbo

Con estos valores calcule para el bulbo: el area lateral del bulbo, 4,; el volumen, V y la longitud

caracteristica L.

6.6.2 Determinacién del intervalo de temperatura a trabajar

Usando el concepto de constante de tiempo, como el tiempo requerido para lograr

aproximadamente al (1—e™1)-100% ~ 63.21% del cambio total de temperatura, que
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corresponde a T, — T,. De esta manera podemos plantear que la temperatura inferior del

intervalo, T,,, esta dada por:
Tm = e_l(TO - oo) + Too = TO - (1 - e_l)(TO - oo)

Con ello se busca rechazar la zona de la curva que obedece a una respuesta estacionaria, ya
que de acuerdo a la teoria de control cuando se tiene un (1 —e™1) - 100% =~ 63.21% del cambio
transitorio practicamente se estabiliza en un estado estacionario. Cuando se acerca al equilibrio
termodinamico el valor de los coeficientes instantaneos de transferencia de calor tiende a
disminuir y a ser cero, debido a que la diferencia de temperaturas también tiende a reducirse y
a ser cero. De esta manera se asegura el estado tansitorio, al trabajar en la region exponencial
definida por [T, Tp].

Es decir que de la serie de datos obtenidos, correspondientes a la evolucion de la temperatura
para cada experimento, solo se toman desde T, hasta T,,, lo que implica rechazar desde T,

hasta Tr.

6.6.3 Determinacion del Coeficiente de Transferencia de Calor y el Nimero de Nusselt
Con los datos experimentales de temperatura Vs. tiempo puede determinarse el coeficiente de

Transferencia de Calor y con este el Nusselt promedio, que sera de esta manera:

- hL — hD
Nu;, :? o Nup= v

Los métodos para lograr dichos coeficientes son dos:
6.6.3.1 Regresion por Minimos Cuadrados

Aplicando el método de minimos cuadrados puede obtenerse el coeficiente convectivo en

términos de datos experimentales:

_ 2= YiZ;

n 2
i=1Yi

esta Ultima asume que el intercepto con el eje de la variable dependiente es cero, de lo

contrario se debe asumir que [CHAPRA:

Bi = nyis YiZi = X Vi Yt Z;
= 2
nXi Y2 - (T ¥)
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El indice de correlacidon, o coeficiente de determinacion se determina mediante la féormula
[CHAPRA]:

2 _ (nXi=1 YiZ; _Z?=1)QZ?=1ZL')2
[z, v2 - (S )] [n 2, 22 - (31, 2) ]

r

Aplicando lo anterior a todos los datos se obtiene se obtiene un coeficiente promedio para todo

el proceso de enfriamiento.

}_l* _ Mcp

= Bi
Abtm

6.6.3.2 Derivacion e integracién numérica

Para cada pareja de datos (t,T) o punto de la curva de enfriamiento se determina
numéricamente la derivada, dT/dt, o cambio instantaneo de temperatura usando las formulas
de primera derivada por diferencias finitas con cinco puntos: hacia adelante para los dos
primeros puntos, las de hacia atras para los dos ultimos puntos y centradas para el resto de

puntos [CHAPRA]. Adaptando y aplicando dichas formulas para el caso:

dr =T (tiy2) +4T(t;1) — 3T(ty) )
—| = hacia adelante
dtly, 2At
dT 3T(t;) — 4T (t;—1) + T(t;—2) )
— = hacia atras
dtly, 2At
ar —T(ti12) + 8T (ti11) — 8T (t;—1) + T(t;_7)
—| = centrada
dtly, 12At

Luego se calcula cada coeficiente de transferencia de calor instantaneo a través de la

definicion:

. M@)o, () dT
M) = T Ty at

ti

Ahora por el teorema integral del valor medio se determina el valor promedio del coeficiente:

_ 1 (tm
h* = —J h(t)dt
tm Jo
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Dicha integral definida se resuelve por la Regla de Simpson de 1/3, la cual requiere un nimero
par de particiones. Si los datos arrojan niumero impar de particiones, se elimina la ultima pareja
de medidas.

tm

_ 1
h*=t— h(t)dt =

mJ0

R = i{% [h(ty) + 4h(ty) + 2h(ty) + 4h(ts) + 2h(t,) + - + 2h(t,_y) + 4h(t,_1) + h(tn)]}

tm
El error de esta determinaciéon numérica es:

1

E. =
" 180

dh*
(At)zm f con0<é<t,

Para la determinacién de este error, se procede con la serie temporal de coeficientes de calor
instantaneos obtenidos anteriormente de la siguiente manera. Para cada tiempo se calcula
numéricamente la cuarta derivada usando las siguientes formulas adaptadas a la presente
situaciéon [CHAPRA, MATHEWS]:

dh* —2T(t1y5) + 11T (¢114) — 24T (ti45) + 26T(t142) — 14T (t41) + 3T(¢) .
— = hacia adelante
dt* . (ap)*

dh4 3T(tl) - 14’T(tl_1) + 26T(tl_2) - 24T(tl_3) + 11T(tl_4) - ZT(tl—S) .

It = oL hacia atras

t t t

dh* —T(t;y3) + 12T (1) — 39T (t;44) + 56T(t;) — 39T(t;_4) + 12T(t,_,) — T(t;_3)
— = centrada
dt* 6(At)*

t

Para los tres primeros puntos se aplica la formula de diferencias divididas finitas hacia
adelante, para los tres ultimos puntos la formula de diferencias divididas finitas hacia atras y
para el resto de puntos la formula de diferencias divididas finitas centradas. Luego se ubica
tanto el maximo y como el minimo de estos valores de 42 derivada, y entre estos dos se toma la
42 derivada de mayor valor absoluto, con la cual se calcula en la formula el error maximo

debido a la aplicacion de la integracion numérica.
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6.6.3.4 Correccion por Resistencia de Pared

Corrija el coeficiente global (aire-vidrio) que incluye la resistencia térmica conductiva de la

pared del bulbo para hallar el coeficiente de transferencia de calor individual del aire, usando:

donde R, es la resistencia de pared correspondiente a la conduccion en un cilindro hueco:

1 Dext
R, = —— In -2
W = 2nkL " Dy

6.6.3.5 Valores Esperados

De acuerdo a la informacion suministrada en el Fundamento Tedrico y de ser necesaria otra

complentaria, calcule los coeficientes esperados y los valores de los numeros de Nusselt.

6.6.3.6 Errores Relativos Porcentuales

Encuentre el error relativo de cada uno de los coeficientes encontrados experimentalmente con

respecto al valor esperado del modelo seleccionado que presente mayor confiabilidad.

6.7 RESULTADOS

Presente adecuadamente los resultados obtenidos en las tablas y graficas que considere

pertinentes.

6.8 ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Para desarrollar esto tenga en cuenta los cuestionamientos presentados en el numeral 6.9.

6.9 ASPECTOS, ITEMS Y PREGUNTAS DE DISCUSION

¢ Es indispensable el coeficiente de transferencia de calor para los calculos de transferencia de
calor? Sefale las ventajas y desventajas de su utilizacion en la ingenieria de hoy ¢ Cual es la

tendencia actual?
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Elija el modelo tedrico y experimental que mejor predice el coeficiente de transferencia de calor
por conveccion libre y externa tanto para un cilindro vertical como para uno horizontal. De sus

razones.

Analice si se obtendra experimentalmente el mismo coeficiente de transferencia de calor si en

vez de enfriar, se calienta el bulbo, considerando el resto de condiciones idénticas.

Explique cémo son generados los gradientes de densidad para la conveccion libre y su relacion

con las capa limite.

De acuerdo a los ensayos cualitativos explique las diferencias entre los coeficientes que se

obtendrian en cada uno con respecto a las modificaciones como temperatura inicial, fluido, etc.

Dibuje la forma de la capa limite para una superficie cilindrica fria y caliente, tanto vertical como
horizontal, y de hecho discuta las diferencias entre el calentamiento y el enfriamiento para una
misma orientacion. También realice un analisis comparativo de la capa limite de un cilindro
horizontal Vs. vertical ; A qué atribuye las diferencias entre los coeficientes obtenidos para cada

una de estas configuraciones?

¢, Cuales pueden ser las posibles causas del error de la determinacién experimental? ¢ El(los)

valor(es) obtenido(s) es (son) aceptado(s) o rechazado(s)? De sus argumentos.

¢ El tomar un recipiente para evitar la la turbulencia no altera la conveccion libre?

¢ A qué otros fluidos es aplicable esta practica? ¢, aceite, por ejemplo?

¢ Qué mejoras sugiere para hacer la practica mas eficaz y con menor grado de incertidumbre?

¢.Es posible disefar y construir un dispositivo que mida directamente el coeficiente de

transferencia de calor? Explique sus razones.

6.10 CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

Con base en los objetivos planteados y el analisis de resultados realice este item.

6.11 REFERENCIAS
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7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El modelo planteado y resuelto para el funcionamiento del termdémetro de vidrio permite
determinar experimentalmente los coeficientes de transferencia de calor bajo las restricciones
impuestas. Los resultados de los coeficientes obtenidos experimentalmente fueron validados
para el funcionamiento del termdmetro en posicidén vertical y horizontal rodeado de aire
estancado, que representa la transferencia de calor por conveccion natural en aire (Pr=0.72
aprox.) alrededor de un cilindro vertical (flujo externo en el bulbo) para un régimen laminar.
Estos valores se alejan de los pronosticados por la literatura en promedio un 35% para los que
se encuentran orientados verticalmente y en un 9 % para los que estan horizontalmente; cabe

notar que los modelos de la literatura también tienen un margen de incertidumbre.

En estas tesis se obtuvo el modelo (adimensional) simplificado del termdmetro [3-7]:

o con variables dimensionales [3-8]:

l(T_T°°>_ hAbt
"\1o-T..) T " Mc,

Se concluye que el termoémetro puede utilizarse para medir coeficientes locales de
transferencia de calor en sitios del fluido donde se cumplan las restricciones del modelo: Flujo
reptante (en este caso corresponde a movimiento convectivo natural lento), como por ejemplo
si se tiene una placa vertical inicialmente caliente que se esta enfriando por conveccion natural
en aire. Seria necesario situar el bulbo del termdmetro a una altura con respecto al borde
inferior de la placa en sitios donde sea muy lento el movimiento del aire, esta condicion puede

darse en cerca al borde inferior de la placa, pues alli comienza a acelerarse el aire.

Se determiné tedéricamente el coeficiente de transferencia para conveccion natural alrededor de
cilindros verticales usando el método integral que permite plantear un sistema de dos

ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya solucion se desarrolla mediante la técnica de la

173



perturbacién. La expresion que permite encontrar el niumero de Nusselt promedio [2-16] y por

ende el coeficiente de transferencia de calor promedio es

1
7 PriGry r 4 (272a + 315v) L

4
Nu_E[_ 35 (64a +63v) D

5(20 + 21Pr)

La cual esta en concordancia con las correlaciones de la literatura, aun cuando genera valores
de coeficiente levemente menores a los de las correlaciones empiricas debido principalmente a
que solamente se trabaja con dos términos en la soluciones por el método de perturbacién. El
primer término de esta ecuacién representa una pared plana, mientras que los siguientes

describen la curvatura.

Se desarrollaron ecuaciones especificas para el problema propuesto en esta tesis de
determinar el coeficiente de transferencia de calor para conveccidon libre con movimiento
laminar lento (flujo reptante), obteniéndose asi la ecuacién [3.18] para flujo cuasiestacionario y

una para flujo transitorio ecuacién [3.15] para el termdmetro orientado verticalmente.

Para flujo cuasiestacionario:

(B) (1-21nd) -1

(§)2 [1 - 2Ln§(1 - Lné)] -1

R R
Para flujo transitorio:

J1(A4R) Y{(AR)
_1Jo(48) Y,o(48)
Jo(AR) Yo(AR)
Jo(48) Y(49)

Nu AD

Tanto para flujo cuasiestacionario como para flujo transitorio no fue posible efectuar la
confrontacion de los resultados de estas dos ecuaciones para calcular le nimero de Nusselt
debido a que se requiere el conocer el valor del espesor de la capa limite, 67, 0 del radio de la

capa limite, 6. No olvidar que estos dos se relacionan mediante: 8 = R + 7.
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Del modelo de flujo transitorio, se esperaba que para cada instante de tiempo correspondiera
un numero de Nusselt, es decir que durante el enfriamiento del bulbo el Nusselt dependiera de
el tiempo, pero al desarrollar el modelo y calcular el Nusselt se encontré que la variable tiempo
se eliminaba por lo cual el numero de Nusselt obtenido es global para todo el sistema. Por ello
con los datos de temperatura versus tiempo se determiné experimentalmente un coeficiente de

transferencia de calor para el enfriamiento en el bulbo del termémetro.

Se encontré que cuando el flujo convectivo natural es muy lento (flujo reptante), el nimero de
Grashof se elimina de la ecuacion del numero de Nusselt. Entonces puede preguntarse en que
términos del niumero de Nusselt se representa el movimiento del fluido. Para el caso de flujo
transitorio figura un parametro 4, el cual esta incluido en la ecuacion de cantidad de

movimiento:

ov, <6zvz 1 %)+]0(/17')Y1(/1R)+k—h}_[]o(/1R)Yo(17')—]o(llr)yo(lR)]—]1(/1R)Y0(17')

% % _ —aA?
oc ~"\ar T or Jo@RYY;(R) = J;AR)Y o (AR) B (Tyo ~T)e™

que al expresarla en forma adimensional aparecera el nimero de Grashof y al solucionarla, el

parametro A quedara en funcion del numero de Grashof y también el radio de la capa limite.

Para flujo de calor cuasiestacionario, donde Nusselt esta en funcion unicamente del radio de la
capa limite, este espesor queda expresado implicitamente en términos del nimero de Grashof

en la ecuacion que permite calcular la velocidad axial:

it (00 Y4 1 Y (A PR R (A R Loy

donde ay b son:

in(3)]

a=T, Ty
YO [52Ln§ + 12 - 52)]
,_ 2 RT2
= 57, 6 1), 1
2 (T =_=)_ = 2 _ 82
R[5LnR(LnR 2) 7 (R 5)]

Para el cilindro horizontal en estado cuasiestacionario se dedujeron las siguientes dos

expresiones:

Caso de gradiente angular de temperatura constante [3-21]:
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2

NuD =
PrRe (% — %Ln% — 1)\/5 + Ln%

Caso sin gradiente angular de temperatura [3-22]:

E

NuD =
ILn

| >

Como los resultados obtenidos con el termdmetro de precision fueron relativamente aceptables
se propone la creacién de un instrumento de medicidon directa de coeficientes locales de
transferencia de calor, utilizando segun las restricciones del modelo, que fundamente su
funcionamiento por ejemplo en la localizacién del bulbo del termdémetro sobre una gran
superficie que se encuentre en contacto con un fluido. Dicho sistema de medicion debe tomar
como entrada la evolucion temporal de la temperatura, la que puede ser detectada y codificada
por software que digitalice cambios en los pixeles de las imagenes; estos valores traducidos a
ndameros son tratados también por otro software (como por ejemplo MATLAB) a través de la
derivacion e integracion numérica, y de acuerdo a los parametros del mismo sistema, debe
generar como salida el coeficiente de transferencia de calor. Es un primer estudio para mas
adelante utilizar un termdémetro de precision como medidor local de coeficiente de transferencia

de calor dentro de un fluido que transfiera calor.

Por lo anterior, es factible realizar a mediano plazo un disefio basico y en detalle de dicho
artefacto. De hecho se tiene proyectado construir una unidad de medicién experimental de
coeficientes de transferencia de calor que contenga los anteriores elementos y que sirva como

apoyo didactico para el aprendizaje de la Transferencia de Calor a nivel universitario.

El procedimiento experimental descrito en el cuarto capitulo de este documento, ademas de las
recomendaciones efectuadas, sirve como base y guia para abordar distintas practicas
relacionadas con fendmenos de transporte (calor, cantidad de movimiento y masa). Gracias a
la experiencia recogida en este trabajo se propone y estructura una primera version de Practica
de Laboratorio de Fenémenos de Transporte para la determinacion de los coeficientes de
transferencia de calor por conveccion libre en aire, la cual se encuentra en el Capitulo 6 de este
trabajo. Asi una aplicacion inmediata es el disefio de una practica académica de fenémenos de

transporte, especificamente en transferencia de calor: esta practica servira para ilustrar los
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rasgos tipicos de la transferencia de calor por conveccion, tanto cualitativa como
cuantitativamente, como observarse en los ensayos experimentales 1 a 5; ademas permite
realizar una practica de flujo de calor en flujo transitorio para determinar el nUmero de Biot y el

numero de Nusselt.

Para seguir validando el modelo se propone realizar otros experimentos conservando la misma
estructura basica pero adicionando ciertas variaciones: si se usan ademas como fluidos agua y
aceite se barre un amplio intervalo de niumeros de Prandtl; si se usan termémetros con otras
dimensiones de bulbo y rangos distintos se amplia la gama de niumeros de Grashof trabajados;
si se usan ademas otras situaciones, distintas a la conveccidn libre, como la forzada cruzada o
tangencial al bulbo, u orientaciones inclinadas del termdmetro, o sumersion de éste en un fluido
liquido con agitacién o también situandolo a cierta distancia de una fuente calefactora, etc. se
podrian obtener entonces correlaciones mas generales de numeros de Nusselt respecto a

Rayleigh en conveccion libre o respecto a Reynolds y Prandtl en forzada.

Buscando un refinamiento de la parte experimental se requiere elaborar montajes propios para
la medicion especifica (que a futuro van a servir para el disefio del instrumento de medicién) del
coeficiente de transferencia de calor, que estén apoyados por otros equipos como
interferometros asi como termopares, que conecten en linea la informacion medida a sistemas
computarizados como proponen algunos autores [POPIEL]. De la misma manera la necesidad
de trabajar en un recinto mas controlado, usando camaras o0 campanas, para evitar
interferencias o la incidencia de otras fuentes de turbulencia que pueden alterar el tipo y

régimen de la conveccion.

Es posible que, la relativamente alta desviacién de los resultados experimentales obtenidos
cuando se orienta el termdmetro verticalmente, se deba a una reduccién muy notable de la
turbulencia natural producida por la interferencia del vaso alrededor del bulbo, debe haber una
relacion entre las dimensiones del elemento (bulbo) con respecto al confinamiento (vaso); tal
vez lo mas recomendado sea colocar un recipiente de mucho mayor diametro o hacer el

experimento dentro de una camara o campana.
Para el estudio de ciertos fendmenos de transporte, como la Transferencia de Masa y de

Cantidad de Movimiento asociadas a la de Transferencia de Calor se sugiere introducir ciertas

modificaciones y/o enfoques al experimento realizado.
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En la determinacion de coeficientes de transferencia de masa: se calienta el bulbo en un medio
fluido para luego extraerlo y dejarlo enfriar “hUmedo” en el ambiente, situacién en la que
también se miden los perfiles temporales de temperatura; luego se realiza una comparacion

con los perfiles obtenidos de un enfriamiento “seco”, pero con el resto de condiciones iguales.

En la determinacién de perfiles de velocidad: se asocia la soluciéon desacoplada del modelo de
flujo transitorio para el termémetro vertical [3-11], con la ecuacién de cantidad de movimiento,
que junto con el perfil de temperaturas encontrado a través de la determinacion experimental
del coeficiente, permite encontrar el parametro, A, [3-14] (véase Capitulo 3) que a su vez
conecta con la solucién para el perfil de velocidades; en este aspecto es interesante observar
que los modelos obtenidos para los perfiles de evolucion de la temperatura, tanto del fluido
termomeétrico como del fluido alrededor del bulbo, se encuentran perfectamente articulados y
concatenados, claro que intermediados por la resistencia térmica conductiva de la pared, que
de acuerdo a la condicion puede o no despreciarse. De la misma manera las expresiones
tedricas halladas en el Capitulo 3 desde [3-15] hasta [3-22] se pueden asociar con los
resultados experimentales para encontrar el cambio temporal del espesor de la capa limite, ya
que dicho parametro resulté siendo la incognita que impidié llegar por estos modelos al valor
del numero de Nusselt.

Si los valores de los coeficientes obtenidos con las mediciones experimentales del estado
transitorio no se corrigen por la inclusion de la resistencia conductiva de pared, se obtendran
coeficientes globales vidrio-aire; el proceso de correccion mediante la expresion obtenida por el
balance en el circuito térmico, permite disminuir el error en aproximadamente un 1% y obtener
coeficientes individuales de fluido (aire) que excluyen por tanto la fase sélida (vidrio); en un
inicio se considerd erroneamente que la pared de vidrio del bulbo no era tan gruesa con
respecto al diametro del mismo bulbo, pero la medicion de su espesor con el estereoscopio lo
desmintio, sin embargo, al tener dicha pared un niumero de Biot menor de 0.1 se puede asumir
como un sistema de resistencia interna despreciable. Este valor de la pared tiene una mayor
influencia en el calculo de la masa del fluido termométrico dentro del bulbo que es usada para

la determinacion experimental de los coeficientes.

Para la confrontacién-validacion del método experimental y la compresién del fendmeno, se

hace necesario disponer de modelos teéricos de mayor complejidad, que se pueden construir a
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través del uso de otros métodos de solucidon del sistema de ecuaciones de conservacion; para
la conveccién libre en cilindros verticales usar el menor nimero de restricciones posibles en el
método diferencial en la busqueda de una solucién exacta por métodos numéricos con
diferencias y/o elementos finitos; mientras que para los horizontales la deduccién del
coeficiente a través del método aproximado integral (usando la técnica de perturbacion) y por
soluciones no similares; también la posibilidad de usar la funcion corriente en el método
diferencial que permite transformar el sistema de ecuaciones diferenciales parciales en un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal que puede resolverse por ejemplo con
Simulink de MATLAB; quedd entonces pendiente la resolucion numérica del sistema de

ecuaciones de conservacion para lograr una solucion exacta aunque no analitica.

La pertinencia de la conveccién libre alrededor de un cilindro circular es indiscutible, ya que el
papel de las cantidades fisicas que describen este fendmeno es relevante en muchas
aplicaciones actuales y futuras de la ingenieria, como por ejemplo: las pérdidas de calor en
tuberias verticales, la carga de calor requerida para el enfriamiento o calentamiento de
elementos cilindricos, en los que se puede contar los conductores en dispositivos electronicos y
la barras de fisidbn de reactores nucleares. No en vano, se encuentra que muchas de las
investigaciones asociadas a este tema han sido promovidas y desarrolladas por la NASA, en su
version anterior NACA de los afios 50’s.
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APENDICE A

DEDUCCION DEL NUMERO DE NUSSELT PROMEDIO
PARA CONVECCION NATURAL ALREDEDOR DE UN CILINDRO VERTICAL

l. PRINCIPIO DE SEMEJANZA
La resolucién de tal sistema acoplado de manera analitica es muy dificil por su no linealidad.
Dado un cilindro vertical de altura, L, y diametro, D. Se introducen las siguientes variables adimensionales:

0: temperatura adimensional

{:distancia vertical adimensional

@: distancia radial adimensional

[gmw - w]%
n=(———-J| r

val

¢,: velocidad vertical adimensional

/a
O e

¢,: velocidad radial adimensional

VL A
o= [gﬁ(Tw - TN)oﬁ] vr
_ LSgB(Tw - Too)
Pr=—"—7>——
%
Ecuaciones y Condiciones Limite Adimensionales
Adimensionalizando ahora las ecuaciones de conservacion:
a ¢,
— + =0
an mer) +5 7

1 (¢r0¢z+¢26¢2)=11(n6¢z)+9

Pr\"" on a¢) " mon\" an
69+ 60_16(69)
¢ran ¢za(_nannan
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Las condiciones limite de contorno o frontera adimensionales de estas ecuaciones son:

En la pared:

Para

_[oBT =T[98 =1L [gB T —TOL) AR _ R
n= val - val Lo va 1o

R R
1/4
S = Pritertty

n=Ra
paratodo 0<{<1

se tiene

6=1
¢r=0
¢, =0
. En el seno del fluido:
Enn — oo
paratodo 0<{<1
se tiene
6=1
¢, =0
ov,
an -

Solucién

El propdsito principal al resolver las ecuaciones es obtener el flujo de calor transferido y para ello se requiere el coeficiente de transferencia de
calor a través del NUmero de Nusselt medio, Nu.

Qcanduccién = Qconducciu’n

kAaT| = hA(T, —T..)
arly — W

aT

k5], =T = T)

en forma adimensional, dado que

aT T, —T. a0
or L Ra;Y* dn
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de donde:

aT T, —T. 20

orlg L RaL_l/4 on RaV/*R

se tiene

T, — T.. 00
—k——7 F = h(T, - T.)
LRa, n Ralﬂ%
k a0
——Ra}/*— =
L an Rat/+E
k1,00 L 1/ 00
Nu, = —=——Ra J— .—=—Ra -
L™k Lt oan Rat/iR k L an Rat/iR

Se observa que en el sistema de ecuaciones de conservacion, en la ecuacion de cantidad de movimiento aparece el pardmetro adimensional,
nuimero de Prandtl, Pr, y en las condiciones limite aparece el nimero de Rayleigh, Ra, pero como se tiene que Ra = GrPr, y lo que se

requiere contiene el nUmero de Rayleigh, Ra, por ende es correcto establecer que:

Nu, = f(Ra;) = f(Gry, Pr)

Il. ANALISIS DE ESCALA

Para el anadlisis de escala se requiere que todas la variables adimensionales queden parametrizadas, lo que se logra eligiendo valores
caracteristicos que garanticen que todas estas variables tengan un orden de magnitud de la unidad o menor. Este analisis indicara que términos

de las ecuaciones diferenciales no son indispensables, ademas que también indica algo sobre la estructura y forma de la solucion.
Se definen entonces las variables adimensionales:

v T*_T—Tm
T /LU’ T T,-T.

Observe que la escala de v, surge de la ecuacién de continuidad:

10 v, 17 dv,

;g(rvr)+5=0—>vr = —;L " dr
U es la velocidad de escala y su magnitud apropiada se determina a partir de las ecuaciones. Se usa el espesor de la capa limite térmica, A, en la
escala de r y en todas las ecuaciones, en lugar de usar el espesor de la capa limite hidrodindmica, &, para las ecuaciones de continuidad y
cantidad de movimiento. Para Pr «< 1, § y A tienen de hecho una magnitud similar, puesto que la fuerza de empuje produce un flujo en la capa
limite térmica, si bien la velocidad maxima ocurre cerca de la pared. Para Pr > 1, A es mucho menor que §, ya que las fuerzas viscosas ejercen
una fuerza de arrastre sobre el fluido que se encuentra fuera de la capa limite térmica, aunque es la fuerza de empuje la que impulsa al flujo, y
la velocidad méxima, U, debe ocurrir para un valor de r < A. Usando A en las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento se garantiza

que dv; /dr*,y 0v;/0r* sean del orden de la unidad.

De acuerdo a la definicién de las variables, se tiene que:
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A
z=Lz*; r=Ar"; v,=Uv}; vr=(Z)UVT*; T-T.=(T,—T.)T"

A
0z =Ldz"; or=A0r'; 0v, = Udvs v, = (Z) Udvs; 9T = (T, — T..)aT*

Las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energia a escala quedan:
Ecuacion de Cantidad de Movimiento:

v, ov, va avz)
B G = () 9P =T

Entonces:

Se sustituyen estas equivalencias:

L

A Udv, Udv, v 0 Udv,
( )UU* + Uv; = ( r
Adr*

- T, - T)T*
" dor "V Tz T arbor )+ op @, -7

*

U/ Udv,  dvy\ vU 9 L ov;
(VT par " Uz Bz*) T Az roar (r ar

L

)+ gB(T ~T)T”
Ecuacion de Energia:

ror

aT 0T ad ( aT)
r
or

Yoy T T

De la misma manera

A T, — T..)0T*
(—) UVT*( d ) + Uv,

L Adr*
u(T, — T_,)( ,oT" . aT*) _ a(T,—T.) 0 ( . BT*)
L Tor ' foz) A ror \" ar

(T,, — T..)oT* _a 0 Ar (T, — T..)oT*
Loz* ~ Arr Adr T Adr*

Numero Prandtl Grande, Pr > 1

Este caso es el limite cuando Prandtl es grande; para estos fluidos, A< §; la transferencia de calor estd controlada por el interior de la capa

limite, donde las fuerzas de inercia (aceleracion) son despreciables y por tanto las fuerzas de empuje son equilibradas por las fuerzas viscosas.

Por tanto en la ecuacién adimensional de cantidad de movimiento se tiene:
vU
Y 9B(T, —T..)

de donde:

E - gﬁ(Tw - Tw)
A? v

Y por la ecuacion de energia:

U(T, —T.) a(T, —T.)
L Tz
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de donde:

UAN’~al
Resolviendo las ecuaciones

U g8 (T, —T.)
A2 v

UA*~al
con variables U y A.

Multiplicando las ecuaciones:

UA? al

U 9B, T.)
A2 v

gﬁ(Tw - T.,d)lZL
~ f

UZ

1/2
U~ [gB(Tw - T,,)L:|
v/a

Reemplazando este valor de U en la segunda ecuacién (energia):

UA*~aL
al
A2~ —
U
aL
Y —
Wm—m#“
v/a
A2 L L
[Mm—mﬂﬂL
v/a - a?
2 LZ
gB(T, — TL - 121
va
A? 1
P (gsr, — 1))
va
A 1
L gB(T, = THL3]Y*
va

donde el grupo adimensional

ng(TW - Tw)L3
va
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es el nimero de Rayleigh, Ra,;, por tanto:

A 1
L Ra}*

Numero Prandtl Pequeiio, Pr < 1

Este caso es el limite cuando Prandtl es pequefio; la alta difusividad térmica de estos fluidos, hace que A« § y por tanto la transferencia de
calor esta controlada por el exterior de la capa limite, donde las fuerzas viscosas son muy pequefias y por tanto las fuerzas de empuje son

equilibradas por las fuerzas inerciales.

Asi de la ecuacién de cantidad de movimiento:

UZ
T ~gﬁ(Tw -T..)

de donde:
U~[gB(T, — T)LIY?
Que al sustituir en la de energia:
UA%~al

se obtiene:

A2~
U

al L

BT, — T L

A? a? 1/2
?{menw]
A 1

L - [gﬂ(TWa_z Tm)L3]1/4

donde el grupo adimensional

gB(Tw - Too)L3
aZ

es el nimero de Boussinesq, Boy, por tanto:

A 1
L Boi/ 4

Numero de Prandt Unitario Pr — 1.

En este caso el Nimero de Prantl tiende a uno, o tiene orden de la unidad. Para fluidos en los que A= §, tanto la fuerza inercial como viscosa

tienen una magnitud comparable respecto a la fuerza de empuje, la que estd impulsando el flujo en todo momento.
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De la ecuacién de cantidad de movimiento,

que se puede desglosar en las dos ecuaciones:

Despejando de U de:

se obtiene:

y reemplazando en

se llega a:

Despejando %:

donde el grupo adimensional

U2

vU
TNFNLG/”(TW -T.)

Uz wu
L A2

U
—F~9b(T, ~T.)

U? wU

Tz

vU
F ~gB (Tw - Tw)

v VL
el p~gﬁ(Tw -T.)

2

veL
FNgﬁ(Tw - Too)

L s 9B, —T2)
T

.3
L* gB(T, — T.)L?
FNT

A* v?
17 gB(T, — T3

A 1

L [gB(T, = T)L3]Y*
-VZ

gB(Tw - Too)L3
VZ
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es el nimero de Grashof, Gr, por tanto:

A 1
L gry/*

Resultado

La magnitud del nimero de Prandtl determina si la conveccion libre se caracteriza por el nimero de Rayleigh, el de Boussinesq o el de Grashof.

Teniendo en cuenta que:

Ra = GrPr y Bo = RaPr = GrPr?
para el caso en que Pr — 1, los tres grupos adimensionales son equivalentes.
Determinando el Numero de Nusselt
De acuerdo al balance en la frontera:

Qcanduccién = Qconduccidn

aT

kA or

= RA(T,, — T..)

R

kaT| = h(T, —T..)
arl, — Vw0

en forma adimensional, dado que

ar _ (T, —T.) aT"

or A ar*
se tiene
(T, —T,) oT"
— = =h(T, T
A ar*‘R* h(Tw = T.o)
k oT*
A orlg
de esta manera,
h k
A
Como se define el nUmero de Nusselt:
N = h
u, = T
Entonces
N = hL k L
WEE Tk
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Se obtuvieron los valores de A/L para los tres casos de Prandtl, y por esto:

Bol* = Ra}/*PrV/* = Gri/*pPr1/?

Nuy~ Gry/*

Raz/4 = Gr,{/“Prl/4

o de otra manera:

Nuy~Gry/*Pr* = cGr'/*Pr

Pr«1
Pr=1
Pr>1

Donde la constante ¢ se encuentra experimental o tedricamente, mientras que el exponente predicho tedricamente por el andlisis de escala

asume los siguientes valores:

Exponente Pr«1 Pr=1

Pr>1

n 1/2

1/4

Para el caso del aire como fluido de trabajo Pr = 0.72 — 1, el analisis lleva a:

Nu~Grl/*

Estas expresiones sirven para correlacionar datos experimentales. Tanto el analisis dimensional por el teorema Pi de Buckingham como el

principio de semejanza solo lleva al resultado Nu = f(Gr, Pr), mientras que el analisis de escala nos permite obtener la forma de esta funcion.

lll. RESOLUCION POR TEORIA DE LA CAPA LIMITE

e  Sistema adimensional

Se suponen perfiles semejantes de velocidad y de temperatura

%= ¢(m) donde

T—-T,
———=0(ny) donde
w Too

Si las dos capas limites se relacionan:
6r = A6

donde

A=—=cte

De la ecuacidén de continuidad:

_r—R
=%

_r—R
)
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Reemplazando en la ecuaciéon de movimiento junto con los perfiles:
n r d6 1 d6 ’ "
U [ 08+ Rg'mdn 65~ UGS+ R) g3 = vIog' + (16 + R
0

Integrando dentro de la capa limite, respectoan, 0 <n <1

i1 , 1 ) d6_z 1 ’ .
{fo UO (n6+R)¢ndn]dn—fo(n5+R)¢¢ndn}5a_Ufo[5¢ + @8 +R)¢"1dn

Definiendo:

1
A= s+ R@gnan
0
1 n
B= 5+ R)p'ndn|d
fOUO(n + )¢7777]77

1
c= f (6" + (96 + R)p"] dy
0

La ecuacion de movimiento queda:

B-asl_Ye
dz U

Andlogamente en la ecuacion de energia,

De la ecuacién de continuidad se tenia que

Introduciendo esto en la ecuacién de energia junto a los perfiles queda:

1 81 1

n
Ul[ ¢ 6+ Rmadn |0 5= = UpGrrr + Rone 5 = gz 676"+ oy + RO
) 5, 5 Y%

Ahorasi
n=nrl

Se tiene que:

nra dé «a
{A[ @' (08 + R)ndn| 8" — Ap(nrSr + R)UT} 55 = U [670" + (767 + R)E"']
0

Integrando dentro de la capa limite 0 < ny < 1:
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1 nra 1 as a 1
o [ o+ wan] 0any = o2 [ gtarr + mompane o 2 = [ 1610+ 6y + R0
0 0 0 0

Definiendo:

1
D= Azf ¢(Mrdr + R)nrdny

0

1 nrA

E= Af [ @' 6 + R)ndn|6'dny
0 0
1
F = [ 1600 + rrér + ROy
0

Asi la ecuacion de energia queda como:

E-p)s2 _%p
dz~ U

Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias considerando un perfil de capa limite:

G- sl _Ye
dz U
dé «a
E-D)§—=—F
( ) dz U
Combinando estas ecuaciones al dividirlas entre si:
B—A
_— = Pr—
E—-D

Una vez que se conoce A, se puede encontrar §;(2) a partir de las ecuaciones anteriores y asi saber el perfil de temperatura.

V. METODO INTEGRAL

Planteamiento del modelo

T r=R+6

R+6
21 virdr
Aeon| ot

Z
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Ecuacién de cantidad de movimiento

Aplicando la Segunda Ley de Newton:

Y por continuidad m = pvA,

N

d
d_th = pvAv = pv?A

Se encuentra la cantidad de movimiento que entra y que sale del elemento diferencial:

dp dp 42
(E) = E = f P UZZdA
sale z+Az Ay z+Az
Si
A=mn(r?—-R?

Y derivando respecto ar:

A )
dr — n'r
dA = 2nrdr

A >R AN A, >R+6

Donde § es el espesor de la capa limite, y R es el radio del cilindro.

dp dp R+6 R+6
(d_p> = d_P = f p vZ(2mrdr) = an p virdr
t sale t z+Az R z+Az R z+Az
De la misma manera el flux de cantidad de movimiento que entra
dp dp R+6 R+6
(d—p> = d_P = f pv:Q2urdr)| = an pvirdr
t entra t z R z R z

o en términos generales:
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dp R+8
d—f = 27Tf pvirdr
R

Luego el flux de cantidad de movimiento neto sobre el elemento diferencial sera:
g\ _ (dp dp
dt “\dt dt
neto sale entra
dp\ _dp
dt T dt
neto

dp
dt

z+Az z

donde

dp R+8
d_lt') = 27Tf pvirdr
R

Ahora identificando todas las fuerzas externas que actuan sobre el volumen de control elemental en direccion z para encontrar la fuerza neta:

Fuerza Viscosa en la Pared:

5
Fvis = TTZAL|T=R =M

v, v,

2mRAz) = —2mRAzu——
or R( mRAz) ERAzH or g
Donde A, es el area lateral del cilindro.

Fuerza de Flotacion:

Fflot =B
V2
= f pgdV
Vi
Peso:
— VZ
W = —f pgdVv
Vi
Calculo de la fuerza neta:
n 3 3
Z iext = iext = Fiz,ext = Fflot + W+ Fvis
i=1 i=1 i=1

n . Va A v,
Z iext — f pmng - f png - ZTIRAZ[,L—
£ Vi ar

R

n ) v, 5
Z vext = | (P —p)gdV — 2mRAzu

UZ
ar
i=1 Vi

R

dado que:

V=AAz

derivando respecto al area
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av

T =Az
dV = AzdA
y aplicando que
dA = 2nrdr
queda:
dV = Az(2mrdr)
dV = 2mAzrdr
Ademas:

Vi-»R AN V,->R4+4

sustituyendo en la ecuacion de fuerza neta

3

R+6
=

Fioxt = f (peo — p)g(2mAzrdr) — 2mRAZU
R

dv,
ar

i=1

B

. R+6 P
Z Fiext = ZnAzf g(po. — p)rdr — 2mRAZp 67’2

i=1 R
R]

R

n

. R+6 v,
§ Fi,ext = 2mAz |;f g(pw - p)rdr — Ry ar
i=1 R

Ahora ya conocidos cada uno de los términos, se aplica la segunda Ley de Newton:

neto i=1
n
dﬁ) ap dp Z . R+8 v,
— =— - Fiext = 2mAz f 9(pee — p)rdr — Ry
<dt neto dt z+Az dt z im1 R or g
y queda:
dp dp R+6 v
It “al = 2mAz [f 9(pee — p)rdr — Ru Brz
z+Az z R R

Dividendo entre Az y tomando el limite cuando Az — 0:

dp dﬁ| [ R+8 v,

- - 2mAz (poo — p)rdr — Ru ]

dtl,,,, _dtl, _ Je 9t —p ar |,

Az Az

dp dp

dt Tdt R+8 v,
. z+Az zZ __1; — — z
firy “tmfor| [ oto-—prar -mE| |

Por definicién de derivada:
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d dﬁ R+6 9
E<_> =2r U 9(pe. — p)rdr — Ry
R

|

UZ
dt ar
Recordando que

R+6
— = ZnJ’ pvirdr
R

de esta manera se tiene:

d R+6 R+6 avz
_ 2 = — —
iz (ZTTL p vy rdr) 21 [L 9(pee — p)rdr — Ru or

|

d
dz

R+6 R+6 Fi)
2 Yz

f pugrdr = f 9(p — p)rdr — Ru
R R or lg
Anteriormente se habia establecido la aproximacién de Bousinesq (con p = cte en todos los términos excepto en los de la fuerza de empuje),

dividiendo entre p:

1d J-R+6 ) o= 1 J»R+5 ( ) J R avz
pdz), Pvzrr—pR 9\p- — p)rar #BrR
d R+6 R+6 . — F]
—f vzzrdr=f gurdr—RE Ve
dz J, R p p orlg
donde:
pw_sz(T—T,,) A %:v
Para finalmente obtener:
d fR+5 ) fR+§ avz
— virdr = (T — T..)rdr — Ru
dzJ, 7 r 9k or lx

Ecuacién de energia

Aplicando la Primera Ley de Termodinamica al elemento de control elemental:

. 1, ) - 1, _ d
Q+Z(h +-v +gz) mi,em=W+Z(h+—v +gz) M sar + 5 Esise
2 i 2 i dt

i=1 i=1

Se considera que es flujo es estacionario, se desprecia la conduccién en la direccidn z, y la conduccién en la direccién r es cero por fuera de la

capa limite. La transferencia de calor se da de la pared al volumen de control elemental por conduccién.
Donde:

el sistema estd en estado estacionario:
_Esist =0

dt

no hay intercambio de trabajo con los alrededores:
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W=0

Existen dos corrientes de salida y una de entrada en las cuales se desprecian los cambios en sus energia potenciales y cinéticas porque el

elemento es muy pequefio.
m 1 1
D (h 502+ 92) tiiene = ) Wiitgene = bl
i=1 ‘ i=1
n 1 2
(h + EUZ + gz)vmi,sal = Z himi,sul = hm|z+Az + hmlr:R+§T
i=1 t i=1

Y por continuidad m = pvA4,

Para la direccidn z se tiene que:

Az
hm = hpv,dA
Ay
dA = 2nrdr

A >R AN Ay, >R+ 67
Donde J7 es el espesor de la capa limite térmica

R+67

4, R+
hm =J. hpv,dA = f hpv,(rdr) = Zﬂf hpv, rdr

Ay R R

Para la direccidn r se tiene que:
hiit|gys, = hpvrALlges, = he[2(R + 5T)AZ]P17r|R+6T =2n(R + 67)Azhecpvy gy s,
Ahora de la ecuacién de continuidad en coordenadas cilindricas:
10 v,
__— —Z=-90
ror (o) + 0z

Podemos establecer v, en funcién de v, al despejar:

Separando variables:

av,
a(rv,) = —r aZZ or

Integrando bajo la condicién de frontera:

r=R-v.=0

TV,

T 0y,
d(rv,) —fR -r 37 dr

R0
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TVUr T a
f d(rv,) = —f r Ve dr
0 R 0z

T oy,
TV, = —f r dr
r 0z

Calculado en

r=R+ 67

1 fR+5T avz
% =—— r——dr
TR T TR+ 6p g 0z
R+67 61]2
h1it|gys, = 2 (R + 87)Azhoopvr|pis = 2 (R + 87)Azhop (—mJ’ r 9z dr)
T JR
R4S gy

hr = —2nAzh.,

11| Rs5p nAzh pr e dr

intercambiando el orden de integracion y diferenciacion:
d R+6
hrit|gys, = —ZHAZhwp—J. rv,dr
dz J,

El flujo de calor en la pared hacia el fluido se da por conduccidn en la direccién radial:

. ar
Q=—kA—

aT
= —2nkRAz —
ar

T=R or

aoT
= —k(2nRAZz) o

=R R

Asi la primera Ley se puede reescribir como:

m

A , 1, ,
Q= E (h+zv +gz)'miysal— E (h+5v +gz)'mi,em
L L

i=1 i=1
m
1 . 1 , .
(h + Evz + gz) My sq1 — z (h + Evz + gz) Myene = Q
¢ i i

n
i=1 i=1

Reemplazando se obtiene que:

aT
hiitlzsaz + hiitlgys, — hiil, = —2nkRAZ—
arlg

dividiendo entre Az:

hiit| 45, — Rl + hiit| gy, _ 2wkRAz OT
Az - Az  or

R

Ademds sabiendo que

d R+6T
hiit|gys, = —ZnAzhmpEf v,dr
R
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hiit|,a, — h|, 2mAzh.p d [R*ST aT
Az B YET i rv,dr = —2nkR§

R

y tomando el limite cuando Az — 0:

. hmlzﬂlz_hmlz d R+or 1 aor )
lim ( A7 2mhe.p deR rvdr | = l;rll ( 2mkR arl,

. hm|z+Az - hmlz d R+8r ar
AI;LHO (T - 2nhwafR rv,dr = —2nkRE .
Por definicion de derivada
d d (R+dr aT
— (hm) — 2mh..p— = —2mkR —
dz( m) — 21 pdsz rv,dr k arl,
Y recordando que
R+67
hm = 27rf hpv, rdr
R
entonces:
d R+8T d R+67 oT
E(anR hpv, rdr> - 2ﬂhmpEL v,rdr = _Z”kRﬁ .
d R+8T d R+67 aT
2mp — h —21th..p— = —2knR —
199} deR v, rdr —2m pdsz v,rdr km arl,

dividiendo entre 2mp:

d R+67 R+6T kR 0T
— h - heo =
iz < L v, rdr fR vzrdr) o ar

R

d fMT(h by, rdr = kR aT
dz J, =)Vl AT = p orlg
Se sabe que a partir de:
(6h) _
ar), = °r
se llega a:
dh = cpdT

Integrando definidamente con la condicién:

T=T.—>h=h.

T
h—hw:f cpdT
Te

como las propiedades se asumen constantes:

T
h—ho=cp | dT =cp(T - T.)

Too
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reemplazando este resultado tenemos:

df‘”“r (T — Tywrdr = RkaT
dz J, cr =/VTar = porlg
Dividiendo entre cp

dfMT T T)d_RkaT

dz J, Ve =Jrar = pcp 0Tl
Por definicion del coeficiente de difusividad térmica

dJ’RH;T (T —T.)rd RaT

dz J, Ve =JTar = Tk G, R

Solucién del modelo

Resolucién simultdnea de ecuaciones:

Resolviendo el sistema:

Conservacion Cantidad de Movimiento:

dv,
ar

d R+6 R+68
—f virdr = f gB(T — T..)rdr — Rv
dz J, R

R

Conservacion Energia

d (e T — T.)rdr = RaT
EJ; v, ( L)rdr = —a I

R
Las condiciones de frontera para este caso son:
r=R - v,=0, T=T,
r=R+6-> v,=0

r=R+6 > T=T.

Se establece la relacién constante (independiente de z) entre las capas limites hidrodindmica y térmica:

_ 87(2)
T 8(2)

6r(2) = A6(2)

Si se plantea que

v . _T—R
= ¢(m) siendo 7 =3@
T—Tm_e( ) siend _r=R r-R
T, —T. o) Senaoir =% 0N = 882

Donde se tiene que
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67(z) = A8(2)

Se tiene que para la ecuacién de movimiento:

v, = Up(m)

r=6(Zn+R
Derivando esta ultima:

dr = 6§(z)dn

Y para la ecuacién de energia:

T —T.= (T, - T.)6(r)

r=A5(z)n+R

Derivando esta ultima:

dr = AS(2)dn

Se halla para la ecuacion de movimiento:

d R+6 R+6 avz
EL virdr = J; gB(T — T..)rdr — Rv e

R

d R+6 d 1 d 1

S varar =2 [wswrisem + Ris@an = v 5o [ loortsen + rian}
d R+6 d 1 d 1 1

EL virdr = E{Uz [Sfo (260 + Ro) dn]} = E(Uzzszj; ¢?ndn + RUZSJ; ¢? dn)

R+68 1
[ apr—royrar = [ gp(r, - T 016G + RISy
R 0

R+8

1 1 1
J’ gB(T —T.)rdr = gB(T,, — T.,d)sz 0(6n + R)dn = gB(T, — T..) (62 f Ondn + Rdf 9dn>
R 0 0 0

v,

RvU d
Rv— v do
or

5 dn

a
] =Rv%[U¢(n)]|o = O

Para la ecuacién de Energia se tiene:

deHST (T —T)rdr = RaT
&), v, W)rdr = —a arl,

d R+67 d 1

o] e —rorar= 2 vean, — 106 5@n + Ras@dn
d R+8T d 1

E.L v,(T — T..)rdr = (T,, — TN)E[UALYL @0 (Adnr + R)dnT]
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d R+8T d 1 1
Ef v, (T — T.)rdr = (T, — T,o)E<U6ZA2f ¢ dny +U6ARf ¢0dnT>
R 0 0

aR(T, —T.) do

T 9
aRgﬂR_aRzaﬁ;unv—nJemTy+nﬂR_ T

R

Se proponen las siguientes formas para los perfiles de velocidad y temperatura:

v, r—R L r—Ry?
U 5@ _5@J

T—R,_P r—R1?
Ty—T. ' &)

Donde U es una velocidad de escala. Estos perfiles estan acordes con las condiciones de frontera y ademas son suaves en el borde de las
respectivas capas limites, es decir:

dv,
ar

aT

= =0
R+8 or

R+67

pero no se cumple que:
2
0°v,
or?

R

aunque estos perfiles en paredes planas han resultado sorprendentemente buenos [MILLS]

Llevando a las nuevas variables adimensionales estos perfiles son:

v, r—R

r—R7? 2
g—m[l—ﬁ] - ¢ =n1-n

T—T. [_r—ﬂz

T, —T.

5:(2) - 80 =1 -np)?

Sabiendo que

S5r = AS
y como
r—R
o)
r—R 7r—R

=5 " 86(2)

Dividiendo estas dos ultimas:

Tenemos que

n =Ang
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d fm& 2 d( U2s? b, s [

—_— virdr = — 6f¢ndn+RU5f¢> dn>

dz), 7 d o o

d R+6 d 1 1

Ef vzzrdr—d—{U 52J [n(l—n)z]zndn+RU26f [n(l—n)z]zdn}
R 0 0

d R+6 d 1 1

—f virdr ——{Uzzszf nz(l—n)4r]dn+RU26f nz(l—n)4d77}

dz Jp d o 0

d R+6 d

E,f vzzrdr—d—[Uzdz n3(1 — 4n + 692 — 43 +r]4)dr]+RU26f n%(1 —4n + 692 — 43 +r]4)dn]
R

d R+6 d

Ef vzzrdr—d—[Uzﬁzf (3 — 4n* + 6n° — 4n° +177)dr]+RU26f % — 4n® + 6n* — 4n° +175)dr]]
R

dfm 2rdr = 2 u252[ + i1 ] +RU26[ a1 o Zpey ] 7]1

dz ), Ver—d 2 77 n° 777 77 n®—n* 571 377 777 o

dede _d[U252(1 4+1 4+1)+RU26( 1+6 2+1)]
az), T T az 475 778 3 573

R+6 1 1
= U?82 + — 2
dz f frdr = (280 8"+ Tos RV ‘S)

R+6 1 1
f 9B(T — To)rdr = gB(T,, — To) (62 f Ondn + R(Sf Hdn>
R 0 0

R+68 1 1
[ ap - Trar =gper, - 1) [62 [ a=noman+rs [ a- nT)Zdn]

R

R+6

[ ap = toyrar =g, —Tm)[ﬁz fl(l—%)zndn+R6 fol(l—%)zdn]

R+6 TI TIZ) ]
T —Te)rdr = Ty — To) |62 1-2 d Ré —+—=d
L 9PT = Terdr = b )[ f( A+A2>n"+ f( Zataz)m

R+6 2 n3> ( r] 772) ]
T —Ty)rdr = Tw — T 52 —2— d R6 —+—d
fR 9B(T — T )rdr = g )[ f( )y + f 2240 ay

R+8 1 ) 1 2 1T
J gB(T—Too)rdr=gﬁ(Tw—Tm){62 [5 . _Zm A +R6[T7—n s
R

fR+693(T T,)rdr = gB(T, T)[Sz( §%+%é)+125(1—%+%i)]

dv,
oar g

RvU d¢ RuU d

=5 anl,” o dn[(l_n)]o

RvU

RvU
Rv = =21 - - 20 = nllo =

Para la de energia:
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d R+8T d 1 1
Ef v, (T — To,)rdr = (T, — T”)E<U62A2J. GOy dny +RU6AJ. ¢0dr;7~>
R 0 0

d

R+67
EL v, (T = T,)rdr =

1

d 1
=T~ To) - [U52A2 f n(1=m>2( —nr)’nr dny +RU5Af n(1-n)*1 - Tlr)zdﬂr]
0 0

d 1 1
= o|vee [ aneca - amc < npynr any +vsa [ anga - anyea = npan,|
0 0

d 1 1
= (T =) g |80 [ 30 = 2ny 4 0L = 20+ +RUSH? [ 1y 1= 201y 4 803~ 201 + )|
0 0

d 1 1
(Tw = To) o [USZASJ’ N3 (1 = 207 + 0% — 2807 + 4007 — 2803 + A*nF — 20703 + A*n})dny +RUSA? f ne(1 = 207 +nf — 2417
0 0

+ 4An% — 2403 + A*nf — 20703 + Azn%)dnr]

d 1 1
=Ty~ To) [U62A3J’ (% — 20} + 07 — 2403 + 4407 — 2807 + A%n7 — 20%03 + A%nf)dnr +RUSA? f (1r — 20§ +n3 — 24n3
0 0

+4An} — 2An7 + APn} — 20707 + Azni)dnr]

d 1 1 1 1 4 1 1 1 1 : 1 2 1 2
— _ el 203|283 24 4 05 ZAnd L SALS A5 L T A205 _ ZA2.6 4 T A2.7 2|22 2.3, -4 _ 2,3
= (T, Too)dZ{U(SA [3771" 2’IT+571T ZAnT+5AnT 3A71T+5A nr 3A 7IT+7A 77T]0‘|'RU5A [277T 37IT+471T 3A71'r

2 1 2 1 !
+ A 4__A 5+—A2 4__A2 5+_A2 5]}
nr 5 nr 2 nr 5 nr 6 nTo

=(T, T)d[UcSZN(1 1+1 1A+4A 1A+1AZ 1A2+1A2)+RU6A2(1 2+1 2A+A 2A+1A2 2A2+1A2)]
TNw Ty 3 2'5 2°'5 35 3 7 6

2 34 3 574" 75
d 11 1 11 1
= (T — Tw)— U52A3(———A —AZ) RUJAZ(———A —AZ)]
(T )dz[ 30 30" T105° )7 12 15" %0

L7 ol (T — T80y + T.] aR(T, —T.,) do
aR—| =aR—— —Ts w]| =————————
arly = epdn, NV T . 5 dngl,
aT| aR(T,—Ts) d Ll aR(T, — T.) 2aR(T, — Ts)
aRER_Td_T]T(l_nT) O_T[_Z(l_r]T)]lO__T

Sustituyendo estos resultados entonces,

La ecuacion de cantidad de movimiento

d R+6 R+6
—f virdr = J’ gB(T — T,)rdr — R
dz J, R

v,

ar g

con

210



dfm 2rd —d( L gz g RUZJ)
L T a2 \280 105

jm (T = T,)rdr = gB(T, )[52( 21 11) R6(1 1+11)]
i 9B w)rdr =gB(T, — T satane 1t3
R dv,| _ RuU
Vorl, " s
queda:
d( U28% + ! RU26)— (Ty — )[62( 21+11)+R5(1 1+11)]RUU
dz \280 105 =9hTy ~To 30442 27322)| 75
Y la ecuacién de conservacion de energia:
d R+67 oT
— T-T, = —aR—
dsz v, ( w)rdr aR = .
con
d (R+or d 1 1 1 1 1
— T —Ty)rdr == (T, — Te —[U62A3(———A —AZ) RU6A2(———A —Az)]
dsz ui( Jrdr == (T, ~To) 75 30 30 T105° )" 1215
ar| _ 2aR(T, —T.)
ol = AS
queda:
1 1 1 1 1 1 ZaR(T —Tw)
- 273 — A2 2( = _ ~az)| = =
(T [US A (30 30A+105A )+RU6A (12 15A+60A )] [ ]
d[U62A3(1 1A+ ! A2)+RU5A2(1 1A+1A2)]—2aR
dz 30 30 ' 105 12 15" 60 Y
El sistema de ecuaciones se reduce a:
Movimiento:
d( L pzge 4 - RU?S) = gB (T, T)[&Z(1 21+“) +R5 (1 1+11)] Rt
dz\280 105 9k @ 34 442 RS 5
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Energia:

d [U52A3(1 ! A+ ! A2)+RU6A2(1 ! A+ ! AZ)]—Z“R
dz 30 30 105 12 15" ' 60 T A8

Suponiendo que los espesores de las capas térmica, 87, e hidrodindmica, §, son proximos, es decir que las diferencias son despreciables,

8r = &, se tiene que A= 1, lo cual es valido para numeros de Pr cercanos a 1. Por tanto si A= 1, el sistema queda:

RvU

d/1 1 1 1
—(—0252 +—RU25) = gB(T, — Tw) (—52 +—R5) -~

dz \280 105 12 3

d( Lyt RUS) = 2aR
dz\105 30 I

Dividiendo cada ecuacién por R:

d (U5 U5 _ (T T)5+52 i
az\105 " 2808 ) = 9F(Tw ~To) 3 5

d (US + Us? _ 2a
dz\30 " 105R)~ &
Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con U y & como variables en funcién de z se resuelve por el método de

perturbaciones, donde estas variables dependientes se expanden en series de potencias alrededor de 1/R.

Esto se puede sustentar en el hecho de que este método se puede aplicar a cualquier ecuacion diferencial que contenga un parametro de

perturbacion, &, el cual podria aparecer en las condiciones de frontera. Dicho pardametro debe ser una constante positiva, tal que € «< 1.

En este caso dicho pardmetro es el reciproco del radio del cilindro, R, el cual se encuentra en el sistema de ecuaciones y en el condicién de

frontera, luego:

x| =

Que en las ecuaciones se observa:

d<U25 U?6%1 6 521> vU
6

2z\105 * 280 E>=9ﬁ<Tw‘Tw)<§+ﬁ§

az\30 T10sR) =5

d (UzY Us? 1) _2a
=6

Haciendo que R — oo, se tiene que el sistema de ecuaciones queda:

1 d 1 U
- 2 [— — -
105dZ(U 8) 3gﬁ(Tw T,)8 5
1d Ws) = 2a
30dz )= 5

Que son las ecuaciones que permiten encontrara Uy § para una placa vertical (KARLEKAR, MILLS).
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Se observa que si el pardmetro de perturbacidn tiende a cero, € = 0, se anula el efecto de la curvatura, lo que implica que, R — . El mismo
resultado se puede obtener asumiendo que el espesor de la capa limite, §, es pequefio comparado comparado con el radio, R, de tal manera

que la relacién 8/R también tiende a cero y los mismos términos del sistema de ecuaciones de conservacidn se cancelan quedando el modelo

de la pared plana vertical.

Entonces se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales con el método de perturbaciones en 1/R, lo cual requiere expresar la solucién de la

siguiente manera:

SR o2t o 1 11 1
U(Z)=ZE Un:Z<E) Un:ZFUnZU0+EU1+ﬁUZ+FU3+.“

< SRR 1.1 1
5= ¢ UH=Z(E) By = ) 2By =8y Oy b o By b By

1 L 1
8(2) :Zﬁ&' zzﬁfs,, =6+ 76

n=0 n=0

Esto es vélido como una aproximacion aceptable, ya que al aumentar n cada término siguiente va a ser mucho mds pequeiio. Es de esperar que

el primer término, en n = 0, sea de una pared plana ya que carece del parametro de curvatura, 1/R.

Estos desarrollos de U(z) y §(z) en serie de potencias con dos términos exigen averiguar los valores de Uy, U;, &,y &; .Para lograr dicho

objetivo se procede a sustituir estas expresiones en el sistema de ecuaciones de conservacion:
d U26+U262 = gp(T ) 6+ 52 vU
2z\105 T 2808 ) 9P~ T=) (3125 ) =5

d <U6 U52) 2a
—+ =

dz\30  105R) &

donde

1 v B
U= U0+EU1 y E:U = UO +EU1

1 s, o, 1,
[ 50+§51 y E=6 =~ 50 +§51

Multiplicando la ecuacién de movimiento por 8408 y la de energia por 2108. Llamando N, a la cantidad gB(T,, — T.,) , es decir, N =
gﬁ(Tw - Too)

d 3 70
5—(8U26 + —0252) =N (28052 + —53) — 84000
dz R R

P (7U6 2 USZ) = 420
dz R - @
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Reemplazando en la ecuacién de cantidad de movimiento las expansiones:

(330 2]

2

) ouz(

1 2
Uy +—U1)

1
Ug+=U; R

R

1 _\? 1
(5°+E61) =N 280(5O+E(sl)

2

70 1 \° 1
+7(60 +§51) —840U(U0 +§U1)

1 Nd[. [, 2 1 3. 2 ,
<50+§61)E[8(U0 + 2 Uly + = )<5o+ 61)+§(U0+§U0U1 = )(50+ 806, + 261)]
= N|280 62+—66+162 7—6 626 +—662+—63 — 840v U+1U
0 T 5001+ 17 R \% 001+ 570001 + 2301 ot Rl
1 \d 1 2 2 1
(50 +§51)E[8 (U 8y + Uy + 2 UpUsBy + o5 Uolsdy + 23 UZ 8y + =5 U 51)
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2
s (U0 8% + % U300, + U0 8% + = Ul 83 + U0U16061 5 UoUad? + 2 uzst+ U288, + oz U267
, . 560 280 , 210, 210, 70 8400
- N(28060 #2808+ 07 +750 + 888 + 0,6 +F51) —840vU, — — 2y,
1 \d 8 16 8 .3 2
(50 +Eal)d ( 380+ UBS, + U0U160 7 UoUsBs + 3 UF 8 23 URS, + S URSE + 2 U808, + =3 UFSE + = Ul
12 6 L3
+ 5 UpUsBo8s + o Upl0F + = U2}
L6 3 560N 2800, TON 210N 2100 ron 0w
2 2 2 2
U008, + =2 U7 51) = 280N62 + 22 8,6, + P8+ 8+ 5,67 + 5 8400, — —— U,
1 Lo 16 8 16 16 16 16 16 16
(50 + ﬁsl) (16U060U0 + BUES + = Uob U + 2 UFS] + = Ur8yUp + = UoBoUs + 2 Ul + 2 Us8,Ug + 3 UoBa Ui + 3 Ul
6 8 16
U8V + 25 UG + 2 a8,V
6 6 2 6 6 6 6 6 6
S URO + 2 UoBRU; + 2 3808 + 3 UoBoByUs + 5 U38,8% + = UGO8 + oo UodTUY + =5 U368 + 2o Us 83U + 2 Uod3Us
12 12
5 Vol 800 + 2 Us 808, U
12 12 12 L6 6 12 6 6 12 ,
3 UoBo8y U + 3 UgUs 8,85 + = Ul 8685 + == Ur87Uf + == UoBRU; + oz UoUsBy85 + o2 Un 03U + == UZ8084 + 2 Us 800, U]
L6 6 6 6
U, + - UZ88; + == Uy S2U] + 2 U2, 51)
L 560N 280N . TON ., | 210N 2100 ron v
= 280NGZ + 22 5,6, + R 25, + 52 + 84000y — ——2 U,
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277! 2 ! 16 1 8 2 ’ 16 277! 1 277! 6 ! 16 ! 16 1 16 1
16U83Ug + BUG 8085 +—- UoBo81Us + 3 UF 806 +—Us 83U + =~ UgS3U +— UgUs8685 + =3 Us806:Us + 23 UoBo1Uj + 73 UgUs 8085

6 8
=2 U183 U; + 25 U288

6 1 8 2 ’ 6 3777 6 20201 12 6 6 28281 6 277! 6 2 1
+ 25 Us8o81Uj + 75 UF808] + 2 UoB3 U + 3 US 63 8% + 5 Ug8381Uf + 5 U3 80818) + 5 UF 8381 + o3 UgBo87Ug + o5 U3 6,815

6 3771 6 377/ 12 2 Q1
+ 3 U183 U§ + o3 UoB3 UL + 23 U U1 635

2 o120 12 12 ) 6 6 Lo 12 6

+ 25 Us8301U5 + 5 UoB301U5 + 5 UolUs80818) + 5 UoUs 8301 + g Ur8082Uf + o UoBoS2Us + 1 UoUs 868165 + 5 U 83 U5
, 12 L6 L6 6 6 Lo
VL8384 + g Ur830,U5 + o U780818) + o U638} + 2 Ur8002US + 5 U7 608165

16 8 16 8 16 16 , 16 %
o+ UoBoB1Ug + 2 UG 8165 + 255 UoSEUG + oz U3 6181 + 23 U18681U3 + 25 UoBoB1Uj + o5 UoU3 81685 + o Ur 87U + o3 Us7Uf

16 16
R3 — UyU;6,61 + 3 U16806,U;

6 12 6 6 6
UG 800185 + 7 UoBoB8E UG + 5z UG 8185 + 13 U3 808181 + 7 Uod: Up

8 2 6 2
UE6,8] + o5 UoS38:U3 + 2

8 2 16
U1515o U151U1 R*

R
6 2 6 4 6 2 ’
+ o7 USO8} + o5 Ur838,U + 75 U85 8, U

2 12 12 2, 12 12 6
R —3UoU1808,8¢ + U15061 Up + R —Up6,01 U5 + 7 UoU, 62684 + U0U1505161 U161 Us + U061 Ui + 75 UoU, 626,

6 2 1 6 2 12 6 2 6 2 6 20281
o Un838,Uf 7 UF808165 + 2 Us 087U + oz UFSTS; + 25 UR8,876 + 22 Uy 8TUf + =z UF87o]

280N 70N 2101v 2101v 70N 840v
87 + 63 + 25, + 50082 + ! ~840vU ———U;

N
= 280N6&2 + 5oy +

Organizando de acuerdo a las potencias de 1/R:

16 8 6 16 6 6 . b 6
(16U083 UG + 8UF8085) + - Uo8ody U + 2 U 8085 + —-Us83Us + —-UoS3Uf + - UUs808% + 1 UoS3 U+ U3 63.8% +—- UnBod1 U

U§s:8,

6 , 16 . 16 16 8 12 6 6
2 V1808003 + 253 UoBoB1 U + 15 UoUs808] + o Ur83US + 2 UZ083 + 25 UoB381U3 + 25 U 808185 + 75 USS301 + 75 U1 63U

2 16 8 16 16 , 16 6
UoU, 8268 + U051 Ug + UO 6161 + U16061U0 7z Uy6,6,U; + R — UyU, 6,80 + U050 6,Uq

6 377
+ o3 UoB3 U + 75

6 2 !
+ o3 U3 806,65

6 , 8 6 6 12 L1212 12 6
75 U10081U] + 5 UF868] + o3 UoBo87Uf + o3 U3 606187 + 5 U18361UG + 5 UoB581U; + 755 UoUs 868165 + 755 UoUs 8367 + 25 Us 83U
6 28281 16 277! 16 2777 16 ’ 16 ’ 8 2 ’ 2 277! 202 1
+ 53 U8660 + 53 U161Ug + g UybiU; + g UgU,6,61 + 7 U,600,U; + g Uié,60 + g U606 Uq + 7 U5bid,

2
UgUy 808,68,

6 6 6 2 ,
U0505151 U15051Uo 3U05051U1 R3

R
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6 277! 6 2771 12 1 12 2 ’ 6 2 ’ 6 2828/ 16 2777 8 2 ’ 6 37!
+ g U800 UG + 27 UoBoS7US + 23 UoUs 800181 + 7 Ur830,UL + 7 UP808:8) + mg UPS36] + = UsOPUS + -3 UZ818] + 27 UoSPU3

6 28281 12 277! 12 277! 12 291 12 ’ 6 2 ! 6 2 ’
+ FU" 676 + FU15051 Ug + Fuoaoal U + FU0U151 6y + FU0U1605151 + FUNSO 6,U; + FUI 800160

6 2762 ’ 6 376 3112 2112 21622162 216 3777
Fulaoal Uj + 25 Ui 808,61 + Eulsl U +EU051 U, +FU0U151 81 +FU16061 Ui + 25 Ui 8268, + 25 Ui 5,625, +FU161 U;
6
+—U2?6%6;
Re 10191

, . 560N 70N , 840v 280N , 210N ,_ 210N _ _, 70N
=280N60 +T6061+T50— R U1+ R2 61+ R2 5051+ R3 5051 +F

53 —840vU,

Se factoriza por potencias y como aproximacion se desprecian las potencias de 1/R, para las cualesn > 2

(16U,62U4 + 8U265,55)

1
+ 1 (16U808, U + BUS 8,87 + 16U, 63Ug + 16UaS3U; + 16Ul 8085 + 6Uo83Ug + 6UFE56; + 16U0808,U

1
+8U8,87) = (280N —840uU;) + = (S60NB,0, + TONSF — 840U, )

Igualando las respectivas potencias, se obtiene:

16U,82U) + 8UZ8,8} = 280N52 —840uU,

160,808, U}) + BUZ 8,8] + 16U, 82U} + 16U,62U; + 16U,U, 8,64 + 6U,63U4 + 6UR626, + 16U,8,6,U, + 8UZ8, 6}
= 560N8,8; + 70N53 — 840vU,

Simplificando,

1
o 2U,62U} + U25,64 = 35N82 —10500,

1

= 8Uy 808, U} + 4U2 8,8, + 8U, 82U + 8U,62U; + 8UU, 808} + 3Ua83U4 + U628} + 8U,808,U, + 4UZS, 6}

= 280N5,6, + 35N83 — 42000,

De la misma manera, ahora se reemplaza la serie de potencias en la ecuacion de energia:

P (7U5 42 USZ) = 420
dz R - @

1 .\d 1 1 2 1 1.\?
(50 +§51)E 7(U0 +§U1)<50 +551)+E(U0 +EU1)<60 +E51) =420a
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1 1 1 1 2 2 L2 1,
(50 +§51) [7(U060+ UoB, + % UnBy + ulsl) (R Uy +ﬁul) (50 200, +F’Sl)] = 420
d 7 7 7 2 4 2 2 4 2
(50 il 51) - (7U060 2 U8y + 2 Uy + =3 U8+ 2 UoBF + 3 UoBoBy + 203 U7 + 203 Ur85 + 25 Us 8oy + U161) = 4204

1 ’ 4 7 ’ 7 ’ 7 ! 7 ! 7 ’ 7 ! 2 277! 4 i 4 ’ 4 ’

<60 + E‘Sl) ( 780Ug + TUoSh + 781U + 2 Uodi + 5 8Uf + = Us 85 + 755 81U + 75 Us o] +E§0U0 + 7 UoB08% + 75 6001Uf + =3 Uo16
4 ! 2 277 4 ! 2 2777 4 ! 4 ! 2777
+EU06061 +F51 Uy +FU06161 +ﬁ50 Uy +ﬁU15050 +F6061U1 U16160 U16061 461 U;

4
+ U15151') = 420a

1 4 ’ 7 4 7 ! 7 ’ 7 ’ 7 ! 7 ! 2 277! 4 ’ 4 I 4 4

(50 +Eal) ( 78Ug + 70085 + 5 8:1Up + £ Uo81 + 5 8oUs + 2 Us8o + 17 61U1 + 25 Us1 + 585U + 1 Uo8085 + 17 8061Uo +on515o
4 ’ 2 277! 4 i 2 2777 4 I 4 ! 2777
+ FU06061 + F(Sl Uy + FU05151 + ﬁ‘so Ui+ FU16060 + F5051U1 U16160 U16051 R 61 Ui

4
+ g U1615{> = 420a

27117 4 7 ’ 7 ’ 7 2777 7 4 7 ’ 7 ’ 2 371 4 281 4 2 ’
783U + TUg 8085 + 5 8081UG + 7 Uo 8687 + = 83U +EU16060 + 153 0001 Uf + 13 V18087 + 2 83U + 7 UoB3 65 + o3 638,03
2 2777 4 ! 2 3777 4 281 4 2 ! 4 1
U0605160 U060 61 + e 6051 Uy + g Uy8y6,6; + R SoU; + R U,6580 + 7 656,U1 + g 6001U; 8,

4
+ F&?Ul(s{ + ﬁaoafu{ + Fulaoals{

7 2 ! 4 4 4 27!
U,6,61 + 25061U0 +ﬁU0606160 +E5061 Uy

7 277!
Us,6% + 3 5205 +

7
Upb181 + 25 6081U3 + 5

7 ! 7 ! 7 277!
+ E6051U0 + EU05150 + —261 Uy + R2

2 4 4
UD(YlZ(SO U0606161 4513U6 +FU051261, +ﬁ6§§1U{ + FU1606166 + Ft?o(?le{ + ﬁUlt?lZ&é
4 / s, 4 257
+FU1605151 + Fdl U1 +FU151 51 =420a
Organizando por las potencias de 1/R:
277! ’ 7 ’ 7 ’ 7 2771/ 7 I 2 377! 4 2901 7 ’ 7 ! 7 ’ 7 ’
78§Uq + 7Uq 6¢6¢ +E 606,Uq +—U0 6001 +—§0 Uy +—U15060 +E§0 Uy +EU060§0+ 55051110 + EU05150 + ﬁ6o6lU1 +ﬁU1606l
4 2 ! 2 3777 4 281 7 277! 7 1 7 ’ 7 r
+ ﬁz?o(Yon U06D§160 U060 6 + R 60 Uy + ﬁUlﬁo 6y + ﬁﬁl Uy + FU06161 + F5051U1 + ﬁUﬂsﬂso

2 2 ’ 4 ’
+ 77058105 + 755 UoBo816

2 277! 4 ! 4 2 ! 4 4 4 2 ! 7 2777 7 ’ 4 277! 2
+R3 6067Uqy + g Up6y6,6; + e 656,U;1 + g 8p6,U 80 + g 66U, 61 + e 67U; + g U,6,61 + g 6067 Uqy + g U061 8o + U0605161
2 2 ’ 4 ' 2 2771 4 ’ 2 3771 4 287 4 2771 257
+ 75 03 01U] + o3 U1808185 + 77 8087 US + o Ur800187 + 27 87UG + o UoB781 + 27 8062U5 + FUlfs1 8

4 ! 2 3771 4 291
+ F U1506161 + ﬁz?l U1 + F U151 51 =420a
Se factoriza por potencias y como aproximacidn se desprecian las potencias de 1/R, que corresponde an > 2

1
783U + 7Uq 8,84 + E( 7808,U§ + TUqy 8081 + 782U7 + 7U18,84 + +283U5 + 4Uo828+ 78,6,Uf + 7U(8,8¢) = 420a

Igualando las respectivas potencias, obtenemos:
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7808,U§ + 7Uqg 8081 + 783U1 + TU18,84 + 283U + 4U82 8+ 78,6,U4 + 7Uo6,55 = 0

Simplificando,

0

| =

—: 82U+ U, 8,6) = 60a

1
T 7806,U¢ + 7Uq 8481 + 782U7 + 7U18,84 + 285U + 4U82 84+ 78,6,U4 + 7Uo8,84 = 0

Resolucién del sistema paran = 0

1

RO
Cantidad de Movimiento

2Uo88U§ + UE5,6 = 35N8§ —1050U,
Energia

82U + U, 8,6 = 60a

Es claro que este sistema corresponde a una pared plana, que no contempla el efecto de la curvatura; como en ese caso comiUnmente se hace,

se supone una solucion de prueba que corresponde a variaciones de la ley de potencias para U y &, de esta forma:
Uy = Apz™
8y = Byz™

Cuyas derivadas respectivamente son:

Uy = Agmz™ 1

8o = Bynz™!

Donde A, By, m y n son constantes a determinar.

Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de orden cero para el pardmetro de perturbacion.
En la ecuacién de movimiento:

2Uy 82U} + U25y8} = 35N82 —105vU,

2(A0z™)(Boz™)?(Agmz™ 1) + (Ag2™)?(Byz™) (Bynz™ 1) = 35N (Byz™)? — 105v(4,2z™)
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2mA3BEz¥m+In-1 4 nAZB2z2m*2n-1 = 35NBZz*" — 105v4,2z™
En la ecuacién de energia:
S2UL + Uy 8,65 = 60a
(Boz™)?(Agmz™ 1) + (Ag2z™) (Byz™)(Bynz™ 1) = 60a

AoBémz™*t2"1 4+ A BZnz™*?""1 = 60

En estas ecuaciones la potencia de z debe ser idéntica en todos los términos lo que lleva a tener un sistema de ecuaciones en el cual se puedan

hallar los exponentes m y n:

2Zm+2n—-1=2n=m

m+2n—-1=0

Que se resuelve satisfactoriamente para

Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones para encontrar los coeficientes Ay y By:

Momentum:
1 2pR2 21+21—1 1 2p2 21+21—1 2 2l 1
Z'EAOBOZ 272 +ZAOBOZ 27°47" = 35NB§z"4 — 105vA,z2
AZBZZ% +1AZBZZ% = 35NBZZ% — 105vA Z%
0Bo 3 0bozs = 0 0
5 2p2 2
ZAoBo = 35NBj — 105v4,
A3BZ = 28NBZ — 84vA,
Energia:

1

1 1 1 1,.1
AyB2 -Ezz”r1 + AgB2 -sz”rl = 60a

1 1
5 AoB3z" + 7 4B - 2° = 60a

EAOBS = 60a
4
AyB¢ = 80a
Resolviendo el sistema:
A3BZ = 28NBZ — 84vA,

A,BZ = 80a
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Despejando B, en las dos ecuaciones e igualando:

84v4,  80a
28N — A2 A,

Despejando 4y:
84vA% = 80a(28N — 43)
21vA3 = 20a(28N — A2)
21vA% + 20aA% = 560N«

, _ 560Na
07 21v + 20a

Amplificando por v 2/21a y recordando que N = gB(T,, — Tw,)

,_ 560Na v?/2la
° 7 20a +21v v2%/21a

5600 2 gﬁ(T\l/\}/ 2_ Too)

21(37+3)

L

_ (80 20 w gB(T w)
4o ?"(E“LE)
En forma aproximada:
20 Tw — T
~ 5.16400 (— ) [gﬁ( )]
21 «a

Como se muestra en KARLEKAR

Ahora buscando el valor de B, en
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| 80a

B, =
@y ey

43802 jan3 20 v\E[gB (T, —Tm)
o= 780 (U)Z<H+_)[ ]

1
B, = V210 (2) 2(2%) |60 1) -m]

O aproximadamente segun Karlekar:

1 _1 1
20 n\*[gB(Tw — To)| * v\ 72
By ~ 3.9360 (H + E) [T )

De esta manera las expresiones para Uy & son

m_ |80 (20 v 9B (T, —Tm) % 20 v 9B (T, —Tw) 20 v gB(T,, —Tm)zzz
G N o BRI e R R

1 1
8o (20 U)_7 gB(T, — T.)z%2 1
=3\ ve Z

Donde
v
Pr=—
a
G _gﬁ(Tw_Too)Z3
Iy
Asi:
1
80 (20 2 1
Uy(2z) = ?v(ﬁ+Pr) Grz;
Y
8y = Byz™
120 w\i[gB(T, —T.)] 120 w\i[gB(T, —T.)]F
_ 2 2_7_ 24.9 w~ Lo 1_4/—2_7(_ 2)49 w ™~ Lo lz
8 = 240(0() (21+a)[ v? ] = 240(11) 21+0c [ v? ] = z
N3 120 %gﬁ(T ) 120 u\i[gB(T, — )7
4 2 oo 2 w~ loo
= 4240 (= (—) G-t 0—( _)7
(a) 21+0( [ ] z (0{) 21 v 2

1

20 1
80(2) = V240Pr™ 2( 51 +Pr) Gr,*z

Bl
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Resolucién del sistema paran = 1

1

RY
Cantidad de Movimiento

8U, 808, Ul + 4UZ 8,6, + 8U, 82U + 8U,62U, + 8UoUy 808} + 3U,83U) + 3UR28} + 8Uy8,8, Uy + 4U25,6))
= 280N§,5, + 35N83 — 42000,

Energia
7808,U4 + 7Uq 8001 + 782U + 7U1 8084 + 283U + 4U 6884+ 78,8,U + 7U8,8, = 0

Es claro que la resolucion de este sistema ya sera una primera aproximacion al efecto de tener una superficie curva para el cilindro, de la misma

manera se supone como en el anterior caso una solucién de prueba U; y §; en modelo potencial teniendo ya conocidas Uy y 6,

U, = A 2P
6, = B,z
Cuyas derivadas respectivamente son:
Uy = A;pzP~!
8 = Byqz97t
Donde A4, B;,p y q son constantes a determinar.
Resolviendo el sistema de potencia cero se encuentra que:
1
Uy = Apz2
1
8y = Byz%
Derivando:
U 1A 2
==Ayz
0 2 0
1) ! Bz~
= — Z 4
o =7Po

Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de primer orden para el parametro de perturbacién.
En la ecuacién de movimiento:

8Uy808, U} + 4U2 8,8, + 8U, 82U, + 8U,62U; + 8UoUy 8084 + 3UaS3UY + 3UZS28} + 8Uo8y8,Uf + 4U28,5)
= 280N5,8, + 35N 83 — 42000,
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1 1 1 1 1\ 2 1 12 /1 1 1 1\2
8 (Aozf) (BOZZ) (B12z%) (5 AOZ_?) +4 (Aozf) (BOZE) (B1qz% 1) + 8(4,2?) (BOZE) (EAOZ_f) +8 (Aozf) (BOZZ) (AypzP~1)
1 1\ /1 3 1 13 /1 1 1\2 12 /1 3
+8 <Aoz§) (A,2P) <BOZZ) (Z BOZ_Z) +3 <Aoz§) (Bozi) <EAOZ_7> +3 (Aozf) (BOZ?) (Z BOZ_F:)
1 1 1 1 1\2 1 _3
+8 (AOZ?) (BOZE) (B12z%) (EAOZ ?) +4 (Aozf) (B12%) (ZBOZ 4)

1 1\3
= 280N (Bozi> (B,z%) + 35N (Bozz) —420v0(4,2?)

1 1 3 3 3 3 1 1
443ByB,z%%% + 4A%B,B,qz%*% + 4A,B3A,zP + 8A B3 A,pzP + 2A,B3A,zP + EAngzZ + ZAﬁBSzZ + 4A%B,B, 2% + AZB,B,z"%

1 3
= 280NB,B,2z7*% + 35NBjz% — 420vA, zP

1 1 3 3 1 1
1642BoB,2%"% + 16B,B,qz%"% + 164,B3A,2° + 324,B3A,pz” + 8A(B3A,z” + 6A%B32% + 3A3B32% + 16A3B,B 2977 + 4A3B,B,z1*%

= 1120NBOBlzq+% + 1401\/332% — 1680v4,z?
49 + 4q)A§BOBlz"+% + 8(3 + 4p)A,B3AzP + 9A§Bgz% = 1120N1£?01£?1Zq+4l - 1680vA127’+140NBS’Z%
En la ecuacién de energia:
7806,U4 + 7Uq 8o81 + 782U + 7U1 8084 + 283U + 4U 85884+ 78,6,U§ + 7U(8,85 = 0
7 (BOZ%) (B,z9) (%AOZ_%) +7 (AOZ%) (Boz%) (ByqzT™H) +7 (BOZ%)Z (AypzP™) + 7(A,2P) (BOZ%) (% BDZ_%) +2 (BDZ%)3 (%AOZ_%)

1 1\2 1 3 1 1 1 1 13
+4 (AOZZ) (8024) (Z BOZ_4) +7 (3024) (B12%) (EAOZ_Z) +7 (AOZZ) (B12z%) (ZBOZ_‘l) =0
1 1 17 1 1 17 17 1
5 AoBoB 2" % + TAgBoB1qz" % + TBApz" 2 + 7 B Az Z + AoB3z + AgByzt + 5 AgBoByz" 78 + 7 AoBoByz" T = 0
1 1 1 1 1 1 1 1
14A0ByB,2%7% + 284ByByqz" 5 + 28B2A,pz" 2 + TB2A, 2777 + 4A,B32% + 44 B37% + 14A,ByB,29 3 + TA,ByByz7 3 = 0

1 1 1
7(5 + 4q)AgBoB,z% T + TB2A, (1 + 4p)zP 2 + 84,B3z3 = 0

La dependencia de z se elimina en estas ecuaciones si los exponentes p y q si cumplen que:

13
qa+z=p=7

ENEN

)
|
|
Il
=
|
N =
Il
E

Que se resuelve satisfactoriamente para

p:Z’ q=

1
2
Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones para encontrar los coeficientes A4, y By:

Momentum:

1 1.1 3 3 3 1,1 3 3
4 (9 +4- E) A%BOBIZ?Z +8 (3 +4 Z) AOBgAlzZ + 9A530321 = 1120NBOBlzf+Z - 1680UA121+14-0NBSZZ
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44-A%BOBlz% + 48AOB§Alz% + 9A(2,BSZ% = 1120NBOBlz% - 1680vAlz%+ 14-0NB§Z%
Si AyBZ = 80a tenemos:
44A2B,B, — 1120NB, B, + 48(80a)4, + 1680vA, = 140NB3 — 9A2B]
44A2B,B, — 1120NB, B, + 384024, + 168004, = 140NB3 — 9(A,B2)AB,
4B, (1142 — 280N)B, + 240(16a + 7v)A, = 140NBE — 9(80a)A, B,
240(16a + 7v) A, + 4B(114% — 280N)B; = 140NB3 — 720ad,B,
60(16a + 7v)A; + By(1142 — 280N)B, = 5By (7NBZ — 36a4,)

Energia:
1 11 3\ 3.1 1
7 (5 +4 -E) AyByB,z27% + 7BZA, (1 +4- Z) 282+ 84,B3z2=0

49AoBoBlz% + 283§Alz% + 8AOBSZ% =0
49A,B,B; + 28B2A; + 8(A,B3)B, = 0
28BZA; + 494,B,B, = —8(80a)B,

28ByA; + 49A,B; = —640a

Resolviendo el sistema con incégnitas A; y By:
60(16a + 7v)A; + Bo(1143 — 280N)B, = 5B,(7NBZ — 36a4,)

28ByA; + 49A,B; = —640«

Por la Regla de Cramer (determinantes):

60(16a + 7v) B,(11A% — 280N)

A= 28B, 494,

= 494, - 60(16a + 7v) — 28B, - By(1142 — 280N)

A= 28[1054,(16a + 7v) — B2(114% — 280N)] = 28[1680ad, + 73504, — 114A2BZ + 280N B2]
A= 28[1680a4, + 73504, — 11(80a)A, + 280NBZ] = 28[1680ad, + 735vA, — 880a4, + 280N BZ]
A= 28[800aA, + 73504, + 280NB2] = 28 - 5[4,(160a + 147v) + 56N BZ]

A= 140[4,(160a + 147v) + 56NBE]
80a
A= 140 Bz (160a + 147v) + 56NB2
0

_ 1120

A
B§

[10a(160a + 147v) + 7NBE]

Si:
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21"« v?

po =7 (%) (2 E)% e Tm)]‘%

B =240 (

a)z (ZOa + 21u) v?

v 21a ) gB(T, — Tw)

(T, —T.)B% = 240(12 (20a+21u) )
gﬁ w /20 — 1)2 21a v

7NBE = 80a(20a + 21v)

Entonces:

1120 11200
A= 72 [10a(160a + 147v) + 80a(20a + 21v)] = 52 [@(160a + 147v) + 8a(20a + 21v)]
0 0
11200« 11200
A= B2 (160a + 147v + 160a + 168v) = 52 (320a + 315v)
0 0

56000
A= —— (64a + 63v)
By

_ |5Bo(7NB} — 36ad,) By(1143 — 280N)

A4y —640a 494,

=494, - 5B, (7TNB2 — 36aA,) — (—640a)By(1142 — 280N)

AA; = 5B,[494,(7NBZ — 36a4,) + 128a(114% — 280N)] = 5B,(343NA,BZ — 1764aA% + 1408aA3 — 35840Na)

AA, = 5B,[343N(80a) — 3560 A2 — 35840Na] = 20B,[6860Na — 89aA2 — 8960Na]

2

2
80a
AA; = —20aBy (8942 + 2100N) = —20aB, [89 (B_) + 2100N
0

6400a? 2000aB,
AAy = —~20B, |89 - —— + 2100N | = —=—— (5696a* +3 - TNB{)
0 0
2000a , 16000a?
Ay = ———[5696a” + 3 - 80a(20a +21v)] = ~——3—[712a + 30(20a + 21v)]
0 0
16000a? 16000a?
AAy = ————(712a + 600 + 630v) = — ———— (1312a + 630v)
By Bs
32000a?
AAy = — 25— (656a + 315v)
BO
2 _
AB, = |00(16a +7v)  SB(TNBG = 36@A0)| _ 6404 60(16a + 7v) — 28B, - 5Bo(TNBE — 36ad,)

28B, —640a
AB; = —20[1920a(16a + 7v) + 7B2(7NB2 — 36aA,)] = —20[1920a(16a + 7v) + 7 - TNB¢ — 252a4,B2]
AB; = —20[1920a(16a + 7v) + 7 - 80a(20a + 21v) — 252a(80a)] = —20 - 80a[24(16a + 7v) + 7(20a + 21v) — 252a]
AB; = —1600a[24(16a + 7v) + 7(20a + 21v) — 252a] == —1600[384a + 168v + 140a + 147v — 252a]
AB; = —1600a(272a + 315v)
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De esta manera:

3200042
LM TR (656a +3150) 4 (656 +3150) @ 4(656a +3150) a
=2 S e__1
A 560320a (64 + 630) 7 (64a + 630) By 7 (64a +630) B0z
0

0

1
4 (656a + 315v) 1 ;a\2 1 (656a + 315v) 1
17 777 (64a + 63v) Z(E) VAo = 24

T7VE (64a +630)

V5 (656a + 315v) 1
=2 T g
1= T35 (64a + 630) VAo

AB;  —1600a(272a +315v) 1 (272a +3150) ,

By=—1= =T g
A 56(;20a (64a 1 630) 35 (64a + 63v)
0

_ (272a +315v) _,
17 (64a+63v) °

Numero de Nusselt

Un balance de calor en la interfase, r = R, proporciona:

que sale por = que entra por

Flujo de calor < Flujo de calor >
conduccién por la pared conveccién al fluido

Qcona. | R Qconv.

kAW|—MG T.)
2 orl W

Despejando h:

ki oT

h=- —
Ty — T OT

R

Del perfil parabdlico de temperatura asumido tenemos:

T—Tw_[ r—Rz_[l r—RY
T, —To s AS(2)

Como se asumié que A= 1y despejando T para derivar parcialmente respecto a la coordenada radial

T=(TW—T°°)[1—%]2+TOO

e -ma(a- ) - -5

Evaluandoenr = R:
aT
oar

) _ _2(TW6— Tw) (1 _ R ; R) _ _Z(Twa— To)

226



Entonces el coeficiente de transferencia de calor queda:

hz_Tw—TwERz_TW—Tw

ke 0T ks [_ 2(T,, — Tm)]
Se habia aproximado que
1
6(2) = 8y + E6l
Donde se encontro:
1 1
8y =Bygzt+ y 6, =Bz
Asi:
1 1 1
§(2) = Byz* + EBlzf

Por tanto el coeficiente local de transferencia de calor sera

o2 2k;
1
Boz4 +z 8122
con los valores de
5 L @72a+3150)
17 35 (64a+63v) °
2ky 2k;
h =T T @2a+350) 1771 1 (272a + 315v)
1 | \efaer T OYOY) p2 5 7 _ \e/att T OOV
Boz% + 5|~ 35" (640 + 630) BO]ZZ Byz* [1 35R " (64a + 63v) Buzt
como
1
_ 4 U\T2 20 ) gB(T _Too)
B, = \/240(a) (21+a [
.
2
b= 2k (5)
1 1 1
9B(T, —Tm)] 1 (272a +3150) v\2(20 | v z[gﬁ(TW—Tw)] 71
V220 (37 [ 117 3BR (64a r630) V240 & G+ V2 z
ol
2
h= 2k (5)

1
1 (272a + 315v) m(g) 2

m(i?*’ ) [M] z 42} T 35R (64a + 63v)

[yﬁ(T ~T.. )] ; 4Z§

2k

h= . _ -
4 V)2 v\t [gB(Ty, — Tm)z3]_Z _ 1 (272a +315v) 4 v\72 (20
V210 (3) * (71 +2) [ V2 =38R (6da + 630) V240 & G

2 ety
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1 1
2k;Pr2Gr}

20 i /240 (272 + 315Pr) , 1,20 4
V240 (57 + Pr) z{1- Priz(37+Pr) 6r,*z

h(z) =

™

21 35R (64 + 63PT) 21

Por tanto el Nusselt local serd

1 1
NiL = h,z 2k PraGr} z
“T _W(QHJ )% | V20 (272 4+315P1) SIC )%G ke
2171T) 2 35R (64 +63Pr) | \21TT) U 2
1 1
2Pr26r}
Nu, =

1 1
4 20 i {240 (272 + 315Pr) 1,20 i -1
V240 (37 + Pr) {1_ 35R (64 +63Pr) | 2(zg+Pr) Gr,'z

Para hallar ahora el Nusselt promedio requerimos encontrar el coeficiente promedio de transferencia de calor por el teorema integral del valor

medio, de esta forma:

-1
h=1 ) heydz
1t 2k 2, [t 1
’l=zf T 1% | i ¥
0 Byz% + 5 B,22 0 ByzZ(1+ 5ptz%
R
Definiendo
1B,
" RB,

_ 2kt 1
h=ﬂf PR
0 024(1+az4)

Resolviendo la integral indefinida

INTS

1 1 1
f T dz=f ~—dz
z (1 + azi) (1 + azz) z4

Por sustitucion:

1
u=1+az*
d ! _Ed

u=—-—qaz 4
2 z 4dz

De donde se despeja dz

4 3
dz = —z4du
a

1
Se divide por z4:
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1
De la sustitucion despejamos zz:

Asi el diferencial queda:

Entonces sustituyendo

1
u=1+az%

1 4 u—1\2
—1dz=—( )du
= a a

Z4

en la integral se tiene:

1 14 u—1\° 4 (ut-2u+1 4 ((ur 2u 1 4 1
fﬁdz=f——( ) du=—3 7(111.:—3[ —_——t - du=—3f<u—2+—)du
( ) ua\ a a u a u u u a u

z4 |1+ az%
]+c

2 1 1 1
]+c=§[a222—2az4—3+21n|1+az4

411 4 (1 1\?2 1 1
:—[—u2—2u+ln|u|]+c:——(1+az4) —2(1+az4)+ln|1+az4
a’l2 ad|2

2 1,1 1 1
=—3[1+2az4+a222 —4—4az4+21n|1+az4
a

]+c

Retomando el problema inicial:

— 2k (* 1 2k 2 1 1 1t
h=—- ﬁdz=——3[a222—2az4—3+Zln|1+az4]

BoL Jo Zi(1+a23) Bola 0
_ 4k 1 1 1 1 1 1
h=a3BL[(azLZ—ZaL4—3+Zln|1+aL4)—(az-02—2a-04—3+21n|1+a04)]

0

— [ZL% 2ali -3+ 21 ‘1+ Li +3]— Hy [ZL% 2ali + 21 |1+ L%]
= FBL a a n a = BBl a a n a
Con
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1B
" RB,

h
a®B,yL

1 1 1 4k 1B\ 1 1B\ 1 1B, 1

azLZ—2aL4+Zln|1+aL4]:1B—3 (EB_) Lz—z(EB—)L4+21n 1+EB_L4‘
— 21 o 0 0

(RBO) BoL

) % z(lBl)L%+21 ‘1+IB Lz
RB, "I*TRB

11]
0

Fo 4k;BSR? [(1 Bi\?

B}L [\RB,
- 4BSR® 1B} 1 4kBIR*2B, 1 4k:BR® 1B, 1
£20 1 fP0 1 i) 1,1
h=— Sy e e e 1 |1+——L4|
BL R2BZ B’L RB, BL "I T RB,
—l 2 —2 2p37-1
P 4keRL™2  Bk;BoR’L™*  BkBIR’L ln|1 +1EL%
B, B? B} RB,
Si
5o L (272a + 315v)
17735 (64a + 63v)
1 3 1 (272a +315v) p,
i 4k;RL™2 8keByR*L™% _+ 8k;BiR3L™? - 1735 (64a + 63v) ° Li
= nl1+=
1 (2720 +3150) po [ 1 (272a +315V) p, ] 1 (272a +315v) p, ] R By
"35 (64a+63v) ° |35 (64a +63v) -0 T35 (64a + 63v) O
P _1s00. g 0AETE3 1o RZ( 64a + 63v )Z 1
== o9 1+ 2168, f 27970 + 21, . 3
272(JL+3151JB2L2 272a + 315v BgL?
280k R3< 64a + 63V )3 1 ml1 - 1 (272a + 315v)
1 \272a +3150) BIL' |~ 35R (64a + 63v)
donde
1
— N7 (20 v\%[gB(T, —Tm)
Bo 240() (21 E)[
El Nusselt promedio sera entonces:
a hL Laop g AT 1o o ( 64+ 63V 21
= = o s o s 1)
ke 272a+315vBozL% 272a + 315v BO3L%
280k Rg( 64a + 63v )3 1 1 (272a+315) o 1] L
7 \272a + 3150/ BEL™ 35R (64a+63v) ° ||ks
Wi 140 51263 1 9300R2( 64a + 63v )2 1 280R3( 64a + 63v )3 1 1 (272a+315v)B o
"= 272a +315v gz, 1 272a + 3150/ g3, 1 272a +315v) Bt " 35R (64a + 63v)
0 0

una expresién mas sencilla consiste en tomar el valor promedio del coeficiente de transferencia una aproximacién para el logaritmo natural, y

retomando:

4l

h=
a’ByL

1 1
a’lz —2al% + 2In |1 +al?

il
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Si se tiene que

had -1 n+1 1 1 1
In(1+X) = E LX"=X——X2+—x3——x4+-~-
n 2 3 4

Para|X| <1

Aplicando esto a:

1
ln|1+aL?

Si

1
|aL4 <1

1B, 1
|——L4 <1
RB,

B2| 13| <1

1 1 (272a + 315v)
RB, " 35 (64a + 63v)

1 (272a + 315v)

_ <1
35R (64a + 63v)

B, L

1
1 (272a + 315v) , u\TZ2/20 v gﬂ(T —Tm)
P - § — I T Jrew %7 <
35R (64a + 63v) 240((1) (21+a) L4 1

1 (272 +315Pr), 1720+ 21Pr\ g[z’(T —Tw) 3
_ <
35R (64 + 63Pr) " 2HOPT 2( 21 ) s

1
L (272 +315Pr)+[80 _1 9B(T, — TP *
35k (64 + 63PT) /— rh0 + 21P)} [7 <

1 1

L 47 (64 + 63Pr)Pr2Gr %
R <35 30 1
(272 + 315Pr)(20 + 21Pr)%

Bajo este criterio se expresar que:

2 4

( 1)n+1 l n l 1 l 1 l 3 1 l 1 l 5
Z (“L‘*) =““‘5(““) +§(““) ‘z(““) +§(““)

Aproximando a los cuatro primeros términos:

ln|1+aL4

4
D™t n 11,11 .3 1
zzﬁanﬂ=aL1—5a2L7+§a3LZ—Za4L

1
ln|1+aL1
n

n=1

Reemplazando en la expresion del coeficiente promedio:
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= Ak, 1 dkp 1,1 1 11,11 .3
h= P L2 — 2als + 21n|1 +al* ] = @Bl [a L2 —2als + 2(aL4 _Ea 1z +§a )
_ 4k dkp 2 .31

h:—( 212 — 2al* + 2al% — a®L? 314 ——a'L ): (— 31— —a'L )
@Bl al4 + 2a a‘lz+—a a*L + @B,L 3a 2a +

= Aky 2 |3 Akp (2 3 8kr 1 2kg
h= (— 33— —a*L + ) (— 33— —a’L + )_——

@®B,L\3% @ @B,L\3% @ 3B, B,
E—kaL‘% 2k; 1By, 8k 1 2k By B
3B, B, RB, 3B, R B? -

1 (272a +315v)
- 8k L'% 2ks |35 (64a + 63v) © - 8k _% 2ks (272a + 315v)
3B, R B? 3B, 35R (64a + 63v)
P e 8 ks = 2k; (272a + 3150)
3 1 35R (64a + 63v)

ek 28T m)] -

i (5)” (G ) [0

2k (272a + 3150)

1
Vm(%g + Pr)4

8k Prz [giﬁ(T z m)L3f

35R (64a + 63v)

2k (272a + 3150)

h=

1
i

1

35R (64a + 63v)

2 (272a + 315v)

2 =
. 84,21 prigr}
=513 510 1
34240 20 4 21pr)aL

1

_ 8[7 PriGr, |*1

h=kdo|o-e L |2
3|80 (20 + 21Pr)

1
[7 2% Prigrm Z1

1

Fo e )a2[7 PriGr, Z1
)73 |80(20 +21Pr)

{ 80 (20 + 21Pr)

W s

1
_ 7 PriGr, 11
h=kp{=

5(20 +21Pr)| L

Hallando el Nusselt promedio:

35R (64a + 630)

2 (272a + 315v)

35R (64a + 63v)

2 @720 +3150) |
*35R (64a + 630)

2 (272a + 315v)
35R (64a + 630)

2 (272a+3150)
*35R (64a 1 63v)
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1
4[7  PriGn, ?1+ 2 (272a+315v)+ L
5(20 +21Pr)| L  35R (64a + 63v) ks

L
YTk T3

1
— [7 Pri6r, 1% 2 (272a+315v)L
u= —

Sl o+
3|5(20 +21Pr)| ' 35 (64a+63v) R

Si se expresa en funcién del didmetro, D, amplificando el segundo término por 2

Nu =

1 1
4[7 Pr?Gr, |* + 4L  (272a + 315v) - 4[7 PriGr, |* + 4L (272a + 315v) +
3|5(20 + 21Pn)| " 35(2R) (64a + 63v) ~3(520+21Pr)| T 35D (64a +630)

1 1
Nii = 4[7 Pri¢r, |* + 4 (272a+315v) L - 4 [7 Ra,Pr 1% + 4 (272a+315v) L +
“=35 (20 + 21Pr) 35 (64a+63v) D “315(20+21Pr)] 35 (64a+63v) D
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APENDICE B

CONSTRUCCION DEL MODELO PARA EL TERMOMETRO: FLUIDO TERMOMETRICO

Se deduce (Z—:) =cp — Pvk
P

De la siguiente manera,
dado que
h=u+Pv

derivando parcialmente respecto a T a P constante se tiene:

G7), = &), ++ G7),

se define que

(ah) _
ar), =

_1(6v> .(GV) _
*=vGr), “\er), =

Luego:

Despejando:

Balance de energia en el volumen de control

Balance de Energia aplicado a un volumen macroscépico de control (Robert W. Fox y Alan T. McDonald “Introduction to Mechanics” segunda
edicion, 1978 John Wiley & Sons)

. . . a 1 P 1 N
Q+M/S+chrrunte:af (u+§vz+gz)pd\1+f (u+—+§v§+gz)pﬁ~dA
v s P

Que es la primera ley de la termodindmica donde se representan los siguientes términos:

flujos de acumulacion: cambios de energia de las corrientes
energia = | energia interna y mecénica |+ | materiales de entrada y
transferible del sistema salida al sistema

Q: Flujo de Calor que atraviesa la superficie de control
W,: Flujo de Trabajo debido a piezas méviles dentro del volumen de control

Weortante: Flujo de Trabajo debido esfuerzos cortantes o tangenciales sobre la superficie de control

vg: Velocidad del fluido que atraviesa la superficie de control
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v:Velocidad delfluido dentro del volumen de control
p: Densidad del fluido
v: Vector Velocidad

z: Altura para la energia potencial de los flujos

FLUJO DE CALOR, Q

El flujo de calor, Q es principalmente por conveccidn ya que la radiacién es despreciable porque el AT (entre la temperatura del medio T., = T},

y la temperatura de pared, es decir la de la superficie de control, T,,) es bajo.
Se tiene entonces que por la Ley de Enfriamiento de Newton:

Q = hA(T, — T..)

Donde h, es el coeficiente de transferencia de calor convectivo del medio circundante; A es el area transversal al flujo, area que corresponde a

la de la superficie de control.

Se supone que la resistencia conductiva de la pared es despreciable y por tanto la temperatura del seno del mercurio, T, es préxima a la

temperatura de la pared, T = T,,, donde T,, es la temperatura de pared.
Definiendo A4, como el area de transferencia de calor, 4, la cual corresponde al drea lateral del cilindro.
La Ley de Enfriamiento de Newton queda:

Q = hA(T,, — T.)

Q =~ hA(T — T,)

Ahora, si la resistencia de la pared no es despreciable, tendriamos que hallar el circuito equivalente entre las dos temperaturas:

Ahora como se considera que T,,, > T (El termémetro se va a calentar), para que Q > 0 se escribe:
Q = hA(T, —T)

FLUJO DE TRABAJO, W

W =W + Weortante
Siendo Wpytante = 0 como no hay esfuerzos tangenciales sobre la superficie de control

Y el trabajo debido a piezas moviles:

M/S = (Wejes - Wexpansin’n)

Donde:

Wejes = 0 ya que no hay ejes que atraviesen la frontera del sistema.

: AW expansién _ PAVY dav .
w. . = ~Zexpansion _ 76V _ pZY _ py
y expansion dt dt dt
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Luego:

VVS = (We}'es - Wexpansin’n)

W= (0 p dV) _ av
ST dt dt
Finalmente, el Unico trabajo es el debido a la expansion:
. R R av av
w= VVS +Wcartante = _PE+0 = _PE

CAMBIOS DE ENERGIA DEL SISTEMA

Los cambios de energia potencial son despreciables comparados con los cambios de energia cinética y energia interna del volumen de control.

6J’( )dv<<af(+12)dv
ac ), 9PPIVS G ), MV )P
Y también
%fv (gz) pdv= 0 (El sistema esta en estado permanente, AE; = AE, = 0)
Como no hay flujo de masa que atraviese la superficie de control, se tiene:

P 1 L
I (u+;+;v§ +gz)pv~dA =0

De esta manera tenemos:

Balance global: en todo el termémetro

dEsis

QW =5

. ) d
Q+W—E[EC+U]

dc ot 2

v a 1
hA, (T, —T)—P f (u+—v2)pd\'/
v

Dado que el sistema,V, se compone de dos subsistemas V. y Vj,:

9 1, 1, av
hAb(Tm_T)=af (u+§v )pdv+f (u+§v )pdv +P
Ve v

b

B 1 o
si (u + Evz) p es constante como u = u(T) y V es isotérmico y por ende en cada volumen de control

dt

0 1, 1, dv
hAb(Tm—T)=§(u+zvc )pJ’ dV+(u+5vb )pf av +PE
Ve Vb

2

a 1 1
hA, (T, —T) = a[(u + -7, - 175) pv. + (u +517,, . ﬁb)pv,,] +P

Entonces, como

dv
dt
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_m. —_— V
p=ym=p

9 1. 1. av
hAb(Tm - T) = E[(u +E”c : 1]c)rnc + (u +Evb 'vb)mb] + PE
d 1, 1, av
hAy (T —T) = a[u(mc +mp) + EVC *Veme + Evb . meb] + PE
yaque M = m, +m, Y u = u, + ¢,(T — T,) y como es un liquido: ¢, = ¢, entonces: u = u, + ¢,(T —T;)

hA, (T, —T) = i{M[ur +o,(T=T)] + lﬁc - Pom, + lﬁb . ﬁbmb} + Pd—v
ot 2 2 dt
donde
h: coeficiente de calor convectivo
T, = T..: temperatura de equilibrio en el medio
T:temperatura en un instante dado
T,: temperatura de referencia
M:masa total del fluido en el termdémetro
my,: masa del fluido en el bulbo
m.:masa del fluido en la columna
my:masa del fluido en el bulbo
¢p: calor especifico a presion constante del fluido
Vy: velocidad del fluido en el bulbo
V.: velocidad del fluido en la columna
P:presion en la superficie libre del liquido
V:volumen del fluido en el termdmetro
p:densidad del fluido

t: tiempo

El término de la energia cinética es despreciable respecto al de energia interna. Se tiene que:

M[u, + ¢, (T = T,)] » %ﬁc - vome + %17,, - Uymy,
Asi de esta manera:
1, | 1,
M[ur + ¢, (T — T,)] + Evc s vom, + EVb s Uymy, = M[ur + ¢, (T — T,)]

Por lo que la ecuacidén de balance se escribe como:

dav

P
WAy (T = T) = = [M[u, + 6, (T — Tr)]] +P—

Desarrollando la derivacion:
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hAy (T = T) = Mcy—

Ecuacion que describe el balance global.
Llevando esta ecuacion en términos adimensionales:
Variables adimensionales:

0: temperatura adimensional

_ Tw-T
Tm=To

donde Ty: temperatura inicial en el termdmetro

T: tiempo adimensional

t
T=—
tm

donde

t,,: tiempo en el que el termdometro alcanza la temperatura de equilibrio en el medio, T,,

a6,

. ar
Relacionemos ahora — con —:
dt dr

Derivando cada variable adimensional:

dar

dv
dt

Tn—T
d [9 = ]
Tm - TU
do = ! dT
C T To
dT = —(T,, — Ty)d6
t
d [T =—
tm
dr = —dt
tm
dt = t,dt
Luego:
ar —(Ty,, — Ty)d6 _ Tn—Todb
dt ~ t,,dT - t, dr
Definiendo otra variable adimensional
v: volumen adimensional o fraccional
A4
v=—
Yo
Derivando:
\4
d [v =—
Yo

+P—
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Asi se tiene:

dv _ Vedv  Vodv
dt ~ tpdt  tpdr

Reemplazando estos diferenciales en la ecuacién de balance global:

dT av
hAb(Tm—T) = MCPE'FPE

T —Todd]  Vodv

hAy (T, — T) = Mc, [—

t, drt adr
Ly tm
multiplicando porm
t, t, T — Ty d6 t
" hA, (T —T) = m Mc, [— m 0—] - ——
Mc, (T, — Tp) Mc, (T, — Ty) tw dtl Mc,(T,, —T,) tpdr
Organizando:
hAptm (T, —T)  db PY, dv

Mc, (Tn,—Ty)  dt + Mc, (T, — Ty) dt

hAut, dae + PV, dv
Mc, T odr Mc,(T,, — T,) dt
Y definiendo los nimeros adimensionales:
Bi= hAptm _ flujo convectivo
- Mcp " velocidad de cambio de la energia interna total
PV, flujo de trabajo de frontera mévil

W= = —
Mc,(T,,, —Ty) velocidad de cambio de energia interna total

Asi la ecuacion adimensional queda:

Bif = — ﬁ + wd—v
dt dt
ahora se desglosa el factor %en funcién de la altura de la columna:
Definiendo los subindices:
b: bulbo
c: columna
Para el volumen, V, del sistema se tiene:
V=V, +V,

Vo dv
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y dado que para un cilindro
V= Ax

siendo A: drea de seccion transversal y x: altura o longitud

para que asi:
V= Apx, + Acx,

y definiendo la condicidn inicial tanto para el bulbo como para la columna:
Vo= ApXpo, Veo= AcXeo
donde tanto 4, como A, son invariantes con el tiempo, se despejan:

_ Vho _ Vo
Ab i AC -

Xbo Xco
para reemplazar en la expresion de balance de volumenes:
VbO Vco Xp Xc
V=—x, +—x; =Vpg—+ Vo—
Xpo Xco Xbo Xco

dividiendo entre V, queda:

Y _ Voo xp Ve Xe

Vo VoZXpo Vo Xe
s . . v S
Retomando la definicién de volumen adimensional v = - podemos establecer para la condicién inicial:
0

Yeo

Vbo
Upg = — Vg = —
bo = Y Uco Vo

donde
Upo: volumen fraccional en el bulbo del termdémetro respecto al volumen total para la concicion inicial
Ugo: volumen fraccional en la columna del termdémetro respecto al volumen total para la concicion inicial
Y definiendo las longitudes fraccionales en el bulbo y en la columna:
Xc

Xb
ly==—=yl.==
b Xbo ¢ Xco

respectivamente, para que finalmente la expresidn de volumen adimensional en términos de las longitudes fraccionales:
v = vpoly + Veole

Donde:

l,: longitud fraccional en el bulbo, es decir la razén entre la longitud del fluido en el bulbo

en cualquier momento y la longitud del fluido en el bulbo en el estado inicial.

l.: longitud fraccional en la columna, es decir la razén entre la longitud del fluido en la

columna en cualquier momento y la longitud del fluido en la columna en el estado inicial.

Si se deriva respecto a 7, el volumen adimensional, v, sabiendo que vy,l;, son constantes en el tiempo, ya que el volumen del bulbo siempre
permanece lleno, es decir V;,, permanece invariante en el tiempo; asi se obtiene:

du_
dr ~

d d dl,
E [Ubolb + Ucolc] =0+ E(Ucolc) = UCOE
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definiendo la velocidad lineal adimensional del fluido en la columna:

dl
v ==X queda:
dr
dv dl.
— = Ugg—— = UV
dr c0 dt c0
asi que:

. de
Bif = s + WV

- o v s .
Definiendo el volumen especifico, v, como: V= por termodindmica se tiene:
v=v(T, P)

la derivada total sera:

d _(a\/) dT+(av) dp
v=\a1/, ap),

dividiendo entre v

dv_l(BV) dT+1(BV) dP
v v\aT/p v\dP/p

Se tiene que el coeficiente de dilatacion o expansion térmica, k, se define como:

_I(HV)
K_v aT/p

Y el coeficiente de compresibilidad, y, como:

_I(GV)
y_v 0P/

La expresion de volumen especifico queda:

dv
" =xdT + ydP

Integrando, teniendo en cuenta que k y y cambian muy poco en el proceso desde Ty, Py, v hasta T, P, v ya que no se cumple que T,,, < T, se

Vdv T P
f—:.f KdT+f ydP
vo VU1, Py

0 0

asumen constantes.

Vl T P
f —dv =K dT+yJ’ dP
Y

() To Po

v}y, =TI}, +yPlf,
\4
In—=k(T-T,) +y(P —F,)
Vo
Como el proceso se asume isobarico tenemos que P = P,, lo cual se reduce a
InY k(T —T,)
n—=k(T —
Vo °
Despejando v:
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v
— =ek(T-To)
Vo
k(T=T,)

v=vye

v Yo
dado quev=—yvy=—
q wY Vo=,

Y Yo iy
M M

V=V, e =To)

1 =ek(T=To)
V0

Tm=To
Tm=To

izeK(T—To)-
Yo

T-T,
K(Tm—To)-
e (Tm=To) 7.7

U=

T—To+Tm =Ty
K(T—To) —2—2—2
~e (T =To)— —-

(T =To)= (T =T)
R

—1)[Im=To_Tm=T
pee T R

Recordando que

Tin—T . Ty =T
™y de la misma manera: , = *—2 =1,
Tm=To Tm—To

9 =

y también definiendo el coeficiente de dilatacidn térmica adimensional, K, como:
K= K(Tm - TO)
Podemos escribir la expresion del volumen termométrico adimensional del fluido en términos de la temperatura adimensional como:

v=eKB0=0) — p-K(0-85) — o-K(6-1)

Por series de Taylor la funcién exponencial es:

. mxk_ 2 3 4 xJ
e —ZH—1+X+E+§+E+"'+],—!+"'
k=0

Asi queda que:
v=e-KO-60) —

<)

vee—KO-80) Z [_K(Hk—THO)V

k=0

[-KO-00)1 | [-K@-0)F | [-KO-0V

v=e KO0 = 1 4+ [-K(8—-6,)] + 5 3 i

Ahora si es un buen termémetro el volumen del fluido debe ser proporcional a los cambios de temperatura, es decir solo se toman en cuenta
los términos lineales, por tanto siparak =0y k = 1.

vxze KO0 = 1 4 [-K(9—8,)] = 1 — K(6—6,)
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v=1 — K(6-6,)

Derivando respecto al tiempo adimensional, T, con K constante:

Pero anteriormente se habia encontrado que

dv .
Igualando e obtiene

Asi:

Que se reemplaza en la ecuacién de balance total

Y esta queda:

Balance en la columna del termémetro

4 01 — K(6-6,)]

T

du~ Kd9
dt dr
dv
Ezvcov
dao
_KE = VgV
do
VgV = _KE
Bif = ——
1 z + WU,V
Big = dé ( Kd@
= dt dt
Big = de KdG
w= dt @ dt

de
Bif = —(1 + Kw)—
dt

Los términos para la Primera Ley de la Termodinamica son:

FLUJO DE CALOR, Q

Q = 0, ya que la columna se considera adiabatica

FLUJO DE TRABAJO, W

Dado que el volumen de la columna esta determinado por:

VC= ACxC
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Derivando respecto al tiempo:

v, dx,
@ =g T A
Donde v, = dxe
dt
Asi el trabajo queda:
. dv. dx,
W =W, =-P T —PA. ar = —PAv,

CAMBIOS DE ENERGIA DEL SISTEMA

Teniendo en cuenta que los cambios de energia potencial y cinética del sistema con el tiempo son nulos porque es un sistema en estado
permanente.

af(+12+)alv af dv="2 fdv—a v, =2 —a{[+(T )]}
at )y, Ty Tez)pavE 5y vcup " v, TP e T g e T gy Uleltr TG T

CORRIENTES DE ENTRADA Y/O DE SALIDA

Ahora en la columna hay una corriente de entrada de materia como se muestra en la figura:

dAN 5
D,
c Sl
P 1, L. P 1 mn
J’(u+_+_vs +gZ)PU'dA=f (u+—+—ysz+gz)pvchccosnz— (u+Pv)pv.dA,
S, P 2 S1 p 2 51

Como se define la entalpia:

h=u + Pv

P 1 o
f (u +—+=v2 +gz) pv-dA = —f hpv.dA, = —hpv, | dA. = —hpv A,
S1 p 2 Sy Sy

Por continuidad tenemos:
pU A, =m
ahora un balance de masa sobre la columna nos dice:

<flujo de masa) _ (flujo de masa) ( masa que )

que entra que sale se acumula
dm, dm,
m=0+ =—
dt dt

Entonces la continuidad nos queda:
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pU A, =m = i
Y entonces el término queda:
J'(+P+1 24 ) - dd = —hpv,d, = —hriv = —h 0 = [ 4 o (T — 7)) 20
s, u p ZVS gZ pv - PUAc = m = dt - T Cp T dt'

Donde h, es la entalpia de referencia.

Asi la Primera Ley sobre la columna queda:

L . d 1, P 1, L.
Q+W5+Wcormnte=af (u+5v +gz)pdV+J. (u+—+5vs+gz)pv-dA
\2 S1 p

d dm,
0+ (~PA) = 2 (mc[w + (T =TI} = [hy + 6,(T = T,)] d—"z

d d dm

_PACVC =meCy E [(T - Tr)] + [ur + Cp(T - Tr)]a [mc] - [hr + Cp(T - Tr)] dtc
dT dm, dm,
—PACVC = mccpa + [ur + Cp(T - Tr)] 7 - [hr + Cp(T - Tr)] 7

Como es un liquido

U +cp(T=T) = hy + ¢,(T—T,)

Y por tanto
T
—PACVC = mccpa +0
aT
—PACVC = mccpa

Volviendo adimensional y sabiendo que:

dT T, —Todo
dt — t, dr

. . dx,
Y se tiene ademas: v, = d—;

X, t .
Conl, = x—:o yT=o- tenemos que X, = Xol. yt = t,, T derivando:

dx. = xgdl,

dt = t,drt

Dividiendo:

dx.  xgdle

dt ~ t, dr

.y = Feodle
Luego: v, = T
Reemplazando:
Xeo dl,
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Si Vo= Acx Yy dividiendo por

Definiendo

Dado que

Y retomando

O de otra manera:

Retomando v,y =

PYq

conw=——"—
Mcp(Ti—To)

Mcp(Tm=To)
tm !

! U. velocidad de cambio de energia interna en la columna
cT 57 =

pAdle  Mc&p(Tn —To) dO
tm dr tm dr
Mcp(Tm —Tp) Mcp(Tm —Tp)
(2 tm
meCy (Tm B TO)
PV dl. tm do

Mcy(Ty —To) dt  Mc,(T,, = Ty) dt

tm

U= Mcp(Tm - TO)

c

U.do

tn

mqc, (T, — T
U=cp(m 0)

tn

PV,  dl,

Udr Mc)(T,—T,) dt

U=

PV
wC

velocidad de cambio de energia interna total

_ flyjo de trabajo por cambio de volumen en la columna

dl,
dr

Y
VL" talque Vo= v,V
0

- Mcp(Tm - TO) B

do

‘dr

U do

velocidad de cambio de energia interna total

PV dl,

Udr  Mc,(T, —Ty) dt

de Pu,oV,
‘At~ Mcy(Tyy —To) "

ae PY,

€dr ~ Mcp(Tm—To)

UV

de

ICE = WUV
do

ICE = VoWV
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Se deduce que:

We = VoW

Balance de energia en el bulbo del termémetro

Resolviendo los términos de la 12 Ley:
FLUJO DE CALOR, Q
Q = hAy (T —T)

FLUJO DE TRABAJO, W

VVS = Wcurtante =0

CAMBIOS DE ENERGIA DEL SISTEMA

Teniendo en cuenta que los cambios de energia potencial y cinética del sistema con el tiempo son nulos porque es un sistema en estado
permanente.

dAv 52

6J(+12+ )dv af dv="2 fdv—a vy =2 _a[ (T-T)]
at vbu 2V T9z)PAvE 5 vbup T v TPV T e T g M r

CORRIENTES DE ENTRADA Y/O DE SALIDA

Ahora en la columna hay una corriente de salida de materia como se muestra en la figura:

P 1 - P 1
J. (u+—+—v52+gz)p17-dA=f <u+—+—v52+gz)pvbdAbcosO-. (u+ Pv)pv,dA,
s, p 2 s, p 2

2 2 S2

P 1 R
j (u +—+=-v2 +gz) pv-dA = f hpv,dA, = hpv, | dA, = hpvy4,
S, p 2 S, Sy

Por continuidad:
pUbAb = pchc =m
ahora un balance de masa sobre el bulbo dice:

(flujo de masa) _ (flujo de masa ) n ( masa que )
que entra - que sale se acumula
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0 = i + L0
- dt
. dmy
=T
Entonces la continuidad queda:
4 . dm,,
v =m=—-—
pPVpAp dt

Y entonces el término queda:

amy,
dt

dm,

7] = —[hr+Cp(T - Tr)]

P 1 -
j (u+—+—v§+gz)pﬁ-dA=hpvbAb=hrh=h[—
s, p 2

2

Asi la Primera Ley sobre la columna queda:

2

. . . d 1 P 1 .
Q+WS+WmTtante=—f (u+—v2+gz)pdv+J’ (u+—+—v52+gz)pv
dt Vb S. p 2

2

dmy,

d
hAy(Ty —T) +0 = E{mb[ur + (T =T} = [he + (T = T)] T

d d
hA, (T, —T) = m,,c,,a[r =T+ [uy + (T = T;)] = [mp] = [he + ¢, (T = T,)]
dT dm, am,,
hAb(Tm - T) =MmMpCy E + [ur + Cp(T - TT)] 7 - [hr + Cp(T - TT)] F

daT
hA,(T, — T) = myc, T +0

dT
hA,(T,, — T) = MyCp o

Volviendo adimensional sabiendo que:

dT T, —Tydo

dr t, dr

Reemplazando:

T, — Todf

hAy (T — T) = myc, [_mt—OE
m

T, — To d

hA, (T, — T) = —myep

tn dt

Tn—T  myc,df

h4,

Tp—Ty  tp dt
Si =
T—To
myc, df
hA,8 = - 22~
t, dt

y dividiendo entre w:

m

amy,
dt
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myCp df

hA,6 _ t, dt
MCp (Tm — TD) Mcp(Tm - TO)
tm tm
myCy (Tm — To)
hApty “tn do
Mc, T Mc,(T,—T,) dr
(2
.. hAptm Mcy (T =To) MpCp(Trn—To)
SiBi=——",U = yU, = tenemos:
Mcy tm tm
Big = U, dé
w= U dt
= U, _ velocidad de cambio de energia interna en el bulbo
b7 U ™ velocidad de cambio de energia interna total
I 46 _ Bi6
bar ~ .
I 46 _ Bi6
bar !

Se tienen las tres ecuaciones de balance

TERMOMETRO: Bid = —(1+ Kw)g
COLUMNA: 1C% = vpwv
BULBO: ,% = _Big

drt

Se demuestra que:

BULBO + COLUMNA = TERMOMETRO

COLUMNA: 152 = vgowv
BULBO: 1,2 = _pig
drt
.
o do ‘
I P + ICE = —Bif + v ywv

do .
I, + IC)E = —Bif + v wv

Ub Uc
(7 T

d
dt

dado que K% = VoV

)

de .
Pl —Bif + wv,yv
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TERMOMETRO:

<Ub+UC)d9_ Bi0 + ( KdG)
U dr : @ dt
mbcp(Tm - TO) + mccp(Tm - TO)
deé de
bm bm & o _Bif - Kw—
T dt
myCyp (Tm - TO) + meCp (Tm - TO)
tm do = _Bif—K do
U T T
(mb + mc)cp (Tm - TO)
tm _ pp 40
U = —Bif — Kw a7
Mc, (T, — Tp) ;
tm 0
U dt o @
(U) de Bif — K
U/ dr @
d6 = —Bif — K
d wRey
Big = de K dae
w= dt @ dt

Que corresponde al balance en el termémetro.

Resolviendo la ecuacion

Por separacion de variables:

do
Bif = —(1 + Kw) —
dt

. do
Bi6 = —(1+ Ka))E

do
—(1+Kw)— = Bif
dt

1 Bi
—df =

] Tk

Asumiendo Bi, Ky w constantes en el intervalo de operacion del termémetro, para integrar teniendo en cuenta las condiciones iniciales: en

7= 0setiene® = 0,

Despejando:

f91d0_ ff Bi
99 0

Ko™

0

O _ B
"8 1+Kw'
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Para el mercurio se tiene que para el intervalo de trabajo que

Entonces: 1 + Kw = 1

Asi:

Transformar en forma dimensional

Despejando, T:

SiTy > T

Otra manera mas simplificada:

Un balance de energia con base de tiempo sobre el sistema cerrado y en estado permanente correspondiente al fluido termométrico:

Donde:

Q = hAy(Ty —T)

Ww=pLY
T dt

U= Mu=Mc,(T—T,)

calor

0 __Bi
— = T+Ra"
8o
Kw <1
E — e—Bi‘[
8o
T —T —TnTo_ 4 p; = Motm
T Tp-Ty’ 0T Tp-Ty T M,
T —T
— _hAptm t
m 0 _ e Mcy tm
1
— hAp
Tm—T _ e—M—Ept
Tm - TO

_hAp,
Ty —T = (T, — To)e Mer

_h4p,
T+ T = (=Ty+Tyle Mo

_hAy,
T = (To=Ty)e "o +T,

flujo de) _ (flujo de ) ( cambio de
- energia interna

trabajo

TN
0= dt

hA, (T, T)—Pdv
b\Im - dt

d
+ [Mc,(T - T,)]
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RA(T, T)—PdV+M ar
bim T v ar

Anteriormente se habia establecido que el modelo de dilatacién del fluido termométrico se aproximaba a:

V=V, e T=To)
dado el comportamiento lineal del termdmetro, se puede realizar aproximar:
x2 x3 x* x/

e

z:x

e = —k!=1+X+E+§+E+”'+j—!+"'zl+x
k=0

entonces:
VaV,eT=T) ~ v [1 + k(T — T,)]

Derivando esta expresion respecto al tiempo con k constante:

D A+ k(T =T,)] = Vo oL
dt dt ° « T

Reemplazado en el balance de energia:

av
hAb(Tm—T) = PE-‘—MCI’E

dT dT
hAb(Tm - T) = PVOKE-I— MCPE

daT
RAL (T, — T) = (PYor + Mcp)E
introduciendo las variables adimensionales:

dT T —T,dd

dt t, dr
Se tiente:
Ty, — Ty dO
RA, (T — T) = (PYok + Mc,) [— ’“t OE
m
Tn—T de
—hAut, T T (PYok + Mcp)E
Y dado que
o= Tp—T
Tm - TO

de
—hAptm8 = (PYok + Mcp)E

Dividiendo por Mc,:

de
hAyt,,0 B (PVOK + MCP)E

Mc, Mc,
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At (onx N 1) do

Mc, Mc, dt

De acuerdo a los grupos adimensionales:

hApt
Bi=—""
Mc,

K
K = (T, — T,) de donde k = YT

Asi queda:

sio (PYo. K )4
Y \Me, T, -1, ) ar

Bif = P¥ K+1 a6
= \Me, (T, — T) dr

También recordando el grupo adimensional

PV,
W= ——
MCp(Tm - TD)

Queda:

de
—Bif = (wWK+1)—
dt

Que es la misma ecuacion obtenida anteriormente de balance general:
) de
Bif = —(1 + Kw) —
dt

En forma mas general:

Se desarrolla el balance anterior hasta este punto:

. W+dU
0= dt
hay (T, —T) = P 4y 2
bim BT dt
av d
hAy(Ty = T) = P+ M [, (T = T)]
dv d
hAb(Tm—T)—PE+ME(CpT)
despejando h:
[—— o m )
a0, -nl a T a\»
= M Pdv+ d( T)]
T AT, - dt T\
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APENDICE C

CONVECCION LIBRE ALREDEDOR DEL BULBO DEL TERMOMETRO

I.  TERMOMETRO EN POSICION VERTICAL CON FLUJO TRANSITORIO

Al observar el bulbo del termémetro, en la cual sucede el transporte de calor. Puede verse que el bulbo geométricamente esta compuesto por
dos partes el cuerpo del bulbo de forma cilindrica y el extremo del bulbo con formado por una semiesfera. Para efectos de modelamiento la
estrategia es inicialmente simplificar el problema asumiendo algunas restricciones. Y a medida que se plantea el modelo van asumiéndose otras

restricciones

Restriccion geométrica: Asumir que el bulbo del termémetro es basicamente un cilindro.
Suposiciones:

Flujo transitorio de transporte de calor y de cantidad de movimiento.

Velocidad radial v, = 0: No existe desplazamiento lateral de materia. A partir de la observacion de fotografias del campo de flujo de velocidad

en cilindros calentados, se ve que basicamente el flujo solo tiene componente axial de velocidad.

No existe movimiento angular vy = 0.

. ) ) ) - . . . .
Gradiente de velocidad axial % = 0: Ello en virtud de las pequefias dimensiones del bulbo, el recorrido que hace el aire en la longitud de bulbo

es pequefio.

Gradiente de velocidad radial %z Es el mas importante.
Se tienen en cuenta las fuerzas de flotacidn.

Va a utilizarse el método diferencial.

Al aplicar la Ecuacién de c.mov. bajo las restricciones impuestas. El componente axial de la ecuacion de cantidad de movimiento se reduce a:

v,
at

v, 1av,
ar2 r ar

>+yﬂ(T—T~) =

Considerando que la velocidad del aire es pequeiia alrededor del bulbo, segun la literatura para numeros de Mach menores a 0.3 el gas puede
tratarse como fluido incompresible y para efecto en la ecuacion de energia se considera propiedades medias constantes tales como la densidad
y la viscosidad. Bajo esta restriccion y afiadiendo la restriccién de suponer que no existe gradiente axial de temperatura mas las restricciones

dadas anteriormente, Al aplicar la ecuacidn de energia, ésta se reduce a:

62T+16T _ar
oz T7or) "ot

Aqui se puede resolver la ecuacidn de energia desacoplada de la de cantidad de movimiento y con esta solucion bajo la condicidn inicial y de

frontera se procede a resolver la ecuacién de movimiento o flujo.
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Resolviendo entonces la ecuacion

a’T + 19T\ dT
“\orz "ror at
Bajo las condiciones:

. Inicial:

T(R: 0) =Two
. Frontera

T(Rt) =T,

Condicioén en la superficie del bulbo annduccid,, = Q'cgn‘ygccidn

T(eo,t) =T
Solucién

Por el método de separacion de variables planteando una solucién de la forma:

T(r,t) =W(@)G() +¢

hallando las derivadas parciales respectivas:

oT
— =W'(r)G(t)
oar

o°T

Pk W"(r)G(t)

6T_W ¢
SE=WOE®

0°T 10T\ _or
@ arz " ror) ot

Reemplazando en la ecuacion de energia:

« [W”(T)G(t) + %W’(r)G(t)] —WEGE'0)

Dividiendo entre W ()G (t):

W'r)GE)  1W'(r)G)] WG (¢)

W@GEEH  rwme) | WEG6®

w'@r) 1w'(r) _G’(t)
we T rWwn | 6o
W) 1w @] 6
wr T rwm | 6@

1 . 1 1 G'(t)
T O+ 0] =25
Si esto es igual a la constante, —A2:
1 " 1 1 G'(t) _
W[W (T)+;W (T)]—Em— AZ

Se desprenden las dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

16'(0)

aco -~
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Wt ) w"(r) +-= ! W =
Resolviendo cada ecuacion independientemente, empezando con la de G:
G'(t) = —a2?G(t)
G'(t) + aX’G(t) =0
dG

i —al’G
Separando las variables:
dé 5
<= —aA“dt
Integrando,
1 — 2
fEdG =—qAi fdt
In|G| = —aA?t +c*

Despejando G:
G(D) = cpe~ ™t

ahora se prosigue con la segunda ecuacién de W:
1
w'(r) +;W’(r) =—-22W(r)

w"(r) +%W’(r) +22W (@) =0

A partir de la sustitucién:

s=Ar
se tiene que:
1 2
r s
y también
dr
dr = —ds

con lo cual se cambia de variable independiente en cada uno de los términos de la ecuacion:

Wiy = W _ W ds_aw AdW—AW()

_dr ds dr_ ds as e

" — 2 2 "

wr(r) = dr dr[ ] d [ ] A4 = AWIEs)
7

Sustituyendo en la ecuacion

w"(r) +1W’(r) +22W (@) =0

d*w 1 _dw
A2 Frea Ad—+/12 =0
Dividiendo por A2:
cworaw
ds? ' Ar ds -
@ew taw o
ds? ' sds -
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La cual es una ecuacion de Bessel con parametro, v = 0, siendo un niumero real no negativo. La forma estandar de dicha ecuacién es

[KREYSZING]:

n + 1 ’ + 1 vz — O

y x}’ e y=
Siv =n = 0, cuando toma el valor del entero cero, la ecuacidn se reduce a:
Yty +y=0
x

Que tiene como solucién:

y(x) = ciJo(x) + ;Yo (x)

Donde

Jo(x) es la funcién de Bessel de primera clase de orden cero y tiene un valor de:

o (D
Jo() = Z WXZk
k=0 '
y Yy (x) es la funcidn de Besse de segunda clase de orden cero, que esta dada por [KREYSZING]:
GO Zk]

2
Yy (%) =;[]O(x) (ln;'i']/) + W
1

donde y es la llamada consten de Euler la cual se define como [KREYSZING]:

S
1 1 1
y = lim (1 +ot == lns) = lim z— —Ins| = 0.57721566490 ...
S—o0 2 S S0 k

k=1

Aplicando al caso, la soluciéon de

2w 1dw
gz tsas TS
es:
W(s) = co(s) + c2Yo(s)
Si
s=Ar
entonces:

W(r) = cJo(4r) + bY (A1)
por tanto el perfil espacio-temporal de temperatura:
T(r,t) =W(@)G(t) +c
T(r,t) = [c)o(Ar) + ¢, Yo (Ar)]coe ¥t + ¢
T(r,t) = [coci)o(Ar) + coc Yo (Ar)]e 2 + ¢

Llamando las nuevas constantes como

coc1 =A1 Yy Cocy =D

queda:

T(r,t) = [A1Jo(AT) + bY o (AT)]e "t + ¢
aplicando las condiciones iniciales y de frontera para hallar las constantes A, b y c:

. Espaciales (de frontera):

T(eo,t) =T.,

T(e0,t) = [A1]y(A2°) + bYy(Ae0)]e™ ¥t 4 ¢ =T,

257



[AJo(20) + bYy(e)]e ™ 4+ ¢ = T.,
[A4,-0+b-0]e ¥t 4 c =T,
0-e Mt 4 c=T,

c=T.

T(Rt) =T,
T(R,t) = [AJo(AR) + bY,(AR)]e~ ¥t + T =T,
[41)o(AR) + bYy(AR)]e~**t = T, T,

aT
—kA—| = hA(T,, —T..) vt t >0
arlg
aT h(T, — T..)
orlg k

A partir del perfil:

T(r,t) = [AJo(Ar) + bYy(Ar)]e *¥t + T,

aT 0
57 = 57 (Ao Gr) + bY(ar)]e™*Xt + T} = [=A 2, (ar) = bAY, (Ar)]e
Para realizar la anterior derivada hay que tener en cuenta que [ZILL]: Jo(x) = —/;(x) y Y5(x) = =Y;(x)
ar _ h(T,, —T.)

—| =[=A4,1,(Ar) — bAY,(Ar)]e~ ¥t = —

arly k

k[A; )1 (AR) + bAY, (AR)]e~***t = p(T,, — T..)

k[A;4); (AR) + bAY, (AR)]e™***t = h[A,],(AR) + bY,(AR)]e~ 4"t

k[A12]1(AR) + bAY;(AR)] = h[A1J,(AR) + bY,(AR)]

kA AJ,(AR) + kbAY;(AR) = hAJ,(AR) + hbYy(AR)

[RJo(AR) — kAJ1(AR)]A4 + [hY,(AR) — kAY;(AR)]b = 0

. Temporales (iniciales):
T(R,0) =T,
T(R,0) = [AJo(AR) + bYy(AR)]e™¥** + T, = T,
A1Jo(AR) + bYy(AR) =T, — T
Jo(AR)A; + Yo(AR)D = Ty — Tou

Resolviendo el sistema para hallar 4; y b:

{[h]o (AR) — kAJ;(AR)]A; + [RYy(AR) — kAY,(AR)]b = 0
Jo(AR)A; + Yo(AR)b =T,y — T..

Por regla de Cramer:

_ [Mo(AR) — kAJs(AR)  hYo(AR) — kAY(AR)

4 Jo(AR) Y,(AR)

= [Mo(AR) — kAJ; (AR)]Yo(AR) — Jo(AR)[AYo(AR) — kY, (AR)]
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A= hJo(AR)Yy(AR) — kA, (AR)Yo(AR) — hJo(AR)Yo(AR) + kAJo(AR)Y, (AR) = —kAJ, (AR)Y,(AR) + kAJo(AR)Y; (AR)
A= —kA[L(AR)Y, (AR) = Jo(AR)Y1 (AR)]

A4,

MR KRR = (1~ T[KR) ~ K2V, GR))

0
- |Tw0 - Too YU(AR)

Wo(AR) — kA,AR) 0

Ab = |
Jo(AR) Two— Tw

= [Wo(AR) — kAJ;(AR)](Tyyo — T)

asi el valor de las constantes es

a - A4y —(Tyo — T2)[hY(AR) — kAY; (AR)] _ hY,(AR) — kAY,(AR) (Too=T.)
TN T -k (AR)Y,(AR) — Jo(AR)Y;(AR)] kAl (AR)Y,(AR) — J,(AR)Y,(AR)] V0 T
L YyR) - Y, (AR)
yEp— (Two — T-2)
Ji(AR)Y,(AR) — Jo(AR)Y, (AR) **°
p 2 A0 _ [Wo@R) — A AR (T = T)  _ —hJo(AR) + kAJ;(AR) (Too—T)

A T —kA[;(AR)Y(AR) — Jo(AR)Y; (AR)] ~ kAU, (AR)Y,(AR) + Jo(AR)Y; (AR)]

h
—7=Jo(AR) + J;(AR
ghtR 1o

b = AR Yo GR) — JoGRYV, GAR) ™

Por tanto la solucién queda:

T(r, ) = To + e~ %t[A,]o(AT) + bY o (A7)]
Con

Y1(AR) — 1 ¥o(AR)

A1 = T AR, (AR) — J(AR)Y o (AR)

(TWO - Too)

R e
" Jo(AR)Y1(AR) — J1(AR)Y,(AR)

(Tw() - Too)
Sustituyendo las constantes en la ecuacidn se obtiene:
T(r,t) = Too + e P[4 ]y (Ar) + bY,(Ar)]

2 Jo(AR) = J, (AR)
JoGR)Y; AR — [ GR)Yo(AR)

(TWO - Too)]o (AT) +

h
Y,(R) - v, (1)
_ —al?t kA
T =Tote [JO(ARM(AR) BYNGTOVAVT))

Y (AR) — 15 Yo(AR) o (AR) = Jy(AR)

T(r,t) = Ty, = (Tyyo — Too)e %4

(Two = Too)YO(AT):|

Jo(Ar) +

Jo(R)Y;(AR) — J1(AR)Yy(AR) Jo(R)Y;(AR) — J;(AR)Yy (AR

T-T, _ et
Two = Two  Jo(AR)Y1(AR) = J;(AR)Yo (AR)

h

) Yo (Ar)}

([nar) ~ L ram | joan + [5G0 - nar| o]
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T—T, et h h
Too — Tor =]0(AR)Y1(/1R) — ,(R)Y,(AR) Jo(Ar)Y1(AR) — H]o(/lr)yo(lR) +H/0(}LR)Y0(AV) = J1(AR)Y, (A1)

T-T, Jo(Ar)Y1(AR) + % Uo(AR)Y (A1) — Jo(AT)Y 4 (AR)] — J1(AR)Y o (A1) B
Tuo—Ta JoGR)Y1(AR) — J1 (AR)Y o(AR) ¢

ai’t

Enr = R (superficie del bulbo) la evolucidn en el tiempo es

alA’t

TR0 ~T, JoARY,(AR) + L5 UeGR)Y,(AR) ~ JoAR)YaAR)] ~ A (AR Y, (AR) _
Two—Tow JoGR)Y, (AR) — J; (AR)Y, (AR) ¢

T(R,t) — T, _ Jo(AR)Y1(AR) + % Uo(AR)Y,(AR) — Jo(AR)Y,(AR)] — J1 (AR) Yo (AR) o
Two = T Jo(AR)Y, (AR) — J1(AR)Yo(AR)
TR = To _ JoARI(AR) — ] (AR, (AR) .
Two =T Jo(AR)Y1(AR) — J;(AR)Yo(AR)

ar’t

—ar’t

Si TRE) =Tx=Ty

Tw - Too — e—alzt
TWD - Too
o en su forma logaritmica:
T, — Ty
In-2—> = _ai%t
TWD - Too

o despejando

TW = (TWO - oo)e_OMZt + T

La ecuacién anterior, representa la evolucidn en el tiempo de la temperatura en la superficie del bulbo, obtenida a partir del perfil de

temperatura del fluido que rodea al bulbo. Ecuacion que tiene la misma forma exponencial de la evolucién de temperatura que se obtiene mas

adelante (en Fluido Termomeétrico) dentro del bulbo:

T-T,  h4,
In =—_2
To-Tw  Mc,

Despreciando la resistencia de pared T,, = T, y T\, = T, y por comparacion:

e R e
"Tyo—T,  "T,—T,

R4,

—alit = ——2
alr’t Mcpt
alz=ﬂ.ﬁ

pVe, k
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_kR1L,

A% = —
@ pepkLcLe
apz = K e L
pcy, kL2

2 — 'R: 1
al —OCBLE

Donde ' es la difusividad térmica del fluido termométrico. No olvidar que:

a=—
pcp
Retomando:
,_a'Bi la' 1Fo Bi = BiF
R —— =—— - Bi = BiFo—
alz al? t a
donde el nimero de Fourier, Fo, estd dado por:
F a't
0= —
Lz

despreciando la resistencia de pared la constante A tiene el valor de:

1= h  |a'Bi 1 |a'Bi  [BiFo
" |apLec, JalZ L. |alZ” | at

considerando la resistencia de la pared:

Qconduccio’n = Qconveccién

T-T, T—-T,
= hA(T, —Ta) = ——5-
w R,, + "A
Los perfiles arrojados:
Tw — Tw
In2—2 = —aq2?t
TwO - Too
T—-T, h*4,
In =

- t
To-T., Mg,

Donde h* es un coeficiente global de transferencia de calor (en realidad U), ya que tiene incluida la resistencia de pared:

T—Tye
Tw - Too = —1
R, + A
Igualmente:
To — T
Two —Too = — 1
Ryo + hoA

Reemplazando:
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T—Ty

1 1 1
p Tu =T _ Rutpz To—Twaﬂ"'hu_A_l Ty —T, Ruwo + 77
"Tyo—Tw " To=Tw ' T-Ty p o1 T-Tn ' p 1
1 v ' hA w T hA
RW°+hO_A
Ahora si se considera que R, ® R,,¢:
R 1
= Te _ To=To wo R
n =in
Two—Tw T —To RW+hiA
1
B Ryo + 17—
—a2t=——"L¢ hloA

Despejando:

R, + A
Dado que se tiene:
0= AT
=%
Por definicién de Fourier del coeficiente global:
0 = UAAT
Este coeficiente U seria el coeficiente h*,
Igualando:
AT _ UAAT
Ry
De donde
R = 1 1
TTUAT kA
Despejando h*:
h* = !
"R A
Ahora como:
AT =T-T,

Las resistencias presentes entre estas dos temperaturas:
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+-ﬂ._?_

T R, R,

._,'I.IIII IllIIIIII I.'Ill'ul | Il.'llII Illl‘l‘_.li"“lll I,l'.".I I.'Ill'll .l'l 'I'l, II"‘I'\—I
VIV VW e

1
RT:RW+RC:RW+E
no olvidar que la resistencia de pared, R,,, es conductiva en un cilindro hueco:
1 Deyt
R, =—In—
W = kL " D,y
luego el coeficiente global sera:
1 1 1
h* = I 1~ = T
T4 a(Ry+yz) ARw+
también:
L R=R,
AT T T Y T hA
o también despejando h:
1 1 R
hA h*A w
h= 1
=~ AR,

asi:

Qcanduccién - Qctmveccién

L_Lg
hA~ hA TV
se puede reescribir:
R 1
WAy 1, Rwtpa
= —-—In
aMc, at 1
v Ru+7q
1
h*A 1 hA kA 1 n
P=—t 0= gy
aMc, at 1~ aMc, at hj
h*4
2 PAy 1 W R 1 K _@'Bi 1 K _BiFo 1k 1[0 K
T aMc, at nhg_achcp at nhs_aLﬁ at nha_ at  at nhg_at o nhg

T T Y EY .
~ JapLic, at "hoT a1z wt hy Jat|T0 T M

Se observa que si h* = hg, se obtiene:

BiFo
A=
at
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. . 1 1 . .
Esto puede suceder si se desprecia R,, ante YW AL ademds h = hy.
0

La constante A surge durante el proceso de solucion de la ecuacion de energia, y ésta depende de la velocidad del fluido, como se observara al
sustituir el perfil de temperatura en la ecuacion de cantidad de movimiento. El pardmetro A1 puede obtenerse de los datos experimentales de

temperatura en el bulbo y por minimos cuadrados por la ecuacién de la evolucion de la temperatura.

De los datos de temperatura del termémetro puede determinarse 4 y conocido 4 se tiene el perfil de temperaturas con el cual se resuelve la

ecuacion de cantidad de movimiento para determinar el perfil de velocidad:

v, 9%v, N 1dv,
arz r or

Pt —> +9B(T —-T,)

Condicion inicial t=0 v, =
Condicion en la superficie r=R v,=0

Retomando el perfil de temperatura:

T-T, _ Jo(Ar)Y1(AR) + % Uo(AR)Y (A1) — Jo(Ar)Yo(AR)] — J1(AR)Y o (A1) —ait
Tyo—To JoGR)Y1(AR) — J;(AR)Y o (AR) ¢

_ Jo(Ar)Y{(AR) + % Uo(AR)Y o (A7) — Jo(Ar)Yo(AR)] — J1 (AR)Y o (A1)

_ —aA%t
- JoGR)Y;(AR) — J;(AR)Y o (AR) (Two = Tue

El parametro A queda vinculado a la velocidad cuando la solucién anterior se reemplace en la ecuacién de cantidad de movimiento 1 = f(7,).

v, (Bzvz 1 avz) +]o(/1T)Y1(1R) + % Uo(AR)Y o(AT) — Jo(AT)Y o (AR)] — J1(AR)Y o (A1) T, Yot

— T
at arz ' ror JoAR)Y(AR) — J1(AR)Y4(AR) gFHwo
La solucidn de esta ecuacidn permite relacionar la velocidad con el parametro A.

Aplicando la condicionenr = &, T = T,, al perfil de temperatura se obtiene:

N
Uo(AR)Y5(28) — J4(A6) Y, (AR)] A_g = 1(AR)Y,(48) — Jo(A6) Y1 (AR)

Finalmente el Nusselt para todo el sistema es:

Li(AR) Y,(AR)
1,08 s
Nu = 0,GR) Y, P

J0(48)  Y,(26)

Obsérvese que asi el perfil de temperatura varia en el tiempo, la solucidn produce un solo nimero de Nusselt para el sistema que no depende
del tiempo, si el pardmetro 4 no depende del tiempo, lo que implica que la resistencia de pared es despreciable y que el coeficiente de
transferencia de calor por conveccion es constante a través del tiempo, lo que en realidad no sucede, pero que es salvable en la medida de que
se podria asumir el valor promedio como constante. Como no se conoce el espesor de la capa limite, §, y dado que se obtuvo
experimentalmente un valor de Nu y de A tanto instantaneo como promedio, con estos resultados y a través de la ecuacidn anterior es posible

encontrar dicho espesor tanto instantdaneo como promedio.
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Il. TERMOMETRO EN POSICION VERTICAL CON FLUJO CUASIESTACIONARIO

Durante los experimentos se observé que la temperatura en la escala del termdmetro a partir de terminado instante varia muy lentamente.

Definiendo una escala de tiempo adecuada puede considerarse en este intervalo de tiempo que la derivada de la temperatura y velocidad con

. . . . . aT av, .
respecto al tiempo no cambian apreciablemente y el problema puede tratarse como en estado estacionario i a_tz = 0. Manteniendo las

restricciones del modelo anterior mas la consideracion de Estado estacionario las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energia se

reducen a:

azvz+ 10v,  gB(T-T.)
arz ' ror v
a°T + 10T
orz ror
Las condiciones para la ecuacién de energia son
Enr=R->T=T; =T,

oT dT
- — = —
dr orlg

Considerando que T(r,z) = T(r), para que esta ecuacion de energfa sea diferencial ordinaria y multiplicando dicha ecuacién por r2:

2 d?T + ar 0
" dr? " dr —
Lo cual es una ecuacion de Cauchy-Euler [ZILL] de la forma:
d’y dy
x2——=+x-—=0
dx? d
Cuya solucién estd dada de la forma
y=x"
Aplicando a la ecuacién de energia, la soluciéon tendra la forma:
T=rm
Derivando
dT
e mrm-1
dZ
m =m(m— 1)7"m—2

y sustituyendo en la ecuacién de energia:

r2 fmm—Dr"™ 2l +r(mr™ 1) =0

(m? —m)r™ + mr™ =
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m*—m+m)r™m=0
m?2 =0
m=20

de orden de multiplicidad 2.

Luego la solucidn es de la forma:

T = c;r™ 4+ c,r™Ln(r)
T = 7% + c,r°Ln(r)

T = ¢, + c,Ln(r)

Bajo las condiciones de frontera:

Enr=R->T =Ty =T,:
T, = ¢ + c;Ln(R)
Enr=R-Z
arlg

T =c; + c,Ln(r)

T ¢
dr r
aiT| ¢
arls R
Despejando c,:
- R aT
2= arlg

Luego para ¢;:

oT
¢, =T, —cLn(R) =T, — RW| Ln(R)
R

Reemplazando en el perfil:

T =c¢; + c,Ln(r)

T=T, RaT‘ L (R)+R6T| Ln(r)
v aar aarr

T=T,— Ra—T| [Ln(R) — Ln(r)]
arlg

R
Ln—

aT
T=T,~Ro] Ln—
R

ar

La solucidn de la ecuacién de energia bajo estas condiciones es también de la forma:

aT L r
= Ln=
R R

T =T, R
wt or

De la segunda condicion se puede definir el nimero de Nusselt, definiendo como longitud caracteristica el diametro del bulbo del termdémetro,

aunque se estd en libertad de elegir la longitud del cilindro como longitud caracteristica.

D T

Nup = —————
b T,, — T, drly
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Se procede a sustituir el perfil de temperatura obtenido en la ecuacién de cantidad de movimiento:

0%y, . 10v, _ _gB(r-T.)

arz ' ror v

Para obtener:

0%v, 10v, aB oT r
——Z=_22(T, +R—| Ln——T.
+ (. +r55], = 7)

or? ror v
0%v, 10v, ap T
52 +; o —T(a+bRLnE)

Donde vy b son:

a=T,—T.
_ o7
T oorly

Condiciones limite:
Ehnr=R-v,=0
Enr=6->v,=0

v,
or

Solucionando la ecuacidn de c.mov junto con las condiciones limite

0%v, 10v, gB r
a7 T rar =~ (@4 bRIng)

Es también una ecuacion no homogénea de Cauchy-Euler analoga a la de energia. Por lo tanto la solucién de la homogénea:

d*v, 10v, _ 0
arz ror

es la funcién complementaria:

v, = ¢+ ¢Ln(r)

Ahora se encuentra la particular por variacion de parametros [ZILL]:

Uy, = Uy + UV,

P
Donde
v =1

v,, = Ln(r)

Aplicando el Wronskiano W y los determinantes W, y W, para determinar los parametros u; ¥ u,. Se conoce que la funcién no

complementaria es:

9B

f@r) = —T(a + bRLn%)

Asi
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Vi, Vs 1 Ln(r) 1
W= ’ | = 1 =—-
Vz1 sz 0 - r
r
0 Ln(r)
0 Vz, gB r
W, = HE r 1 |=-=—\a+bRLn<)Ln(r
LT vy —?(a+bRLn§) - v ( R) )
1 0
Vzq 0 9B r
= = r = — i
We v f() —#(a + bRLn E)‘ v ( +bRLn R)
De esta manera:
9B r
A —T(a + bRLn ﬁ) Ln(r) 9B r
u = W = 1 = —T( + bRLnE) TLTl(T)
T
98 r
w, —Z-la+bRlny r
u'z =W2 =M= —#( +bRLn§)T
T
Encontrando

U = J’ - gv (a + bRLn %) rin(r)dr = — %J’(a + bRLnr — bRLnR)rLnr dr

U =— %I[(a — bRLnR)rLnr + bRrLn?r] dr

— bRLnR bR
u = —Mf rlnrdr —%f rln?rdr

Integrando por partes:

1 1 1
erm"dr = f(Lnr)rdr ==r2lnr — J’—rz -—dr
2 2 r

=-r2L 1J’d—12L L2y
=grélar—o|rdr=crilnr—2ri+c

1
u=1Lnr->du=-dr

dv=rdr->v=c-r?

1 1 2 1
eran dr = f(Lan) rdr = EranZr - firz -;Lnrdr = ErZanr — f r Lnrdr

2
u=1Ln*r>du= ;Lnrdr
1
dvzrdr—»vzirz
1 1 1 1 1 1
erandr = EranZr — (Erz Lnr —Zrz) +c= Eranzr —=r’Ilnr+-r?+c¢

retomando:

— bRLnR bR
U = —MI rlnrdr — gli ernzr dr

u =

gB(a— bRLnR) (1 ) 1 2) 9BbR (1 22 1, 1 z)
zr Lnr 4r ” Zr Ln°r Zr Lnr+4r
bR 1 — bRLnR bR|1 1
U = ——gﬁu ErZanr - [gﬁ’(a ” nk) _ 9k ]Eranr +_gU/>’ [(a— bRLNR) — bR]ZTZ

v

v
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1gBbR 1 1
u,(r) =— E%rﬂnzr - E% [a— bR(ILnR + 1)|r’Lnr + Z% [[a — BR(LnR + 1)]]r?

De la misma forma para u,:

r
U, = f 9k (a + bRLn E) rdr = — ﬁj(a + bRLnr — bRLnR) rdr

v v

— bRLnR bR
u, = —%J[(a — bRLnR)T + bRrLnr] dr = —M.f rdr — %f rLnrdr

1 a — bRLnR bR /1 1
uz(r)=—igﬁ( - )rz—gi (Erz Lnr—Zrz)
Asi
Uz, = gV + UnVy,
Vpp = U u,Ln(r)
_ 1gpbR , .,  1gpB 5 19B 2
=5 5 T Ln*r R [a — bR(LnR + 1)]r?Lnr + i [[a bR(LnR + 1)]]r
1 a — bRLnR bR /1 1
- [Egﬁ( ” )rz + 9k (Erz Lnr — Zrz)] Ln(r)
1 gBbR 1 1 1 a — bRLnR
v, = —E%ranzr - E% [a — bR(LnR + 1)]riLnr + Z% [[a — bR(LAR + D]]r? - EMTZLnr
bR /1 1
- gli (Erz Ln’r — Zranr)
1gBbR 1 1 1gBbR
v, = ——ﬁranzr - —% [a — bR(LnR + 1) — (a — bRLnR)|r?Lnr + —% [[a — bR(LnR + 1)]]r2 + —ﬁranr
p 4 v 2 v 4 v 4 v
1gBbR 3 9BbR 1gB
v, = —Z—ranZr + ZTranr ta [[a — bR(LnR + 1)]]r?
Por tanto el perfil general de velocidad esta dado por:
1gBbR 3 9gBbR 1
V =y, + Uy, = 01+ 0Ln(r) — Z%ranzr + Z%r%nr + Z% [[a — bR(LnR + 1)]]r?

Ajustando a las condiciones de frontera:

_98 2 2 2 s 1, 2 2 r
v, = H{(a —bR)(R* — 1) + [26 (a + bRLnﬁ) + 28 —bR(6* + 71 )] Ln (E)}
Obsérvese que si se utiliza la ecuacion del perfil de temperaturas conociendo b (el gradiente de temperatura en la superficie del bulbo)
entonces quedaria determinado el nimero de Nusselt. Esta constante puede determinarse al aplicar la condicibon enr =8 - v, =0en la

ecuacion del perfil de velocidad pues se obtiene el gradiente de temperatura en la superficie del bulbo, es decir b.

Realizando lo anterior se obtiene, b, al ajustar la condicién de r = § - v, = 0 en el perfil de velocidad:

1 6,1
3= T [2in g + 5 R = 8]

6 6 1 1
R [52Ln§(LnE—7) - Z(Rz - 62)]

ar - L ) . . ,
El recordar que b = o IR sustituirlo en la ecuacidn del perfil de temperatura, permite obtener finalmente el nimero de Nusselt:
R
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@) (-2nd)-1 |

(@) [1-2n(1-snf)] -1

Nu=|2

Nota: las dos barras indican valor absoluto.

Es decir que Nusselt depende solo del espesor de la capa limite térmica.

. TERMOMETRO EN POSICION HORIZONTAL CON FLUJO CUASIESTACIONARIO

Para plantear el modelo correspondiente al cilindro horizontal, es necesario considerar que este problema es mas complejo que el de
conveccidn en cilindro vertical, dado que en este caso, la fuerza de flotacién al trabajar el problema en coordenadas cilindricas no tiene una
sola componente sino, tiene dos componentes (la angular y la radial). Pese a que en coordenadas rectangulares la fuerza de flotacion tiene una
componente, el problema se planteara en coordenadas cilindricas pues al trabajarlo en coordenadas rectangulares el problema es mas dificil de

plantear, y sobre todo de resolver.
Inicialmente se asumen las siguientes restricciones:
En coordenadas cilindricas se tiene el vector velocidad:
VU =v.e, + vgeg + v,€,
Al observar en el interferograma de la visualizacion de las lineas de corriente del fluido en conveccién libre alrededor de un cilindro horizontal
se considera que cerca a la superficie del bulbo (dentro de la capa limite) el movimiento es principalmente angular pues el flujo tiende a seguir

el contorno del cilindro; despreciando por ello las componentes radial y axial de velocidad ante la angular, y por ello v, = v, = 0, para que el

vector velocidad se reduzca a: ¥ = vgey

Interferograma de cilindro enfridndose por conveccion natural [HOLMAN]

la fuerza de flotacion por metro cubico es
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ﬁE = pgB(T — T..)cosBe, + pgB(T — T..)senbeg + Oe,

Caso de gradiente angular de temperatura constante

Al aplicar la ecuacién de cantidad de movimiento expuestas en el numeral 2.1.1 se obtiene:

Componente radial:

vg  Op N 21 0vy
P = "o TPIr T2 g9
2
vy 200y
= T2 + gB(T — T..)cosb

Componente angular:

vgdvy  10p

P30~ “rag PITH

a 16( ) +162vr
ar \ror Ve r2 002

vedvg |0 16( )+102Vr
700 “|or\rar V| T 2502

+ gB(T — T..)sen6

Considerando gradiente angular de temperatura constante e ignorando la generacion de calor por friccidn viscosa y propiedades constantes

bajo el supuesto de flujo incompresible (que es valida si el Nimero de Mach es <0.3), la ecuacion de energia expuesta anteriormente conduce

a:
vy 0T 19/ 0T
o055 = 5]
v 0%*T 10T
7A=“(ﬁ+m>

Donde A =Gradiente de temperatura angular
Combinando las componentes angular y radial de cantidad de movimiento y utilizando la ecuacién de energia, se obtiene la ecuacion:

dvy )
Zv% —1v5 —Vvvgcotd = 0

Condicionesenr =Rvg =0 yen 8 =0 vy=0

Al Solucionar la ecuacién anterior, en serie de potencias la distribucidn de velocidad angular tiene la forma:

Vo = Vmax

) - 1|va

Combinando la ecuacion de energia con el perfil anterior de velocidad, se obtiene
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oz ror a \r

0T 10T _ vmaxA(l r)\/g

Bajo las condiciones limite en la superficie del bulbo

Solucionando y forzando condiciones limite se obtiene el perfil de temperatura

r T
T-T, & 1 g |[00) Lngl |7 Lngl g
T T LTIE‘FLTIE—ﬁ 6 - 6 +§R \/§=0
w T feo a(Ty — Te) o) In=| [6 Ln=
R R
donde
=
¢ =gz
3
o) = 9R?
Al derivar el perfil de temperaturay evaluarloenr = R
aT Vmax § 2 6 1
ot =L(___Ln__ 1)@__
orlg a(T, —To,)\R 3 R R
Al utilizar este resultado en la ecuacion
N = D 0T
Yo = T T
se obtiene
D 0T L 6_2 RaReN \/5(6 2L § 1)
T,—T,orl, "R™ Gr WVO R T3M'R
Donde Nup: Numero de Nusselt basado en el gradiente radial de temperatura y
Nu, =
Yo =7 T,
es el Numero de Nusselt basado en el gradiente angular de temperatura.
Como una aproximacién podria considerarse Nu, = Nuy, lo cual conduce a:
D 0T 5_2 RaReN @(5 2L 6 1)
Ty —Toorly "R or WV RT3MR
Pero Ra = Gr Pr
N 2
Up =5 5 2, 0
Ln§+ Pr Re (§—§Lnﬁ— 1)\/5
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Caso sin gradiente angular de temperatura

. N . aT ) ) )
El caso anterior considerd gradiente angular constante de temperatura Pl A. Si ahora se considera la temperatura angular constante, es decir

el gradiente angular de temperatura igual a cero. Al repetir todo el procedimiento anterior, El nUmero de Nusselt es

E

Nup =

~
S
=l
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EXPERIMENTO V-1

Constonts de tismpo

APENDICE D
DATOS Y CALCULOS EXPERIMENTALES

T=  205°C T, 8.525°C n= 1332
.
A= 025s = 33300s
DIERENCIACION E INTEGRACKIN N UMER ICA REGRESION CON MINIMOS CUADRADOS Toa
i ts T,:C AT/ dt p kg/m’ M kg |Cp, 1g K [h wimSc [ hici |2thfdr’ BaT-T_IAT, T =tft_ 2=inB Y=z I ¥ r he,
0 0.00 0.01000) 13555.07| 0.010768] 13905 L8306 -17042 10000 0.0000_| 00000 | 00000 0.0000000| 0.00000 | _0.0000000) 30.025
1 035 0. 04000 1355508 o.010768] 13005 229013[  -B558 00008 | -00005 | -00008 | cooooood| o.oo000 | 00000003 120.080)
2 050 0.08167 15555.10] 0.010768]  139.05 113404 1854 00015 0.0000024| 0.00000 | 0000003 E0.020)
3 EE -0.04000) 13555.13] oo10768) 13008 2amagr| 2144 -0.0023 oo 000001 | 00000063 120.000)
) 100 0. 03000 15555.15] 0.010768] 13008 114870 1223 00030 | 00000i11| D.00001 | D.00001SE
5 125 0.04000) 13555.18] 0.010762) 13008 229083 -102 -00038 | oooom?s| oooooi | ooooozza
5 150 -0.04000) 1355520] Q010768) 13208 115113 00 -0.0045 oooooeel| 000002 | ooo0033s
1317 | 32035 24,038 0.00800 13560.61| Q010781 13935 12 3548 00 - 015857 0.5752056| 0.87760 | 0.SE0A0EE) 152
1318 | 32950 24.036 0.00500) 135661 0010781  1393% £ 1808 00 - -0.98%5 02805087 | 0573038 | 0oE190g) 4R072
1318 | 32075 24034 0. 00500 1S5E0.62| Q.0M07B1[ 13935 123682 00 -0 -0.9602 0.0B1E128| 0.0B0SE | 0.S8E30515 TE. 13§
1320 | 33000 24032 0. 00500 1356062| Q010781 13935 £.187% 00 -0 -0e10 | oossRz| os 023 45064
1521 | 33035 24030 0. 00500 15568.63] Q.007BL] 13835 123828 00 -0, 01T 05844247 | 088355 | 058 56120
1322 | 330.50 24.028 0. 00500 1356063 Q010781 13933 £.1250 5.5 -0 -0.9025 0.8857324| 0.08504 | 05864240 45,056
1323 | 33075 24.026 0. 00800 1556864 Q0L07BL| 13835 123870 1103 -0, 03832 0SEME| 08863 | 08875507 56,104
1324 | 33100 24.024 0. 00500 1356064 Q020781 13933 E2020] 7284 -0 -09040 | 0.0833513| 0.98802 | D.8EBE7ET 45,45
1325 | 3135 24.022 0.00833 15568.65| Q.0107BL] 13825 125282 16714 -0, 03847 0.5ES6625 | 0.8E852 | 08686073 S6.065
1526 | 3150 24.020 00533 13568.65| Q00781 13835 13| -z:27 -0 0EE0L | O 45,040
1327 | B1LTs 24018 -0.00700) 1356066 O.010781] 13035 108688 -41445 . -0 088551 | O BE7E
1328 | 300 24.016 0.01767 13568.66] Q.0L07B1]  138.25 13.7273|  SOBLS 0.8570 | -0E866 3] 3] 45052
1328 | 3225 24011 0.014833 13568.67| 0010781 13925 22 3082 307 0.9877 | -Dem0 [ [ 6044
1330 | Fis0 24,008 0. 00200 1356068 0.010781]  133s 7.0071] 158675 0.9885 | -0.8W86 [ [ 4B O1LE]
1331 | 3275 24.006 0.01.400) 15560.68] 0010781 13925 ZLEIRE| -£A2A2 0.98% | -0oex 0. 0. SE024
1332 | 3:3mo 24.00 -0.01200 13see6s| 0010781  13m3s 7|  -BeELE 1.0000 | -100B 100000 | 14 24.003
T 1638706 BEE5 7052688 -BEGS  AG3BBIGI0E | 44450 48458 10825817
DERVACION E INTEGRACION NUMERICA REGRESION
Ihe= 1E3E7.05 max 15BE7.5 n= 133 I=  igmpzzis
CONDICIONES ts= 33300 mh 1518721 E¥= 5559000 'z agsom
T= 2030°C 237K h = #1008 W/m™C = ponzsss 2= apaoe
Twwa=  2633°C R*=  osmssan
T 343°C 266K Moy, = 76710 722656 Bi=EVZ/EV= 1043608 Valor haciends o intersects izual 3 cevo
Petm= T74G50.52832 Fa Bi=hAt /Mc = 0555573 Valor con t=rcecta dfersnte de cero
= 2.303 myis* Error mizs= 0z
Titom= 2635 °C
p kg/m= 1356352
hao= 41276 Hz  CpMfkgk= 1321704
Mg, = 77210 M= 0010776 k2
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p=

w= LEMIUEDS Fas
= 002533579 W/mK
Pr= 07302251

0Ese ke’

=
B Q003 1°C

pP= Q003  L°CET,
v ZUE-GE ms

PARAMETR 05 CONVECCION LIBRE

PROPEDADES AIRE
M= IEHT kglemal
R= oes s
- b c d
2E11 157E4Q3 A4 BIEDE -1 SFE-D5|
[« 100503 1fkg k

L= 47450Im = 4586309
D=  738503m R = B501.99
/D= £42

DG fl= 2278721173 Gre= 173.18]
no s& cumpks Ra = 12646

para PP
Gebhart E.51% Gr*= 17,80
Rag™= 177 72

Tom= 848 ¢
¥ L Wimks 0023
Br 4178 WimC  Met g BODND o rmenem ges sae
B ADRED  WimteC M ¥ (N L T T )
Bz 430% W -t Miiger AESl Conrtesece gun poame
= a12F WimeC M= 77155  ivemectodistito decsro
AL RES E5PERADOS MODELD TED RICO A NN
o— RL 4] 76r-Pri | 4272+ 315PL | W e L—|F.;:f]
= =3|szo+21Pr)| T 35(62 + 63PHID ‘
N, = 7.4308 Nu= 2210471241
g 3877283 Curvoturg &g
Curvaturss 33438 1% =25 hoo= 75828
A umiento 45%
Nu= 107857
hee= 537G W/mL
YANG CEBECI
= loso l.L}“ 0.367Ra; I H .
N = ': > —t— <
i T T TS R :
M = 113330
_ gt
hee= 60588 Wim*C
POPIEL Nagpp = 068 4 0670(Ra 902
Wy = ARa] PPTTILLL
i g5d N l+| Pr 'l
¢ =005 - 000253 | = | + 1152 x 1078 (=]
< < = 0351423
(L Ly Y I
A=0519+ u.nus.;[ﬁ}»,u.uuuam [5} +BB55 % 10 -{5] Musms 7655261 Wim™C
g = 4094502
no 253 plicable dado que Ra<10° 3= BTN £ LB e
ELEMBALE O BFA - DO o DT ¢ LON04E08 A
AP LE oaeseTs
.,I.-,ti I f..-: Ca as
Mugn 183D Wus 12890
Nuzs 170885 e  &7008 Wim™L
Ofs  0OTEIMS CEBED PO TR
1 L
Rt R0 W/=TC o = B 1 000 | 003
= 275




AL Nus 127041
I | ;g Ay u)
Vup = 2/ |1+ 21| 067(Ra, D VLT ) Y | | h= G795
|
ez 1911758
b= 65542 W/im"e
EXPERIMENTO V-2
Constonts de tiempo
Te=  20.5°C 8,700 °C n= 1382
240555
At= 025 7= J4050c=
DIERENCIACION E INTEGRACKIN NUMERICA REGRESION CON MINIM 05 CUADRADDS T
i ts T,°C AT/t A kgfm' M,kg |Cp,Mfeg K hW/m":C & hici d'hfdt’ BT T =tft, Z=inB Y=z ¥z he,
[5] 000 30200 -0.0:4000) 1335064 oo1ves| 1320 SE1E7 1 5 5187 00| 10000 00000 | 00000 | 00000 | QO0O0000D 30,200
1 025 30180 -0.04000 1355467 | 00107ER| 13805 S.6M45 4 22.4880 0.0 n.eea0 00007 | -ooo10 | -poo0r | .000O00E 120,750
2 0.5 30.180 -0.04000 1355462 ooioree| 13206 56303 z 112607 1532 P 0005 | -oooei | -poods | coooooso 50.360
E 075 0170 004000 155471 OOIOPER| 1506 SE%es 4 22 5447 0.0] P 0002 | G003 | 00022 | C.OCDODER 120,680
4 100 20.160 -0.04000 1335474 ooioren|  13o0E 2 112841 161 e oome | ooos | ooooo | oooooiai £0.320
1558 | 3Ee0 20075 -0.01267 1556052 | O.0107EL [EEFH 2 oEres| 13808 0.3685 02571 | -08oE2 | -0ge7l | ooesaics 48150
132 | 33e7s 24.072 -0.01000 1355053 0.0107EL 13225 1 152063 5125 0.3682 0278 | -oeeo | -ooe7e | oossveoe D628
15860 | s40m 20070 -0.00767 1355853 OOIOTEL 15228 2 SEEEs| 2 a2 0.3580 00085 | -0@o05 | -09oEs | ooeaoeds 48 140
1561 | 3aozs 24088 -0.00B00) 1335054 00107EL 13223 1 12 2508]  -30807 03578 0goe3 | -ioom | -oeess [ oososas 26272
e TS 24088 0.00B00 1555054 O.0I0PEL [EERH] 1 3054 03676 10000 | L0007 | -L0000 | 1OCDEE14 Z4.0EE
E 1E3E53E EELS -7223584 -EELI  4T4E230M4 1080835
DERMVACION E INTEGRACKIN NUME RICA REGRESION
Thici= 153B53% mox SAID Al 5 n= 138 Iz amsms
CONDICHY NES ts= 34050 min -13281 B T -sE00 ¥z swzom
T,z MS0C 283K W= 40101 W/m™C = -Tmimes == wmarm
Twpa=  25.45°C K= omoms
Toe= Z4EFC 2BEEK Nu= = 7.5002 Bi=X¥I/ EY'= 1044281 Valor hadiendo el intersacto izula cero
Pstm= 7458052532 Pa BT:hAt.JMCﬁ 0557341 Valor conitercects diferente de caro
2= 2803 m/s Error max= 028
o= 1545 °C
B kg/m’= 1356375
Bge= BT Hz  CpMegk= 1321E71
Nugy= 7.547287 M= 0010776 kg
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PARAMETROS CONVECCHIN LIBRE

L=

D=

LfD=
DG L=

Gebhart

PROPIEDADES MRE

2857 kgfema

02857 klfegk

b <
187603 4.805-06

100504 Jfkgk

184132505 Pas
DOZ3343323 W mk
07302119

wgim®
1°C
1LCETe

mfs

0.858
0,003
0,003

2 119805

474-02 m Gr=
73BE-Bm Rm =
542

2 2BROF1211 Gre=

el S L e Ra=
para PP

6.54% Gr~=

Rom ==

-1 97E-08|

4664081
3405767

A= 0.519 + 003454 (= | + 0.0008772 |

ho=  EO776 Wim™C

POPIEL
Ny = AR
8 =025 - 000253 | = | + 1152 % 1078 =
5 D

Fod Y.
=] +8.:855 x107%(=
5) x107¢()

ue= 035142

7 SETESS Wfm T

= 411046

no = aplica ble dado que Az c10”

air Tio= 2348 °C
k. W/mK= 0025343
b= = 4.1ES1  Wim'C Nu™ 0= 7.8275 cConintemecio igesl siozro
b o= 39570 '\’J'_-'TL"‘S Nu™ = 7.4756 imemectodistinto decero
hoa= 42130 Wim™C M= 7.B796 Coninteseco iguelacern
b= apzza  WSm™C Nu,= 7.5231 iniesectodistita decsro
VA LORES ESPERADOS MODELO TEORICO JANNA
HE
— 4| TGr-pPre "
Vu - ;--_--'i;.'-_:'i
3|20 + 21Pr) e EENTRL)
Mug= 221632571
by = Curvoturg -5
Curvatura= 3% B hy = 7.6110
Asme nto
Nu=
hyo= S57ESZ  WimSC
YANG CEBECI
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ELENBASS

Wiz =0 Fe' ‘e
Musg=  1.630213 Nus= 125813
M= 2TIAETE how=  ETLEL Wym™C
Dif=  QUOBA4ES CEBEC] Pr=072
ho= 3224 Wim™C i '
KUEHN Nuz 1273132
" , NP | . . T | _
Nl 2fim|1l+2 | 0.67(Rag D/LY |1 + (0.599/Pr)* ] =] +|0.1Ray, " | |; b= E.B070
Me.= 1815613
ho=  E.5ELE W/m®C
EXPERIMENTO H-1
Constonte de ti=zmpo
T.=  m0EeC 12 330 ¢ n= B4
AT T
M= 02Ss 195,005
D4ERENCIACID N E INTEGRACION NUMERICA REGRESION CON MINIMOS CUADRADOS Tugra
i ts T,°C dTfdt pkg/m® Mkg |Cp, Mg K |h, Wim™C| o h, d'hidt’ BfT-T_IAT, T =tft, | Z=inB Y=z ¥z v T e
7 000 34 580 -D.0BOOD 1352227 ooios|  1EEm| TR 1 75662 153450 00000 0.0000 | 00000000| 0.00000 | 0.0000DD0) 31580
1 0 34560 007600 1358331| 00i076|  1%6&1| 7i%E0 | 4 187520 -16805 [FTwaEE] S00M3 | O00000IE| 000000 | 0.0000015 135440
2 050 24540 -D.0BSLT 1=5a2337| ooiwe|  w=Em| morE 2 161550 -3RE. 000E 0.000007E| 2,650
3 5 4 E1E 00746 1354342 001076| 13881| 7082 | 4 2E3703]  -G4BLE 00038 00000157 138272
1 100 21 500 017133 =547 ooiore|  ismea| i1sapa | om0 20 LoDEL 00000315 @.5m
B 138 T8 0.12600 1553336 OOiooE|  iSEgl| 120177 | 4 450707 47068 0.00EL 00000702 132,040
775 | 1ma7s 25533 -D0TE Zsesas| ooworwr|  wspas| voew 1 38 3mo7 C.5EES 05835141 133
76| 1m0 =5 -D.0za3 =Z5EE26| ooovrr|  =eas| Ea@m | 2 w4l -aaz s 0.2EEL4EE 51654
777 | 1%41% 25521 -0.01500 1356528 oouo7r7|  13eis| 4&E | 4 154558 18130 091 0.SAEIEEL 106264
TE EELD -D0Rm e ] ) SElE |z 112858 1083 nen 0. 2aEEEzD| SLE
e 75510 -0.02500 1356530 oo 13 sa7Ed | 4 57068 1730 0883 09525071 106240
70 EEE -0.02058 [ s ) TED z s [T T SLEWD
751 25500 00536 35633 ooorr7| 138 35197 3 om0 1381 0eE 0. 255 56| 108,200
78 R DOEE 1356533 ooiorrT| 138 iasm | = 18108 77462 ) 0. 9570200 T5%
7EE =7 -0.01400 =sesae| ooy = e | 4 144360 am7sg| nesE 0. 22EL5 18| 108,180
5L R 007200 1356537 O0io7r7|  1384%| ime0ed | 1 155064 EEH L0000 1 0050654] TSI
I 1EmE0 3m 5 28716 EESIEETTA
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DERNVACIDN EINTEGRACION NUMERICE

Lhic=

t, ==

B o=

N o™

Error max=

166302
125 .00
69571 W/mC

2017

70343
2040

CONDICIO NES
== 20.30°C 288 7K
Tosara™ 2BILC
o= 24.20°C 288.1K%
Patm= 748580.52632 Pa
= o882 'r,-'s-.L
PROPEDADES AIRE
M= 2B97 kg flomiod
R= 02857 k. lggk
& b c d
2811 157E48 A.BDEDE -1 o7E-OD
Cp= 100528 Jfkzk
p=  1EATZIE6 Pax
k= 0025443345 W/mi
Pr= 029835
= 0855 i fm
B= CLDE 1~C
w  LI36EE ms
PARAMETROS CONVECTION LIERE
L= Gr= 67612 84
b= Ra= 4534651
L{D=
Grg= 255.19
Rap= 186.25

REGRESIO N
mEx 1554504
min -17714.14 n= 785 BI= TROEIL
Y= -252.9000 = zmams
= 1770 b ras IEAEIT
R'=  paemzs
Bi=X¥Z/I¥'= 1045515 Valor haciendo el intersecto igusil = czro
Bichitn/Me= Q287185 Walor con itercecto diferente de czro
Torma™ 2231 °0
akafm’= 135368
f5 Cplgk= L3207
M= 001077 kg
e T 2400 °C
k,W/mK= 0.025443
Wy~ T.Z7E '-.'.l',-"r.“’S Mg o= 21111 Comivbarsechn igusl scem
h*we= 65347 W/m D Nuepr= 20114 interseci disirtoce czm
ho.= 7.3830 W/ m™C Mug..= 2.1357 Conintersecn imusimcen
hwos  7.0114  W/m':C Miugge= 20337  rtesacodistito decers
W ALDRES ESPERADDS HERMANN
M= 14BER2Y
h,.= 51260
MERK AN D PRINS ECKERT
u ({PrMGruBr)® +.-_‘._o_-':,o=;‘ Wiy = 0.53(Gr, Pr) V4
LY 0435
Mew= LELOT Nuw=
he= 5.3530 WifmSC b= 57502 Wi el
MORGAN CHURCHLL
Nug = CRap
C= 045
n= Q188
Ku= 22708 MNu-= 1.B121
ho= TEEL  WimTC hoo= 6204 Wim™C
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V.

CHURCHILL LAMINAR

Nus 2 il + 0559 /Py : "
s ik o | "
Moo= 2328831 Nu.=  LESO431
hoo= E0220  Wim™C hg= 65175 W/m™°C
T= W3¢ 12330 % n=  T2B
BT T
Atz 025s 180505
DIERENCIACKD N E INTEGRACION NUMERICA REGRESION CON MINIMO'S5 CUADRADD S Toum
i ts T,°C dT/dt a kgim® M ks |Cp IfkgK [hW/m™C| o hici d*hidt* BT T, T =tfty | Z=ind Y=z ¥Z ¥ z v
0.0 34.83 -0,02000) 1354338 owowors| 13891 18gE2 1 18082 63319 1.0000 00000 | opooo | oooDo 00000000| 000000 | 0.00D0000 34,830
0.5 34820 -0.08| 13543.41574] OOLO7E| 158.89127| 7.56B171| 4 3035048 15078] 0.989307153 0001253 [-0.000686 | 0.0 EI47EDT 000| 4ETS2EO7 138 250
0.50 34800 | -0083333] 1354345732] ooiovs| 138e127] 7oesea| 2 15.85168[ -1843458) 0.59730648 0002505 [-00moss| oo 53524505 ooo| 4382506 £5.600)|
0.75 347850 008 135435158 ooiors| 1589133 7619523 4 3o047ece| 2864.208) O.EGESI0ELE 0003758 |-0.00485 | o0 1318505 000| 13A7E0E 138 120|
100 34760 | -0073333| 1354356448 oowors| 13Eeise| escamz| 2 -5452.888)  o.eesiis14s 0.005013 24545805 £2.520)
1.25 34780 | -0126667| 13543.61307]  oouors| 1585144] aogEsz] 4 3516202 0.53371847 0006266 3705 135,960
195.50 25870 -o02| 13565.15018) 0.010777) 199.4862| 5.083553] 2 1oaeru1| -7osou4|  03747EEILL 08755 SE 095184759 51740
18575 25 EE0 -0.02| 13565 18347| 0010777| 1581865 5083058] 4 2037223] 454B032] 0374040475 0881203 &8 086430647 05E| 0SE05E38 103 440)|
12600 25860 | -Di0i56e7| 13565.18347| 0.010777| 13eu865| 4zad215| 2 massd| -13vs0s| ovameosrs 08E2456 R 057 0SET0SE3E 51720
186,25 25E50 | -0/046667| 13565.20777| 0.010777| 150.1B66| 1100E07| 4 A47.62426| 1635634 0573342688 0883708 28 0.5682061 087 08707367 103,300
13650 75840 | -0015667| 13565.23208| 0010777 13e.4872| 4260147 2 ES2oomd| -RARessE| o2eddm0l 08R4862 &8 097I2R53 057 057442483 51680
136,75 25EA0 | -0016667| 1356523208 0010777 13e1872| 4260147 4 17.040%| -REva3s|  owzssssot 0886216 23 09735y 057 087442483 103,350
187.00 25830 | -0i0d6667| 1356525635 0.010777| 130.4875| 11osos4| 2 2ipouse| 1mrIval|  oFiMdEsed QEETIED &0 OFTEELO4T 088 087812852 51660
197.25 25820 | -0i016667| 13565.28064] 0.010777| 130.1878| 4776isE| 4 17.10d78| -essEoas| osmimeus 0888722 &8 OF7ET0EE 088 103, 280|
197.50 25820 | -0U016667| 13565.28064] 0.010777| 159.1878] 4276156 2  BS52306| 3966213 0371MSLE e e 0S8 51640
197.75 25810 | -0U043333 0010777| 1594881 111301 4 43.5564| 45000%8| 0370551281 0851328 056405956 0S8 103, 240|
18500 I5E00 | -00&33 0010777| 1381885 1116046] 2 223208 0368653454 0852481 0587 16386 [ 51 E00|
135,25 25730 | -DI015657 0.010777| 1581888 4300502 4 172o0mL 0365155608 0853734 035025303 [t 103, 150|
18850 25730 -0.02 0010777] 159.1886| 5.160603| 2 1032131 0368155608 0854887 086154182 0 51 530
13875 25780 | -007333 0010777| 138.1881| 231 4 24178% 0368457751 0886241 088457565 0 103, 120
138.00 25750 0006687 0010777] 1581881 -L723466) 2  -3.4ae932| 170771 0.36B45TIEL 0557484 098552682 0 51 560
198,25 25750 0s| 13565.3778| 0010777 158.1851 o 4 o] 2101623  03684577EL 0QESETAT 0857 17728 100 103, 120|
15850 25370 -DD6s| 13565.40208] 0010777| 1381885 1554068] 1 1554068 -24267.15 0367750044 1 1 00032 488] 100 25.770)
I 1684815 LS 73306222 26650 708E0.016
DERIVACIGN E INTEGRACION NUMERICA REGRESION
Thici= 1634815 o 2101623 n= 7 VZ=  zviiseR
CONDICIONES ts= 18850 min -24267.15 ¥z -2555000 = ssum
T 2050°%C =T W= G5B Wim'iC = 343 = 10610
Twps=  2838°C R=  osssms
Tor™ 24.95°C 2881 K [T 15806 Bi= MII‘\‘Z= 1025876 Valkor haciendo el intersecto igual a caro
Patm= 7468052632 Pa BizhAt,/Mc,=  0.902836 Valor con itercecto diferents de oo
g= 2 A mis WErrorma: 053
L 783 °¢
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PROPIECADES AIRE

K= 2R57 kghkmol
R= 02857 gk
= b c d
2811 157E-B 4.BE-DE -LSTEOD
Cp= 100528 Liek
p= 1BF3ITE-DE Pas
= 0025445155 WimkK
Pr= 0.7298290
H
~ 0.BE5 kgfm
B= 0,003 s
w= ZIITEDS mfs
PARAMETROS CONVECCION LIBRE
L= 474502 m Gr= GBLEE o0
D= 71.38E03 m R== 45976630
LfD= 842
Grg= 25736
Reg= 187 B3

A kg/m’= 1355661
hew= 62087 He  Cp,Jikgk= 1320738
Mug,,= 2002 M= 001077 &g
i Tiga= 2485 ¢
k, W/mK= 0uDZ3445
h™ o= 70087 Wimeg N gy = 20327 Con iniersecto igusla el
b ae= S7EM  W/meC MU o= LOE74  imtesacn cifetodeam
hae= 70ETZ W/m™C Muggre= 2/0554  Conimimrsecto igusis c2m
hg.= &8558 W/mTC Moo= 18887  imtersecio distrtode cem
VALORES ESPERADDS HER MANN
"
Nuc= 1.4200
hye= 5.1574
MERK AND PRINS ECKERT
g = COPr Fi Vi = 0.53(Gr Pr) Ve
CiPr
Nus= 16141 Nu= 19821
o= 55654  Wim™C hy,= 7653 Wm™C
CHURCHILL
_ 0518Ra) ©
- o—— D
e = R T I (o559 pr)
C= n.Es
n= 0188
Nug= 2.2745 Nug= 1.B152
b= 78425 Wrm™C hy,= 52587  Wrm™C
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V. PARAMETROS: ESPECIFICACIONES GEOMETRICAS Y PROPIEDADES

MORGAN CHURCHILL
Vup = CRa2 e 0518Ray ©
e = (34—
I TR TS BT T
c= 0.Es
n= 0188
Mue= 22745 Muc= 18152
e 7EES  WmoC hpo= 52587  W/m™C
KUEHN CHURCHILL
Vup = 2 fin]|1 + 2/{] 05 gRa: *[1+ (0:5%9/Pr ] : +|0.1Ra '!_ 0.36 Rap
2 | 4 Ll P e 1
300{1 + (0.5, pr)¥14]i8
Nug= 2330137 Nug= 1853441
= BO0M3  Wim™C hoe= 55286

ESPECIFICACIONES TERMOMETRO ESPECIFICACIONES TERMOMETRO
ASTM 56C - B6 ASTM 56C - 86
INTERVALD 19 *C - 35°C INTERVALD 19°C-35°C
D= 7.38mm 7.386-03m D= 473mm  473E-03m
R=  3.69 mm 3.69E-03m Ri=  2.36mm  2.36F-03 m
*_ -
= 474mm 4.74E-02m L¥= 453mm  4.55E-02m
k= 1.09 W/mK
A= 672E-04m2
A=  110E-08 m2 : m
A £ 28E.05 w2 A= 1.75E-05m2
™ : m A= 6.90E-04 m2
A= 114E-03 m2
V= 7.94E-07 m3
V= 2.03E-06 m3 Le=V/A 1.18E-03 m3
Le=V/A  1.85E-03 m3 L/D= 9.5864
L/D= 6.4228 D/1= 0.1043
D/L= 0.1557 Rw=  1.44E+00m K/W
ARw=  0.00157917
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DATOS ESTEREQSCOPIO

ZOOM EQUIVALENCIA ___PARED ___PUNTA
lineas mm lineas mm
0.65 1 mm =|13 lineas - 30 2.3077
1 1 mm =|20 lineas 29 1.4500 - -
2 1 mm =[40 lineas 53 1.3250 84 21000
3 1 mm =|55 lineas 73 1.3273 - -
h, W/m"™C
4 5 7
Para la envolente cilindrica Bi 0.004335279 | 0.005419099 | 0.007586739 (A,
de vidrio 0006770642 | 0.001692661 | 0.011848624 |A ot
p, kg/m* Mercurio .
Cp, l/kg K Mercurio
13400
141
13600 = 160 _
R* =1 e 1, b/ T2 ‘\.\v= -4E-0Bx* + 0.000&x* - 0.0559x + e 3, g K
13500 \ 139 ~—_ e
Potencial {r, ke/mm3) . -
13400 - 138 ‘55\1 —— Polinamica {Cp, Jike
Lineal (r, kg/m3) 137 I T | K
13300 T : !
50 100 150
0 50 100 150
u, Pa.s Aire k, W/m°C Aire
20,5 0.0285
0.028
20 / 0.0275 ff
19.5 0.027 7
19 / m— il 0.02B5 i —Series]
/ 0.025 7
185 Lineal (Seriesl) 0.0255 7 —— Lineal (Seriesl)
0.02% 7= TEO5E TO0237
18 V= 00817 - 17436 D-D[’é;‘i Vi R 1
175 Y =5.9954 00235 1
17 0.023 : |
50 100 0 50 100
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PROPIEDADES DEL AIRE

ux10° Pa.s

k, W/mC

17.456

Q0237

18.24

Q0251

191323

Q.0285

T,°C
0
20
40
50

19907

Q0279

]

28.11

1.97E03

4. 80E-06

-1.97E-09

28.97

k1 kmol

P, mm Hg

P, Pa

0.2897

Kl gk

560

74560.52632

M

_P
P =TT

a+ bT + IL_T: + dTE k_lJ"IkEK

kg/m3

p=0.0412T + 17.446

k = JE-05T + 0.0237

R*=0.9994

R*=1

PROPIEDADES DEL MERCURIO

R 3
T,°C p, ke/m Cp, I/ke K
0 13628 140.3
20 13579 139.4
50 13506 138.6
100 13385 137.3
p=-2.4291T +13628  R'=1
¢, =-4E-06T + 0.0006T - 0.0559T + 140.3 R?=1
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