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Introduccion

En dreas aplicadas es comtn aproximar superficies suaves por superficies poliédricas
o mallas las cuales se forman pegando poligonos planos (elementos) por sus aristas.
El caso particular de mallas triangulares es particularmente importante. En esas apli-
caciones es importante estimar propiedades diferenciales de la superficie aproximada
a partir de la superficie poliédrica y entonces es deseable tener garantias de conver-
gencia a medida que la densidad de los puntos en la superficie poliédrica aumenta
de tal manera que el tamano de los elementos de la malla tiende a 0.

Un ejemplo bésico que ilustra las dificultades en obtener convergencia cuando el
tamano de la malla tiende a cero es el caso de estimar el vector normal y el area.
La ldmpara de Schwartz (ver figura) es un ejemplo de una superficie poliédrica cuyos
vértices estan sobre una superficie suave cilindrica con altura y circunferencia unidad,
para la cual tanto el vector normal como el drea estimados no convergen a los valores
correspondientes en la superficie suave. Cada uno de los 2n* tridngulos isésceles
resultantes tiene base de longitud ~ % y altura de longitud ~ 75, lo que resulta
en un drea total ~ " que tiende a infinito cuando n tiende a infinito. También
se observa que el vector normal a estos triangulos isésceles forma un angulo con el
vector normal a la superficie cilindrica que tiende a 7/2 a medida que n tiende a
infinito. Esta dificultad se corrige requiriendo que los triangulos de la malla tengan

una razon de aspecto acotada.

En esta tesis estamos interesados en la estimacién del operador Laplace-Beltrami.
Este operador es la extension natural del operador de Laplace de un espacio Euclideo
al caso de una superficie suave M [11, 17]. Se define como la divergencia del gradien-
te,

Ay f =divy(Varf)

donde los operadores divy; v Vs son el operador divergencia y gradiente sobre M.
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Figura 1: La linterna de Schwartz se construye sobre un cilindro de altura y circunferencia
unidad. Se disponen n* + n = n(n® + 1) puntos en n3 + 1 circunferencias con distancia
1/n entre ellas a lo largo del cilindro, y de tal manera que en cada circunferencia se tienen
n puntos uniformemente espaciados como se ilustra en la figura. Sobre estos puntos se
construye una triangulacién, la cual consta de 2n? tridngulos isésceles.

En R¥, este operador es igual a

Una versién discreta de este operador para superficies en R? es un elemento impor-
tante en varias aplicaciones de procesamiento geométrico [8], donde la variedad sélo
se conoce de forma aproximada como una malla que aproxima la superficie, y tam-
bién en el caso en que soélo se tiene un subconjunto finito S de muestras tomadas de
M, lo que suele llamarse una nube de puntos. En ambos casos, la funcién f sobre
la que se quiere estimar el operador sélo se conoce a través del conjunto finito de
valores f(p), p € S.

El interés en una version discreta del operador Laplace-Beltrami aparece también
en el drea de geometria diferencial discreta [5], en la cual se busca definir diferen-
tes cantidades geométricas como curvatura, originalmente definidas sobre superficies
suaves, en superficies poliédricas. En ambos casos, se espera que existan resultados
de convergencia al caso suave a medida que la nube de puntos o malla es mas densa
en M. Esto se puede medir con un parametro h que mide las distancias entre las
muestras o el tamano de los elementos de la malla.

En el plano, para una malla regular de cuadrados de lado h, se obtiene una definicién
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natural por medio de las segundas diferencias finitas a lo largo de los ejes coordenados;
para un vértice x, el operador discreto L; evaluado para la funcién f es

L) =55 32 (F) ~ /(@)

peN (x)

donde N(z) es el conjunto de 4 vecinos de = en la malla. La extensién a una nube
de puntos o a una malla que aproximan una superficie M en R3 no es tnica y
especialmente se encuentra dificultad con sus propiedades de convergencia. Si K
es una malla para M, generalizando L, arriba se obtiene, para un vértice x, la
aproximacion:

Linf(x)= > wpe- (f(p) - f(z)) (1)

PENK ()

donde Nk(x) es el conjunto de vecinos de z en K, y w,, es un peso para la arista
px. Una expresion mas general podria incluir en la suma términos correspondientes
a las caras de dos dimensiones incidentes a z. Hasta hace poco, aunque se habian
propuesto varias discretizaciones del operador Laplace-Beltrami, para ninguna de
ellas se habia obtenido una garantia de convergencia puntual. En particular, en el
método de la cotangente [6] los coeficientes w,, , dados por
w0,y — { (cot oy + cot vy ) S% pT es una ar?sta interior @)
’ cot v » si pr es una arista de borde

donde «, » v o, son los dngulos opuestos a una arista px interna, o uno solo de ellos
en caso de ser una arista px de borde.

Recientemente, Belkin y Niyogi [3] describieron un método para el caso de nubes de
puntos para el cual obtienen convergencia puntual y, basados en éste, posteriormente
Belkin, Sun y Wang [4] propusieron un esquema de aproximaciéon que converge pun-
tualmente para una malla arbitraria que aproxima la superficie suave M en distancia
Hausdorff y normal. El operador que proponen se calcula, para un punto x en la
malla, con la férmula

1 Area(T — 2
bl = 3 W(n);) ow (-2E) g - s@) )

donde T'(K) es el conjunto de 2-caras (poligonos) en K, y V(1) es el conjunto de
vértices de 7. Es importante que mientras en métodos anteriores, L, f(z) depende
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sélo de los valores de f(x) en los vértices vecinos, en estos nuevos métodos depende de
otros vértices més lejanos con pesos decrecientes con la funcién exp(—||p — z||?/4h),
lo que es esencialmente una convoluciéon con un kernel Gaussiano.

La idea de convolucion con un kernel fue retomada en un trabajo de Hildebrandt y
Polthier [14] quienes, continuando su investigacion dentro del marco de la geometria
diferencial discreta, extienden el método de la cotangente para obtener un método
con convergencia puntual.

Sean M una superficie suave y M}, una superficie poliédrica que aproxima M. Ademas,
sea u una funcién C?(M) y Au su operador Laplace-Beltrami en M. Por una gene-
ralizacién de integracién por partes se tiene que (si el soporte de ¢ esté contenido en
el interior de M)

/MAugo dvol = —/ (Vu, V), dvol. (4)

M
Esta identidad se usa para definir un operador Laplace-Beltrami débil restringiendo
el espacio de funciones de prueba ¢. Sea wuy la interpolacion lineal de u en M), deter-
minada por los valores de u en los vértices, y V y V}, los gradientes respectivos en
M y M. Siguiendo la idea de [4], el método de [14] consiste en aproximar Au(x) en
un vértice x de Mj, por

Au(x) = (Apup|p.) = —/ (Vhtn, Vipz) y, dvoly, (5)

Mp,
donde ¢, es un kernel con soporte concentrado alrededor de z.

En esta tesis estudiamos los detalles del método de Hildebrandt y Polthier, incluyendo
las herramientas necesarias para probar la convergencia del método.

Contenido. El desarrollo de esta tesis esta distribuido de la siguiente manera. En
el capitulo 1 se presentan conceptos preliminares, en el capitulo 2 se define el tensor
de distorsion métrica y algunas propiedades que juegan un papel importante en el
andlisis del método de aproximacion, y en el capitulo 3 se describe el método de
aproximacién y su analisis. En el apéndice se presentan algunos resultados auxilia-
res.



Capitulo 1

Conceptos preliminares.

El objetivo de este capitulo es introducir los conceptos y resultados de diversas
tematicas que se necesitaran para la comprensién de los resultados de aproximacién
del operador Laplace-Beltrami.

1.1. Superficies Poliédricas y suaves

Definicién 1.1. Una superficie poliédrica o superficie conica Euclidea M), es el
espacio métrico obtenido al unir triangulos planos, denotados Tj,, isométricamente a
lo largo de sus aristas. Aqui, sélo consideraremos triangulaciones finitas, las cuales
son homeomorfas a una 2-variedad! compacta, conexa y orientable.

Figura 1.1: Bolas trianguladas

!Usamos la palabra variedad en lugar de manifold por el contexto.
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Definicién 1.2. Si~y : [a,b] — M}, es una curva continua, entonces la longitud de v es
el supremo sobre todas las particiones admisibles, Z = {a =t; < t; < --- <t, = b},
de [a,b)] :

l(y) = sup Z de2(Y(ti_1), 7(1:)).

Donde una particién es admisible si v(t;) v v(t;11) estdan en el mismo tridngulo
T}, (posiblemente en 0T}). Aqui, dez denota la distancia Fuclidea dentro de cada
tridngulo. La curva es llamada rectificable si I(y) < 0.

Definicién 1.3. El conjunto Cy := {(r, ¢)|0 < r; € R/0Z} / ~, junto con la métri-

ca (infinitesimal)
ds = \/dr? 4+ r2dy? (1.1)

es llamada una métrica cdnica con angulo cénico 6. Aqui, (0,¢1) ~ (0,¢2) para
cualquier par (@1, 2). Un punto cdnico es la clase de equivalencia que consta de
todos los puntos (0, ¢) € Cyp. Un punto conico es llamado singular si el &ngulo conico
es diferente de 2.

Denotaremos una superficie conica dotada de su métrica conica Euclidea por

(Miw th)'

Definicién 1.4. Definimos la distancia entre dos puntos x,y en Mj como
th (ZL’, y) = I,I%f l(W),

donde () denota la longitud de la curva 7 y el infimo es tomado sobre todas las
curvas rectificables en R® que unen x con y y cuya grafica estd contenida en Mj,.

Con esta métrica y dado que M), es compacto, una version del Teorema de Hopf-
Rinow (ver [13]) para superficies poliédricas garantiza que para cualquier par de pun-
tos en M), existe una geodésica minimizante que los une (Ver definicién 1.27). Deno-
taremos por dwvol a la forma de volumen de la superficie cénica Euclidea (Mjy, gur, )-
Esta forma de volumen estéd definida (y es suave) por fuera de las singularidades
cénicas e induce una medida regular de Borel sobre M),. Denotaremos por X (M},) al
espacio de campos vectoriales dvol-medibles definidos en M.
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Notacién 1.5. Para un tridngulo 7}, de una superficie poliédrica My, sea rq.(1h) €l
circunradio de T}, y sea r;,(T}) el radio interno de T},. Definimos el tamano de malla
h y la regularidad de forma p para M} como

ey o Tere(Th)
h = TI’:IE%(}I rcwc(Th> Y p= TI}TIE%\:;I(h Tin(Th) .

Observacién 1.6. Supondremos que tanto la superficie poliédrica M) como la su-
perficie suave M son compactas, conexas y orientadas. Ademas, supondremos que
tanto M como M), son superficies sin frontera.

<

Figura 1.2: El e-tubo de M es el conjunto de todos los puntos que estan entre las dos
lineas resaltadas.

Definicién 1.7. La funcién distancia d; : R — RT estd definida por

om(y) = zlg]\% |z — QHW'

Observacién 1.8. Para y € R? fijo, existe al menos un punto € M tal que
v (y) = ||z — yl|gs, pues M es compacto. Definamos

f*M—R

v fz) = o -yl
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Asi 2,

Por tanto, si x € M es uno de tales puntos que realiza el infimo se tiene que
df(X)=2(x—y,X) =0,

para todo X € T, M; de donde se concluye que x — y esta en la recta normal a M en
x.

Definicién 1.9. (Funcién proyeccién) Como M es compacto, para cada y € R?
existe al menos un punto x € M tal que 0p(y) = ||x — y||gs. Este = es llamado una
proyeccion ortogonal de y sobre M. A pesar de que dicho x no necesariamente es
tinico, existe una vecindad Uy, de M en R? tal que todo punto de U, tiene una
Unica proyeccién ortogonal sobre M. La funcién inducida II : Uy, — M es suave.
Una prueba de este hecho aparece en [12]. A la funcién I : Uy, — M la llamaremos
la funcion proyeccion en M.

Definicion 1.10. El alcance de una superficie suave M es el supremo de todos los
nimeros positivos € tales que la proyeccién ortogonal sobre M es unica en el e-tubo
abierto alrededor de M, donde un e-tubo abierto alrededor de M es el conjunto de
todos los puntos z € R? que cumplen d,(x) < e.

Observacion 1.11. Localmente, el alcance de M esta acotado de la siguiente ma-

nera3

alcance(M) < inf

R —rl (1.2)

donde K4 () denota la curvatura méxima de M en z.

Definicién 1.12. Una superficie poliédrica Mj, es un grafo normal sobre una super-
ficie suave M si M}, es un subconjunto del alcance(M )-tubo abierto alrededor de M
y la restriccién de la funcién proyeccién a My, 1)y, , es una biyeccion. Decimos que
una superficie poliédrica M), esta inscrita a una superficie suave M si todos los vérti-
ces de M), estan en M. Decimos que una superficie poliédrica M), esta cercanamente
iscrita a una superficie suave M si esta inscrita a M y es un grafo normal a M.

Definicién 1.13. De ahora en adelante supondremos que M), estd cercanamente
inscrita a M y, por simplicidad, denotaremos II}y;, por . Explicitamente,

UM, — M
y — Y(y) = argmin || — y||gs , (1.3)

2Ver seccién 1.3.1 para la definicién de la diferencial de una funcién.
3Ver [16] para una discusién al respecto.
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esto es, oy (¥ (y)) = in}} |y — x||gs. Denotaremos por ® a U~
faS

U =0 M— M,
A la funcién @ se le denomina la funcion distancia mdas corta.

P(x)

M, M

Figura 1.3: M}, es un grafo normal a M. En cada punto x € M, ® asigna a x el punto
de interseccion entre la recta normal a M que pasa por x y Mp,.

Definicién 1.14. (Funcién distancia con signo) Sea N el campo normal a la super-
ficie suave M. Definimos la funcién distancia con signo ¢ por

é: M =R
x> P(x) == (N(x), ®(x) — 2)ps - (1.4)

Asi, ¢(z) es positiva cuando ®(z) — x tiene igual direccién que N(x).

1.2. Espacios L? en superficies

Usaremos la notacién M para referirnos bien sea a la superficie poliédrica M) o a la
superficie suave M.
Definicién 1.15. Para 1 < p < oo, LP(M) es el espacio de todas las funciones

medibles u que satisfacen
/ |ulPdvol < oo.
M

Observacién 1.16. L?(M) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(U, V) L2 m) ::/ uv dvol
M
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y norma
1/2
el 2 gy = (10, ) g -

Definicién 1.17. El espacio L®(M) es el espacio de todas las funciones u que
satisfacen

ess sup |u(y)| < oo.
yeM

Y definimos

[[ull oo (pgy := €55 5UP [u(y)] < oo.
yeM

Definicién 1.18. Sea X'(M) el espacio de campos vectoriales dvol-medibles en M.
L% (M) es el espacio de todos los campos X € X(M) tales que

1/p
I1X|, = (/ (X, X)"? dvol) < .
M
Definicién 1.19. Si X es un campo vectorial en M, definimos

XN 2y ::/ ||X||Mdvol:/ (X,Xﬁfdvol.
M M

Definicién 1.20. L5 (M) es el espacio de todos los campos vectoriales X que sa-
tisfacen

esssup || X (y)|| < oo.
yeM

Y definimos

[ X[ oo a1y == ess sup [| X (y)]| < oo.
yeEM

1.3. Diferenciaciéon en M

Definimos el gradiente de una funcién en M y la derivada covariante para campos
tangentes a M. Esta ultima parte es algo técnica y se hace para dar sentido a con-
ceptos definidos posteriormente. Para un tratamiento més detallado ver [7].
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1.3.1. Gradiente

Sea p € M. Al conjunto de todos los vectores tangentes a M en p lo denotaremos por
T,M y lo llamaremos el espacio tangente a M en p. Supongamos que T,M tiene
una base ortonormal formada por i, d;. Entonces, si X € T,M se puede expresar
en la forma X = a,0; + ax0,. Por tanto, si u € C'(M) entonces se tiene que

du(X) = ((1181 + a282) u,

de donde concluimos que du(X) = X(u), para todo X € T,M. En consecuencia,
definimos el gradiente en M, denotado V, como el tinico campo vectorial tangente

a M que satisface
(Vu,X), =du(X), VX eT,M.

1.3.2. Derivada covariante

Comenzamos considerando una curva en R?. Sea C' una curva dada por z(t) =
(x1(t), 22(t), x3(t)), para a < t < b. Supongamos que Z(t) = Z,y es un campo
vectorial de clase C' a lo largo de C. Asi, para cada t € (a,b) se tiene

Z(t) =) at) ( aii)x(t) € oy (R?).

Deseamos definir una derivada de Z(t) con respecto a t, que denotaremos por dZ/dt,
y que serd un campo vectorial a lo largo de C'. Como T,(R?) y T, (R?) son isomorfos
para p,q € R3, tiene sentido la expresién Z(to + At) — Z(to), que es la diferencia de
un vector en Tyo4an(R?) y un vector Ty ) (R?) (suponemos Z(to + At) desplazado
o identificado con el correspondiente vector en Ty, (R?) y que la resta se hace allf).
Asi, podemos definir el cociente

' 3 a;(to + At) — a;(ty) [ 0
E{z(to + At) — Z(ty)] = Z At (axi)x(to) '

i=1

Pasando al limite, At — 0, obtenemos la siguiente definicién

A da; 0
— ) = ‘ Ty (R3).
(dt)tg Z dt (to) <8xi)x(to> € Lo (R)

Notemos que de esta definicién se concluye que dZ/dt satisface las propiedades usua-
les de linealidad y la regla de Leibniz.
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Ahora, consideremos un campo vectorial Z definido en M, no necesariamente tan-
gencial. Por tanto, para cada p € M, Z, := Z(p) € T,(R?). La diferencialbilidad de
Z se puede definir en términos de sus componentes relativas a la base canénica de R?
en puntos de M, pues estas son funciones de M. Luego, si Z, = Z?:1 a;(0/0x;),, por
definicion diremos que Z es de clase C” si a;, para i = 1,2,3, es de clase C" en M.
Para cada p € M, T,(R®) y T,M tienen el producto interno estdndar de R* y asi M

Figura 1.4: La descomposicién del campo vectorial Z,, en Zz/a y Z;/a, .

tiene la métrica Riemanniana inducida. Esto nos permite descomponer cualquier vec-
tor Z,, p € M, en una tnica forma Z, = Z, + Z) con Z, € T,M y Z € T,-M, el
complemento ortogonal de T),M. Por tanto, el espacio T,(R?) tiene una descomposi-
cién en subespacios mutuamente ortogonales: T,(R*) = T,M & T,;- M. Sean 7', n" las
respectivas proyecciones: 7'(Z,) = Z,, y ©"(Z,) = Z], las cuales son funciones linea-
les de T,(R?) en los subespacios tangente y normal a M en p, T,M y TpLM.
En particular, si Y es un campo vectorial tangente a M, esto es, para cada p € M,

Figura 1.5: La proyeccion del campo vectorial % en T,M.



1.3. DIFERENCIACION EN M 13

Y, € T,M, se tiene 7'(Y’) = Y. Entonces, si p(t), para t en algin intervalo, es una
curva de clase C' en M, Y (t) = Y, es un campo vectorial a lo largo de la curva. Al
ignorar a M, diferenciamos a Y (¢) como un campo vectorial a lo largo de una curva
en R? y obtenemos dY/dt, el cual es otro campo vectorial a lo largo de la curva. Asi,
en cada punto p(t) podemos proyectar dY/dt a un vector tangente 7' (dY/dt), el cual
serd denotado DY /dt y se llamard la derivada covariante del campo vectorial Y
en M a lo largo de la curva p(t). Notemos que la derivada covariante satisface las
propiedades de linealidad y la regla de Leibniz.

Ahora, sean Y un campo vectorial en R®, p € M, X, € T,M y ~(t) una curva dife-
renciable tal que y(¢p) = py (dvy/dt):, = X,. Ademds, supongamos que tenemos una
base para 1,M. Entonces, como (DY/dt),, € T,,M, al calcular (DY/dt);, se obtiene
una expresién que no depende de (t) y que sélo depende del vector tangente X, en
p. En consecuencia, se obtiene una funcién

T,M — T,M
X, s (DY/dt),,.

Definimos

VXPY = (DY/dt)to,

a lo largo de cualquier curva 7(t) con v(ty) = py (dy/dt)y, = X,. Asi, como lo
hace la derivada direccional X, f de una funcién f con respecto a un vector X,, la
derivada covariante Vx, Y mide el cambio del campo vectorial Y en p en la direccion
X,. También, notemos que a lo largo de 7(t) se cumple que V4,0 Y = DY/dL.

Con el fin de tener en forma resumida las principales propiedades de la derivada
covariante escribimos la siguiente proposicién (correspondiente a un caso particular
del Teorema 2.11 [7, p. 306]). Sea X' (M) el espacio de campos vectoriales en M.

Proposicién 1.21. Sea M una superficie suave en R3. Para cualquier campo vecto-
rial tangente Y en M de clase C", r > 1, tenemos, en cada punto p € M, una funcién
lineal X, — Vx,Y de T,M — T,M. Ademds, Vx Y tiene las siguientes propiedades:

(a) Si X,Y son campos vectoriales en M de clase C" (o C'), entonces VxY
definido por (VxY), := Vx,Y, es un campo vectorial en M de clase C"!
(respectivamente C').

(b) La funciéon T,M x X(M) — X (M) dada por (X,,Y) — Vx,Y es R-lineal en
X, y Y. Para una funcién f, diferenciable en una vecindad de p,

VXp(fY) = (pr>Yp + f(p)vxpy
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1.3.3. Divergencia, Laplaciano y Hessiano

Sea X un campo vectorial en M. Definimos la divergencia de X, div.X, como
divX :=tr(VX).
Si 01, 0y es una base ortonormal en 7, M tenemos la siguiente expresién
tr(VX) = (Vo X, 01), + (V, X, 0s), .
Si f: M — R essuave, definimos el Laplaciano de f, denotado por Af, como
Af =div(VYf).
Definimos el Hessiano de f por
Hess, f(X,Y) = (VxV[Y),
donde X, Y son campos vectoriales tangentes a M. Luego,
Hess, f = V(Vf) = V2f.
Asi, se cumple que
Af =div(Vf) =tr(V(Vf)) = tr(Hess, f).
Definicién 1.22. Para funciones en C?(M) definimos las siguientes seminormas

[ulozay = mix [ V2u] = max((Vu, VZu))'/?

— m4 — M4 1/2
Jules (vg 2= s V| = mie((Va, V)2

1.4. Espacios de Sobolev

Definicién 1.23. Para 1 < p < oo el espacio de Sobolev W'?(M) consta de todas
las funciones u € LP(M) para las cuales existe un gradiente débil, denotado Vu €
LB (M), tal que

/ (Vu,X) ,, dvol = —/ udivX dvol VX € X*(M). (1.5)
M M
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En W1?(M) definimos la norma

||u||W1,p(M) = “uHLp(M) + ||VU’||LP(M)‘

Es comtn denotar por H'(M) al espacio W1?(M). Es un hecho conocido que el
subespacio C*°(M) es denso en W'?(M), para 1 < p < oo. Denotaremos por
Hi(M) a la clausura de C*(M) con respecto a la norma [z En H} (M)
definimos el producto interno

<U7U>H3(M) ::/ (Vu, Vo), dvol,
M

el cual induce una estructura de espacio de Hilbert a H}(M). En WhH1(M) definimos
la seminorma

llwrim = /M Ve[, dvol.

1.5. Funciones Lineales por tramos

Definicién 1.24. Sea S}, el subespacio de dimensién finita de H'(M},) que consta de
todas las funciones continuas en M), que son lineales en cada triangulo de M, y sea
Sy el espacio que contiene toda funcién o = vo® € H' (M), para alguna v € Sj. Asf,
para cualquier funciéon continua v en M, existen funciones tinicas u, € Sy, y uy, € S‘h
que interpolan a u en los vértices de M.

Supongamos que vy, ..., v, son los vértices de Mj,. Entonces, el subespacio Sy (M},)
tiene una base formada por las funciones o;, las cuales estdn definidas de la siguiente

manera
1 si j=k,

o;j(vk) = o (1.6)
0 si j#k.

El siguiente lema acota el error del gradiente entre el interpolante lineal de una
funcién en M y su pullback a My,.

Lema 1.25. Sean M una superficie suave, M}, una superficie poliédrica cercanamente
inscrita a M y u € C*(M). Entonces,

HV;L(uo\I/ _uh>HL°°(Th) S Ch|u0‘lf|02(Th). (17)

Este es un caso particular del Teorema 4.4.4. en [9].
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Figura 1.6: Grafica de las funciones base o;.
1.6. Geodésicas y la funcién exponencial

Los conceptos y resultados de esta seccidén se usaran unicamente para justificar al-
gunos calculos del Capitulo 3; por tanto, se puede aplazar su lectura hasta encontrar
dichos célculos.

Definicién 1.26. Una curva parametrizada v : I — M es una geodésica en el punto
to €1, si %(Z—Z) = 0 en tp; si v es una geodésica en t, para todo t € I, diremos que
v es una geodésica. Si [a,b] C Iy v : 1 — M es una geodésica, la restriccién de
a [a, b] es llamada un segmento geodésico que une y(a) con y(b). A veces, por abuso
de notacién, nos referimos a la imagen (/) de una geodésica y como una geodésica.

Si~y: I — M es una geodésica, entonces

d/dy dy\ _,/Ddy dy\
dt \dt’dt/ " \dtdt'dt/

es decir, la longitud del vector tangente Z—Z es constante.

Definicién 1.27. Un segmento de la geodésica 7 : [a,b] — M es llamado minimi-
zante si () < I(c¢), donde I(-) denota la longitud de una curva y ¢ es una curva
diferenciable a tramos que une y(a) con y(b) (arbitraria). Equivalentemente, si (V, d)
es un Espacio Métrico, se dice que una geodésica minimizante es una curva continua
v i |a,b] = V tal que d(y(t),v(t')) = |t — | para todo t,t' € [a,b].

Definamos
TM :={(p,v) :pe M,veT,M}.
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Proposicién 1.28. Sea M una superficie suave. Dado p € M, existen una vecindad
V de p en M, un nimero € > 0 y una funcién de clase C* v : (=2,2) x U — M, con
U={(q,w) e TM|q e V,w e T,M, |w| < e}, tal que t — (t,q,w),t € (—2,2), es
la inica geodésica de M que, en el instante ¢ = 0, pasa por ¢ con velocidad w, para
todo ¢ € V' y para todo w € T,M con ||w|| < e. Una prueba de esto aparece en [11].

Definicién 1.29. (La funcidn exponencial.) Sea M una superficie suave. Sean p € M
y U C T'M un conjunto abierto dado por la Proposicién 1.28. Entonces, la funciéon
exp : U — M dada por exp(q,v) = v(1,q,v) = 'y(\v],q,”z—”), con (q,v) € U, es
llamada la funcién exponencial en U.

Podemos usar la restriccion de exp a un subonjunto abierto del espacio tangente T, M,
es decir, definimos exp, : B(0) C T,M — M por exp,(v) := exp(q,v). Geométri-
camente, exp,(v) es un punto de M obtenido al recorrer una distancia igual a |v],
comenzando en ¢, a lo largo de una geodésica que pasa por ¢ con velocidad v/ ||v||.

Proposicién 1.30. Sea M una superficie suave. Dado ¢ € M, existe un ¢ > 0 tal
que exp, : B(0) C T,M — M es un difeomorfismo de B.(0) en un subconjunto
abierto de M. Una prueba de esto aparece en [11].

Definicién 1.31. Si exp, es un difeomorfismo de una vecindad V' del origen en
T,M, entonces exp,V = U es llamada una vecindad normal de p. Si B.(0) es tal que

B.(0) ¢ V, llamamos exp,B.(0) = B(p) la bola normal (o bola geodésica) con centro
en p y radio €.

1.7. Operador Laplace-Beltrami

Tratamos dicho operador tanto en superficies poliédricas M), como en superficies
suaves M.

Definicién 1.32. El Operador Laplace-Beltrami fuerte (o clésico) sobre una super-
ficie suave M es el operador lineal y continuo que asigna a una funcién u € C*(M)
el campo escalar Au := div(Vu).

Proposiciéon 1.33. Sea M una superficie suave, compacta, orientada y sin frontera.
Entonces, si u € C*°(M) y X es un campo vectorial suave definido en M se cumple
que
/ (Vu, X), dvol = —/ udivX dvol (1.8)
M

M

Este es un caso particular del problema 14-7 en [15].
A partir de la anterior definicion y usando el resultado previo, vemos que el operador
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Laplace-Beltrami fuerte (o cldsico) para una funciéon u € C*°(M) es la tinica funcién
continua Au que satisface

/ Auyp dvol = —/ (Vu, V), dvol, (1.9)
M M

para todo ¢ € C*(M). Extendemos la definicién del operador Laplace-Beltrami
al espacio H}(M). Sea H~1(M) el espacio dual de H}(M). El operador Laplace-
Beltrami débil es el operador lineal y continuo que asigna a una funcién u € H (M)
el operador Au € H~ (M) definido por

(Aulp) = —/ (Vu, V), dvol, (1.10)
M
para todo ¢ € H}(M); donde (|-} denota el par correspondiente en los espacios
HY (M) y Hy(M).

Nota 1.34. Observamos que el Operador Laplace-Beltrami débil es una generaliza-
cién del Operador Laplace-Beltrami fuerte, pues C(M) = H}(M).



Capitulo 2

Tensor de Distorsion Métrica

En este capitulo definimos el tensor de distorsién métrica, el cual tiene un papel
importante en el andlisis de convergencia. A continuacién, obtenemos una represen-
tacion para este tensor en términos del operador de forma, las curvaturas principales
de M y los normales a M y a M, y que dependerd de la diferencial de la funcién
proyeccion. A partir de esta representacién presentamos resultados de acotamiento
de la norma de este tensor en funcién del tamano de malla h. Finalizamos el capitulo
mostrando como se relacionan los elementos de volumen de las superficies M y M),
a través de dicho tensor y también como sirve para acotar el error entre una funcién
y su interpolante lineal.

2.1. Operador de forma

Dada una superficie suave M, sabemos que el campo normal N a la superficie tiene
longitud constante y apunta en direccion normal; por tanto, para cualquier X €
XT(M), el espacio de los campos tangentes a M, la derivada Dy N es también un
campo vectorial tangente. Lo anterior sugiere la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea M una superficie suave. El operador de forma S, también
conocido como el operador de Weingarten, es el campo tensorial que para cualquier
x € M estd dado por

S(x): T,M — T, M
v— —D,N. (2.1)

19
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Se sabe que los valores propios y las direcciones propias de S(x) son las curvatu-
ras principales k1 (z) y k2(x) y las direcciones de curvatura principales de M en x.
Por tanto, la representaciéon matricial de S en la base formada por las direcciones

principales es
i K1 0
S - ( 0 Ko )

Ademas, definimos ke () := méx {|k1(z)], |k2(x)|} la curvatura méxima en z. Para
una descripcién mds detallada del operador de forma ver [18].

2.2. Diferencial de la funcién proyeccion

Calcularemos dicho diferencial con el obejtivo de, posteriormente, definir el tensor
de distorsiéon métrica.

Considere una vecindad abierta Uy, de M que es un subconjunto del alcance(M )-
tubo alrededor de M. En primera instancia, notemos que la funcion distancia con
signo ¢y, : Upy — R estd dada por

on(y) = (y — H(y), N(IL(y))) gs - (2.2)

Al diferenciar esta ecuacién en un punto y en una direccién v € R? se obtiene

dy¢n(v) = (N(I1(y)), v)gs , (2.3)

pues las imagenes de DN y de dII son ortogonales a N y y — Il(y) es paralelo a N.
Usando la ecuacién (2.2) obtenemos la siguiente expresién para II

(I(y), N(I(y)))gs = (v, N(T(y)))rs — on(y)
= (I(y))) (

de donde concluimos
(y) =y — én(y) N(I(y)). (2.4)

Si diferenciamos esta ecuacion tenemos

Al = Id — déy, N oIl — ¢, DN o dIL
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Ahora, usando la definicién del operador de forma y la ecuacién (2.3), obtenemos la
siguiente igualdad

(Id — ¢pS)dIl = Id — (N oI, )ps N olL

Notemos que el lado derecho de esta tltima ecuacién describe la proyeccién ortogonal
en R3 sobre el plano tangente de M. Denotemos ésta funcién por Q Por otro lado, a
partir de la ecuacién (1.2) se concluye que la funcién I'd — ¢y (y)S o I1(y) es biyectiva
sobre Try,) M, y ésto para todo y € Uys. Asi, la funcién (Id — ¢, (y)Soll(y)) " existe
y tenemos que

dll = (Id — ,8)"'0, 2.5)
donde hemos denotado S o II por S.

Observacién 2.2. Notemos que, si # € M, entonces, x = V¥(y) para un tnico
y € My,. Por tanto, se cumplen las siguientes igualdades

op=¢oW y ¢n o ® = ¢;

donde hemos denotado ¢y, por ¢y. Asi, escribiremos Id—¢-S en lugar de Id— ;- S;
esto porque el operador de forma S esta definido en M.

Lema 2.3. La funcién ¥ es un homeomorfismo de M, a M y, para cada triangulo
Ty, de My, la restriccion de W al interior de T}, es un difeomorfismo sobre su imagen.

Demostracion. Comencemos probando que ¥ es un homeomorfismo. ¥ es continua
por ser la restriccién a My, de la funcién suave IT y W es biyectiva por hipétesis (M),
estd cercanamente inscrita a M). Probemos ahora que W es una funcién cerrada. Sea
B un subconjunto cerrado de Mj,. Entonces, como M), es compacto, se tiene que B
también lo es. Ahora bien, como ¥ es continua, W(B) es compacto en M y, por tanto,
cerrado. Ahora, consideremos un triangulo 7, de M) y un punto y en el interior de
Ty, Notemos que la diferencial de ¥ en y es la restriccion de d,¥ al plano tangente
de Tj; luego, de la ecuacién (2.5) y la observacién 2.2 se tiene que

d, ¥ = (Id — ¢(x)S(2)) ' Q,, (2.6)

donde Qy es la restriccion de Q al plano tangente de T, y = = ¥(y). Qy tiene rango
completo porque, por construccién, los planos tangentes de Ty en y y de M en W¥(y)
no se cortan ortogonalmente. Por otro lado, Id — ¢S tiene rango completo por la
ecuacion (1.2) y teniendo en cuenta la representacién matricial de S. Asi, d, ¥ tiene
rango completo y, por tanto, la restriccion de ¥ al interior de T} es un difeomorfismo
sobre su imagen. O
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Definicién 2.4. Podemos usar ¢ para llevar la métrica conica de Mj a M. Especifi-
camente, definimos una métrica g, en la preimagen del interior de la unién de los
tridngulos de M, y por lo tanto a.e. en M, por

(X,Y), = (d®(X),dd(Y))gs  ace., (2.7)

9h
donde X, Y son campos vectoriales tangentes a M.

Definicién 2.5. Denotemos por A a la composicién d®* o dd. Asi, A satisface

(X,Y) = (AX),Y), ae., (2.8)

9h g

la cual se obtiene de la ecuacién (2.7). Llamaremos a A el Tensor de distorsion
Meétrica. Notemos que A es auto-adjunto.

2.3. Representacion matricial

Obtendremos una representaciéon matricial para el tensor de distorsiéon métrica, con
respecto a las curvaturas principales de M, con el fin de acotar en forma simple su
distorsion generada, es decir, cuanto difiere este tensor del tensor Identidad.

Teorema 2.6. Sea M), una superficie poliédrica que es un grafo normal sobre una
superficie suave y embebida M. Denotemos por N al campo normal a M, por N}, al
pullback bajo ® del campo normal de Mj, a M (el cual es constante a tramos), esto
es, Ny := Ny, o @. Entonces, el tensor de distorsién métrica A satisface

A=PoQ 'oP a.e., (2.9)

una descomposicion en matrices simétricas y definidas positivas P y Q, las cuales
pueden ser diagonalizadas, en bases diferentes, en la forma

[ 1-¢-k 0 (NN 0
P‘( 0 11—¢-@> Y Q‘( 0 1)’

donde k1 y ko denotan las curvaturas principales de la superficie suave M y ¢ la
distancia escalar con signo.

Demostracion. Basta considerar un tridngulo Tj, de Mj,. Definamos ¢, = ¢oV g, :
Ty, - Ry Np, = NoVW, : T), — R; es decir, N, denota el pullback del normal N
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de M al triangulo T}, en lugar del normal de T},. Ahora, ¥ restringida a T}, puede
ser escrita, segun la ecuacién (2.4), como

U =Id— ¢r, - Ny,. (2.10)

Al diferenciar ¥ se obtiene
dV = Id — Ny, - dor, — ¢7, - dNp,. (2.11)

Y como dNy, = dN od¥ = —S o dV¥, donde S = —dN es el operador de forma en
M, se tiene
dV =1d+¢-SodV¥ — Ny, -dog,,

de donde obtenemos,
(Id —¢-S)dV = Id — N, - dor, .

Ademas, por la justificacién de la ecuacion (2.5) se sabe que Id — ¢ - S es invertible.
En consecuencia, podemos escribir d¥ de la siguiente manera

AV = (Id—¢-S) o (Id— Ny, -d¢g,) :  TTj, — TM.

Asi pues, si definimos

P:=({Id—¢-S): TM — TM, (2.12)
Q= (Id— Ny, -déy,):  TT, — TM, (2.13)
obtenemos que d¥ = P~ lo Q y como W, es difeomorfismo sabemos que Q es

invertible y, por tanto, d® = Q‘l o P. Ahora, para cada x € M definimos un
operador simétrico y definido positivo ) sobre T, M por

(@710, g = (Q71(X).Q7' (V)

R3’

de donde se concluye que
Q' =@ )(QY: TM—TM. (2.14)

De la ecuacién (2.12) se deduce que los valores propios de P son los afirmados, pues
la representacién matricial de S tiene como valores propios las curvaturas principales
en cuestion. Asi, la base considerada en cada T, M es la formada por los vectores
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propios asociados a las curvaturas principales, es decir, la formada por las direcciones
principales. Denotemos ésta base por (Bp.

Para (), sea Y un campo vectorial sobre el tridngulo 7},. Recordemos que, en R3, se
tiene que Ny, Lim(d¥) y Ny, Lim(dNg, ); asi, de (2.11) obtenemos que
(d¥(Y), Ng,) =Y — N, d¢r, (Y) — ¢, - AN, (Y), N1,,)
= <Y7 NTh> - <NThd¢Th(Y)7NTh> - <¢Th 'dNTh(Y)7NTh>
= <Y7 NTh> - d¢Th(Y) <NTh7 NTh>
= <Y7 NTh> - dngh (Y)
Por tanto, se tiene

con lo cual podemos reescribir () como

A

QQ=1d— Ny, - Np, : TT, — TM, (2.16)
Notemos que este operador es simétrico,es decir, <Q(Y),X> = <Y,Q(X)>, y de-
finido positivo. Ahora, si x € M y ®(x) = y, como los espacios tangentes T, M y
T, My, identificados con subespacios de R?, tienen una direccién en comin, digamos
Y, se cumple Q(Y) =Y y asi un valor propio es 1. Para hallar el otro valor pro-
pio, consideremos dos lineas rectas que se cortan en el origen generando un angulo
a. Un vector de longitud [ en la primera recta es proyectado ortogonalmente so-
bre la otra recta en un vector de longitud [ cos«; asi, el otro valor propio de Q
es cos Z(TyMy, T, M) = (N, Ny). Consideremos dos vectores propios asociados con
norma unitaria y denotemos la matriz formada por éstos vectores propios por f.

Ahora, de 2.14 se obtiene que ) = QQ* : TM — TM. Es claro que los valores
propios asociados a la base 5@ son 1y (N, Nh>2; lo cual completa la prueba. [l

Notemos que si T es la matriz de cambio de base de [fp a BQ entonces T es una
matriz de rotacién; por tanto, existe un dngulo 6 € (0,7/2) tal que

cos) —senf
T = .
senf)  cos6
En consecuencia, el tensor de distorsién métrica A tiene la siguiente representacion

matricial en la base de las direcciones de curvatura principales (p:

A=PoT 'oQ 'oToP
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Colorario 2.7. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.6, los elementos de volumen de M
y M, satisfacen

dwvoly;, = vVdet A dvolyy,
h

con

1+¢*k—0¢-H
Vdet A = NN a.e., (2.17)

donde k es la curvatura Gaussiana y H denota la curvatura media de M.

Demostracion. La primera igualdad se justifica en el Teorema 2.13. Para la se-
gunda igualdad, recordemos que kK = K1 - ko y que H = K1 + Kko. Ahora bien,

Videt A = Vdet PvVdet T-1y/det Q=1 det TV det P

=+/det Qtdet P
(1—¢- k1)1 —¢- ko)

<N7Nh>
R R e A R A
B <N>Nh>
B 1+¢*-k—¢-H
(N, Ny)

2.4. Convergencia de Normal y distancia

Establecemos cotas de error entre los normales de M y de M), con el fin de acotar la
norma del supremo de la funcién distancia ¢; cota que serd necesaria para establecer
las cotas de error del tensor de distorsién métrica.

Lema 2.8. Sea M) una superficie poliédrica inscrita en la superficie suave M y tal
que M}, esté dentro del alcance de M. Entonces, los angulos entre los normales Ny,
(de M) y N (de M), comparados bajo la funcién de distancia més corta, satisfacen

Z(‘]\/Yaj\fh) SCh,

donde h denota el tamano de la malla de M, y C sélo depende de la curvatura de
M vy de los radios de los triangulos de M.
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Demostracion. Ver [10]. O

Lema 2.9. Sea M, una superficie poliédrica cercanamente inscrita en la superficie
suave M. Entonces,

160 Wl Loqar,y < C - 17, (2.18)

donde h denota el tamano de la malla de M), y C sélo depende de la curvatura de
M vy de los radios de los triangulos de M.

Demostracion. Denotemos por N, al normal de M, y por N al normal de M.
Basta considerar un triangulo 7}, de Mj,. Usaremos la misma notaciéon del Teorema
2.6. Sean p un vértice de T}, y y en el interior de 7}. Consideremos el segmento de
recta que une a p con y parametrizado de la forma

00,1 =T,
t f(t) = (1—t)p+ty.

Asi, dado t € [0, 1] se tiene
(W ((1 = t)p+ty) = ¢, (1 = )p +ty) = ¢m, (f(1)).

Definamos 6 := Z(y — p, Nr, (t)). Al usar la ecuacién (2.15) obtenemos

[dém, - f'(t)| = |dor, (y — p)]
= [{y —p, N, (t))]
< lly —pll|cos |
< h-|cosb|.

Figura 2.1: Angulo entre y — p y Nr, (t).
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Ahora, notemos que |6 — Z| < Z(N, Ny, (t)); de donde concluimos que
)sen (9 - g)‘ — |cos 0] < |sen(Z(N, N, (1)),
y como M), estd cercanamente inscrita a M,
sen(Z(N, Ng, (1)) = Z(N, Ng, (1)) < C - b,
por el lema 2.8. Por tanto, tenemos que
|d¢, - f'(t)| = |don, (y —p)| < C - 12,
para todo y € Ty; de donde se concluye que
146, | e () < €'+ 2.

Ahora bien, notemos que

¢Th(f(t)) = /0 d¢Th . f/(t) dt S |d¢Th (y - p)| -1 S ||d¢Th||L°°(f([0,1])) S ||d¢Th||L°°(Th) )

con lo cual
”¢Th||Loo(f([o,1])) <C- h27
y esto para todo y € Tj. Asi, se concluye

16,1y < C 2.

Del lema anterior se concluye que [[¢|| o (py < C' - h?.

Definicién 2.10. Para cualquier campo tensorial g-simétrico A definido en M, de-
notamos por ||A||. al supremo esencial, para p € M, de la funcién formada por el
méximo de los valores absolutos de los valores propios de A(p).

2.5. Convergencia del tensor de distorsion

Establecemos las cotas de error del tensor de distorsion métrica respecto al tensor
Identidad. Estas cotas seran esenciales con el fin de establecer el teorema de aproxi-
macién del operador Laplace-Beltrami.
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Lema 2.11. Sea M una superficie suave en R3. Entonces, existe hy € Rt tal que
para cada superficie poliédrica M}, que esté cercanamente inscrita a M y que tenga
un tamano de malla h < hy se satisface lo siguiente

|A = Id]lo < C -1, (2.19)
[Vdet A — 1| peeary < C - h2, y (2.20)
[Vdet AA™ — Id||s < C - h?, (2.21)

donde las constantes C' solo dependen de M, hq y la regularidad de forma p de M.

Demostracion. Sea N el campo normal a M y sea Nj := Ny, o @, el pullback
bajo ® del campo normal de Mj a M (el cual es constante a tramos). Entonces, por
Teorema 2.6, A=PoT'o@Q 'oT o P a.. Explicitamente,

(1—¢51)22 (C082 i <N, Nh>2 sen? 9) sen d cos 0(1—pr1)(1—pra) (<N, Nh>2 i 1)

<]t‘;’Nh)@(l pr1)(1—¢rs) 2 (1-¢ )<§N’Nh>2 9
sen 0 cos O(1—pr1)(1—pra — ks 5 )
(N,Np,)* ({N, Nu)™ = 1) W((N, Np)” cos” 0 + sen” 0)

Notemos que A es simétrica, con lo cual A — Id también lo es; por tanto, sus valores
propios son no nagativos y asi cada uno esté acotado por tr(A—Id). En consecuencia,
tenemos que

207 oo 4 (N, Wi sen® )+ 220" (N, ;)2 cos? 6-sen )2

1A = Id], < 2 2
(N, Np) (N, Ni)

Ahora, como (N, N,)* = cos?(Z(N, N;,)) < 1 concluimos que (cos? 0-+(N, N;,)* sen? §) <
1y ((N,N,)*cos?0 +sen?6) < 1, con lo cual
(1— ¢k1)? + (1 — ka)? — 2 (N, ;)
<N7 Nh>2
_ (A =0m)* = 1) + (1 = ¢ra)* = 1) = 2((N, Ny)” — 1)
<N7 Nh>2

A = Id|, <

Notemos que, por el lema 2.8, se concluye que (N, Nh>2 — 1 es O(h?), por tanto

T Jth>2 es 14+ O(h?) . También, por el lema 2.9 sabemos ||¢|| () es O(h?). Ademds,

como M es suave y compacta las curvaturas principales son funciones continuas y
asi podemos definir

Rl::m]@ixhﬁl, %g:zmj\é}x\@], /%::m]\z}x|/-i|, H::mj\z}x\HL
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con lo cual (1 — ¢r1)? — 1y (1 — ¢ka)* — 1 son O(h?) y se concluye (2.19).

Por otro lado, de la ecuacién (2.17) se obtiene que

1+¢* k—¢-H—(N,N,)*

<N7Nh>2
- ||¢||i°°(M) A+ 9l oo ar) H+ [(N,N,)* =1
B <N7Nh>2

’\/M—l(:

< Ch?,

de donde se concluye (2.20).
Para la tercera cota, primero notemos que de (2.20) se concluye que \/diﬂ es 1+

O(h?). Ahora, como A es simétrica, entonces vdet AA~! — I'd también lo es; ademas,

_ tr(A — Id) +2(1 — Vdet A)
tr(vVdet AA™ — Id) = ,
H(vde ) vdet A

con lo cual se concluye (2.21). O

Observacién 2.12. Si A es el tensor de distorsién métrica y A := /det AA™!
entonces,

|A—1d]| = |4]_ -1 (2.22)

Basta verificar dicha igualdad puntualmente.

2.6. Cambio de variable

En esta secciéon mostramos cémo el tensor de distorsion métrica aparece cuando se
hace el pullback de una funcién definida en Mj,.

Teorema 2.13. Sean M una superficie suave en R*, M, una superficie poliédrica
cercanamente inscrita a M, ¢ € H} (M) y ¢ := ¢ o ®. Entonces se satisface la
siguiente igualdad

IVrell oty —/ \/<A*1ng, V), Vdet A dvol. (2.23)
M
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Demostracion. Al usar el Teorema de cambio de variable se obtiene

IVl L) :/ <VhS0,vh(,0>1/2 dvol

My,

_ / ((ch, V)2 o @) |det d®| dvol
M
Ahora, si z € M y y = ®(z), entonces

Vo(®(2)), Ve (P()))

(V. 79)" 7 0 @) (@) = (
— (Vly), Vely))”
— (AU (T3(2)), T (V(x))),
=
= (A7

<d\vod\1f )(V(z)), V()2
©)), V().

por lo tanto,

12

(Vp, Vi)' 0 & = (AH(V), V), (2.24)

Ademas,

|det(d®)| = /(det(dD))2
= /det(d®)det(dd)
= /det(d®*)det(dP)
= /det(d®*dD)
= VdetA.

Proposiciéon 2.14. Sean u € C*(M) y 1y, € Sy, el interpolante de u. Entonces

IVa(uo ¥ —wp)lly_(r,) = H\/ “W(u—1ayp), V(u— 1)) (2.25)

91l Loe(T)
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Demostracion. Primero recordemos que Uy o W = uy,. Asi,

[Vi(uo W — uh)HLo@(Th) = [|Vi(uo W — (@, 0 \Ij))”Loo(Th) = [|Va((u—tp) o \II)HLOO(Th) :

Luego, usando la igualdad 2.24 obtenemos lo siguiente (tomando y = ®(x))

IVa(uo W —un)ll i,y = sup [Va(uo W —up)(y)]|

yETy

= sup ||[Vi((u —ty) o W) (y)||

= sup [|[Vi((u — tp) o U)(2(z))]|

zeT

= sup (Vi ((u — @) 0 0), Vi ((u — i) 0 ©))"/* 0 &(x)

zeT

= sup (A7V((u — i) (1)), V((u — ()

zeT

(A7 ((u — 1), V((u — )

1/2
g
1/2
g

Leo(T)

2.7. Estimativos de error entre u y uy

Establecemos cotas de error entre una funcién definida en M y su interpolante lineal
en M. También establecemos una cota entre los gradientes de estas dos funciones.
Dichas cotas son importantes con el fin de establecer los teoremas de aproximacion
del operador Laplace-Beltrami en el caso diferenciable y en el caso discreto (respec-
tivamente).

Lema 2.15. Sean M una superficie suave, M}, una superficie poliédrica cercanamente
inscrita a M y u € C*(M). Entonces,

\u o \II|CQ(Th) < C(|U|CQ(T) + h|u|01(T)). (226)
La prueba de este lema es andloga a la del lema 3.3.1 en [19].

Lema 2.16. Sea u € C2(M) y sea i, € Sy, el interpolante de u. Entonces

IV (w — @)z ary < ChJulcqan + hluloran), (2.27)
HU — TA/JhHLoo(M) < Ch2(|u|c2(M) + h|u‘cl(M)), (228)

donde las constantes C sélo dependen de M y de la regularidad de forma p de M.
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Demostracion. Consideremos un triangulo 7}, de M}, y denotemos por T" a W¥(7},).
Notemos que uy, |1, es la funcién lineal que interpola a u en los vértices de Tj,. Ademas,
es claro que uo U, € C?*(T}). Veamos que

\/<A—1V(u — ), V(u — ),

IV (1 = )| ooy < 1AL (2.29)

Leo(T)

Definamos f := u — y,. Entonces, por la observacion A.8 (ver Apéndice), obtenemos

IVFIl, = (V£ V)

< A2 (AT E V)
< A2 (AT, Vf>”2

de donde se concluye lo afirmado. Ademads, por la ecuacién (2.25), se tiene que

. 1/2
IV (= @)l ey < IANL VAo ® = wn)ll; iz, -
Por tanto, como ésta cota se satisface para cada tridngulo de M), se concluye (2.27).

En cuanto a la segunda desigualdad, primero observemos que ||u — | poo(r)y =
| o W — up|| Lo (7). Ahora, sean x en el interior de T}, v un vértice de Ty, L(v, x) el
segmento de recta que une a v con r'y w := ﬁ, un vector unitario en la direccién

de L(v,z); entonces, por el Teorema del Valor Medio (ver [1]) existe un z € L(v, z)
tal que |w- ((uo U —uy)(v)) — (uo ¥ —up)(x)| = |w- (Vi(uwo ¥ —up)(2))(x —v)l;
de donde se concluye que

[(wo W —up)(@)| = [(Va(uo ¥ —u)(2)(z —v)

< (Vw0 W —up)(2))[ | (2 — )]

< H(Va(uo W —wun)(2))[[ h

< (Vi oW —wun))ll oo g,y h-
Asi, tenemos que

[wo W —up|| oo (g, < [(Vi(wo W —up))|| oz, h-
Ahora, por la desigualdad (1.7) se tiene que
JuoW — Uh“Loo(Th) < Ch*luo Ylcar,)-

Finalmente, por la desigualdad (2.26), se concluye (2.28). O



Capitulo 3

Aproximacion del operador
Laplace-Beltrami

El objetivo en este capitulo es aproximar puntualmente el operador Laplace-Beltrami
Au a través del interpolante lineal de u, u;,. Para tal fin, definimos las funciones -
locales y comparamos Au con Apu o ¥, donde Ay, es el operador Laplace-Beltrami
en M, h-

3.1. Funciones r-locales

Definicién 3.1. Sea M una superficie suave o poliédrica en R3, y sea Cp una
constante positiva. Para cualquier x € M y para todo r € R*, decimos que una
funcion ¢ : M — R es r-local en x (con respecto a Cp) si satisface las siguientes
cinco condiciones

(D1) ¢ € Hy(M)

(D2) ¢(y) >0 paratodo ye M,

(D3) ¢(y) =0 paratodo ye M con duy(z,y)>r,
(D4)

(D5)

Observacién 3.2. Las funciones que satisfacen (D2), (D3) y (D4) se pueden usar
para aproximar el valor f(x) de cualquier funcién continua f a través de la integral

33
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f 1 Jo dvol. Por otra parte, notemos que (D3) implica que el soporte de ¢ estd con-
tenido en B, (z).

Lema 3.3. Sea ¢ € L'(M) tal que satisface las condiciones (D2),(D3) y (D4) de la
definicién anterior para algiin x € M y cierto r € R, y sea f € C'(M). Entonces,
se cumple el siguiente acotamiento

‘f(x)— | 1 vl

Demostracion. Por (D4) y (D3) tenemos que

‘ / fo dvol| = ’ / @ dvol

/B ( )(f(fv)—f)so dvol
< swp |f(0)— f)l

yEB,(z)

< IV fllzanyr (3.1)

Ahora, para cualquier y en la bola geodésica B,.(z) alrededor de z, sea v una geodésica
minimizante (con velocidad unitaria) que conecta a x con y; entonces

[(@s.50, o
/| ViG] d

< 19 fll=on / (0 de
0

= |V fllzeanl(y)
< |V £l

[f(z) = f(y)] =
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donde la segunda desigualdad se cumple porque V f es continua en M y M es com-

pacto. Asi, se concluye que sup |f(z) — f(y)| < |V fllzeanr O
yEB, ()

Observacién 3.4. Algunas funciones r-locales tienen un orden de aproximacion
mayor. Existen funciones r-locales ¢ que satisfacen

'f@:)— [ fo avol| < Clflesn 7 (3.2)

3.2. Estimativo de error entre A y Ay

Como el objetivo es aproximar el operador Laplace-Beltrami (definido en M) de
una funcién definida en M a través del operador Laplace-Beltrami (definido en M},)
aplicado al pullback de su interpolante lineal, definimos un operador auxiliar en M,
denotado Ah, para comparar los dos operadores bajo la norma de los operadores
lineales continuos.

Definicién 3.5. Definimos
(Apulp) = (Apuo Ulpo )

para cualquier u, p € H}(M). Explicitamente, el operador Ay, estd dado por

(Apu|p) = —/ <A’1Vu,Vgo>g VdetA dvol,
M

Proposicién 3.6. La distancia de A y A, en la norma del espacio de operadores
lineales continuos de H}(M) a H~'(M), estd acotado superiormente por

1A = Alloy = sup [{(A = Ap)ulp)| < [|Vdet AA™! — Id]lo;
Usp
donde el supremo es tomado sobre todo u, ¢ € Hg (M) con |u|lm =1y |o|m = 1.

Demostracion. Sean u, como antes. Primero notemos que

s ary = /M IVull, dvol = [Vallpay 3 lelmon = /M IVl dvol = [Vl 1 -
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Ahora, usando la desigualdad de Hélder y recordando la igualdad 1.10 obtenemos
(A= Auule)| = |(aule) - (Apule)|

= / (<A_1VU,V<,0>Q Vdet A — (Vu, V) ) dvol

_ /<<\/MA—1VU)W>9_<W,W)9) dvol
— / <(\/MA_1—ICZ)VU,V¢>Q dvol
/ ‘<(\/MA1 — Id)Vau, w>g' dvol

(Vdet AA™! — Id)VuHLl an VAl

IN

IN

< ||[vaet A4 — MHOO IV ull 2 agy 1V 21 o
= vdetAA’l—[dH ;

de donde se concluye lo afirmado. O

Nota 3.7. Observe que, por el Lema 1, se concluye que ||A — Ay ||op es O(h?).

3.3. Aproximacion del operador Laplace-Beltrami

Teorema 3.8. Sea M una superficie suave en R3 y sea u una funcién suave en M.
Entonces, existe un hy € R tal que para cualquier par (M, h), donde M, es una
superficie poliédrica cercanamente inscrita a M y h < hg, y cualquier funcién ¢ que
sea r-local en un punto y € My, se satisface el siguiente acotamiento

[ Au(a) — (Awunle) | < O+ ), 33

donde uy, € S,(Mp,) es el interpolante de u y x = U(y). Si ¢ satisface (3.2), entonces
se cumple

M) — {Anlg) | < CO7 + 1), (3.4

Las constantes C' sélo dependen de M, u, hy, la regularidad de forma p de M, y la
constante C'p de .
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Demostracion. Como el operador Ay, y las funciones uy, y ¢ estan definidas en M),
lo primero que haremos es llevarlas a M y, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
obtenemos

|Au(z) — (Apun|p) | = ‘Au(l’) N <Ahﬂh|¢>‘ -
Au(w) = (Au|) + (Aul@) — (Adn|@) + (Aan|@) — <Ah@h|@>‘
< |Aue) — (Aulp)] + (A — @)[@) + [{(A = Ananlg)|.

(3.5)

Ahora, encontremos cotas para los tltimos tres términos de la ecuacién (3.5). Para
el primer sumando, como el soporte de ¢ esta contenido en la bola geodésica B,.(y)
(propiedades (D2) y (D3) de la definicién 3.1) entonces, por el Lema A.10, el soporte

de ¢ estd contenido en B, 12 (7). Ahora, de la ecuacién (2.22) se concluye que
| A1 ||é</>2 < (' por tanto, existe una constante C', que s6lo depende de M y hg, tal que
¢ satisface la propiedad (D3) de la definicién 3.1 para z y el radio Cr. Asi, ¢/||Q|| 1
satisface las hipétesis del lema 3.3 y, usando el operador fuerte de Laplace-Beltrami,

obtenemos

donde la constante C' = |V (Au)||r= (por el Lema 3.3).

Por otro lado, aplicando el Teorema de Cambio de variable y el hecho de que
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¢l 21 (ar,) = 1 se tiene que

\||¢)||L1(M)—1\=/ 1/2 dvol — ’
M

:/ (pgpl/Q\/det dvol—l‘
My,

= / (0, 0)"* Vdet A dvol — / (0. )2 dvol
Mh Mh

= / <907 S0>1/2 (\/m — 1)d1)0l
My,

< VA6t A — 1 e an ‘/ o0 o)V ol
My,

= [[VdetA — 1| L (ar)
< Ch?,

donde la ultima desigualdad se tiene por el Lema 2.11. Ademas, se cumple que

1
= ‘A—/ Augp dvol
1l zrary S

1
<0 / |Aul|p| dvol
HSDHLl(M) M

1
:A—/ |Au|p dvol
1@l L2 any S

1
gméX]Au|A—/ ¢ dvol
1@l Lrany Jae

1
= (Aulp)
||80||L1(M)

enM

=C,
donde C' es una constante. Por tanto, se concluye que:

1

|Au(z) — (Au|@)| < |Au(z) - [ralipa

L <Au|sa>] ¥ \(1 ) (Aulg)

< O(r + h?).

Si ¢ satisface (3.2), entonces usamos éste acotamiento en lugar del lema 3.3 y obte-
nemos

[Au(z) — (Aul@)| < C(r* + 1?).
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Para establecer una cota para el segundo sumando primero recordemos que, como ¢
. 1
es 7-local, entonces, por (D5), se tiene que |¢|w11(as,) < C', pero

1

ehsson = [ Vel dool = [ (Tug. Vo) duol = [Dulision
Mp, My,

Asf pues, mostremos que la cota ||Vl 11 (ar,) < C2 se satisface para |V 1. En
efecto, por la observacion A.9 en el Apéndice y el Teorema 2.13,

IVl ) Z/MHV@HQ dvol

< |[(det A)~L A2 / VIAVE VAWAetA dvol  (3.6)
M
= ||(det A) AL (IVapll o)
<,
r
En consecuencia, aplicando la desigualdad de Holder y el lema 2.16, obtenemos
(A=) = | [ (9= ). V), duo
M

<V (u =)z any VOl

<ot
r

Una cota para el tercer sumando se sigue de los lemas 2.11 y 2.16,
(<(A - Ah)ah|¢> _ ‘/ <([d— \/detAAfl)vah,v@ dvol
M 9
< |[1d = VdetAA™ e IVl o any IV Al 11 (an)

2
<o
r

Colorario 3.9. Bajo las hipétesis del Teorema 3.8, si = v/h, entonces
|Au(z) — (Apunle) | < CV.
Si ¢ satisface (3.2) y r = h3, entonces

|Au(e) — (Apuplp) | < ChS.
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3.4. Operadores Laplace-Beltrami discretos

Definicién 3.10. Sea n el nimero de vértices de M;, y denotemos por {vy, ..., v, } al
conjunto de vértices. Sabemos que cualquier funcién u;, € M), estd determinada en
forma tinica por sus valores en los vértices. Al vector (up(v1), ..., up(vy,)) lo lamaremos
el vector nodal y nos permite describir los operadores Laplace-Beltrami discretos al
especificar sus acciones sobre éstos.

Sea {¢i}ie{l,27---,n} un conjunto de funciones tales que cada ; es r-local en el vértice

v; € M. Entonces, definimos el operador Laplace-Beltrami discreto Ai‘pi} 2 S, — Sy,
asociado a {;}, por

up(vy) AVEVA Y]
un(va) || (Bnunlez)
un(v2) (Arunlon)

Definicién 3.11. Para cada ¢; existe una constante Cp ; tal que (D5) de la definicién
3.1 se satisface. En adelante, nos referiremos al méximo de las Cp; como la constante

Cp de {y;}.

Teorema 3.12. Sean M una superficie suave en R? y 4 una funcién suave definida en
M . Entonces, existe un hg € R™ tal que para cualquier par M}, con M), cercanamente
inscrita a M y con h < hg, y un conjunto de funciones {¢;},cr 5, tal que cada ¢;

es r-local en el vértice v; € M), con r = \/ﬁ, se satisface que

sup
yeEMp

Au((y)) - A un(y)|| < V. (3.7)

donde wu;, € S,(My,) es el interpolante de u. Si cada ¢; satisface (3.2) y r = h'/3, se
tiene que

sup
yEMy,

Au(W(y)) - Ay < on. (3.8)

Las constantes C' sélo dependen de M, u, hy, la regularidad de forma p de M, y la
constante Cp de {¢;}.

Demostracién. Sean v € S, y 0 € S, los interpolantes de la funcién Au en M, y
M, respectivamente. Entonces, por (2.28), el error de aproximacion satisface
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Por otro lado, el Teorema 3.8 implica que
|Au(¥(0:) = (Anunle:) | < CVR (3.10)
para todo ¢. Ahora bien, como v(v;) = 0(v;) = Au(V(v;)), tenemos que
lo = 83 unll ey < OV (3.11)
ésto por la definicién de Sy y Sh.
Asi,siy € My x = ®P(y)
Au(W(y)) — A un(y)| < 18u(B()) — o)+ [o(2) — v@)] + |o(y) = A un(y)

< AU = O oo ary +

v A,

< Ch2(|Aulozary + hlAuleian) + CVR
< CVh.

Note que la tltima desigualdad se cumple al ser h suficientemente pequeno. O

3.5. Representacion matricial

El objetivo de esta seccion es mostrar cémo la matriz cotangente, denotada por S,
puede usarse para obtener la matriz de representacion de A}{l%}, denotada por L, con
respecto a la base nodal. Sean M), una malla y v1, ..., v, sus vértices. Por simplicidad
supondremos que las funciones ¢; € Si,(Mp,). Luego, dada una funcién uy, € Sy, (Mp,)
podemos escribirla, por la ecuacién (1.6), en la forma

n
up = Z up(v;)o;.
j=1

Similarmente, ¢; tiene la forma

Asi,
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(Apunlp:) = <Ah un(v;)o;] Zsoi(vk)0k>
j=1 k=1
= < Ahuh(%)%|%(vk)0k>
jk=1
= up (v;)pi(vr) (Anojlok)
jk=1
Z <Z 901 ’Uk; Ah(fj|0k>> uh(vj). (3.12)
j=1 \k=1
Recordando que S es la matriz de entradas Sj, = 3(cotaj, + cot Bj), veamos
que
—Skj = (Angjlo) -
En efecto,

(Apojlog) = —/ (Voj, Vo) dvol.
My,

Vi

Figura 3.1: vj, vy son vértices adyacentes cuya arista pertenece a los tridngulos 77 y
1.

Para j # k, si los vértices v; y vy no son adyacentes, entonces la interseccién de
los soportes de o; y o) es vacia y en este caso se tiene que (Apojlog) = 0. Asi,
supongamos que v; y vy son adyacentes y sean 717 y 75 los dos tridangulos que tienen
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a la arista v;v; como uno de sus lados y sean i, Bji los dngulos internos de estos
que son opuestos a dicha arista.

Notemos que [|[Vo;|| = ;= v [[Vor| = - en T1; luego

Figura 3.2: Gradientes de o} y oy,

1 1
cos ozjk biby sen oy, = 3 cot aj.

11
/T1 (Voj, Vo) dvol = o cos ajpArea(T)) = o

Similarmente,

1
/ (Vo;, Vo) dvol = — cot Bik-
1>
Por tanto, se tiene que
1
<Ah0-j|o-k:> = —§(C0t Qi + cot /Bjk) = _Sjk = _Skj = <Ah0-k|0-j> .

Para j =k, sea A = {j | v; y v; son adyacentes}, entonces

Z/ (Voj, Vo) dvol.

JEA

(Apogloy) = —/ (Voy, Vo) dvol =
My,

Asi, queda mostrado que
—Skj = (Angjlo) -
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Ahora, sea R la matriz con entradas R;; = ¢;(v;). Entonces, de la ecuacién (3.12) se
obtiene

<Ahuh|g01> = Z (Z _Rikskj> uh(vj)

j=1 \k=1

up(v)
s ). o
up(vp)

Por tanto, por la definicion de A}{f"}, se concluye que

L =—RS.



Apéndice A
Resultados auxiliares

Aqui mostraremos hechos relevantes que se usan en algunos resultados de los Capitu-
los.

A.1. Norma de operadores

Denotaremos un operador entre espacios vectoriales y su representacién matricial de
igual forma.

Definicién A.1. Sean P y () espacios vectoriales de dimensiones n y m con pro-
ductos internos (-,-)p v {,")g ¥ T : P — Q un operador. Definimos la norma de
operador de T por

[T
7] = sup .
w20 |lllp
Proposiciéon A.2. Sea T : P — () un operador entre espacios vectoriales de di-
mension finita con productos interiores (-,-)p v (-, ), respectivamente. Entonces se
tiene que
(w2 < T (T T, )3,

donde T™* denota el operador adjunto de 7.

Demostracion. Sabemos que la norma de T es

1/2 * 1/2
17 = sup 1Ll _ o T Trlg” (T T @)y
T ey S

45
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entonces, para cualquier x € P, x # 0, se tiene que

1/2 1/2
(Tx, Tz)y* < ||T|| - (z,2) . (A.1)
Similarmente,
_ _ _1.:\1/2 1\ s— 1/2
171 = sup IE wlle _ g 0T ) . (T Ty, )
o lule w0 (yy)y? 40 (v, )

asi, para cualquier y € @), y # 0, se tiene que
_ 1 \1/2 _ 1/2
(T, T7) 2 < IT7 - (ww)y

Por tanto, para x € P se tiene que

(e, ) = (17 (), T (T))
< |77 - (T2, Ta) g

— | T (T T, )}
]

Ahora, estableceremos una relacién entre la norma de operador ||-| op ¥ la norma
tensorial ||-]| .

Definicién A.3. (Espectro de una matriz.)

Sea B una matriz arbitraria. El espectro de B es el conjunto de todos sus valores
propios y se denota por o(B).

Definicién A.4. (Radio espectral de una matriz.)

Sea B una matriz arbitraria. El radio espectral de B es el maximo de los valores

absolutos de sus valores propios y se denota por r,(B) := /\mz’g) [A]-
€o

Definicién A.5. (Matriz Hermitiana.)
Decimos que una matriz arbitraria B es Hermitiana si B* = B, donde B* denota la
matriz adjunta.

Proposiciéon A.6. Sean P y () espacios vectoriales de dimension n con productos
internos (-,*)p ¥ (-,)o v T': P — @ un operador. Entonces,

T = \/re(T*T). (A.2)
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Demostracion. Como la matriz T*T es Hermitiana, sabemos que todos sus valores
propios son no negativos (ver [2, Teorema 7.5, p 478-479.]). Sean éstos

0< A, <o <A<

contados segiin su multiplicidad; y sean vM, ..., v(™ los correspondientes vectores
propios, los cuales tomamos tales que Hv(j)HP =1,paraj=1,..,n. Asi, dadov € P

sabemos que
v = Z ajv(j).
j=1
Por lo tanto se cumple que
T"Tv = Z o; T* TV = Zaj)\jv(j).
j=1 j=1
En consecuencia tenemos que
2
HTUHQ = <TU>TU>Q
= (v, T"Tv) p

- <Z au), Z aj/\jv<j)>
j=1 j=1

- Z Ay (0@ 0@y

ij=1

<\ Z o0 <U(i), v(j)>P
ij=1

=X\ <U7 U>P

2
= A Jvllp,

P

de donde se concluye que
ITI* < v

Para obtener la igualdad, basta tomar v = v(}): pues en éste caso se tiene que
IT0|[3, = (v, T*Tv)p = (v, Mo D), = Ay,
Con lo cual se prueba lo afirmado. n

Observaciéon A.7. Dada una matriz B, como B*B es una matriz Hermitiana se
tiene que B*B y BB* tienen los mismos valores propios no nulos (ver [2, Problema
19, p. 500]) y, por lo tanto, r,(B*B) = r,(BB*).
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A.2. Calculos auxiliares

Observacién A.8. Para utilizar la Proposicién A.2 en la prueba del Lema 2.16 (de
la desigualdad (2.29)) tomamos T := d¥0* y f € C*(M). Asi, T* =d¥ y T*T = A~L.
Por otro lado, T7! = (d¥*)™! = (AU~ !)* = d®* y (T~!)* = d®. Por lo tanto,
(T~H)*(T~') = d® o d®*. En consecuencia, por la observacion A.7 y la igualdad
(A.2), se tiene que

(VEVOY < || T[T TV, V1)
= |[d®* | (T*TV £,V ),?
= \/16(d® 0 d®*) (T*TV f,V f)}/*
= \/ro(d®* 0 d®) (T TV £,V f) ./
= [|AI[LZ(T TV £,V f),/?
= AL (AT V)

Observacién A.9. Para usar la proposién A.2 en el Teorema 3.8 (de la desigualdad

(3.6)) tomamos 1" := Vdet AdV* y F' := V¢, un campo vectorial tangencial suave en

M. Asi, T* = v/det AdV y T*T = (det A)A~. De donde, T = ((det A)'/2d¥*)~!

(det A)~1/2(d¥~1)* = (det A)~1/2dd* y (T~)* = (det A)~/2d®. Con lo cual, (T~1)*(T~') =
(det A)~'d® o dP*. Por lo tanto, recordando la observacién A.7 y usando la igualdad

(A.2), se tiene

(F,F))? < |17 (1" TF, F)}?
= ||(det A)~2do* | (T*TF, F)}/*
= /1o ((det A)~L(d® o d®*)) (T*TF, F))/?
= /1o ((det A)-1(d®* 0 d®)) (T*TF, F))/?
= /1o((det A)TA) (T*T'F, F))/?
= ||(det A)~*A||* (T TF, F)Y?
= [[(det A)* A[|* {(det A)AT'F, ).
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Ahora, al integrar sobre M se tiene

1/2
g

dvol

o

/ (F,F)/2 dvol < / [(det A)A[[? ((det A)A'F, F)
M M
_ H(detA)_lAHif/ ((det A)A™'F, F)!* dvol
M

= H(detA)lAHiéQ/ (A7'F, F)”* Vdet A dvol
M

Lema A.10. Sean M una superficie suave en R?, M, es una superficie poliédrica
cercanamente inscrita a M, ¢ una funcién r-local en un puntoy € M y ¢ := po ®.
Supongamos que el soporte de ¢ estd contenido en B, (y). Entonces, el soporte de ¢
estd contenido en By 4y 1/2 (x), donde y = ®(x).

Demostracion. Sean z € B,(y) arbitrario y v : I = [a,b] — R® una geodésica
minimizante que une a y con z. Sea 7 := W(~). Entonces, como V¥ es un difeomorfismo
se tiene, usando la regla de la cadena,

)= [ (G0 a6w) a= [{Gwenm twonw)

g g

_/y<d\1/(%7(t)),d\l/(%7(t))>l/2 dt < ||dﬁf||/7<%7(t),%7(t)>l/2 ot

9
~ lav] |
:

donde la primera desigualdad se cumple por (A.1). O

d
(0] ae= a2 < a2
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