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Continuando con la mirada desde el solvente 0 liquido que alberga a las particulas Brownianas se 

puede realizar un balance de fuerza en estado estacionario que considera que las fuerzas de 

arrastre (p(r)F) de las particulas Brownianas impartidas por el liquido, las cuales se compensan 

por la fuerza que se genera por la presencia de las particulas Brownianas en el liquido y que 

ocasionan un gradiente de presion en el fluido (Vp(r)) como consecuencia de un aumento de la 

frecuencia de colision 0 acortamiento del camino libre de las moleculas en el liquido: 

p(r)F =Vp(r) (3-6) 

La concentracion de particulas se puede deducir de la ecuacion de estado : p(r) = ~(~ , la cual 
H 

se reemplaza en la ecuacion 3-8 y se obtiene una solucion del tipo : 

(3-7) 

Con base en esta solucion (ee. 3-9), se puede relacionar la corriente difusiva - DVp(r) con la 

corriente de arrastre - p(r)F /my. Donde y yO son los coeficientes de friccion y de difusion de 

las particulas Brownianas en el solvente 0 liquido respectivamente. En este sentido, el flux de 

particulas Browniana (J(r)): Flujo neto de materia por unidad area perpendicular al flujo) se 

expresa como la suma de la corriente difusiva mas la corriente de arrastre: 

(3-8) 

Donde Vd =-F / myes la velocidad de arrastre de las particulas Brownianas. En condiciones 

flujo neto igual a cero se Iguala estos dos flujos (corriente difusiva con corriente de arrastre) y se 

lIega a la celebre ecuacion de Stokes-Einstein: 

D= kHT (3-9)my 
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La de Stokes-Einstein es una del teorema fluctuaci6n-disipaci6n: 

el movimiento aleatorio de las moleeulas del liquido provoea un movimiento fluctuante y por 

ende corrientes de las partlculas Brownianas y a su vez, el o Ifquido que alberga 

las partfculas Brownianas responde como un sistema hidrodinamico con fuerza de friedon 

ndo el movimiento ascendente de las partlculas. La ecuadon de Stokes-Einstein se 

expresar de otra manera con base en la relad6n de Kubo (ecuaci6n 3-10), la cual permite 

encontrar una expresi6n para la movilidad 0 admitancia en terminos generales (Ill que en este 

caso se define como el inverso de la constante de friedon: 

-t))dt (3-10)f.l= 
my 

La ecuacion 3-10 significa que la movilidad 0 el inverso de la coefieiente de friedon esta 

relacionada con la fluctuacion de la velocidad del movimiento Browniano; la cual es una 

del teorema Fluctuacion-Disipacion. La de la ecuad6n 3-10 reside en 

el hecho de tener una estrategia para determinar coeficientes de en este caso una 

metodologia para hallar la que para este caso seria la movilidad 0 el 

inverso de la constante de fricdon de un solvente 0 liquido, el de difusi6n de partfeula 

Brownianas en un 

Ala ecuaei6n 3-10 se aplica la transformada de Fourier a ambos lado de la ecuaci6n y se logra una 

en terminos de la densidad 

t))e- iG1 dt 

(3-11) 
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moso teorema fluctuaci6n-disipaci6n: 

Jca un movimiento fluctuante y por 

lez, el solvente 0 liquido que alberga 

'odinamico con fuerza de fricci6n 

laci6n de Stokes-Einstein se puede 

(ecuaci6n 3-10), la cual permite 

rminos generales (11) que en este 

(3-10) 

coeficiente de fricci6n esta 

Browniano; la cual es una 
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'e de difusi6n de particula 

ecuaci6n y se logra una 

(3-11) 

Se ha utilizado la Ley de Equipartici6n de la energia (Kubo, 1966): m(v2 (O)) =klJT y la funci6n de 

autocorrelaci6n esta definida como C (to)=(v(to )v(to - t)) , el cual es el promedio 

T 

(v(to)v(to -I)) =liml Jv(to)v(to -t)dt . 
T ..... = T 0 

Recordando que Sv (m) es la densidad espectral 0 transformada de Fourier de la autocorrelaci6n 

I = 
definida como Sv (m) = - J(v(to )v(to - t))e - Ifd dt , la ecuaci6n 3-11 se puede poner en term inos 

2Jr 0 

de la densidad espectral : 

(3-12) 

Con fines practicos, se puede decir que capturar una serie de tiempo de una variable aleatoria 

que caracteriza el comportamiento de un sistema dado permitira obtener su densidad espectral, 

la cual esta relacionada con la propiedad de transporte que se liga a la variable aleatoria. Asi por 

ejemplo, la constante de fricci6n con la autocorrelaci6n de la variable aleatoria de velocidad; la 

resistividad electrica con la variable aleatoria del voltaje; etc. 

Para el caso en tener un circuito electrico tipo resistencia-capacitor (RC) con resistencia electrica 

de valor R y con capacitancia de valor C, de la ecuaci6n 3-12 aplicada a este caso permite 

relacionar la impedancia con la densidad espectral (N . Garnier and S. Ciliberto, 2005) como 

9\ (m) = S(a;) donde la impedancia para dicho circuito es Z(m) = 1 1 y en este 
z 4k T' 

/3 - + i2JrRCm 
R 

caso /L =te =RC ; por consiguiente, la densidad espectral para el circuito electrico RC se expresa 

asi: S(m) = Rk8T ( 4 r . Una evaluaci6n experimental se hace en condiciones de 
1+ 4 JrRtcm 

equilibrio, el cual corresponde a un estado de frecuencia cero y por consiguiente la parte real de 

la impedancia es el valor de la resistencia y por consiguiente S(O) =4RkIJ T =(U 2 (O))tc' puesto 

que la integral sobre todo el espectro de frecuencias es 
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82 	 La irreversibilidad 

---'-'-- = (U 2 (0)) . La grMica que se ve en 10 ensayos 

experimentales (N. Garnier and S. 2005) es la relacion PDS vs (0, donde PDS es 

~(U(t )U(t + r)) / f(;j. 

3.2 	 Teorema de Fluctuaci6n-Disipaci6n desde H.B. (Callen and T. A. 
Welton, 

Se en esta la entre las y la disipacion de energfa en un 

inicialmente en estacionario y en equilibrio termodinamico; que luego, 

se somete a un a un estfmulo perturbador de su de 

corta duraci6n. Las como colch6n para almacenar energia, 10 cual quiere 

decir que la una influencia externa no se traduce de manera 

en el sistema, sino que se en forma de calor absorbido por las fluctuaciones en el nivel 

micro y probablemente no se revelan 

3.2.1 Disipacion 

Un sistema se que es disipativo si es capaz de absorber energia cuando esta sujeto a una 

perturbaci6n peri6dica y del tiempo y se dice que el sistema es lineal si la 

de potencia es una de la magnitud de la perturbacion (H. B. Callen and T. A. 

Welton, 1951). En este sentido se puede definir una impedancia, la cual esta relacionada con la 

constante de entre la potencia disipada y el cuadrado de la magnitud de la 

perturbaci6n. 

Para conocer la en un sistema termodinamico cuando es sometido a una 

perturbaci6n extern a se de conocer los diferentes estados energeticos y la transicion de un 
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al otro. Este procedimiento conocer el Hamiltoniano: 

VQ('. 'qk ... Pk" .), donde Ho es el Hamiltoniano del sistema sin 

perturbaci6n, V es una funci6n del que mide la de la y Q es una 

funci6n de las coordenadas espaciales (qk) y del momentum (Pk) que se identifica con las 

fluctuaciones. En este sentido, de la perturbaci6n 

externa, la cual se almacena en el sistema provocando un aumento de la intensidad de las 

fluctuaciones. La solucion del es hallar de la ecuaci6n de 

a la 

La solucion de la ecuaci6n 3-13 permite evaluar los diferentes estados ",norcro posibles 

(I )L tal como se mencion6 en el capitulo 2 y por consiguiente se evaluar el de 

las despues de que el sistema es perturbado can una fuerza externa con 

+V ). En en el sistemaque varia sinusoidalmente: V =Va o 

perturbado, se transiciones en un estado y otro (n m), que acuerdo con la 

mecanica cuantica, la probabilidad de estas transiciones esta dada par la expresi6n 

)}, a manera de recordar cuanticos, la 

soluci6n de la de la de la funciones de onda 

=LC"Q?n' el valor media de cua magnitud en un dado es 
n 

a la, 1 es el operador 
n.m n,m m.n 

funci6n dada. De esta manera, define la matriz de densidad en la deI 

energia y recibe el nombre de matriz estadfstica en donde, .son los elemento de la matriz can 

el que se Ie asocia un operador WI en (I) =Tr(wJ). Con esta soluci6n, se puede 

a 
expresar la ecuaci6n de (ee. nueva mente as! 

83 



84 La irreversibilidad 

que es 10 mismo que 

Hmk corresponde a la matriz del hamiltoniano del sistema y por ultimo, t5(W+ wmn ) es funci6n 

Delta de Dirac, en la que solo presenta valor cuna W =-wmn , 10 cual permite calcular la energia 

que absorbe 0 emite un cuanto nw el sistema en cada transici6n: 

= '" ='" JrI~J 1 12 {5:'( ) 5:'( )}wnmIPowern--'>m ~ Pmnnwmn ~ Q",n u W + w",n + U l1 + wnm . Como la funci6n 
m m 211 

Delta de Dirac es diferente de cera excepto cuando el argumento es cera se tiene que 

Powern--'>fII = :.n IVJ W IIQmJ {t5(w+ wmn )- t5(w+ wnm )}. 
In 

Dicho de otra manera, el estado del sistema despues de absorber y emitir energia se evalua con 

base en la matriz de elementos del operador correspondiente ala funci6n que identifica el estado 

del sistema fluctuante Q entre el estado con autovalor En + hOJ y el estado con autovalor En 

(Landau y Lifshitz, 1969: 

esta manera, la tasa de absorci6n de energia menos la tasa de emisi6n de energia, da la tasa neta 

de energia disipada en el estado n que se almacena como aumento de la intensidad de las 

fluctuaciones (H. B. Callen and T. A. Welton, 1951); la cual multiplicada por la densidad de estados 

energeticos (p(E)) dada el numera total de estado y por consiguiente la potencia total disipada 

se promedia con base en una ley de distribuci6n de estado probables (f(E): MB, BE 0 FD) se 

obtiene la potencia disipada: 

(3-14) 

De otro lado, la potencia disipada se relaciona con la resistencia y la impedancia, siendo la 

resistencia, R(m) la parte real de la impedancia Z(m); teniendo en cuenta que la fuerza es 
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proporcional a la respuesta en 

Con esto se logra una expresi6n , 

R(m)/jZ(mf =lrmjp(E)/(Ek 
o 

3.2.2 Fluctuacion. 

De acuerdo con 10 presentado por 

fuerza (V) y el responde, aument, 

considera en equilibrio termodil 

fluctuaciones espontaneas (Q) I 

fluctuante (V). En este sentido, se I 

para lograr una expresi6n despues 

((/) = [Snui SP(E)f(E)~E+n£ 
o 0 

La fuerza espontanea ((V 2) )se reI. 

(V 2) =IZ(OJf(Q2). Por 10 tanto, ~ 

R(OJ)/IZ(OJt y la fuerza espontar 

relaci6n Fluctuaci6n-Disipaci6n: 

o tambien: 
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(3-14) 

siendo la 

'uerza es 

proporcional a la respuesta en situaciones lineales (V = Z(w)(2;Power = -.!..V0

2R(w) /IZ(wf) , 
2 

Con esto se logra una expresion para un sistema lineal disipativo : 

R(w) /lz(wf =ffwjP(E)f(E)~En +17~QIEn)2 p(En +l7w)-(E" - tz~Q I Enr p(En -I7W)~E 
o 

(3-15 ) 

3.2.2 Fluctuacion. 

De acuerdo con 10 presentado por Callen y Welton en el item anterior, el sistema se somete a una 

fuerza (V) y el responde, aumentando la intensidad de la fluctuaciones (Q), Ahora el sistema se 

considera en equilibrio termodinamico sin aplicacion de fuerzas; sin embargo, el exhibira 

fluctuaciones espontaneas ((2) las cuales pueden estar asociada a una espontanea fuerza 

fluctuante (V), En este sentido, se hal/a el valor esperado de la autocorrelacion (22: (Enl(221 En) 

para lograr una expresion despues de un manejo algebraico: 

(3-16) 

La fuerza espontanea ((V 2)) se relaciona con la autocorrelacion (((22)) de la siguiente manera : 

(V2) =IZ(UJf(Q2), Por 10 tanto, se observa una gran semejanza entre la respuesta disipativa 

R(UJ) /IZ(UJf y la fuerza espontanea (V 2), 10 que I/eva al teorema fundamental 0 celebre 

relaci6n Fluctuaci6n-Disipaci6n: 

(V2) = G)}R(m)E(m, r)dm (3-17a) 

o tambien: 
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(3-17b) 

1 nm 
Donde E m,T ( )=-nm+------- es reconocida como la energfa media de un 

2 exp(nm/ k8T)-1 

oscilador de frecuencia natural mala temperatura T. En situaciones donde la temperatura es alta 

y la frecuencia es baja E(m,T) == k8T valido para k8T >->->- hm. A manera de resumen, Una 

resistencia generalizada R(m) exhibe en el equilibrio una fuerza fluctuante dada por la expresi6n 

3-17. 

3.3 Teorema de Fluctuaci6n-Disipaci6n desde Landau y Lifshitz. 

Un sistema estable en estado estacionario se dice que se encuentra en el estado de equilibrio y se 

puede alejar del equilibrio, perturbandolo con una fuerza 0 un campo externo 0 cambiando algun 

parametro. En estado de equilibrio termodinamico, cualquier magnitud ffsica x(t) (equivalente a 

Q(t) en ftem anterior) fluctua en el tiempo con respecto al valor medio de ella, pero su valor es 

uniforme en el espacio . La magnitud ffsica experimenta pequenas variaciones(bX), fluctuando en 

torno a su valor medio «x(t»). Si la media es cero se cumple que x(t)= bX. 

Entre los valores de la magnitud ffsica x(t) en los diferentes instantes de tiempo, existe una cierta 

correlaci6n (Landau y Lifshitz; 1969), 10 cual significa que el valor de x(t) en un cierto instante t, 

influye sobre la probabilidad de los diferentes valores de el mismo, en otro instante t+r. La 

correlaci6n temporal 0 auto correlaci6n en el tiempo se puede caracterizar por el valor medio del 

producto x(t)x( t+r.) asf: 

C(r) =< x(t)x(t + r) > (3-18) 

y 
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la media de un 
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(3-18) 

C(O) =< x(t)x(t) > =< 

En la medida en la que 1", aumenta infinita la en consecuencia 

C(r), tiende a cera. Esto quiere decir que el valor futuro de la fisica de interes esta 

influenciado por su valor presente y su valor medida en un no retirado del valor 

futuro. 

La evoluci6n de la fluctuacl6n de una magnitud ante la influencia de una perturbaci6n 

externa de carta duraci6n y en determinar facilmente si el sistema 

no se aleja demasiado del equilibria. En estas circunstancias, se considera que el sistema se ubica 

en un estado cerca del un iento lineal es aceptable y suficiente 

para describir la natu utilizar una expresi6n lineal para la evoluci6n de las 

fluctuaciones de la forma ndau and 1969): 

+ f(t) (3-20) 

Dande A es una canstante es una magnitud ffsica fluctuante can la 

caracterfstica a cera y su autacarrelaci6n esta dada 

par < f(l)f(t + r) >= 2A¢(O)8(r), es el (8(r) =0 para r =t 0) 

La relaci6n lineal y un resultado valido en situaclones en que el de 

muestreo es muy grande comparados con su valor medio; en consecuencia, se 

la magnitud f(t) y se una expresi6n simple para la funci6n de 

(C(r) =< x(t )x(t + r) multiplicado la eq. 3-21 por x(t + r), luego promediando y 

integrando (Landau and Lifshitz; 1969) para obtener: 

C(r)= C(O)e-).r 
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De esta expresi6n se puede ver claramente que en la medida que r---7oo, ¢(r)---70, se desaparecen 

las correlaciones. Casos mas generales es analizar las correlaciones temporales de varias 

magnitudes. En este caso, 

C'k (r) =< X, (t )Xk(t + r) > (3-22) 

Y por 10 tanto los resultados se deben extender para considerar expresiones mas generalizadas 

ver (Landau y Lifshitz; 1969). Cuando el sistema se somete a fuerzas externas (F(t)) se generan 

fluctuaciones que se relacionan con una disipaci6n de energia 0 aumento de la energia interna 

del sistema u otra forma de disipaci6n; en situaciones tanto clasicas (kfjT>hw), como cuanticas 

(kfjT« hw, altas frecuencias). Los primeros en proponer estas relaciones que ligan las 

fluctuaciones con las magnitudes ffsicas se debe a Callen y Welton en 1951, tal como se mencion6 

en el item anterior. 

Para lograr esta relaci6n entre Fluctuaci6n y Disipaci6n de energia se parte de un sistema 

sometido a influencia externa pequena y de corta duraci6n, la cual provoca la generaci6n de 

fluctuaciones en el sistema . Se analiza la aparici6n de fluctuaciones espontaneas en el interior del 

sistema . 

La desviaci6n Ox de cualquier magnitud 0 valor esperado x(t) a partir de su valor estacionario 

toma la forma Ox =X - (x), el cual puede ser igual a su valor instantaneo si el valor medio es 

cero: 

(3-23) 

Donde w({x, ' ox", }, t ) es la funci6n de distribuci6n de probabilidades en un sistema que ha side0 

sometido a una perturbaci6n pequena, la cual puede hallarse a partir de la soluci6n de la 

ecuaci6n de Fokker-Planck asociada al problema en particular. Tambien se puede se puede 

expresar la desviaci6n Ox =x(t) en terminos de la fuerza aplicada. 

Considerese el caso en el que se tiene 11 fuerzas el 

pequena magnitud, actuando sobre el sistema para pr< 

del tiempo x,(t), lineal de la forma(Landau y Lifshitz, 19 

~ 
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Considerese el caso en el que se tiene n fuerzas externas dependientes del tiempo Fi(!} de 

pequena magnitud, actuando sobre el sistema para provocar una respuesta tambien dependiente 

del tiempo x;{!}, lineal de la forma(Landau y Lifshitz, 1969; Groot and Mazur, 1984): 

~ 

x(t) = 4/ = fR, (t - r)F(r)dr (3-24) 

Donde 

Rx(t) = {RIj] es una funci6n del tiempo que describe la respuesta del sistema ante una 

perturbaci6n externa identificada por la aplicaci6n del operador de Fokker-Planck a la 

fuerza externa Lexi ' Ella representa la propiedad disipativa que puede lIamarse 

impedancia 0 matriz susceptibilidad. 

F(t) = {F; (t) .......Fn(t)} es el conjunto de fuerzas externas que se aplica al sistema 

x(t) = {Xl (t) ....... x n (t) }Es fa respuesta del sistema al estfmulo 

a Es un operador integral lineal. 

La funci6n R(t) depende de las propiedades del cuerpo, es una cantidad finita con las siguientes 

caracterfsticas de que Rx(t - r) = 0 \:;f t < r 6 Rr(r) = 0 \:;f r < 0, y puede hallarse con 

base en el operador de Fokker-Planck, tal como se ilustra de manera resumida en el Anexo 6 

(Risken, 1996). De otro lado, la correlaci6n entre las diferentes magnitudes ffsicas de interes 

C(r) =< x(t)x(t + r) > tambien puede hallarse utilizando el operador de Fokker-Planck (ver 

Anexo 6) Y demostrar asf el teorema Fluctuaci6n-Disipaci6n, comparando la funci6n de 

correlaci6n C(r) con la funci6n respuesta Rr(r): 

R)t) =C)t) (3-25)Para t ~ 0 

Rx(t) =0 (3-26)
Para t ::; 0 

Tambien se puede expresar en forma integral 

89 



90 La 

X(t T) = 
I

fRij (t ­
o 

(3-28) 

Tambien, existen otras presentaciones del teorema Fluctuaci6n-Disipaci6n como se 

observar en Uli Deker and Fritz Haake (1975) en la cual se tiene una en forma 

diferencial: 

1 a---c,
k Tat !K 

H 

Retomando la ecuaci6n 3-24 y aplicando transformadas de Fourier ala respuesta, ala fuerza y la 

R(t): 

= 

~(OJ) - f&(T)e'= dt (3-30) 

1) 

donde se concluye, 

(3-34 ) 

Lo cual quiere decir que en el de Fourier 0 el de las frecuencias (OJ), las 

fluctuaciones espontaneas originadas por fuerzas externas son proporcionales a la transformada 

de Fourier de las aplicadas. La funcion de proporcionalidad a(OJ), se denomina matriz de 

Movimiento Browniano 

Susceptibilidad Generalizad 

impedancia (Z(oj) mencion, 

Como nota aclaratc 

susceptibilidad gene 

o la relacionada CI 

intensidad de la 

Toda externa se 

monocromaticos mediante 

ejemplo: 

Siendo fa una inicia I ( 

se obtiene una expr 

&(1) 

Esto quiere decir que el car 

absorci6n de e 

1969). Para ver esto, se ~ 

que la disipacion r 



La irreversibilidad 

I 1 . -r) ~r =-- (3-27) 

(3-28) 

Disipacion como se puede 

~ una expresion en forma 

(3-29) 

)uesta, a la fuerza y la 

(3-30) 

(3-31) 

(3-32) 

(3-34) 

ias (OJ), las 

nsformada 

matriz de 

Movimiento Browniano 

Susceptibilidad Generalizada, la cual depende del material 0 sistema y se relaciona con la 

I 
impedancia (Z(aj) mencionada en el ftem anterior dela siguiente manera : Z(w) = --.--­

lma(m) 

Como nota aclaratoria, la impedancia mencionada anteriormente es el inverso de la 

susceptibilidad generalizada, la fluctuacion Q= &(w) , la fuerza aplicada externamente 

o la relacionada con la fuerza fluctuante espontanea: V = F, La magnitud de la 

intensidad de la perturbacion es: Va = fa y la potencia disipada es Power = dU . 
dl 

Toda fuerza externa se puede poner en termino de un conjunto de componentes 

monocromaticos mediante un desarrollo de Fourier que depende del tiempo con e"/w', asf por 

ejemplo: 

(3-35) 

Siendo fa una fuerza inicial constante y fo*, su complejo conjugado. Aplicando a(w) a la expresion 

de F(I), se obtiene una expresion para la fluctuacion: 

(3-36) 

Esto quiere decir que el cambia de estado bajo la accion de la fuerza F(I) va acompanado de una 

absorcion (disipacion) de energfa en calor cuya fuente es la fuerza exterior (Landau y Lifshitz; 

1969). Para ver esto, se parte de la ecuacion de la mecanica (Landau y Lifshitz; 1969) y se 

concluye que la disipacion media de energfa por segundo (Paten cia Oisipada= Power = dU ) es: 
dt 

dU dH 
(3-37) 

dt dt 
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