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Introduccion

La teoria de los procesos de difusiéon ocupa un lugar central en los procesos estocas-
ticos debido en gran parte a sus multiples aplicaciones en biologia, hidrologia, fisica,
matematicas financieras, etcétera. Por otro lado, los procesos de difusién permiten,
en algunos casos, dar interpretacién probabilistica a situaciones fisicas modeladas me-
diante ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden de tipo parabdlico. La teoria
de los procesos de difusion se remonta a cuando Einstein (1905) logré describir ma-
teméticamente el fenémeno observado por el botdnico inglés Brown (1828) sobre el
movimiento impredecible de moléculas en solucién, relaciondndolo con el fenémeno fi-
sico de la difusion estudiado por Fick (1855). En su trabajo dedujo que el movimiento
erratico resulta de colisiones entre moléculas y encontré una expresion para el coefi-
ciente de difusién en términos de cantidades fisicas. Perrin (1909) confirma el trabajo
de Einstein midiendo el nimero de Avogadro y el coeficiente de difusion a partir de

observaciones de la trayectoria de cada particula.

Wiener (1923) demostr6 la existencia y unicidad de un proceso estocéstico {X; : ¢t > 0}
definido sobre un espacio de probabilidad (2, F,P) y con espacio de estados (E,E),
tal que para cada w € Q fijo, t — X;(w) sirve como modelo para la trayectoria aleato-
ria y erratica de moléculas en difusion. Este proceso tiene trayectorias continuas, no
diferenciables, incrementos independientes con distribucién normal y se puede expre-
sar siempre en términos del movimiento Browniano o proceso de Wiener (Karatzas,
1991; Revuz and Yor, 1999; Walsh, 2012). Feller (1952, 1954, 1955) aplicé la teoria de
semigrupos desarrollada por Hille (1950, 1952); Yosida (1949) a las ecuaciones de Kol-
mogorov (1931) y logré incluir en la descripcién probabilistica fenémenos de difusion

descritos en términos de operadores diferenciales méas generales.

En su formulacién unidimensional, los procesos difusiéon contemplan un conducto por
el que se mueve un fluido a velocidad constante V' y en el que se difunden particulas de

algin soluto. Se supone que la distribucion transversal de las particulas es constante,
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entonces para t > 0 la concentracién c(t, y) de particulas de soluto solo varia a través
de la distancia y € [0,!] a lo largo del conducto. La Ley de Fick ofrece un modelo
matematico para el flujo del soluto; el flujo es proporcional al gradiente, entonces la
concentracion de particulas c(t, y) satisface la ecuacion hacia adelante de Kolmogorov:
2

gi :Dgy§+V§; =: A*[¢], (1)
donde D es el coeficiente de difusién y el dominio del operador A*, Dom(.A*), esta dado
por las funciones en C?([0, {]) que satisfacen ciertas condiciones de frontera apropiadas.

La ecuacion hacia atrds de Kolmogorov esta dada por

ou 0%u ou
Ou_p2u_y 2 ap, o)

donde (A, Dom(A)) es el adjunto formal del operador (A*, Dom(A*)).

La conexién entre el problema de evolucién (2) y los procesos estocasticos se puede
hacer naturalmente a través de la solucion fundamental P(t,x,y) de dicho problema.
La teorfa desarrollada por Feller (1955) y otros, garantiza la existencia de un proceso
de difusion unidimensional X = {X; : t > 0}, es decir, un proceso de Markov con
trayectorias continuas, tal que P(t,z,y) es precisamente la funcién de densidad de
transicion de X. Mds atn, la solucién de (2) junto con la condicién inicial u(0,z) =

up(z) sobre [0,1] puede ser expresada como

ult, ) = B X)) = Tual(2) = [ uo(w)Plt,2,0) ®)

donde P, (Xo=2) =1y T :={T; : t > 0} es un semigrupo de Feller, cuyo generador
infinitesimal es el operador (A4, Dom(.A)). En particular, la probabilidad de que la

particula que inicia en x ocupe un conjunto medible no nulo A en un tiempo t es

P(t 2, A) = Py(X; € A) = /AP(t,x,y) dy, t > 0. (4)

En su texto, It6 and McKean Jr (1965) completan el estudio sobre la teoria de los

procesos de difusién iniciado por Einstein.

Los tiempos de parada; son variables aleatorias que permiten conocer si un evento
ocurre o 1o en el tiempo ¢ con la informacién de la o-dlgebra F;* := o(X, : s < ¢).
Por ejemplo, si y € [0,]]

H, :=inf{t > 0: X; =y}, (5)
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es el tiempo de parada que corresponde al primer tiempo en que el proceso X alcanza
el punto y. Mandl (1968) estudia de manera general la densidad de algunos tiempos
de parada de un proceso de difusién definido sobre [0,1], a partir de la transformada
de Laplace del semigrupo del proceso definido en (3). Estas densidades se obtienen
como la solucién a ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias. En Bhattacharya and
Waymire (1990) se pueden encontrar otros resultados de tiempos de parada de un

proceso de difusion definido sobre un intervalo.

Motivado por aplicaciones a fendémenos de transporte en canales y redes de drenaje,
es de especial interés en este trabajo el comportamiento asintético de la soluciéon fun-
damental P(t,z,y) del problema (2) para t — oco. Se probara que para f € C?([0,1]),
la solucién del problema:

9(A;-) € Dom(A), (A= A)gl(A,z) = [, (6)

se puede escribir de la siguiente forma:

g0 = [ F6GOw0)dy, 7

donde G (A, x,y) es llamada la funcion de Green para el problema (6) y es precisamente
la transformada de Laplace de P(t,x,y) respecto a t. Finalmente, usando teoremas

Tauberianos, se obtendran resultados sobre el decaimiento de P(t,x,y) para t — oo.

En este trabajo se quieren estudiar las extensiones de la teoria de difusiones a gra-
fos. En general, un grafo I' = (N(T'), E(T")) es un objeto matemético compuesto por
un conjunto de vértices N(I') unidos por aristas F(I'). Entre las muchas aplicaciones
que los grafos tienen en modelado matematico, esta la representacion de redes planas
de diverso tipo, por ejemplo, redes neuronales, redes de drenaje, redes sociales, redes
electronicas, etcétera. Para dichas aplicaciones, un grafo es, entonces, un objeto geo-
métrico compuesto por puntos en el plano R? y aristas que unen estos vértices. Los
grafos tratados en este trabajo son arboles binarios y modelan redes de drenaje, es
decir, redes naturales de transporte de agua formadas por rios, lagos, etcétera. Cada
arista representa un canal de la red de drenaje, los vértices hojas representan los na-
cimientos de los canales, y los vértices internos representan las intersecciones de los
canales. En cada uno de los vértices se imponen condiciones adecuadas. La teoria de

grafos necesaria para este trabajo se puede consultar en Gross and Yellen (2005).

La teoria de difusiones sobre un intervalo es extendida a grafos conexos en los trabajos
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de Freidlin and Sheu (2000); Freidlin and Wentzell (1993). Alli, se formula que un
proceso de difusion sobre un grafo esta determinado por un operador diferencial de
segundo orden de tipo parabdlico en cada arista, restringido a funciones que satisfa-
gan ciertas condiciones de pegado en los vértices internos y de frontera en los vértices
externos. El proceso resultante se puede describir como una difusién unidimensional
en cada arista hasta el primer tiempo que el proceso alcanza un vértice. El comporta-
miento del proceso en los vértices depende de las condiciones de pegado y de frontera

impuestas.

Como modelo para la trayectoria de particulas en dispersion dentro de un red de
drenaje, en este trabajo se consideran procesos de adveccién-difusion con coeficientes
constantes sobre cada arista de un grafo I', y con condiciones en los vértices internos
y externos que garantizan la conservacion de la masa. La deduccion fisica de este
modelo es tomada de Ramirez (2012). La existencia del proceso de difusién resultante
es derivada de los resultados de Freidlin and Sheu (2000); Freidlin and Wentzell (1993).

Esta monografia tiene dos enfoques, desde la teoria de los procesos estocasticos se es-
tudiara la densidad de algunos tiempos de parada del proceso de difusion X definido
sobre un arbol binario I'. Se extenderan los resultados para procesos de difusion defi-
nidos sobre un intervalo dados en Bhattacharya and Waymire (1990); Mandl (1968) a
procesos de difusién definidos sobre grafos. Estos resultados permitiran calcular, por
ejemplo, la probabilidad de que las particulas que empiezan en un punto x alcancen
un punto y en tiempo finito, la probabilidad de colonizar sectores aguas arriba de
su punto de partida, el tiempo esperado para que las particulas abandonen la red de
drenaje o cierto conjunto, entre otras. Los resultados se dan en términos de la veloci-
dad del agua, las longitudes y areas de las secciones transversales de los canales, los

coeficientes de difusién, y los caudales asociados a cada canal.

Por otro lado, se estudiara el comportamiento asintotico de la solucién fundamental
P(t,z,y) cuando t — oo de la ecuacién diferencial parcial de evolucion definida so-
bre I'" asociado al proceso X. Para esto se presentara una férmula para la funcién
de Green G(\, z,y) seguida de los resultados presentados en Pokornyi and Pryadiev
(2004); Ramirez (2011), y se usard un Teorema Tauberiano (Mimica, 2013; Nakagawa,
2005) para obtener el comportamiento asintético de P(t,z,y) cuando t — oo. Este
comportamiento estara relacionado con los valores propios de un operador de Sturm-
Liouville asociado al operador (A, Dom(A)). En Ramirez (2012), dentro del contexto
de persistencia en redes de drenaje, el autor encuentra cotas para estos valores propios,

estas permitirdn encontrar cotas para el decaimiento de P(¢,x,y) cuando t — co. Més
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aun, estas seran las cotas para la tasa bajo la cual las particulas abandonan su medio.

La organizacion de esta monografia sera como sigue, en el Capitulo 1 se definiran los
objetos de interés para este trabajo, se estudiaran los procesos de Markov y los tiempos
de parada. En la Seccién 1.3 se introduciran los semigrupos de Feller y se definiran
los procesos de Feller. En la Seccion 1.4 se definiran los procesos de interés en este
trabajo los cuales son una subclase de los procesos de Feller: los procesos de difusion.

La mayor parte de esta teoria ha sido estudiada de Revuz and Yor (1999).

En el Capitulo 2 se introducira la teoria y la notacién de grafos, necesaria para el
estudio de los procesos de difusion en grafos (Gross and Yellen, 2005). En la Seccién
2.3 se enunciard un teorema importante en este trabajo tomado de Freidlin and Sheu
(2000); Freidlin and Wentzell (1993) que garantiza la existencia de un proceso de
difusion sobre un grafo conexo. Después se dara la derivacion fisica del modelo seguida
de Ramirez (2012).

En el Capitulo 3 se ilustrard el método clasico para obtener la funcién de Green
del problema (6). Se presentard una férmula para el operador de Green (Pokornyi
and Pryadiev, 2004) que serd 1til en el momento de usar el Teorema Tauberiano
(Mimica, 2013; Nakagawa, 2005), que permitira obtener el comportamiento asintdtico
de P(t,z,y) para t — oo a través de la funcion de Green G(\, z,y) del problema (6)
definido sobre un arbol binario I'.

En el Capitulo 4 en la Seccion 4.1 se revisaran los resultados propuestos en Bhatta-
charya and Waymire (1990); Mandl (1968) sobre algunos tiempos de parada de un
proceso de difusién definido sobre un intervalo. Se daran las pruebas de estos resulta-
dos para un proceso definido sobre un grafo. Estos resultados permitiran en la Seccién
4.2 realizar ciertos calculos. Como una motivacién y para fijar ideas, en la Seccion
4.2.1 se estudiarén los procesos de difusiéon unidimensionales sobre [0, ]; se calculara,
por ejemplo, la probabilidad para que las particulas viajen de un lugar a otro en un
conducto y la probabilidad de que alcancen sectores aguas arriba de su punto de inicio.
Estos cédlculos se extenderan en las siguientes secciones para el caso de un proceso de

difusién definido sobre un arbol binario.



Capitulo 1
Preliminares Matematicos

En este capitulo se expone el marco tedrico dentro del cual se desarrollara este trabajo.
Los resultados presentados no se demostraran ya que son clasicos en la teoria de la
probabilidad y surgen como consecuencia de la revision bibliografica hecha a lo largo
de esta monografia. En términos generales se dara una introduccion a los procesos de
Markov en tiempo continuo, mas adelante se introducirdn los procesos de difusion.
Los resultados expuestos en este capitulo se usaran en los siguientes capitulos para

procesos de difusion definidos sobre grafos.

1.1. Procesos de Markov

En esta seccién se fijard la notacion y las definiciones utiles para los siguientes capi-
tulos. Se definird una familia de probabilidades de transicion que permitira, a su vez,

definir los procesos de Markov.

Se considera un espacio medible (E,€), donde E C R? y £ := E(F) es la o-dlgebra de
Borel sobre E, entonces B(E') denota el espacio de funciones f : ' — R Borel-medibles
y acotadas, Cyo(F) serd el espacio de funciones continuas sobre F que se anulan en el
infinito (f(x) — 0 cuando x — oc0), también se define el espacio de funciones continuas
y acotadas por Cy(FE), y por C.(F) el espacio de funciones continuas con soporte
compacto. Se puede notar que C.(E) C Cy(E) C Cy(E) C B(E). Estos espacios son

Banach con la norma

I 1 l:= supi|f(2)|,z € E}. (1.1)

Un espacio de probabilidad es una triada (€2, F,P), donde 2 es un conjunto no vacio, F
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es una o-algebra de subconjuntos de €2 y IP es una medida de probabilidad sobre (2, F).
Una filtracion sobre un espacio medible (€2, F) es una familia creciente {F; : t > 0}
de sub-o-dlgebras de F, a esta filtracion se le asocia la o-dlgebra F := U;5o F;. Se

define E(F) ® F; como el producto usual entre o-algebras.
Los procesos estocasticos de interés en este trabajo son del siguiente tipo.

Definicién 1.1.1 Un proceso estocdstico con respecto a la filtracion {F; : t > 0}
es una familia X = {X; : t > 0} de variables aleatorias definida sobre el mismo
espacio de probabilidad (Q, F,P) y con espacio de estados (E, &), tal que para cada t,
la funcion (s,w) — Xs(w) de [0,t] x Q sobre (E, &) es £(]0,t]) @ Fy-medible.

Un proceso estocastico es adaptado a la filtracién {F; : ¢ > 0} si para cada t X es

Fi-medible. Cualquier proceso X es adaptado a su filtracion natural
Fi=o0(X,:5<1); (1.2)

esta es la menor o-dlgebra que hace que cada una de las variables aleatorias X, sea
medible para s € [0, t], ademés es la menor filtracién con la que X es adaptado. Para
w € Q se definen las trayectorias del proceso a las funciones t — X;(w). La distribucién
inicial del proceso estd dada por 7(A) = P(X, € A), A € £ y cuando 7w = 4, para
r € E (0,(A) =1six e A 6,(A) =0siz e A% para A € &), se denotard P, la

medida de probabilidad correspondiente. Entonces por consiguiente P, (X = z) = 1.

Los procesos estocasticos que se consideran en este trabajo tendran una relacién im-
portante con las martingalas. Un desarrollo detallado de la teoria de martingalas se
puede encontrar en Billingsley (2008); Revuz and Yor (1999).

Definicién 1.1.2 Un proceso estocdstico X adaptado a la filtracion {F; : t > 0} es

una (Fy, P)-martingala si:
1. E[X}] < o0, para cada t;
2. E[X, | F]=X,, s <t.

El principal elemento para la construccién de los procesos de Markov es la familia de

probabilidades de transicion definida a continuacién.

Definicién 1.1.3 Sea (E,E) un espacio medible. Una familia de probabilidades
de transicién del proceso X es una familia {P(t,z,A) : t > 0} de funciones
P(t,z,A):[0,00) X E x & — [0,1] tales que:
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1. Para cadat > 0 yx € E, la funcion A — P(t,x, A) es una medida positiva
sobre € con P(t,x, F) < 1;

2. Para cadat >0y A€ &, la funcion x — P(t,x, A) es E-medible;

3. Para cada s,t >0

P(s+t,2,A) = /EP(s,w, dy)P(t,y, A). (1.3)

En otras palabras, la familia {P(t,x, A) : ¢ > 0} forma un semigrupo. La relacion

(1.3) es conocida como la ecuacion de Chapman-Kolmogorov.

En este trabajo las funciones P(t, z,-) son absolutamente continuas con respecto a la

medida de Lebesgue, donde la funciéon densidad de probabilidad se denota por
P(t,z, dy) = P(t, z,y) dy. (1.4)

Intuitivamente se puede pensar en el valor de P(t,z, A) como la probabilidad de que

una particula que inicia en = se encuentre en el conjunto A en el tiempo t,
P(t,z,A) =P, (X € A) = / P(t,z,y)dy, t> 0. (1.5)
A

Pensando en esta direccion, si P(t,z, E) < 1 entonces 1 — P(t, z, ) se podrd interpre-
tar como la probabilidad de que la particula desaparezca o muera en un tiempo finito.
En el caso de redes de drenaje las particulas de soluto que se difundan en el medio
podran abandonar la red por alguna frontera, por esto es de interés en este trabajo

que P(t,z, E) < 1 para algunos z y t.

De manera intuitiva, un proceso de Markov es un proceso estocastico donde dado el
estado “presente”, cualquier otra informacion sobre el “pasado” es irrelevante para
predecir el “futuro”. Un proceso de Markov es un proceso que cumple la propiedad de
Markov,

P, (X4, € A| F] =Py,[X, € Al = P(s,X,,A), s € E, A€€. (1.6)

A continuacién se definird un proceso de Markov de manera precisa en términos de la

familia de probabilidades de transicion.

Definicién 1.1.4 Un proceso adaptado X es un proceso de Markov con respecto
a la filtracion {F; : t = 0}, con familia de probabilidades de transicion {P(t,z,A) :
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t >0} sipara f € B(E) y para s < t:

E[f(Xivs) | Fi) = [ F@)P(t.X,, dy). (17)

La familia de probabilidades de transicién y la distribucién inicial son suficientes para

construir un proceso de Markov a través de sus distribuciones finito-dimensionales:
w(dz) [Pt doy)
0 Ay

/ P(tg — tl,xl, dl‘g)/ P(tn — tn_l,xn_l, d[En),
Az

An

P,[Xo € Ao, Xoy € A, Xs, € A)] = /A
(1.8)

donde 7 es la distribucién inicial del proceso, 0 < t; <ty < ---, A; € €. La existencia
del proceso de Markov resulta del teorema de extensién de Kolmogorov (ver Ethier
and Kurtz, 2009, pag. 167).

1.2. Tiempos de Parada

En esta seccion se introduce una herramienta ttil para el estudio de los procesos de
Markov: los tiempos de parada; estas son variables aleatorias 7 que permiten conocer

si un evento ocurre o no en el tiempo ¢ con la informacion de la o-algebra F;.

Definicién 1.2.1 Una variable aleatoria T sobre el espacio de probabilidad (2, F,P)
con valores en [0,00] es un tiempo de parada relativo a la filtracion {F; : t > 0} si
[T <t] € F, para cada t > 0.

Las siguientes variables aleatorias son tiempos de parada relativos a la filtracion natu-
ral definida en (1.2) y son los tiempos de parada mas importantes para este trabajo.
Si A C FE es cerrado, se define el tiempo de llegada de X a A por

HY :=inf{t > 0: X, € A}, (1.9)

con la convencién de que si {t > 0: X; € A} es un conjunto vacio entonces H¥ = oco.
Cuando no hay lugar a confusién, HY se denota por H,. Se puede notar que H, es el
primer tiempo en el que el proceso X entra al conjunto A. Si C C E es conexo, se

define el tiempo de escape del proceso X de C' como el tiempo de llegada a la frontera:

Ec =inf{t >0: X, € 9C}. (1.10)
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En el caso de un proceso unidimensional (el espacio de estados es un subconjunto de

R), dado un intervalo (a, b) se tiene
E(op) = min{H,, Hp}. (1.11)
La o-algebra F,, permite asociar una o-algebra al tiempo de parada 7
Fr={A € Fu: AN[r < t] € F; para todo t}. (1.12)

Se puede pensar en F, como la informaciéon que permite decidir si un evento ocurre o
no antes del tiempo aleatorio 7. Por otro lado, para el proceso X se define la siguiente

variable aleatoria X, sobre el conjunto {w : 7(w) < oo} por
X, (w) = Xy(w) si 7(w) =t. (1.13)

La variable aleatoria X, da la posicién del proceso en el tiempo 7. Para cada t, la
funcién (s,w) — X (w) es £([0, t]) ® Fr-medible y 7 es un tiempo de parada respecto a
la misma filtracion {F; : t > 0}, entonces X, es F,-medible sobre el conjunto [ < oo].

Para ver prueba se puede consultar (Bhattacharya and Waymire, 2007, pag. 43).

Ahora, con esta notacién es posible definir la propiedad fuerte de Markowv,
Po(Xris € AN [1 < od]|F;) = P, (X, € A), (1.14)

donde A es un subconjunto del espacio de estados del proceso X.

1.3. Semigrupos y Procesos de Feller

En esta seccion se definiran los semigrupos de Feller, su generador infinitesimal, el ope-
rador resolvente, la funciéon de Green y se explicarda como se relacionan estos conceptos.
Maés adelante se introducira una clase particular de procesos de Markov, llamados pro-
cesos de Feller. También se vera que a un proceso de Feller se le puede asociar diversas

martingalas. La norma que se considera para la definiciéon de un semigrupo es la norma
definida en (1.1).

Definicién 1.3.1 Un semigrupo de Feller sobre Cy(E) es una familia Ty : Co(E) —

Co(E),t = 0 de operadores lineales positivos tal que
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1. || T3 ||€ 1 para cada t; (Contractivo)
2. Ty = 1d, Ty s = TiTs para cada t,s > 0; (Semigrupo)
3. limy o || T3[f] — f ||= 0 para cada f € Co(E). (Fuertemente continuo)
La propiedad de semigrupo también implica la conmutatividad de los operadores:
LT =TT

Lo interesante de los semigrupos de Feller es que estos permiten construir procesos de

Markov como se ilustra a continuacion

Proposicién 1.3.1 A un semigrupo de Feller {T, : t > 0} se le puede asociar una
familia de probabiliadades de transicion {P(t,z, A) : t = 0} sobre (E,E) tal que

L)) = [ f)P(tz, dy). (1.15)
para cada f € Co(E) y cada x € E.

La existencia de las probabilidades de transicion, estd dada por el Teorema de Riesz;
para cada z € E, la funcién f — T;[f](z) es lineal y positiva sobre Cy(E), entonces
existe una medida P(t, x, -) sobre £ tal que se cumple (1.15). Para ver detalles se puede
consultar (Revuz and Yor, 1999, pag. 88). Los procesos tratados en esta monografia

son una clase particular de procesos de Markov, los cuales son definidos asi:

Definicién 1.3.2 Un proceso de Markov que tiene una familia de probabilidades de

transicion asociada a un semigrupo de Feller es llamado un proceso de Feller.

El siguiente teorema caracteriza los procesos de Feller (Revuz and Yor, 1999, pig 91).

Teorema 1.3.2 Si X es un proceso de Feller entonces este admite una version cadlag,
esto es, existe un proceso X con trayectorias continuas por derecha y limite finito por

izquierda tal que X, = X, con probabilidad uno para cada distribucion inicial arbitraria.

Por otro lado, se puede demostrar que todo proceso de Feller satisface la propiedad
fuerte de Markov definida en (1.14). La prueba se puede consultar en (Revuz and Yor,
1999, pag 102).
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1.3.1. Generador Infinitesimal y Resolvente

A continuacion se define el generador infinitesimal de un proceso de Feller; este opera-
dor es importante en la teoria de difusiones, ademéas permitira introducir las célebres

Ecuaciones de Kolmogorov y su relaciéon con los fenémenos de adveccién-difusion.

Definicién 1.3.3 Sea X un proceso de Feller; una funcion f € Cy(E) se dice que

pertenece al dominio Dom(A) del generador infinitesimal de X si el limite

AL — v L= 1

t—0 t ’

(1.16)

existe en Co(E). El operador A : Dom(A) — Cy(E) es llamado el generador infi-
nitesimal del proceso X o del semigrupo {1 : t > 0}.

El generador infinitesimal permite construir una de las relaciones méas importantes
entre los procesos de Feller y las martingalas. Muchos resultados interesantes de los

procesos de Feller se deducen de la siguiente propiedad.

Teorema 1.3.3 Sea X := {X; : t = 0} un proceso de Feller con familia de probabi-
lidades de transicion {P(t,z,A) : t = 0} y generador infinitesimal (A, Dom(A)). Si

f € Dom(A), entonces el proceso:

M, = £(X) — F(Xo) —/OtA[f](Xs) ds. t >0,

es una (F{X,P,)-martingala para cada w, donde {F;* : t > 0} estd definida en (1.2).

La prueba de este resultado usa la propiedad de Markov (1.14), en ella se puede notar
que la filtracién natural {F7 : ¢t > 0} puede ser reemplazada por cualquier filtracién
con respecto a la cual X sea un proceso de Markov. Para una prueba detallada se puede
consultar (Revuz and Yor, 1999, pag 284). La siguiente proposicién es el reciproco del

teorema anterior.

Proposicién 1.3.4 Si f € Cy(F) y si existe alguna funcion g € Co(E), tal que

f(Xt) - f(XO) - /Otg(Xs) dS’ Ltz 0>

es una (Fy,P,)-martingala para cada x, entonces f € Dom(A) y A[f] = g.

Surge ademas la pregunta, ;cuando un operador lineal es el generador infinitesimal de

un semigrupo de Feller? La respuesta esta dada en la siguiente version del Teorema de
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Hille-Yosida, para la prueba del resultado se puede consultar en Taira (2004) o para

el caso E = [a, b] puede ser encontrada en Mandl (1968).

Teorema 1.3.5 1. Sea {T; : t = 0} un semigrupo de Feller sobre E y A su gene-

rador infinitesimal. Entonces:
a) El dominio Dom(A) es denso en el espacio Cy(E).

b) Para cada N\ > 0, la ecuacion (A — A)[u] = [ tiene una tnica solucion
u € Dom(A) para cualquier f € Cy(F).

¢) Para cada A >0, [|[(A —A)7 < §.

2. Reciprocamente, si A : Co(E) — Co(E) es un operador lineal que satisface la
condicion (1a) y si existe una constante A\g > 0 tal que, para todo A > X\g las
condiciones (1b) y (1c) se satisfacen, entonces A es el generador infinitesimal

de algin semigrupo de Feller {T; : t > 0} sobre E.

La parte 1b del teorema anterior permite definir un operador fundamental para esta

monografia.

Definicién 1.3.4 Si para A € C el operador (A — A) tiene inversa continua, entonces
A estd en el conjunto resolvente p(A) de A. Para \ € p(A), el operador

RO[f]:= (A= A)~[f] (1.17)

es llamado el resolvente del semigrupo {T; : t > 0} o del operador A. El espectro
de A es el complemento de p(A), es decir, 0(A) = C\ p(A). En particular, si \ € C
es tal que (A — A) no tiene inversa, entonces \ € o(A) es llamado un valor propio

de A.

Como A es el generador infinitesimal del semigrupo {7} : t > 0} entonces se tiene el

siguiente resultado, (ver Yosida, 2013, pag. 240).

Teorema 1.3.6 Si A > 0, entonces

RO = [~ T dt. (1.18)

0

Segtn la definicién (1.17), dada f € Cy(E), el resolvente R(\)[f] es igual a la solucién
g(\, z) del problema

g(\,-) € Dom(A), (A—A)lgl(\z)=F. (1.19)
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Si la solucién del problema (1.19) se puede escribir de la siguiente manera:

g\, ) = /Ef(y)G(Mc,y) dy, (1.20)

entonces G(\, x,y) es llamada la funcidn de Green para el problema (1.19). Ademés,
igualando a (1.18) y considerando que f es arbitraria, se tiene que la funcién G (A, z, y)

es la transformada de Laplace de P(t,x,y) respecto a t,

G\ zx,y) = /Ooo e MP(t, x,y)dt. (1.21)

1.3.2. Ecuaciones de Kolmogorov

Se tienen algunos hechos notables acerca del generador infinitesimal A de un proceso
de Feller X. Este es un operador cerrado (ver Revuz and Yor, 1999, pag 282), ademés
si f € Dom(.A) entonces

cuando s — 0, por tanto T;[f] € Dom(A) y
AT ) = TLA[f]], (1.22)

es decir, T; y A conmutan sobre Dom(.A4).

Se obtiene entonces una ecuaciéon diferencial asociada con el semigrupo a través del
generador, usualmente llamada la ecuacion hacia atrds de Kolmogorov para la funcién
(t,x) — Ti[f](z) cont >0y z € E,

0

5T @) = AT ). (123

La situacion fisica de interés en este trabajo estarda modelada por cierta ecuacion

diferencial cuyo operador es precisamente el operador dual de A.

Suponga que X tiene distribucién inicial m cuya densidad es h, es decir, h es una

funcion positiva tal que [ h(z)dz = 1, entonces se define el siguiente operador:

T h)(y) = [E h(z)P(t,z,y) dz. (1.24)
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El operador T} es el adjunto en L?*(E) del operador T; definido en (1.15),
| T ) dy = [ W) da

Si f € C*(F), entonces por la ecuacién hacia atrds de Kolmogorov (1.23) y la conmu-
tatividad de T; y A se tiene

< 21 f> _ <h, ;Tt[f]> — (W TLAL) = (7 T8, ALS).

Por lo tanto, se obtiene la ecuacion hacia adelante de Kolmogorov para la funcién
(t,y) = Ty [h](y) 5
oLt (h(y) = AT (y)- (1.25)

En conclusion, las densidades P(t, z,y) de la familia de las probabilidades de transicién

satisfacen, como funcién de la variable de adelante y

P(t,z,-) € Dom(A"), ;P(t,x,y) = A" [P(t,z,y)], v € E, t >0 (1.26)

y como funcion de la variable de atras z,

9 plt,a,y) = AlP(tay)l y€ B, t>0.  (1.27)

P(t,-,y) € Dom(A), Py

1.4. Procesos de Difusion

Los procesos de interés en este trabajo son una subclase de los procesos de Feller.
Hay diferentes formas de definir un proceso de difusion. En términos generales es un
proceso de Markov con trayectorias continuas que se puede caracterizar en términos de
su generador infinitesimal. Desde las ecuaciones diferenciales estocasticas, los procesos
de difusion se construyen como la solucién a cierta ecuacion diferencial estocastica;
este enfoque no se estudiara pues esta por fuera de los objetivos de este trabajo (ver
Bhattacharya and Waymire, 1990, pdg 571). Para el estudio de esta monografia se

define un proceso de difusion de la siguiente manera.

Definicién 1.4.1 Un proceso de difusién X en E C R? es un proceso de Feller

con trayectorias continuas tal que CX°(E) C Dom(A).
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En el caso particular cuando £ C R se dird que X es un proceso de difusion unidi-
mensional. El siguiente es un resultado importante porque determina explicitamente

el generador infinitesimal de un proceso de difusién sobre C?(E) para E C R<.

Teorema 1.4.1 Si {T; : t > 0} es un semigrupo de Feller sobre R tal que el corres-

pondiente proceso tiene trayectorias continuas y C°(E) C Dom(A), entonces
1. C2(E) C Dom(A);

2. Existen funciones a;;,b;,c tal que para f € C2(E) y x € E, el generador infini-

tesimal del semigrupo es

A(@) = ) f@) + Lb@ @+ 3 a@z @, 0

donde a(x) es una matriz simétrica definida positiva y ¢ < 0.

El Teorema 1.4.1 permite una conexién entre las ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden de tipo parabdlico y los procesos de Markov, més precisamente con los
procesos de difusién. La conexion entre estas dos teorias permite una interpretacion
probabilistica de la situacién fisica modelada por la ecuacién diferencial parcial, por
ejemplo, difusion de particulas en liquidos. El sentido de esta asociacién es el siguiente,
sea {P(t,z,A) : t > 0} la familia de probabilidades de transiciéon de un proceso de
difusién X := {X; : ¢ > 0}, donde el generador del correspondiente semigrupo de
Feller esta dado por el operador (A, Dom(A)) definido en (1.28), entonces la solucién
del problema de evolucién (1.23) esta dada por el semigrupo definido en (1.15).



Capitulo 2
Procesos de Difusion en Grafos

Es posible describir un proceso de Markov X con trayectorias continuas sobre un grafo
I', de manera que en cada arista las trayectorias de X se comporten como uno de los
procesos de difusion unidimensionales definidos en la Secciéon 1.4. En este capitulo se
quiere extender esta definicion y para esto es necesario describir el comportamiento
del proceso después de que este alcance algin vértice. Ademas, se dara la derivacion
fisica del modelo que se estudiara en este trabajo, tomada de Ramirez (2012) y se
usaran los resultados de Freidlin and Sheu (2000); Freidlin and Wentzell (1993) para

garantizar la existencia de un proceso de difusién sobre un arbol binario.

2.1. Motivacion: Procesos de Difusion Unidimen-

sionales

Los procesos de difusiéon unidimensionales son de interés en esta monografia porque
los grafos son localmente medios unidimensionales y ademaés los procesos de difusion

sobre grafos se comportan como dichos procesos en el interior de cada arista.

Feller (1952, 1954) caracterizé la relacién entre los generadores infinitesimales de pro-
cesos de difusién unidimensionales y los problemas de evoluciéon dados por operadores
de la forma (1.28) junto a condiciones de frontera. En esta seccién se estudia el caso
particular de los proceso de difusion sobre intervalos cerrados, con un tipo especifico

de condiciones de frontera en los extremos.

La siguiente derivacion sigue el argumento original de la ecuacién de transporte difusivo
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descrito por Fick (1855). Se considera un conducto por el que se mueve un fluido a
velocidad constante V' y en el que se difunden particulas de algtin soluto. Se supone
que la distribucion transversal de las particulas es constante, entonces para t > 0 la
concentracion ¢(t, y) de particulas de soluto solo varia a través de la distancia y € [0, ]

a lo largo del conducto. Se supone que la velocidad del fluido es hacia cero.

Ahora, si F(y) denota el flujo que pasa por el punto y, y si y1,y2 € [0,1] con y; < ys,

por conservacion de la masa:

a Y2
5 [ etty) dy = Flyn) = Fpe).
Ot Jy

La concentracion atraviesa el punto y debido a la adveccién a una tasa de —Ve¢(t,y).
Ademas, por la ley de Fick hay difusion en la direccién opuesta al gradiente: existe un

numero D > 0 tal que el flujo por difusion es —Dg—;(t, y). Se tiene entonces,

8 Y2
a Y1

Oc Oc

ety = D (GEla.m) = G )+ Victt ) — )

Por lo tanto, la concentracién de particulas c(t, y) satisface la ecuacién hacia adelante
de Kolmogorov dada en (1.25), conocida en este contexto como la ecuacion de Fokker-
Planck, donde el operador hacia adelante A* estd dado en forma de ley de conservacion

por

Alh) = (Dj};@)) e 1)

Ahora, es necesario describir el comportamiento de las particulas en la frontera del

intervalo. Se supone flujo nulo en [ y condicién absorbente en 0, es decir,

c(t,0) =0, Ve(t,1) + Dgz(t, ) = 0.

Entonces el dominio del operador A* esta definido por

dh
Dom(A") := {h € C*([0,1]) : VR(l) + Dd—(l) =0, h(0) = 0}.
Y
Dada una concentracién inicial ¢o(y), si P(t,z,y) es la solucién fundamental de la
ecuacion de Fokker-Planck, entonces el semigrupo {7} : ¢t > 0} definido por c(t,y) =
T col(y) en (1.24) da la evolucion de la concentracion. Sea A el adjunto formal de A4*

d*f df
Alfl(@) = D=5 () = V—"(2), (2.2)
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donde
d

Dom(A) = {f e C2([0.1) : () = 0, f(0) = o} . (2.3)

El proceso de difusién X sobre [0, ] asociado al operador (.4, Dom(.A)), que sirve como
modelo para la trayectoria de las particulas de soluto que se difunden en el fluido, es
una difusion con frontera reflectiva en l y frontera absorbente en 0. Esto significa que
cuando las trayectorias del proceso lleguen a 0 se quedaran ahi para siempre y que

cuando alcancen [ instantdneamente se reflejan regresando al interior de [0, ].

2.2. Redes: Definiciones y Notacion

En esta seccién se definird una red, un concepto importante en este trabajo, dado
que en la deduccion del modelo el medio fisico serda modelado por una red. Luego se
dard alguna notacion necesaria para el estudio de operadores definidos sobre grafos.
Se espera que el lector este relacionado con el concepto de arbol enraizado. Un estudio

detallado de teorfa de grafos se puede consultar en Gross and Yellen (2005).

Sea I' = (N(I'), E(I")) un grafo dirigido, donde E(I') denota al conjunto de aristas
de I' y N(I') al conjunto de vértices de I'. A continuacién se dan algunas definiciones

necesarias para definir una red.

Definicién 2.2.1 Sea I un grafo de tipo drbol enraizado con raiz ¢, la direccion de

las aristas es hacia la raiz. Entonces:

1. Una arista a € E(') se dice que es incidente al vértice a si el vértice a es un

extremo de la arista a. Se usard la notacion a ~ a cuando a es incidente a a.
2. T' es un arbol binario si cada vértice tiene una o tres aristas incidentes.

3. Un vértice hoja es un vértice diferente al vértice raiz que solo tiene una arista

incidente. Las aristas que tienen un vértice hoja seran llamadas aristas hojas.
4. Un vértice interno es un vértice que no es una hoja ni es la raiz.

Se entenderd como una red I" a un 4rbol binario y finito embebido en R?. Se asume
que existe un homeomorfismo de cada arista a € E(I') al intervalo de la recta real
[0,1,], entonces un punto sobre I' serd denotado como una coordenada (a,z) donde
0 < x < l,. Para cada vértice existe un tinico camino que lo conecta con la raiz. Los
puntos que se encuentran en el camino que une un vértice con la raiz, se dice que estan

aguas abajo del vértice o que estan aguas arriba de la raiz.
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La arista raiz es denotada por e = [0,[.] y el vértice raiz por ¢ := (e,0). Las aristas
hijas de e seran denotadas por eo y e1 y estan conectadas en el vértice e := (e, [.). Si
a es un vértice en la red I' entonces a puede considerarse como la raiz de una sub-red,
denotada por I'y, en particular I' = I'y. Se divide el conjunto de vértices N(I') de T,

en los siguientes subconjuntos:
» Laraiz de I', {¢}.
» U(T") el conjunto de los vértices hojas.
» [(T") el conjunto de los vértices internos.
» J(T) =U(T) U{¢} el conjunto de vértices externos.

SiI' es una red con m aristas, entonces I' tiene m+-1 vértices distribuidos asi: #I(I') =

mel #U(T) = ™ y el vértice rafz ¢.

Se puede notar que una red es una coleccion de sub-redes, donde cada sub-red I' =Y
consta de tres aristas: e, eo0,e1 € E(I'), y cuatro vértices: el vértice raiz ¢ = (e,0), el
vértice de interseccién e = (e,l.) y los vértices hojas: eo,e1 € U(I"). Ver Figura 2.1.

Por esto gran parte de este trabajo es sobre grafos de tipo I' =Y.

=Y
eo
€1l
e
€

¢

Figura 21 Red I' =Y

Los valores de una funciéon f : I' — R son denotados por f,(z) = f(a,z), esto es, f,
es la restriccién de la funcion f a la arista a = [0, [,]. Se define C'(I') como el conjunto
de funciones continuas sobre I, es decir, f, es continua sobre cada (0,[,) y para cada
vértice existe el correspondiente limite lim, .o f,(z) y lim,_;, fo(x) y tiene el mismo

valor para todas las aristas a incidentes a cada vértice. La derivada de la funcion f en
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el interior de cada arista a se entenderd en el sentido usual y en los vértices (a,0) y
(a,l,) como las derivadas por derecha e izquierda, respectivamente. Se define C*(I'°),
k=1,2,... como el conjunto de funciones con derivadas continuas hasta el orden k£ en

el interior de cada arista.

2.3. Existencia de Procesos de Difusion sobre Gra-

fos

Procesos fisicos tales como la propagacion de impulsos nerviosos, y el transporte de
nutrientes, sedimentos o contaminantes en redes fluviales, pueden ser modelados por
procesos de difusién en grafos. Ver por ejemplo Friedman and Huang (1994). Intuiti-
vamente un proceso de difusiéon sobre un grafo se podria ver como una extension de
un proceso de difusion unidimensional. Freidlin (1996) se apoy6 en la idea de Feller
(1952, 1954) para describir una difusiéon sobre un grafo conexo I', pero ademds de
las condiciones de frontera, fue necesario agregar ciertas condiciones de pegado en los
vértices internos del grafo. A continuacién se explicara esto con detalle, I' denotara un

grafo conexo dirigido.

El siguiente teorema muestra la existencia y unicidad de un proceso de Markov sobre
[' con trayectorias continuas. Este resultado es tomado de Freidlin and Sheu (2000);
Freidlin and Wentzell (1993).

Teorema 2.3.1 Sean b, k funciones en C(I') con k estrictamente positiva y sea K el

siguiente operador diferencial

d?f,
dz?

() + by () (;];1 (x), = € a, (2.4)

(KLfDa(2) = ka(x)

donde el dominio Dom(K) estd dado por las funciones f € C*(I'°)NC(T) que satis-

facen las siguientes condiciones de pegado en los vértices a € N(I)

dfa
0K[f(@) + Y fuw U (a) =0, 2 € d (25)
para cualquier conjunto de constantes Qq, Bao con a € N(I') y a’ incidente a a tales
que

da+ Y Paw #0. (2.6)

a’'~a
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Entonces existe un inico proceso de Feller X = {X; : t > 0} sobre I' con trayecto-
rias continuas (en el sentido de continuidad que se definio en la Seccion 2.2) y con
generador infinitesimal (K, Dom(K)), es decir, u(t,x) = E,uo(X;) es la solucion del

problema hacia atrds

ou
E(t’ x) = Klu](t, z), (2.7)
u(0,z) = ug(x), v €T, (2.8)

Mas ain, algunas de las condiciones en (2.5) pueden ser reemplazadas por

u(t,a) = ¢(t, a), (2.9)

donde p(t,a) son funciones continuas. Si T es el primer tiempo de llegada del proceso
X a alguno de los vértices que satisface la condicion (2.9), entonces la solucion del

correspondiente problema estd dada por

U’(ta 23) =E, [ﬂ[rgt}@(t - T, XT) + ﬂ[T>t]u0(Xt)]'

A dicho proceso X se le llamara un proceso de difusion sobre I'. La diferencia es que
las funciones C2°(T") ya no estan en Dom(KC). Pero se llamarén asi, porque localmente,

se comportan como los procesos de difusion definidos en la Seccion 1.4.

El proceso X generado por (K,Dom(K)) es un proceso de difusiéon unidimensional
dentro de cada arista a, y se puede denotar por X; = (x(t),a(t)) donde a(t) es la
arista que el proceso ocupa en el tiempo t y x(t) € [0, 4], t = 0. A continuacién, se
trata de describir el comportamiento del proceso en una vecindad de uno de los vértices
internos. Dado que esto es una propiedad local se supone que el grafo I' consta de un
solo vértice interno a € I(I') que satisface la condicién de pegado (2.5) y se asume
que
> Baw =1 Baw>0, a,=0 sid~a.

a’'~a
Los coeficientes f3, o caracterizan el comportamiento del proceso en el vértice a (Freid-
lin, 1996). En términos generales, 3, o describe como se distribuyen las particulas entre
las aristas o’ tales que a’ ~ a, inmediatamente después de que alcanzan el vértice a,

tal y como lo ilustra el siguiente resultado tomado de Freidlin and Sheu (2000)
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Teorema 2.3.2 Sea Hs, 6 > 0, el tiempo de llegada definido por
Hs ;= inf{t > 0: 2(t) = }. (2.10)

Entonces

IimP(a(Hs) = d' | Xo = a) = Baw (2.11)
§—0 ’

para cada arista a’ incidente al vértice a.

2.4. Derivacion del Modelo sobre un Grafo

Diversos procesos naturales de interés biologico, ecoldgico e hidrologico se pueden
modelar como procesos de adveccion y difusion. En este capitulo se considera un
proceso de adveccién-difusion sobre una red I', la cual modela el medio de interés junto
con ciertas condiciones de frontera adecuadas, seguidas de los trabajos de Pachepsky
et al. (2005); Speirs and Gurney (2001). La derivacién de este modelo es tomada de

Ramirez (2012) y es objeto central de estudio en esta monografia.

En términos generales la idea es la siguiente, se parte de un fenémeno fisico que median-
te una ecuacién de conservacién dard una ecuacién hacia adelante (1.25). Al operador
de dicha ecuacién se le encontrard el generador infinitesimal. A dicho operador se le
aplicara el Teorema 2.3.1 (Freidlin and Sheu, 2000; Freidlin and Wentzell, 1993) para
garantizar la existencia de un proceso de difusién sobre la red con ciertas condiciones
de pegado en los vértices internos (2.3) y con condicién de frontera Dirichlet en ¢ y

Neumann en U(T").

Se considera una concentracién de particulas de un soluto en un fluido que se mueve a
lo largo de un medio que consiste, por simplicidad, solo de tres canales: dos canales que
convergen para formar otro. Cada canal a es en realidad un dominio tridimensional
con coordenadas y := (X,y,Z) donde y es la variable longitudinal entre y = 0 y la
longitud del canal y = [,, Z la altura del canal medida desde el suelo y X es una
variable ortogonal a y y Z. Si ¢,(t,y) es la concentracién volumétrica de dicho soluto
en el canal a, entonces como las particulas se mueven por un proceso de adveccion-
difusion, la Ley de Fick ofrece un modelo matematico para el flujo del soluto; existe

un tensor de difusiéon definido positivo D, (¢, y) y un vector V, tal que:

de,
ot

=V - (D,Ve,) — V- (Vue,).
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Se asume que V, = (—=V,,0,0) donde V, > 0 es la velocidad del fluido y D, = D, I3x3.

A cada canal a se le asocian tres parametros estrictamente positivos: A,, V,, D,, donde
A, representa el area de la seccién transversal del canal a, V, la velocidad del fluido,
y D, denota el coeficiente de difusion del soluto. Se asume que hay conservacion del

flujo en el cruce de los canales:
Aeo‘/eo + Ae1‘/el = Ae‘/e- (212)

El modelo matematico para esta red de drenaje es una red I' =Y como se defini6 en
la Seccion 2.2. Ver Figura 2.1. Se supone que a lo largo de la seccién transversal la
concentracion es constante, entonces la concentracién volumétrica ¢ de dicho soluto
varia solo con el tiempo t y en la distancia y a lo largo de los canales. La concentracién

de soluto por unidad de longitud en la arista a € E(I") es:
Calt,y) = / calt, X, y, 2)AX AZ, y € (0,1), ¢ > 0. (2.13)
Aq

Luego, para cada arista a, c,(t,y) satisface una ecuaciéon de adveccién-difusién unidi-
mensional:

2
Oc, 0“c, dcg

= Dai Va
ot a2 "y

(A*[))as v € (0,1,), t > 0. (2.14)

La restriccién del operador A* a la arista a corresponde al operador hacia adelante
definido en (2.1). El adjunto del operador A* es el que permitira construir el generador

infinitesimal del proceso de difusién definido sobre T'.

Se supone que ¢ es constante en el vértice interno e

Ce(t,le)  Ceolt,0)  cen(t,0)

Ae Aeo Ael

. (2.15)

La cantidad de soluto que entra por unidad de tiempo en la interseccion de los canales

debe ser igual a la que sale, esto es,

Z Aei Dei%(t7 y) + ‘/eicei(ta y) = Ae De%(ta y) + ‘/ece(t? y) (216)
= dy o dy =
1=0,1 y= Y=le
Por lo tanto, por (2.15) y (2.12)
oc oc oc
Doy —=(t, D.,—=(t,0) = D.—=(t,1,). 2.1
e (1.0) + DG (E.0) = DG (1 1) 217)
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Es posible describir diferentes condiciones de frontera en 9(T"). En particular, se siguen
como en Pachepsky et al. (2005); Speirs and Gurney (2001):

= Absorbente en ¢: las particulas que llegan a esta frontera salen del canal y no re-
gresan, esta frontera representa escenarios como una cascada, un lago, disturbios

humanos, etcétera. Matematicamente esto se escribe como,

c(t,0) =0, ¢t > 0. (2.18)

» Reflectivas en U(I'): las particulas que llegan a esta frontera no abandonan la
red de drenaje, estas rebotan y regresan al interior del canal, entonces estas
fronteras pueden representar los nacimientos de los canales. Matematicamente

esto se puede interpretar como que el flujo total es igual a cero,

a el .
Aei DeiaL(ta lei) + Veicei(t, lei) = 0, t > O, 1 =0,1. (219)
Xz

Para la red I' = Y, se denota por (A*, Dom(A*)) al operador hacia adelante definido
en (2.14) y donde el dominio estd dado por

Dom(A*) = {h € C*(T°) N C(T) : h satiscace (2,15), (2,17)} N B, (2.20)
para
B={heC(): h(p)=0, h satisface (2,19) para todo e € U(T')}.

Por integracion por partes se tiene el adjunto formal de A*; un operador diferencial

de segundo orden llamado el operador hacia atras

(A[f])a = D, O:; v (ZJ; vea t>0, (2.21)

cuyo dominio estd dado por
Dom(A) = {f € C*(I'*)NC(T) : AeDeif;(le) = > AeiDeiddf;i(O), ec (I} NB,
- (2.22)

donde B es el conjunto de funciones que satisfacen las condiciones de frontera

B={feCl): f(¢) = O,g(e) =0 para todo e € U(I')}.
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Se quiere aplicar el Teorema 2.3.1 al operador (A, Dom(.A)). Como los coeficientes de
adveccion y difusion son constantes en cada arista, entonces las funciones k,, b, estan
definidas por k,(z) = Dg,b,(z) = —V, para todo = € a. Se puede notar que para este
caso, las constantes oy, fBa. dadas en la condiciéon de pegado (2.3) estdn dadas por
ta = 0,a € I(T), Beco = AwDieos Bexr = Acx Do, Bee = —AcDe, Beogo = Bener = 1,
Ba,e = 0 para los @ que no son incidentes a a. En este modelo el vértice raiz ¢ de la
red representa una frontera absorbente, por lo que la condicién (2.9) es usada con la
funcion ¢(¢,t) = 0.

Por el Teorema 2.3.1, existe un proceso de difusion X := {X; : ¢ > 0} sobre I'
con generador infinitesimal (A, Dom(A)) definido en (2.21)-(2.22). La solucién de la
ecuacién hacia atrds de Kolmogorov (1.23) junto con la condicién inicial u(t,z) =

up(z),z € I'es
u(t,z) = Eyug(Xy), parat < Hy, u(t,z) =0, para t > H. (2.23)

Donde Hy es el tiempo de llegada de X al vértice raiz ¢, definido en (1.9).

Las trayectorias del proceso de difusiéon X sirven como modelo para la trayectoria
aleatoria y erratica de las particulas de soluto que se difunden en la red de drenaje. El
dominio del operador A determina el comportamiento del proceso X en los vértices
externos. Si los vértices hojas representan los nacimientos de los canales, las condi-
ciones en estos vértices que aparecen en el dominio del operador A obligan a que las
trayectorias del proceso se reflejen en esta frontera y regresen al interior de la arista. Si
el vértice raiz representa un escenario donde las particulas de soluto pueden salir pero
no regresar a la red de drenaje, entonces la condicién en el vértice raiz en Dom(.A)
indica justamente que las trayectorias del proceso se quedaran ahi para siempre. Los
coeficientes 3, para a’ ~ a, indican precisamente como las particulas se distribuyen

localmente alrededor del vértice interno, ver Teorema 2.3.2.

2.4.1. Ductos Heterogéneos

En esta seccion se considera un caso particular de I' = Y. Se considera un medio que
consiste, por ejemplo, de un sistema de tuberia con contracciones abruptas, o rios con

cambios drasticos en las condiciones hidraulicas.

Se supone, por simplicidad, que este medio consiste de dos ductos, a estos se les asocian

de nuevo tres parametros estrictamente positivos A., Vo, De ¥ Aco, Veo, Deo- Se asume
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la conservacion de flujo en la interseccién de los tubos:
AV = AeoVeo. (2.24)

Este medio estd modelado por un grafo I' = —e— de dos aristas eo = [0, lo,], ¢ = [0, [.]

y tres vértices: el de interseccion e, el externo eo y la raiz ¢. Ver Figura 2.2.

[

o o ¢ o
o] e eo

Figura 2.2 Grafo I' = —e—
La concentracion por unidad de longitud ¢(¢, y) definida en (2.13) satisface la ecuaciéon

de adveccion-difusion unidimensional dada en (2.14) con las siguientes condiciones en

el vértice interno e:

Ceo(0,1)  ce(t,le) 0Ceq 0ce
= Dey———(t,0) = D.—(t,.), 2.25
o A By (¢,0) By (t, L) (2.25)
y las siguientes condiciones en los vértices externos,
OCeo
AeODeoa—(t, leo) + AcoVeoCeo(tyleo) = 0, co(t,0) =0, t > 0. (2.26)
Y

Se tiene que el operador hacia adelante esté definido en (2,14) y el dominio esta dado
por las funciones en C(I') N C?(T°) que satisfacen (2.25) y (2.26). Por integracién por
partes se tiene que el operador hacia atrds es el operador A definido en (2.21) con

dominio:

Dom(A) = {f € COINC*(I) - AwDer32(0) = 4,0, (1)

df

teo) = f(@) =0}

(2.27)
La existencia del proceso de difusién con generador infinitesimal (A, Dom(A)) nueva-

mente la garantiza el Teorema 2.3.1.



