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Resumen

En este trabajo se hace una introduccién a la teoria geométrica de grupos; veremos como a
partir de una presentacion finita de un grupo se construye un espacio métrico, se discute la
accion del grupo sobre dicho espacio y se estudian propiedades geométricas que se preservan
bajo cierta condicion que llamaremos cuasi-isometria. Ademas revisaremos algunas de estas
ideas para el grupo F' de Thompson.
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1 Introduccion

La teoria geométrica de grupos permite estudiar grupos finitamente generados, explorando
la conexién entre propiedades algebraicas y topoldgicas, con propiedades geométricas de los
espacios sobre los cuales estos grupos actian. Esta teoria permite estudiar grupos finita-
mente generados, via su grafo de Cayley, al cual se le puede dotar con la estructura de un
espacio métrico, usuando la métrica de la palabra. La teoria geométrica de grupos también
interactia con la geometria hiperbdlica, la topologia algebraica, la teoria computacional de
grupos, la logica matematica, los sistemas dinamicos, la teoria grupos de Lie y sus subgrupos
discretos.

A mediados del siglo X X, Dhen, Nielsen, Reidemeister y Shereier, Whitehead y Van Kam-
pen entre otros, introdujeron algunas ideas geométricas y topoldgicas para el estudio de
grupos disretos. Los otros precursores de la teoria geométrica de grupos incluyen la teoria
de pequena cancelacién y teoria de Bass-Serre, siendo la primera introducida por Lyndon
y Paul Schupp, quienes estudiaron los diagramas de Van Kampen correspondientes a pre-
sentaciones finitas de grupos, de las cuales se derivan propiedades algebraicas y algoritmicas
de grupos. Algunos de los estudios mas importantes sobre teoria geométrica de grupos, se
han hecho con el objetivo de resaltar las propiedades geométricas de estos.

Una propiedad (p) de grupos finitamente generados es geométrica si para un par (G1, G»)
de grupos finitamente generados, los cuales tienen la propiedad de ser cuasi-isométricos, G,
tiene la propiedad (p) si y sélo si G5 también la tiene.

Dentro de la gran variedad de propiedades geométricas que se preservan por cuasi-isometria
entre grupos finitamente generados, vale la pena resaltar aquellas que de algin modo seran
tratadas durante el desarrollo de este trabajo, estas propiedades son las siguientes:

1. Gy es finito si y so6lo si Gy también lo es.
2. (1 es finitamente presentado si y solo si G5 también lo es.

3. G tiene un subgrupo libre de indice finito si y sélo si G5 tiene un subgrupo libre
de indice finito.

4. (; tiene un subgrupo abeliano libre de indice finito si y sélo si G5 tiene un
subgrupo abeliano libre de indice finito.

Mediante este trabajo pretendemos hacer una introducciéon a esta teoria, considerada como
una nueva area de las matemaéticas que surge en la decada de 1980. Nuestra discusion se
centra en construir a partir de un grupo finitamente presentado su grafo de Cayley, el cual
se puede dotar de una estructura de espacio métrico con la métrica de la palabra y poste-
riormente, visto como espacio topolédgico estudiar propiedades que puedan ser traducidas en
propiedades algebraicas del grupo del que se partio.

En el primer capitulo presentamos algunos resultados de la teoria combinatoria de grupos,
puesto que es a partir de su presentacién que los definiremos. Nos concentraremos también



en este capitulo en revisar conceptos basicos de topologia, necesarios para el estudio de
espacios métricos que encontraremos en los capitulos restantes.

En el segundo capitulo estudiamos acciones de grupos en espacios métricos, el Grafo de Cay-
ley y el importante concepto de cuasi-isometrias, el cual nos permitira probar dos importantes
resultados, a saber:

1. Un grupo es finitamente presentado si y sélo si actia propia, cocompactamente y por
isometrias en un espacio geodésico simplemente conexo y

2. Si Gy es cuasi-isométrico a Gg, G es finitamente presentado si y sélo si Gy es finita-
mente presentado.

Los grupos de Thompson F', T'y V fueron introducidos por R.Thompson en 1965. Ellos
fueron introducidos dada la necesidad de la creaciéon de un grupo finitamente generado
con problema de la palabra no soluble, y después fueron redescubiertos en muchos otros
contextos. Los grupos de Thompson 7"y V fueron los primeros ejemplos de grupos infinitos,
finitamente presentados, simples y actualmente son la base de muchas preguntas de la teoria
geométrica de grupos, pues son considerados los casos de verificacion de muchas conjeturas,
o son instrumentos para medir el buen entendimiento de una cierta propiedad. El grupo
F de Thompson es el tema central del tercer capitulo de este trabajo. Alli inicialmente
definiremos el grupo F' de Thompson como el grupo de homeomorfismos lineales por tramos
del intervalo unidad [0, 1] en si mismo, que son diferenciables excepto en finitos racionales
de la forma 5, a,n € N (los cuales llamaremos racionales diddicos) y tales que, en sus
intervalos de diferenciabilidad, su derivada es una potencia de 2. Seguidamente, daremos su
definicién en términos de pares de arboles binarios ordenados con raiz y describiremos dos
de sus presentaciones isomorfas, a saber: F = (xg, 71 | [vox] ", 75 7170), [T0x] !, 75 1122]) ¥y
F = (g, k>0| 2 vz = x50, sii<j). Mostraremos que F x Z est4 embebibo cuasi-
isométricamente en F', lo cual serd la base para la prueba del resultado més importante de
este capitulo, en el cual probaremos que para todo n € Z* y todo entero m > 0, F™ x Z™
esta embebido cuasi-isométricamente en el grupo de Thompson F', prueba que se basara en
algunas ideas tomadas de [4].



2 Preliminares

2.1 Introduccion a la presentacién de grupos

Iniciaremos este capitulo definiendo cudndo un grupo F' es libre en un conjunto X C F.
Posteriormente probaremos que dado un conjunto arbitrario X, existe un grupo que es
libre en X. Seguidamente enunciaremos y probaremos resultados importantes de la teoria
combinatoria de grupos, como el hecho de que todo grupo tiene una presentacién y todo grupo
finito es finitamente presentado. Finalizamos con algunas nociones basicas de topologia,
entre ellos el Teorema de Hopf-Rinow, resultado que sera fundamental en la prueba de dos
resultados importantes del Capitulo 2.

Definicién 2.1.1. Un grupo F se dice libre en un subconjunto X C F si para todo
grupo G y toda funcion 6 : X — G, existe un unico homomorfismo ¢ : F — G que extiende
a0, es decir ¢ |x= 0. Decir que ¢ extiende 6 equivale a que el siguiente diagrama conmute:

X —~F

RN

G

donde i : X — F denota la funcion inclusion. En tal caso decimos que X genera libre-
mente a F y que X es un conjunto generador para F' o una base para F'. Si X es finito
decimos que F' es finitamente generado.

Notacién: F' = (X| ) indica que F es libre con base X. En particular, si X = {z1,xs,...,2,},
escribimos F' = (21, x9,...,%y,] ).

Observaciéon 2.1.1.1. Sean F y G grupos cualesquiera y sea X C F un subconjunto. Si
Hom(F,G):={¢: F — G | ¥ es homomor fismo},

Map(X,G) :={y: X — G|~ es funcién} y si p: Hom(F,G) — Map(X, Q) estd definida
por p(v) = |x, entonces F es libre en X si y sdlo si p es biyectiva.

Lema 2.1.2. Si F' es libre en X, entonces F' = (X).

Demostracion. Sea H = (X) =(\{K < F| K O X}, entonces H es un grupo, y como F' es
libre en X, para § : X — H existe un tinico homomorfismo ¢ : F' — H tal que ¢ |x= 0.
Sean i; : X — F y iy : H — F respectivamente, las funciones inclusién. Si 7 =iy0¢ y
v =iy 0 #, entonces para todo z € X se tiene que:

T(z) = (i3 0 p)(x) = ia(p(x)) = i2(0(x)) = (iz 0 0)(x) = i1(x), es decir T extiende a iy,
pero la identidad 1p : F' — F' es también una extensién de ¢; y como F' es libre en X,
necesariamente 7 = 1p.



Gréaficamente:
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Luego, F' = 1p(F) = 7(F) = ((iz 0 ¢)(F)) = i2(p(F)) Ciy(H) = H, y como por definicién
H C F, entonces H = F. Por tanto F' = H = (X) |

Proposicién 2.1.3. Sea F; un grupo libre en X; (i = 1,2). Entonces Fy = Fy si y solo si
[ Xi| = | Xzl

Demostracion. (=) Tomando G = Z, en la Observacién 2.1.1.1 y usando el hecho de que F;
es libre en X; (i = 1,2), tenemos que:

p1 : Hom(Fy,Zy) — Map(X1,Z2) y p2 : Hom(Fy,Zs) — Map(Xa,Zs) son biyectivas.
Luego, |Hom(Fy,Zs)| = |Map(Xy,Zs)|, |Hom(Fs,Zs)| = |Map(Xs,Zs)|, y como F; = F,
entonces |Hom(Fy, Zy)| = |Hom(Fy, Zs)|, por lo cual

|Map(X1, Zs)| = |Map(X2, Zs)| (1)

Pero sabemos que si A y B son conjuntos con |A| = a'y |B| = b, entonces |Map(A, B)| = b®.
En nuestro caso, como |Zsy| = 2, de la igualdad (1) se sigue que 2%l = 21Xzl v de aqui que
[ Xa] = | Xaf.

(<) Si |Xy| = | X3|, entonces existe f : X; — Xj biyectiva; ademéds, como F; es libre en
X; (i = 1,2), para las funciones 6, =iy 0 f : X1 — Fy y 6 =iy 0 f~1 1 Xy — F}, existen
homomorfismos tnicos ¢ : F} — Fy y ¢ : Fy — F tales que ¢ |x,= 61 y ¥ |x,= 6>. Luego,
para todo x1 € X;:

(6 0 9)(31) = Blplan)) = $(Bi(21) = ¥(f(1)) = Oa(f(1)) = F(f(1)) = a1, entonces
1 o @ es una extension de la funcion inclusion iy, pero como 1p también es una extension
de i1 y como F} es libre en Xj, entonces ¢ o ¢ = 1p. De manera andloga se prueba que
po1) =1p,. Tenemos asi que Yoy =1 y que p o) = 1, es decir, ¢ es biyectiva y como
¢ es homomorfismo entonces ¢ es un isomorfismo. Por tanto F} = Fj. |

Observacion 2.1.3.1. Como consecuencia de la proposicion anterior se sigue que todas las
bases para un grupo libre F, tienen el mismo cardinal. A dicho cardinal lo llamaremos el
rango de F' y lo denotaremos por r(F).

Definicién 2.1.4. Sea X un conjunto. Una palabra en X es una sucesion w = (x1,Ta, ..., Ty),
donde z; € (X U{1})* y 1= = 1. Siz; = 1 para todo i, diremos que w es la palabra vacia
y escribiremos w = 1.



Notacién: En lo que sigue, escribiremos w = 125 ... x, en lugar de w = (x1,x9,...,T,).
También se acostumbra a escribir w = 27'25* ... 25", donde x; € X U {1} y ¢; € {—1,1}.

Definicién 2.1.5. Dadas dos palabras wi = x1x5...%, Yy We = Y1Ya...Yn en X, diremos
que wy es tgual a wy y escibiremos wy = wy st x; = y; para todo i € {1,...,n}.

Definicién 2.1.6. Sea X un conjunto arbitrario y w = x125 ...z, una palabra en X

-1

1 _ 11
=T, T, ... T] .

1

e La tnversa de w, denotada w™" se define como w~

o A una palabra de la forma w' = ;x4 ... x;, donde 1 <i < j <n, la llamaremos una
subpalabra de w = x125...2,.

o Siw' =mxxy...7;, diremos que w' es el segmento inicial de w que finaliza en x;.

e Diremos que w = x7'x5’...x5" con g; € {—1,1}, es una palabra reductda si no
contiene subpalabras de la forma x*z~% para i € {1,2,...,n}.

o Siv=11Ys...Yn €s otra palabra reducida en X, definimos el producto de w con v
como la palabra wv = 1T ... TpY1Y2 - - - Ym-

e Una transformacion elemental sobre w consiste en insertar o eliminar palabras de
la forma x*x~¢ con e = x£1. Si al aplicar una transformacion elemental a w obtenemos
una palabra w', decimos que w' se deriva de w y escribiremos w — w'.

e Si denotamos por W al conjunto de todas las palabras reducidas en X, diremos que
v,w € W son equivalentes si existen palabras wy, wsy, ..., w, en W tales que
W — W, — Wy — -+ — W, =v. En este caso escribiremos w ~ v.

Observacién 2.1.6.1. Se puede probar que la relacion “~7definida arriba, es una relacion

de equivalencia en W y preserva el producto en W, es decir si w ~ v y w' ~ v, entonces
/ /

ww' ~ v’

Definicién 2.1.7. Dado un conjunto arbitrario X, denotamos por F(X) al conjunto de
palabras reducidas en X ; es decir, F(X) = {wjw € W}, donde W estd definido como arriba.

Observacién 2.1.7.1.

e De la definicion anterior es claro que X C F(X), pues basta considerar la inyeccion
v X — F(X), definida por x — x1...1.

e Ndtese ademds que si X = ® entonces F(X) = {1}, es decir F(X) consiste sélo de la
palabra vacia w = 1.

o Siv,w € F(X) entonces wv no necesariamente estd en F(X); sin embargo, si apli-
camos operaciones elementales a wv obtenemos una palabra reducida w'v' ~ wv, donde
w' y v son subpalabras de w y v respectivamente. De este modo, definiremos en F(X)
el producto de w y v denotado también por wv como la palabra reducida w'v’.
Demostraremos que F(X) con esta operacion, la cual llamaremos yuzxtaposicion, es un
grupo libre con base X .



Definicién 2.1.8. Sea w € F(X). La longitud de w, denotada l(w) se define por l(w) = n,
sin>1yw=x129...2,, yl(w)=0 siw=1.

Teorema 2.1.9. Dado un conjunto X, existe un grupo F' que es libre en X.
Demostracion. Ver [5]. |
Proposicion 2.1.10. Todo grupo es isomorfo a un grupo factor de algun grupo libre.

Demostracion. Sea G un grupo y sea X un conjunto generador de G. Entonces existe el
grupo F(X) el cual es libre en X, luego para 6 : X — G existe un unico homomorfismo
p: F(X)— Gtal que ¢ |x= 6. Asi, como G = (X) y F(X) = (X), entonces ¢(F (X)) = G,
i.e Imp = G, luego si K = kerp, por el primer teorema de isomorfismos, F(X)/kerep = Imep,
es decir FI(X)/K = G. Por tanto G es isomorfo al grupo factor F'(X)/K. [

2.2 Libre Presentacion de Grupos

Definicién 2.2.1. Sea F' un grupo libre en X, R C F y N la clausura normal de R en F
(es decir el subgrupo normal mds pequeno de F que contiene a R). Si G es un grupo tal
que G = F/N, diremos que G tiene la presentacion (X|R ) y escribiremos G = (X|R ).
Los elementos de X serdan llamados generadores de G y los elementos de R, relaciones.
Ademds, si X y R son finitos, diremos que G es finitamente presentado.

Observacién 2.2.1.1. Abusando de la notacion, supondremos que X C F es un conjunto
generador de G y los elementos de R son relaciones que equivalen a la identidad en G i.e
r =e para todor € R.

Notese que lo anterior tiene sentido puesto que, si m : F' — F/N es el homomorfismo
candnico, entonces w(X) es un conjunto generador de G = F/N y para todo r € R, w(r) es
igual a la identidad en G = F/N.

Proposicion 2.2.2. Todo grupo tiene una presentacion y todo grupo finito es finitamente
presentado.

Demostracion. Sea G un grupo, X C G un conjunto generador para G y I el grupo libre
en X. Como F' es libre en X, para la funcion 6§ : X — G existe un tinico homomorfismo
v : F— G tal que p|x = 6. Ahora, puesto que X genera a G entonces ¢ es sobreyectiva, es
decir Imy = G. Por el primer teorema de isomorfismos, F//Keryp = Imgp, es decir F//N = G
donde N = Kery. Por tanto (X|N ) es una presentacién para G, es decir G = (X|N ).
Supongamos ahora que G es finito; luego F' es libre de rango finito, es decir,

r(F) =|X| < oo. Ademds, [F: N| = |F/N| = |G| < co. Por el teorema de Nielsen-Schreier
(ver [5]) 7(N) = (JX| — 1)|G| + 1, es decir N = Kerg es libre de rango finito; luego existe
R C N conjunto finito de generadores para N, es decir N = (R ) y como R es el subgrupo
normal més pequeio de N que contiene a R entonces N = R.

Tenemos que F'/N = G con N = R, por lo que G = (X|R ) con X y R finitos. Por tanto G
es finitamente presentado. [ |
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2.3 Homomorfismos Inducidos

Lema 2.3.1. Sean F', G, H grupos yv : F — G, a: F — H homomorfismos tales que:
i) Imv=Gy

ii) Kerv C Kera.

Entonces existe un homomorfismo o' : G — H tal que o/ ov = «.

Demostracion. Ver [5]. |

Proposicién 2.3.2. (Test de Sustitucion) Sean G = (X | R ), H un grupo y 0 : X — H
una funcion, entonces 6 extiende a un homomorfismo o : G — H si y solo si para todo
x € X y para todo r € R, al sustituir x por 0(x) en r se obtiene la identidad en H.

Demostacion. Seann: R — F, ¢ : X — F' las funciones inclusién de R en F'y de X en F,
respectivamente y sea 7 : F' — G el homomorfismo canénico al cociente, (viendo a G como
F/N donde N = R).

De otra parte, como F' es libre en X, para la funciéon 6 : X — H existe un tinico homomor-
fismo v : F — H tal que v |x= 0.

=) Supongamos que existe « : G — H homomorfismo que extiende a 6. Luego, para f € F:

a(m(f)) = a(m(xixse ... x,)) = a(z122 ... Ty) = a(x1)(x2) . .. a(z) = 0(21)0(x2) ... O(xy,)
=v(x)v(za) ... v(Ty)

=v(T1T2. .. Ty)
=v(f),

donde f = wixy...x,. Asi, para probar el resultado, basta ver que R C Kerv. Ahora,
puesto que G = F/N, entonces R C R= N = Kerr C Ker(aon) = Kerv.

Note que si x € Kerm, entonces 7(z) = 1g. Luego (aom)(x) = a(n(z)) = a(lg) = 1g, es
decir x € Ker(aom) = Kerv. Por tanto, Kerm C Ker(a o).

<) Supongamos que para todo r € R el hecho de sustituir z por §(z) en r da la identidad en
H, es decir, supongamos que R C Kerv. Como R es el subgrupo normal méas pequeiio de F
que contiene a R, entonces R C Kervy como R = Kern, entonces Kerm C Kerv. Ademés,
comov: F — Hymn:F — G son homomorfismos con Imm = G, por el Lema 2.3.1 se sigue
que existe a : G — H homomorfismo tal que « o m = v. Veamos ahora que a |x= 6. En
efecto, para todo =z € X, a(z) = a(n(x)) = (ao7)(z) = v(z) = O(x) (La dltima igualdad se
tiene pues v |x= 0). Por tanto « |x= 6, es decir « es una extensién de 6. |

2.4 Productos directos

El teorema que enunciaremos a continuacién, aunque no lo usaremos por ahora, si lo utili-
zaremos en la demostracién de que F' x Z estda embebido cuasi-isométricamente en el grupo
de Thompson F'.

Proposicién 2.4.1. Sean G y H grupos con presentaciones (X | R) y (Y | S') respectiva-
mente. Entonces su producto directo G x H tiene una presentacion dada por
(X,)Y | R,S,[X,Y]) donde [X,Y]={a" 'y oy |z eX N yeY}.
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Demostracion. Sean T'= RUSU[X, Y]y D =(XUY | T ). Por el Test de Sustitucion,
las inclusiones ¢t : X — D y 15 : Y — D inducen homomorfismos ¢ : G — Dy ¢ : H — D.
Sea av: G X H — D definida por (g, h) = ¢(g)¢(h). Respecto a o podemos afirmar que:
i) a esta bien definida: Esto es claro pues ¢ y ¢ lo estan.

i1) o es homomorfismo: Sean (g1, h1) y (ge, he) elementos de G x H. Como G = (X | R)

y H=(Y | S ), entonces hy = y7'y5* ... y5" ¥ go = s 62...1‘%”, donde z; € X, y; € Y y
ei,0; € {1,—1} para 1 <7 < n,m. Luego,
a((g1,71)(g2, h2)) = a(g192, hihz) = é(g192)p(hih2)
= ¢(g1)¢(g2)p(h1)p (hz)
= o(g))d(a ey’ . ay )y yst -y ) e(ha)
= d(g)ayay .. a; y?y? -y p(hs)
= o(g0)yi'ys - ey agt . aro(ho)
= ¢(91)¢(h1)@(g2)(h2)
= a(g1, h1)a(gz, ha)

Por tanto a es homomorfismo.

Por otro lado, sea v : X UY — G x H definida por v(z) = (z,1g) y v(y) = (1g,y) para
todo x € X y todo y € Y. Por la Proposicién 2.3.2, existe § : D — G x H homomorfismo
que extiende a v.

Afirmamos que 8 = a~!. En efecto, dado f € D, como D = (X UY | T ), entonces
f=af2s? ... 2% donde x; € X UY y¢g; € {1,—1}. Luego,

(o B)(f) = a(Bai'ay’ ... a77)) = a(B(x1) Bw2)™ ... B(xr)7) (2)
a(f(x)™)a(B(r2)) .. a(B(z,)™)

Como z; € X UY entonces z; € X 6 z; €Y.
Caso i) Si x; € X, entonces (x;) = v(x;) = (24, 1g) y por tanto

a(B(z:)”) = ol(27', 1)) = 7(w:) e(1n) = 271y = 7'
Caso it) Si z; € Y, entonces ((x;) = v(z;) = (1g,x;) y por tanto
a(f(xi)7) = alle, z7') = ¢(la)p(ay) = lexi' = a7

Asi en (2) se tiene que (oo B)(f) = xf'z? ... 25" = f =idp.
Sea (g,h) € GXH,entoncesg € G=(X |R)yhe€ H= (Y |S), entonces g = z{'z5* ...z

n
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€1, €2

yh=y1'y*...yomconz; € X yy €Y. Luego,

Asi, foa =1idgxy. Por tanto = a~

(Boa)(g,h) = B(alg,h)) = B(d(g9)e(h)) = B(d(9))B(w(h))

(
= B(o(atay .. 27)) B(o(Yi'vs" - - - ym'))
= Bxay® .. ) By s’ - yn)
=v(ai'es’ vy et )
= (@723 .oy, 1) (e, oi 52 - un)
= (223w Yy )
(

g,h)

1

De i), i) y de lo anterior se sigue que o : G x H — D es un isomorfismo.
Por tanto G x H = D = (X UY | T ); es decir, G x H tiene la presentacién
(XY | R,S,[X.Y] ). n

2.5

Nociones basicas de topologia

Definicién 2.5.1.

Sea (X,d) un espacio métrico. La longitud ((c) de una curva c: [a,b] — X es

n—

U= sup Yy d(e(ts), c(tin))

a=to<t1 < <tn=b g

donde el supremo se toma sobre todas las posibles particiones con
a=1ty <ty <---<t,=0>b Lalongitud {(c) o bien es un nimero no negativo o es
infinita. Si €(c) es finita, diremos que la curva c es rectificable.

Un espacio métrico (X, d) se dice espacio de longitud si la distancia entre cada par
de puntos x,y € X es igual al infimo de la longitud de curvas rectificables uniendo a x
con .

Sea (X, d) un espacio métrico. X se dice espacio propio si toda bola cerrada de radio
finito es compacta.

Sea (X, d) un espacio métrico. Una geodésica que une a v € X y ay € X es una
funcion ¢ : [0,d(z,y)] — X, tal que c(0) = z, c(d(z,y)) =y y d(c(t),c(t)) = |t — |
para todo t,t' € [0,d(x,y)]. El espacio métrico (X,d) se dice geodésico si cada par de
puntos en X pueden ser unidos mediante una geodésica.

Definicién 2.5.2. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos. Podemos dotar a X XY de una
métrica, definiendo la siguiente distancia para cada por de puntos z = (x,y),

2=

(',y") € X XY, como sigue:
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1. dxxy(z,2") =dx(x,2") + dy(y,y') 6
2. dxxy(z,2') = maz{dx(z,2'),dy(y,y')} 6
3' dXXY(Zu Zl) = \/dX(SC,x/)2 + dY(y7y,)2

Nota: Se puede probar que las tres métricas definidas anteriormente, son equivalentes. Para
una prueba de ello, ver el Capitulo II de [6].

El siguiente teorema, dada su utilidad en la prueba de dos resultados importantes del siguien-
te capitulo, serd enunciado solamente, pero su prueba puede ser consultada en la referencia
que alli se da.

Teorema 2.5.3. (Teorema de Hopf — Rinow) Sea X wun espacio de longitud. Si X es
completo y localmente compacto, entonces X es un espacio geodésico propio.

Demostracion. Ver [9]. |
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3 Accién de grupos y cuasi-isometrias

En este capitulo estudiaremos acciones de grupos en espacios métricos y en espacios topolégicos.
Describiremos cémo construir una presentacién para un grupo arbitrario G, el cual actia
por homeomorfismos sobre un espacio topolégico simplemente conexo X. Como resultados
principales de este capitulo probaremos que:

i) Si X es un espacio de longitud simplemente conexo y G actia propia y cocompactamente
por isometrias en X, entonces GG tiene una presentacién finita.

i1) Si G1 y G5 son grupos con conjuntos generadores finitos Ay y Ay y si G es cuasi-isométrico

a G5 y Go tiene una presentacion finita (As | Ry), entonces (G; tiene una presentacién finita

(A1 | Ry).

3.1 Acciones de grupos

Definicién 3.1.1. Una accion de un grupo G sobre un espacio topolégico X es un ho-

momorfismo ¢ : G — Homeo(X), donde Homeo(X) es el grupo de homeomorfismos de
X.

Notacion:

e Usaremos g-z para denotar la imagen de € X bajo ¢(g); es decir, ¢ : G — Homeo(X)
definida para todo g € G por ¢(g), donde ¢(g) : X — X estd definida para todo z € X
por ¢(g)(z) = g- . Asi, una accién de un grupo G en un espacio topolédgico X es una
funcién h : G x X — X definida para todo (g,x) € G x X por h(g,x) =g - x.

e Para cualquier subconjunto Y C X, g-Y = ¢(g)(Y).
e Escribiremos G - Y para denotar | J{g-Y | g € G}.

Definicién 3.1.2. Sea G un grupo actuando en un espacio métrico X.
e Diremos que la accion ¢ es fiel si Ker¢ = {1}.

e La accion de G en X se dice libre si para cada x € X y cada g # 1, g-x # x.

Denotaremos por G, al estabilizador de v € X, es decir, G, ={g€ G| g-x =z}.

Diremos que G actia en X por isometrias si Im¢ C Isom(X) C Homeo(X).

o (G actia cocompactamente en X si existe K C X compacto tal que G- K = X.

La accion de G en X se dice propia (o que G actia propiamente en X ) si para cada
x € X exister >0 tal que {g € G| g- B(z,r) N B(z,r) # ®} es finito.
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Observacién: La definicién anterior implica que para cada subconjunto compacto K C X,
existe una vecindad abierta U tal que {g € G | g-UNU # ®} es finito. En efecto, sea K C X
compacto. Como para todo z € K, x € X, y la accién de G en X es propia, existe r, > 0
tal que {g € G | g B(z,7.) N B(w,7,) # ®} es finito. Claramente K C |, ., B(%i, F) ¥y
como K es compacto, existen xq,xo,--- ,x, € K tales que K C U?:l B(x;, 2), con x; € K
y S(i) ={9 € G|g-B(z;r;) N B(xi,r;) # P} es finito. Sea U = J;_, B(w;, ), entonces U
es una vecindad abierta de K. Afirmamos que {g € G | g-UNU # ®} es finito. En efecto,
si existiesen infinitos g, € G (distintos) tales que g, - U N U # @, entonces

(gn - Uizy Bzi, 3)) NU;—, Blzj, F) # @ para infinitos g, € G, de donde se sigue que

(UiZy 9n - B(wi, 3)) NUj—y B(wj, 7) # @ para infinitos g, € G; es decir,

Ui, U?Zl(gn - B(xy, %) n B(z;, %)) # ® para infinitos g, € G. Luego existen

ig, i1 € {1,--- ,n} tales que gn B(mlo, Do) N B(w;,, L) # @ para infinitos g, € G, lo que a
su vez implica que B(z;,, -2 2 N gt B, %1) # ® para inﬁnitos gn € G. Sin pérdida de
generalidad supongamos que ry, > 1y, entonces g, - Y Bz, ) C B(wiy, 1)

De otra parte, si g, € G es tal que g, - B(zy, =2) N B(w;,, ij) ;é ®, entonces

9n g - B(miy, 22) N gt - By, =k) # @ (ésto pues gy, - B(wiy, =2) N By, 5-) # ® implica
ave g5 -g - Bz, 2) 0 Bz, 3] £ ® y

9721 ’ [gm ) B(xloa 4 ) n B('Tin 4 )] - grjlgm ) B(xlm T) N g (3311, Tl_l) 7é (I))v asl existen
infinitos g,'g,, € G tales que (g, gm) - B(zi,, —2) N g, * - B(avZ L) # @ y de aqui que
existen infinitos g, 'g,, € G tales que (g, gm) - B(wi,, T) N B(z4,, no) # @, lo que a su vez
implica que existen infinitos g,'g,, € G tales que (g, gm) - B(xiy, i) N B(xzo,rzo) # ®; es
decir, S(ip) = {9 € G | g B(iy,7i,) N B(xiy,75,) # P} es infinito, lo cual contradice el
hecho de que S(ip) = {g € G | g- B(xi,,1i,) N B(xiy,14,) # P} es finito. En consecuencia,
{9€G|g-UNU # ®} finito.

Lema 3.1.3. Sea X un espacio de longitud. Si existe un grupo actuando propia, cocom-
pactamente y por isometrias en X, entonces X es completo y localmente compacto, asi por
el Teorema de Hopf-Rinow, X es un espacio geodésico propio.

Demostracion. Sea G un grupo actuando propia y cocompactamente por isometrias en X.
Entonces existe K C X compacto tal que G- K = X, es decir X = UgeGg - K. Como
la accién es propia, por la observacién anterior existe U vecindad abierta de K tal que
{g€G|g-UNU # ®} es finito.

Sea x € X, entonces z € K 6 x € X \ K. Haremos el andlisis solo para el caso z € K, pues
siz € X\ K, como X ={J,c9- K, existe gg € G tal que z € go - K = ¢y,(K), el cual es
compacto pues ¢ 4, es un homeomorfismo.

Siz € K, sear > 0 tal que B(z,r) C U. Consideremos B(z,%); claramente B(z,%) C U.
Afirmamos que B(z, %) es compacta. En efecto, dada (2, )nen sucesion en B(z, %), como para
todon € N, z, € X Uyec 9 - K, entonces para cada n € N, existen (g,) C G y (k) C K
tales que x,, = g, - k,. Notese que para todo n, x, € g, - UNU; por lo que g, -UNU # &,
pero como {g € G| g-UNU # ®} es finito, entonces {g, | n € N} = {g1,92, -, gx }. Luego
exiten g € {gn | n € N} y (2,,);en subsucesién de (z,,) tales que z,,; = g-k;,,. Consideremos
(kn,)jen, entonces (ky;)jen €s una sucesion en K y como K es compacto, existe (knjl)leN
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subsucesién de (ky,)jen y existe kg € K tal que ky;, — ko(l — 00); luego g - kn;, — g - ko.
Asf {g - kn, } converge a g - ko. Por tanto (z,, ) es una subsucesién de (z,), convergente a
g-ko € B(z, 7). Por tanto B(x, %) es compacta. En consecuencia, X es localmente compacto.

Probemos ahora que X es completo. En efecto, sea (z,) una sucesién de Cauchy en X.
Como X = Ugegg - K, entonces para cada n € N, x, = g, - k, con (k,) C Ky (g,) C G.
Como (k,) € K y K es compacto, existe (kn;)jen subsucesién de (k,) y existe ko € K tales
que ky; — ko(j — o0). Como ky € X y la accién de G en X es propia, existe 7o > 0 tal que
{9 € G| g-B(ko,ro) N B(ko,m0) # P} es finito.

De otra parte, como k,, — ko, existe N; € N tal que para todo j > Ny, d(ky;, ko) <
Como (z,,) es Cauchy, existe Ny € N tal que para todo m,n > Ny, d(x,,T,) <
N := mazx{Ny, N1}. Entonces, para todo i,j > N,

£
3

£
s Sea

d gm : k(hgnj : k())

d(9p, Gn: Ko, ko)

(
< d(gm ' k()?gm ' km) + d<gnz ' knz" gnj ’ knj) + d(gn] ) k”]”gnj ) /i)o)
= d(k?(), nL) + d($n1a xnj) + d(knja kO)
o To | To
37373
= 7”0

Por tanto, para todo 4, j > N, g, 1gn, - ko € B(ko,70) ¥ como g, gn, - ko € (5, gn.) - B(ko,70),
entonces para todo 4,7 > N, g, 1gn, - ko € B(ko,70) N (g5, gn,) - B(ko,70); es decir, para todo
i,j > N, B(ko,70) N9y, gn;) - B(ko, m0) # ®; pero como {g € G | g-B(ko,10)NB(ko,70) # P}
es finito, entonces {g;jlgm i,7 >N} ={g1,92," - ,9r}; luego existe g € {g1,92," - , gk} ¥
existe (zy, ) subsucesién de (z,) tales que x,; = g; - kn, . Consideremos la sucesién (ky, ),
entonces (ky,; ) es una subsucesién de (k,,) y como k,, — ko, entonces k,, — ko. Luego,
gi - k;n].l — gy - kg € X; es decir, Tn; — Gt ko € X. Por tanto (ZL’njl) es una subsucesion
convergente de (z,,). En consecuencia X es completo. |

Lema 3.1.4. Sea G un grupo actuando propiamente y por isometrias en un espacio métrico
X. Entonces para todo g € G y todo subconjunto abierto U C X, g-U es abierto en X.

Demostracion. Sea z € g.U, entonces z = g-u con v € U. Como u € U y U es abierto
en X, existe r > 0 tal que B(u,r) C U. Afirmamos que B(z,r) C ¢g-U. En efecto, dado
y € B(z,r), d(y,z) < r, es decir d(y,g - u) < r, por lo que d(g~' - y,u) < r, por lo cual
g'-y € B(u,r) C U, de donde se sigue que y € g-U. Por tanto B(z,7) C ¢g-U; en
consecuencia g - U es abierto en X. |

Nota: Del lema anterior se sigue que para todo g € G, g - B(z,r) es abierto en X.

Proposicién 3.1.5. Sea G un grupo actuando propiamente y por isometrias en un espacio
métrico X. Entonces:
i) Para cada x € X existe € > 0 tal que si g - B(xz,€) N B(x,€) # ® entonces g € G,.
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i1) La distancia entre orbitas en X define una métrica en el espacio G\X de G-orbitas.
iii) St un subespacio Y de X es invariante bajo la accion de un subgrupo H < G, entonces
la accion de H sobre Y es propia.

iv) Si la accion de G es cocompacta entonces existe sélo un nimero finito de clases conjugadas
de subgrupos isotopicos en G.

Demostracion.

i) Recordemos que la 6rbita de x bajo la accién de G en X, es la clase de equivalencia
G-z={g-x|g€G}. Seax € X, como G actiia propiamente en X, existe r > 0 tal que
A={9€G|g-Blx,r)N B(z,r) # ®} es finito. Sig ¢ A, g- B(x,r) N B(z,r) = &, de
donde se sigue que g -z ¢ B(x,r) y de aqui que G-z N B(x,r) C{g-x| g€ A}, el cual es
finito pues A es finito. Luego G - = N B(x,r) es finito.

Sea € > 0 suficientemente pequeno de manera que G - x N B(x, 2¢) = {z}.

Si g- B(xz,e) N B(x,¢e) # &, afirmamos que g - x = x. En efecto, si z € g- B(x,¢) N B(x,€),
entonces z = g -y con y, z € B(x,€). Luego, d(x,z) < ey d(x,y) < ¢, de donde

dz,g-v) <d(x,2)+d(z,9-2) =d(r,2) +d(g-y,g-v) =d(x,z) + d(y,z)
< €+e€
= 2¢

Asi g-z € B(x,2¢) y como g-x € G- X entonces g-x € G-xN B(x,2¢) = {z}, por lo que
g-x =, es decir, g € G,.

ii) Dados G -z, G-y en G\X, d(G - z,G -y) = inf{d(z,g-y) | g € G}. Veamos que d es
una seudo métrica. En efecto:

a) Como para todo g € G, d(x,g-y) > 0, entonces inf{d(x,g-y) | g € G} > 0, es decir,
d(G-z,G-y) > 0. Es claro que d(G - z,G - ) = 0.

b

dG-2,G-y)=infld(r,g-y)| g € G} =infl{d(g-y,r)| g€ G}
=inf{d(g™" - (9-y),97" -2)| g€ G}
=inf{d(y,g " -2) | g € G}
=inf{dy,§-z)| g€ G}
=d(G-y,G-x).

¢) Veamos que para todo G-z, G-yy G-z € G\ X, d(G-x,G-z) < d(G-z,G-y)+d(G-y,G-z).

En efecto, como d(G - z,G - y) = inf{d(x,¢' -y) | ¢ € G}, existe {g;}ien sucesién en
G tal que infyeqd(z,g - y) = lim;ood(z,9; - y). Ademds, como para todo g,9' € G,
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d(z,g-2) <d(x,q -y)+d(¢ -y,g-z), entonces:
infld(z,g-2)| g€ G} <infl{d(z,q -y)+d(g - y,9-2)| 9.9 € G}

( y) +d(gi-y.9-2) | g €G}

(z,9i-y) +d(y, (9;'9) - 2) | g € G}
= lim inf{d(z, g;-y) + d(y.§-2) | g € G}

(2, 9:-y)} + lim inf{d(y,5-2) | g € G}
< lim d(z, g; - y) +inf{d(y,g- 2) | g € G}
<dG-z,G-y)+dG-y,G-2)

< lim inf{d(z,g; -

Es decir, d(G - x,G - 2) < d(G-z,G-y) +d(G - y,G - 2).

d) Veamos que si G -« # G -y entonces d(G -z, G - y) > 0. En efecto, si d(G - z,G -y) =0,
entonces in fyeqd(x, g - y) = 0. Luego existe {g; }ien sucesién en G tal que

lim; .o d(z, g; - y) = 0. Como = € X, por i) existe € > 0 tal que si g - B(z,e) N B(x,e) # &
entonces g - x = z. Como lim; ., d(z,g; - y) = 0 existe N € N tal que para todo i > N,
d(z,g; -y) < 5. Luego, para todo 7,j > N,

d(x, (gig; ') - x) < d(x,g; - y) +d(gi -y, (9ig; ') - ) = d(x, g; - y) + d(y, g; ' - @)

(z,9:-y) +d(z,9;y)
g
T3

A
M ol

Es decir, para todo i,57 > N, d(a:,(gigj’l) -z) < ey de aqui que para todo i,7 > N,
(gigj_l) -x € B(z,e) y como (gigj_l) -x € (gigj_l) - B(z,¢), entonces para todo i,7 > N
9i9; " € B(x,e) N (gig; ') - B(x,€). Por i) se sigue que para todo 4,5 > N, (gig; ') -z = .
De otra parte, para todo 4, j > N, d(z, g;-y) < d(z, (g:9; ') -x) +d((g:9; ') - @, gi - y); entonces
paratodoi,j > N, d(x,g;-y) < d(gj_l-a:,y) = d(x,g;-y). Andlogamente, para todo 4, j > N,
d(z,g;-y) < d(x,g;-y) y por tanto, para todo ¢, > N, d(z, g;-y) = d(x, g;-y). En particular,
d(z,g;-y) =d(x,g, -y) para todo i > N. Luego,

0 = lim; o d(x,g; - y) = lim_oo d(z, g, - y) = d(z,g, - y); por lo que z = g,. Por tanto
G-z=G-y.

iii) Sean Y < X'y H < G tales que H-Y =Y. Veamos que H actia propiamente en Y. En
efecto, veamos inicialmente que H actia por isometrias en Y; es decir, si ¢ : H — Homeo(Y')
es la accién de H en Y, entonces Im(¢) C Isom(Y). Nétese que Im(¢) = {¢n | h € H}.
Dado ¢, € Im(¢), ¢ : Y — Y, definida para todo y € Y por ¢,(y) = h-y =y (ésto pues
H-Y =Y); luego, para todo y1,y2 € Y, d(¢n(y1), dn(y2) = d(h - y1, h - y2) = d(y1,y2). Por
tanto ¢y, es una isometria y en consecuencia Im(¢) C Isom(Y') C Homeo(Y).
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Para ver que H actiia propiamente en Y, basta probar que para caday € Y < X, exister > 0
tal que {h € H | h-B(y,r)NB(y,r) # ®} es finito. En efecto, seay € Y < X entonces y € X
y como G actia propiamente en X, existe r > 0 tal que {g € G | g- B(y,r) N B(y,r) # o}
es finito. Afirmamos que {h € H | h- B(y,r) N B(y,r) # ®} es finito, pues de existir
infinitos h € H con h - B(y,r) N B(y,r) # ®, entonces existirfan infinitos h € G tales que
h-B(y,r) N B(y,r) # ®, lo que contradice el hecho que la accién de G en X es propia.

iv) Supongamos que G actia en X cocompactamente, entonces existe K C X compacto
tal que G- K = X. Como G actua en X propiamente, para cada r € X existe r, > 0
tal que {9 € G | ¢g- B(x,r,) N B(z,r,) # ®} es finito. Como K C X, claramente
K C U, ex Blzi,ri) y S(i) = {9 € G | g- B(xi,r:) N B(wi,r:) # @} es finito. Como K
es compacto, existen xy,...,z, € K tales que K C |J_, B(z;,r;) y paracadai € {1,...,n},
S(i)={g€ G |g-Bl(xir;) NB(zx;r;) # P} es finito.

Sea ) =L, S(i). Como X =G - K =], 9" K, entonces para cada x € X existe g € G
tal que x € g - K, es decir x = ¢ - k, para algin k € K.

Afirmamos que ¢ 'G,g = Gy-1.,. En efecto,

g 'Gg=4{9hg | he G} ={9g hg | h-a =2} yGpr,={heG|h- (gt x)=9g "z}
Seat € g7'G,g, entonces t = g~ 'hg con h - x = x. Luego,

t-(gtx)=@0g ) - x=(g'h)-a=g"' (h-x) =g "' z,es decir t € G,-1,. Por tanto
g 'GLrg C Gy-1.,. De otra parte, si m € G,-1.,, entonces m - (7' 2) =g ' x. Luego, si
h=gmg™ ', m=g'(gmg)g=g'hgy

h-z=(gmg ) x=g-(m-(¢g7* 2)=g-(¢g7'-2) =z, de donde m = g~ *hg con h-z =,
es decir, m € g7'G,g. Por tanto ¢7'G,9 = Gy-1.,.

1

Afirmamos que ¢7'G,g C Y. En efecto, Sea t € g7'G,g = Gy-1.,. Entonces

t-(¢g7tx) =g '-2z. Ademds, comox € G-K (estopues X = G-K)y K C U, B(wi, i), en-
tonces G-K C g-U_, B(z, 1) = U, 9-B(x4, 1), es decir, v € G-K C |J;_, g- B(x;,1;), por
loqueexistei € {1,...,n}talquex € g-B(x;,r;) yS(i) ={g € G| g- B(z;,r;) N B(x;,1;) # P}
es finito. Luego, z =gz con z € B(x;,7;). Asi, t- (97! 2) =t.2 =z con z € B(x;,1;), lo
que equivale a que t.B(x;,r;) N B(x;,r;) # ®, lo que a su vez equivale a que

t € S(i) C Ui, S() =>. Por tanto, para cada x € X, g7'G,g C > (el cual es finito),
por lo que para cada z € X, g7 'G,g es finito. En consecuencia, existen sélo finitas clases
conjugadas de subgrupos isotépicos en G. [

3.2 Presentando grupos de homeomorfismos

En esta secccién construiremos una presentacién para un grupo arbitrario G actuando por
homeomorfismos sobre un espacio topolégico simplemente conexo X. Ademas, Si X es un
espacio de longitud simplemente conexo y G actiia propia, cocompactamente y por isometrias
en X, entonces la construcccion que describiremos dara una presentacién finita para G.
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Grupos libres y presentaciones
Definicién 3.2.1.

e Un grafo combinatorio I' consiste de un par (v, €) donde v es el conjunto de vértices y €
es el conjunto de aristas, y un par de funciones 0y, 01 : € — v, llamadas puntos finales.
Supondremos que v = 0y(€) U 01(€). Asociaremos a T' el conjunto Xr o simplemente
X, donde X := (e x [0,1])/ ~ y donde “~"es la relacion de equivalencia generada por
(e,1) ~ (&,1), si 9;(e) = D:(&); con e, é € € yi,i € {0,1}. Sequidamente, sea
P:ex[0,1] = X la funcion cociente, tal que v = p(e x {0,1}). Para cada e € €, sea
fe :[0,1] — X, definida para todo t € [0,1] por f.(t) = P(e,t). Si f.(0) = fe(1),diremos

que la arista e es un lazo (loop).

e Un camino lineal por tramos es una funcion c : [0,1] — X para la cual eziste una
particion 0 =ty < t; <...<t, =1 tal que para cada i € {0,...,n— 1},
C ity tir)= Jes 0Ci, donde e; € € y¢; : [t;, tiy1] — [0,1] es una funcion afin. Diremos que
cune ax cony sic(0)=xyc(l) =y. Lalongitud de ¢, denotada l(c) estd definida
por l(c) = S0 (ci), donde 1(c;) = Aei) |ci(ti) — cinr(tiva)] y A€ — (0,00) es una
funcion que asocia una longitud A(e) a cada arista e.

e Definimos una seudo métrica d: X x X — [0, 0], por:
d(z,y) =inf{l(c) | c:[0,1] — X es un camino lineal por tramos que une a x y y}
(X,d) serd llamado un grafo métrico.

e Un grafo combinatorio I' es un drbol si el correspondiente grafo métrico X, donde todas
las aristas tienen longitud 1, es conexo y simplemente conexo.

Nota: En la definiciéon anterior, supondremos que X es conexo, es decir, que cualquier par
de puntos z,y € X se pueden unir mediante un camino lineal por tramos.

Definicién 3.2.2. El grafo de Cayley C4(G) de un grupo G con respecto a un conjunto
de generadores A, es el grafo métrico cuyos vértices estan en correspondencia 1-1 con los
elementos de G y el cual tiene una arista (marcada a) de longitud 1 uniendo g a ga para cada
g€ G ycadaac A Aqui,v=G, e={(g,a) | g € G, a€ A}, Oy(g,a) =g, 01(g,a) =ga y
A:e—[0,+00] es la funcidn constante 1.

Las aristas dirigidas en ¢'4(G) estdan marcadas por los generadores y sus inversos y por tanto
existe una correspondencia 1-1 entre las palabras en F(A) y los caminos de aristas saliendo
desde cada vértice de O4(G). Una arista camino es un lazo si y solo si la palabra marcando a
esta arista es la identidad en G. La accion de G en si mismo por multiplicacion a izquierda
extiende a una accion libre sobre C4(G), a saber: la accion de gy envia la arista marcada a
e iniciando en g a la arista marcada a e iniciando en el vértice gog.

Pegando 2-celdas

En este aparte describiremos cémo construir un nuevo espacio M a partir de un espacio dado
A, pegando fronteras de n-bolas en A. Esta descripcion serd de gran utilidad en la siguiente
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seccién cuando abordemos la prueba del Lema 3.3.1 y otros resultados de gran importancia
para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 3.2.3. Sea I un conjunto de indices, sea n > 0 y sea B"(I) = [],.; B, donde
cada Bl = B™, es decir, la suma topologica de copias de B" indizadas por I.

Sea S*HI) = [1,e; S8 donde Sit = 8"t Sea f: S""HI) — A y sea “~7"la relacidn de
equivalencia en A]] B"(I) generada por: x ~ f(x) siempre que v € S"1(I). Entonces el

espacio cociente M = (A[] B"(I))/ ~ es el espacio obtenido pegando B"(I) a A usando f.

Proposicién 3.2.4. Sea q: A[[ B"(I) — M la funcion cociente que envia cada punto en su
clase de equivalencia. Entonces q |4: A — M es un embebimiento cerrado y q |pn(r—sn—1(1)
es un embebimiento abierto.

Demostracion. Ver [7]. |
Observaciéon 3.2.4.1.

e [dentificaremos a € A con q(a) € M y veremos a A como un subconjunto cerrado de
M.

o Sea el = q(BY). Los conjuntos e serdn llamados las n-celdas del par (M, A).

0n
a

e Sea O™ = e — A. Por la Proposicién anterior e

e=elNA.

es abierto en M. Ademds, sea

o La funcion qo == q |pp: (B2, S271) — (e, €2) es llamada la funcion caracteristica para
la celda €} y la funcion f, == f ]Sg_lz Sl — A es llamada la funcién pegamiento

para la celda e]).

Definicién 3.2.5. Un CW complejo consiste de un espacio K y una sucesion {x" | n > 0}
de subespacios tales que

i) 2V es discreto;

i1) Para cadan > 1, 2" es obtenido de x"~' pegando n-celdas;

iii) K =J, 2";

iv) K tiene la topologia débil respecto a {x"}.

Notaciones:

e Se acostumbra a decir “Sea K un CW complejo”; pero dos C'W complejos diferentes
pueden tener el mismo espacio fundamental. Entonces se escribe (K, {z™}).

e Para efectos de pruebas por induccién, consideramos x~! = ®.
e El subespacio z" es llamado el n-esqueleto del C'W complejo K.

e Si K = 2" para algtin n, entonces la dimension del CW complejo es
dim(K) =min{n | K = 2™} y en otro caso, es decir, si K # 2" para todo n, entonces
definimos dim(K) = oo.
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En lo que sigue, trabajaremos con C'W-complejos 2-dimensionales; es decir, complejos com-
binatorios de dimensién 2. Para ello, sea K un CW complejo 2-dimensional y sea {€q }aer
la coleccién de 2-celdas asociadas a K. Sea x! el l-esqueleto de K; asi K es el 2-complejo
obtenido pegando a ' las 2-celdas e,, usando la funcién pegamiento f definida en la Ob-
servacion 3.2.4.1.

Existe una manera obvia de dotar cualquier C'W complejo 2-dimensional K de una estruc-
tura por piezas, a saber: Metrizamos el 1-esqueleto de K de modo que pueda ser visto como
un grafo métrico con aristas de longitud 1 y que cada e, sea poligono Euclideo regular con
lados de longitud 1.

3.3 2-Complejos asociados a presentaciones de grupos

Dado cualquier grupo G, una presentacién de G, (A | R) y C4(G) su correspondiente grafo
de Cayley, podemos asociar a esta presentaciéon un 2-complejo K := K(A; R), el cual es
compacto si y solo si la presentacion es finita. K tiene un vértice y éste tiene una arista ¢,
(orientada y marcada a) por cada generador a € A; asi las aristas lazos en el 1-esqueleto de
K estén en correspondencia 1-1 con las palabras en F'(A), a saber: la letra a™! corresponde
a atravesar la arista €, en direccién opuesta a su orientacion y la palabra w =ay ... a,
corresponde a el lazo que es la yuxtaposicion de las aristas dirigidas aq,as,...,a,; en este caso
decimos que w marca este lazo.

Las 2-celdas e, de K son indizadas por las relaciones r € R, es por eso que de ahora en
adelante escribiremos e, en lugar de e,. De acuerdo con lo dicho en el parrafo anterior, si
r = ajas...a, entonces e, es pegada a lo largo del lazo marcado aas . .. a,.

Lema 3.3.1. Sea G un grupo con conjunto generador A y sea R un subconjunto del kernel de
la funcion natural F(A) — G. Consideremos el 2-complejo que obtenemos pegando 2-celdas
a todas las aristas lazos en el grafo de Cayley C4(G) que son marcadas por las palabras
reducidas r € R. Este 2-complejo es simplemente conexo si y solo si R = Ker(F(A) — G).

Demostracion. Como F(A) es el grupo libre en A, entonces de la definicién del grafo de
Cayley para un grupo con conjunto generador, es claro que ¢ 4(F(A)) no tiene ciclos (ésto,
pues en F'(A) no hay relaciones) y que para cualquier par de vértices en ¢ 4(F(A)) siempre
existe un camino de aristas uniendo dichos vértices, es decir C,(F'(A)) es conexo; ademas,
la longitud de cada arista es 1. Por tanto C4(F(A)) es un arbol.

Sea ¢ : F(A) — G, definida para todo w € F'(A) por ¢(w) =w y sea N = Ker(y). Como
G es libre en A, ¢ es sobreyectiva y por el primer teorema de isomorfismos, G = F(A) /N.
Ahora, puesto que los vértices de C4(G) corresponden a elementos de G, las aristas son
palabras en F'(A), y como las aristas de C,(F'(A)) son palabras en F/(A) y los vértices estan
marcados por los elementos del grupo libre F/(A), es claro que la accién libre de N sobre
Ca(F(A)), envia clases de vértices de C4(F'(A)) en clases de vértices de C 4(G) y envia clases
de aristas de C4(F(A)) en clases de aristas de C4(G) y por tanto C4(G) es el cociente de
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CA(F(A)) por la libre accién de N.

Afirmamos que m(C4(G),1) = N. En efecto, sea a € C4(G) una arista lazo basada en
1. Por la definicién de arista lazo en C4(G), a es una palabra en F(A) que equivale a la
identidad en G; luego [a] = {1}; es decir p(a) = 1, por lo que a € Ker(p) = N. Por tanto
m(CA(G),1) C N.

De otra parte, si w € N, entonces w € F(A) y [w] = {1}, de aqui que w es una palabra en
F(A) que equivale a la identidad en G, es decir w es una arista lazo de 4(G) basada en 1.
Por tanto w € m(C4(G), 1). En consecuencia m1(C4(G),1) = N.

Afirmacién: Sea w € F(A), entonces w € N siy s6lo si w etiqueta a un lazo de C,(G)
basado en 1.

Demostracion.

=) Siw € N, entonces ¢(w) = w = {1}, pero como las aristas lazos de ¢ 4(G) corresponden
a palabras en F/(A) que equivalen a la identidad en GG, necesariamente w es la etiqueta de
un lazo en C4(G), basado en 1.

<) Inmediata. |

Ahora, por cada palabra reducida r € R y cada vértice g de C4(G), peguemos una 2
celda alrededor de la arista lazo marcada r que empieza en g y llamemos u := u, a la
palabra reducida en F'(A) que inicia en 1 y finaliza en g. Sea K := K(A; R) el 2-complejo
obtenido de esta manera y sea N = (u; 'ru; | 7; € R) el subgrupo normal de m(C,(G), 1)
generado por todos los lazos u; 'ryu;; entonces N C Ker(m (C4(G), 1) — m(K,1)). Por
la Proposicion 1.26 [8, pag. 50|, la inclusién ¢ : C4(G) — K induce una sobreyeccién
i* 1 (Ca(G),1) — m (K, 1) con Ker(i*) = N; por tanto m (K, 1) 2 7, (C.(G),1)/N. Es
decir, como 7, (C4(G),1) = N, m (K, 1) = N/ (u; 'ryu;)

Afirmamos que KL: R. En efecto, para todor; € R, r; = 171 € K/', por lo que R C N.
Pero claramente N <t N. Tenemos que R C N <N = m;(C4(G),1) y como R es el subgrupo
normal mas pequeno de N que contiene R, entonces N = R. Por tanto

71 (K,1) &2 N/R. Finalmente, K := K(A; R) es simplemente conexo si y sélo si

m(K,1) = {1}, es decir, |7 (K,1)] = 1 y esto ocurre si y sélo si N = R. |

Teorema 3.3.2. Sea X un espacio topoldgico, sea G un grupo actuando en X por homeo-
morfismos y sea U C X abierto tal que X = G- U.

i) Si X es conexo, entonces el conjunto S ={g€ G| g-UNU # &} genera a G.

i1) Sea Ag un conjunto de simbolos as indizados por S. Si tanto X como U son conexos por
caminos y X es simplemente conezxo, entonces G = (Ag | R), donde

R ={asaza;' | s;€S; UN(s1-U)N(s3-U) # D; 5155 = s3 en G}.

Demostracion.
i)Sea H=(S) =({K <G| K D S}, es decir, H es el subgrupo de G generado por S. Sea
V=H-U=U,pyh UyseaV’'=(G\H)-U. Entonces VNV’ = ®; pues de existir x € X
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tal que z € VNV, entonces z € Vy z € Vs pero V = Uy b - Uy V' = Upequ ' - U,
entonces existen h € Hy h' € G\ H talesquex € h-Uyxz € h/-U, esdecir,x € h'-UNh-U.
Luego, ' - UNh-U # ®. Asi,

R (W -UNh-U)#0dsh-(W-UNh™t-(h-U)#®< (B'H)-Un(h™h)-U# o
s (W) - UNU # @

Entonces h™'h' € S, por lo que I/ € hS C HS C H (ésto, pues S C H). Asi ' € H, lo que
contradice el hecho que i’ € G\ H. En consecuencia, VNV’ = &, es decir, los abiertos V' y
V' son disjuntos.

Tenemos que X conexocon X =G-U=(G\HUH)-U=(G\H)-UUH -U=V'UV
y como V| V' son abiertos con V' # ® (pues H # ¢, yaque S C H = (S) y S # ® pues
(1eS)yVnNV' =& entonces V' =0y V =X;peroV =X H-U=G-U. Entonces
H = G, pues de existir g € G\ H, entonces g- U H-Uyg-UeG-U,asi H-U#G-U,
lo cual es una contradiccién. Por tanto G = H = (S), es decir S genera a G.

i1) Recordemos que dado un grupo G y G-conjuntos X, Y, una equivarianza es una funcién
continua f: X — Y tal que f(g-z) =g - f(z) para todo 2 € X y todo g € G.
Consideremos el grafo de Cayley C,,(G) y sea K el 2-complejo combinatorio obtenido de
Ca,(G) pegando 2-celdas a cada una de las aristas lazos, marcadas por las palabras r € R.
Sea ¢ : F(Ag) — G el homomorfismo natural. Para probar que G = (Ag | R); es decir,
G = F(As),/R, por el lema anterior es suficiente probar que K es simplemente conexo. En
efecto, como el disco 2-dimensional D es simplemente conexo, construiremos una funcién
continua ¢ = D — K con ¢(D) = K. En efecto, sea zo € U fijo. Como U es conexo por
caminos, entonces para cada s € S, s- U es conexo por caminos; ademds, como para cada
se S, UNs-U # @, entonces para cada s € S podemos tomar un punto z, € UNs - U.
Como xg,zs € U y U es conexo por caminos, existe un camino en U desde zy hasta xy;
analogamente, como x4, s-xg € s-U y s-U es conexo por caminos, existe un camino en s-U
uniendo a x, y s - xg. Sea ¢, la yuxtaposicién de estos caminos.

Sea P : C4,(G) — X la funcién G-equivariante continua que envia 1 en z y envia la arista
marcada as que inicia en 1, en el camino ¢;. Como X es simplemente conexo, podemos
extender P continuamente a una funciéon G-equivariante P : K — X.

Sea ¢ : 0D — C,,(G) continua, entonces P¢ : 0D — X es continua y como X es simple-
mente conexo, P{ extiende a una funcién continua ¢ : D — X.

De otra parte, como D es compacto y U es abierto, existe una triangulacion finita 7" de
D con la propiedad que para cada vértice v de T existe g, € G tal que ¢ envia todos los
triangulos que inciden en v a g, - U

Sea t un tridngulo de T' con vértices vy, v, v3; tenemos que:

¢<t) C Guy - un Goy un Gus - U= Guy * [U N (gu_llgvz) -Un (gv_llg%) ' U] 7& o (3)
= Gop - (92, 90,) - UNU N (g5, g0s) - U] # @
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pues si gu, - [(95,'90,) - UNU N (g, gus) - U] = @, entones ¢(t) = @, lo cual es absurdo. Por
tanto gu, - (95, 9un) - UNUN (95 9us) - Ul # @y go, - [UN (957" 90,) - U N (95, 905) - U] # @, por
lo que (95" gv,) - UNU # @, (g, 90,) - UNU # @y (9,1 gus) - UNU # @, lo que implica que
S1 = o Guar 52 7= G0\ Gus ¥ S3 1= Gy, Guy €stdn en S, es decir sy, 52,53 € S; ademds notese
que 153 = s3, UN s - UNsg-U # @ (por (3)), por lo que as,as,a,! € R. Lo anterior nos
permite extender la funcién v — g, a una funcién continua ’IZJ\ del 1-esqueleto de T sobre
Ca S(G), mandando la arista que conecta v; con v;y; a la arista marcada s; que inicia en el
vértice g,, (indice mod 3).

Si v; € 9D, como £ : 9D — 4 (G) es continua, podemos elegir g,, € G de modo que 1Z lop
sea una reparametrizacion de ¢. Como 12 envia la frontera de cada tridngulo de 7" en un
circuito en C4,(G) marcado por un elemento de R y como cada circuito es la frontera de

una 2-celda en K, podemos extender YZ a una funcién continua (E : D — K. Por tanto K es
simplemente conexo. [ |

Corolario 3.3.3. Un grupo G es finitamente presentado si y solo si éste actua propia,
cocompactamente y por isometrias en un espacio geodésico simplemente conezo.

Demostracion.

=) Supongamos que G tiene la presentacién finita (A | R). Consideremos el grafo de Cayley
C4(G) de G y sea K := K(A; R) el 2-complejo combinatorio obtenido pegando 2-celdas en
todas las aristas lazos de C4(G) marcadas por las palabras reducidas r € R. Por el Lema
3.3.1, este 2-complejo es simplemente conexo. Seguidamente metricemos a este 2-complejo
simplemente conexo, como un complejo Euclideo por piezas, digamos K, en el cual todas las
aristas tengan longitud 1 y todas las 2-celdas sean poligonos regulares (Ver[9, pag. 153]) de
lados de longitud 1.

Ahora, la accién de G sobre C4(G) la podemos extender a una accién de G por isometrias
sobre K. Ademas, como este 2-complejo es FEuclideo por piezas y conexo, entonces dados
dos puntos cualesquiera, existe un segmento geodésico uniendo dichos puntos. Como G es
finitamente presentado, K es un espacio de longitud, pues dados dos puntos cualesquiera
g1, 92 en K| existe un camino de longitud minima uniendo g; con gs y dicha longitud es la
distancia entre los puntos g; y go.

Afirmamos que la acciéon de G sobre K es propia. En efecto, sea gy cualquier vértice de
K. Como G tiene presentacion finita, existe un nimero finito de aristas de longitud que
comienzan en go. Tomando r = 2, tenemos que {g € G | g- B(g0,2) N B(go,2) # P} es finito
(esto pues G tiene la presentacién finita (A | R)).

Como gg fue tomado arbitrariamente, concluimos que para cualquier vértice gy € K , existe
r >0 tal que {g € G | g+ B(go,7) N B(go,7) # P} es finito. Por tanto la accién de G sobre
K es propia. _

De otro lado, dado un vértice cualquiera g de K, sabemos que existe un ntmero finito de
aristas de longitud 1 que inciden en 1, digamos ay, as, - - - , a,. Consideremos la bola B(g, 1),
entonces B(g,1) es un compacto de K y contiene todos los puntos finales de ay,as, - , ay,.
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Seguidamente consideremos cada uno de los poligonos aristas teniendo vértice inicial y final
el punto final de cada arista a; y sea C' := B(g,1) UJ;_, P, donde los P; son los poligonos
descritos arriba. Entonces C' es compacto y es claro que G - C' = K. Por tanto G actia
propia, cocompactamente y por isometrias sobre el espacio geodésico simplemente conexo K.

<) Sea GG un grupo actuando propia, cocompactamente y por isometrias sobre un espacio
geodésico simplemente conexo X. Como G actia en X cocompactamente, existe C' C X
compacto tal que G-C' = X. Sean xg € X y r > 0 tales que C' C B(xg, R); sea U = B(zo, R),
entonces U es un subconjunto abierto de X.

Afirmamos que X = G - U. En efecto,

SeayeG-C=|]Jg-C=3geGlyecy-C
gea
=3dgeGly=g-cconceC C B(x,R)
=dgeG|y=g-cconce€ B(xg,R)=U
=dgeG|lyeg-U

=y € Ug-U:G-U

geG

Tenemos asi que X =G -C C G-U C X y por tanto X =G - U.

Como X es un espacio simplemente conexo y geodésico, entonces X es un espacio de longitud;
ademds, como G actia en X propia, cocompactamente y por isometrias, por el Lema 3.1.3,
X es completo y localmente compacto y por el Teorema 2.5.3, cada subconjunto cerrado
y acotado de X es compacto, es decir, X es propio. Como G actia propiamente en X y
xog € X, entonces {g € G | g B(xo, R) N B(xg, R) # ®} es finito; es decir, por el Teorema
3.3.2(7), el conjunto de generadores de G, S = {g € G | g-UNU # &} es finito; y por el
Teorema 3.3.2(77) se tiene que G = (Ag | R), donde Ag es un conjunto de simbolos indizados
por S (y por tanto finito) y R = {as,as,a;,' | s; € S; UNsy -UNss-U # @; 5155 = sz en G}
(por tanto finito). En consecuencia, G es finitamente presentado. [

Observacién 3.3.3.1. En el Teorema 3.3.2 (ii) la condicion de que X sea simplemente
conexo es necesaria. Para ver esto, sea G el grupo de orden 4 generado por una rotacion p
del circulo s' por un dngulo de 5y sea U un arco abierto de longitud 7 en el circulo. Aqui
S ={p,p~t} y R=®; por tanto (S | R) no es una presentacion para G.

Este ejemplo muestra que existen grupos finitamente generados, pero que no tienen pre-
sentacion finita.

3.4 Cuasi-Isometrias

Iniciamos esta seccion definiendo el concepto de cuasi-isometria, el cual sera usado posterior-
mente para probar algunos resultados importantes de propiedades geométricas de grupos que
son invariantes bajo este tipo de funciomes.
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Definicién 3.4.1. Sean (X1,d1) y (Xa,ds) espacios métricos. Una funcién (no necesaria-
mente continua) f : X7 — Xo se dice un (A &) embebimiento cuasi-isométrico si existen
constantes A > 1 y ¢ > 0 tales que para todo x,y € Xi:

%dl(‘r7y) —e< dg(f(l’),f(y)) < Adl(x7y) te.

Ademds si existe una constante C > 0 con la propiedad de que para todo xo € X, existe
x1 € Xy tal que do(f(x1),22) < C, f se dice una (N, ) cuasi-isometria y X, se dice cuasi-
1sométrico a Xy y escribiremos Xy C-1 Xs.

Nota: Si existe una () cuasi-isometria f : X; — Xj, entonces existe una (N, ¢’) cuasi-
isometria f’: Xy — X (para algunas X', ¢’) y una constante K > 0 tal que

dx,(ff'(2),2) < Kydx,(ff(x),x) < K para todo 2’ € X5 y toda z € X;. Una prueba
andloga a la prueba de este hecho, se hard en la prueba de i) del Lema 3.4.2. La funcién f’
es llamada una cuasi-inversa de f.

”

Lema 3.4.2. La relacion “ser C-1 a 7, es una relacion de equivalencia.

Demostracion.
i) Para todo espacio métrico (X, d), (X,d) es C-I a (X,d). Para ello basta tomar la funcién
tix, A=1y e =C =0 en la Definicién 3.4.1.

1) Si (Xy,dy) es C-1 a (Xy,dy), existe f : X; — X, y existen constantes A > 1, ¢,C > 0
tales que: Para todo z1,y; € X, %dl(azl,yl) —e < do(f(x1), f(y1)) < Ady(z1,11) + € y para
todo xo € Xy, existe 7 € X tal que do(zg, f(x1)) < C. Sea f': Xy — X, definida por
f'(x9) = x4, para todo xs € Xy, Sean z1, 2y € X,, entonces existen y;,y2 € X; tales que
da(21, f(y1), da(za, f(y2)) < C. Luego,

dy(21, 22) < do(z1, f(y1)) + da(f (1), f(y2)) + da(f(y2), 22) < C+ C + Adi(y1,92) +€  (4)

Tomando X' =1, ¢’ =2C 4+ dy(y1,y2) + ¢ y C' = C + 1, se tiene que:

1 / ! !
de(Zh 22) —& = d2(Z1>Z2) -2C — /\dl(yhyQ) —e<0= dl(f (21>»f (22)) = dl(‘rhxl)
< Ndy (w1, 29) + €.

De otra parte, dado 27 € X, sea x5 = f(x1) € Xo, entonces

di(f'(z2),21) = di(f'(f(21)), 1) = di(z1,21) =0 < C < C+1=C" Por tanto f’ es una
(N, €') cuasi-isometria; en consecuencia (X, dy) es C-1 a (Xy,d;).

Nota: Nétese que para todo x; € Xy, di(f'(f(z1)),21) < C" y que para todo z3 € X,
do(f(f'(22)), 2) = do(f(21),22)) <C < C+1=C"

iii) Si (Xi,dy) es C-I a (Xo,d2) v (Xa,d3) es C-1 a (X3,ds), entonces existen f : X7 — Xo,

g: Xy — X3 yexisten A\j,\g > 1, €1,69 > 0, C7,Cy > 0 tales que:
para todo 1,41 € X1, 3-di(21,91) — &1 < do(f(21), f(11)) < Mida(21,91) +e1y
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Para todo g, 92 € Xa, 3, da(w,y2) —€a < d3(g(22), 9(y2)) < Aada(a,y2) +€2. Sean h = go f,
A= My e= A1 +e9. Entonces h : X7 — X3 y para todo yq, 21 € X, se tiene que:

1 1 1 1
~di(y1,21) — ¢ di(y1,21) — (Aagg +€2) < di(y1,21) — —e1 — €2

A - m A1 Ao A2
< )\11)\2 Mda(f(y1), f(21)) + Aier] — ()\%)81 — €2
< )\%dQ(f(yl)aﬂzl)) + i—; — i—l — &2
— L), F(a) ~ e
< ds(g(f(y1)), 9(f(z1)))
y
ds3(go f(yr), g0 f(z1)) = ds(g(f(¥1)), g(f(21))) < Aada(f (1), f(21)) + €2
< Xo[Mdi(y1,21) + €1] + €2
= )\1)\2d1(y1, Zl) + ()\281 + 82)
= /\d1(y1,21) +e
Por tanto (X1,d;) es C-T a (X3,d3). |

Ejemplo 3.4.3. Un espacio métrico es cuasi-isométrico a un espacio de un solo punto si y
solo si este tiene didmetro finito. Mds generalmente, la inclusion i : Y — X de un subcon-
Junto Y de un espacio métrico X es una cuasi-isometria si y solo st 'Y es cuasi denso en
X, es decir existe una constante C > 0 tal que cada punto de X wvive en una C'-vecindad de
algun punto de Y. En efecto:

i) Sea (X1,dy) un espacio métrico y sea Xy = {x2} y sea f: X7 — Xo

=) Si f es una (N €) cuasi-isometria, existen X > 1 ye > 0 tales que para todo z1,y; € X7,
%dl(xlayl) — e < d(f(z1), f(y1)) < Adi(z1,31) + €, pero f(z1) = f(y1) = w2, por lo que
dao(f(x1), f(y1)) = 0. Por tanto, para todo x1,y; € Xy, %dl(xl,yl) — e < 0 y de aqui que
para todo x1,y, € X1, di(x1,y1) < Ae < 00. Luego,

diam(Xy) = sup{di(z1,1) | 1,11 € X1} < Ae < 00, por lo que diam(X;) es finito.

<) Sidiam(X) es finito, entonces existe un numero real C' > 0 tal que para todo x1,y, € X7,
di(x1,11) < C. Sea\=C+1>1ye=1. Entonces para todo x1,1y, € Xq,

1
—~di(z1,51) —e =

\ di(z1,y1) =1 <0 =da(f(21), f(1)) < Adi(z1,91) + €.

1
C+1
Finalmente, como para todo xo € Xs, do(f(x1),22) = 0 para todo x; € Xy, tomando C =1
se tiene que para todo xo € Xo, do(f(x1),22) =0 < 1 = C para todo x; € X;. Por tanto f
es una (A, €) cuasi-isometria.
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Lema 3.4.4. Todo grupo finitamente generado es un espacio métrico, bien definido salvo
cuasi-isometrias.

Demostracion. Sea G un grupo con conjunto generador (finito) A. Sea dy : G x G — R
definida para todo g1, go en G por:

da(g1,92) = min{n > 0] g; g2 = aj'a3*---ar; a; € A; ¢; € {£1}}. Afirmamos que dy es
una métrica. En efecto:

i) De la definicién de d 4, es claro que d4 (g1, g2) > 0y que da(g1,g2) = 0siysélosi gy lge =1,
lo que a su vez equivale a que g; = ¢».

i1) Tenemos que para todo gy, g2 € G,

da(g1,92) = min{n > 0| gy g2 = a]'a5? - --as*; a; € A; g; € {£1}}. Sea da(gi,g2) = n, en-
tonces g; 'g2 = w con [(w) = n y de aqui que g; = gow ™" con I(w™!) = n, es decir g, 'g; = W
con W = w~ !y (W) = n. Por tanto da(go, g1) = n. En consecuencia, d(g1,g2) = da(g2, g1)-
iii) Sean g1, go,93 € G. Si da(g1,92) = p, da(g2,93) = ¢, entonces go = gyw con l[(w) =py
g3 = gow con l(W) = q. Luego, g3 = g2 = (q1w)w = g1 (ww) con l(ww) < l(w)+I(w) = p+q.
Por tanto da(g1,g93) < l(ww) < p+q=da(g1,92) + da(gs, g3). Por tanto d4 es una métrica
y en consecuencia (G, d4) es un espacio métrico.

Veamos ahora que la clase de cuasi-isometrias de (G, d4) es independiente de la eleccién de
A. En efecto:

Sean Aj, Ay dos conjuntos generadores(finitos) de G. Veamos que (G, da,) es C-I1 a (G, d4,).
En efecto, tomemos la identidad 14 : (G,da,) — (G,da,). Ademds, sean

A = max{da,(a,1) | a1 € A1}, Ao = max{da,(as,1) | az € Ay} y sea A = max{A, \2};
entonces A > 1. Sean g1, 92 € (G,da,). Tenemos los siguientes dos casos:

Caso i) Si g1 = go, tomando € = 0 se tiene que:

$da, (91,92) — € =0 = da,(ta(91), ta(g2) < Ada, (91, 92) + €.

Caso ii) Si g1 # ¢o, entonces g; 'go # 1, por lo que da,(g9;'g2,1) > 1. Tomando ¢ = 0,
tenemos que:

1 1 _ A
14 (91,92) =& = Sday (9702, 1) < Tl <1 (5)
De ota parte,
1<day(97'92,1) <X <A< Aday (97192, 1) = Ada, (91, 92) + € (6)

€s decir, €COomo dAz(gl'QQ) = dA2<Ld(gl>7Ld(92))v 1< dAz(Ld(gl)v Ld(92>> < )\dAl (91792) +¢e. De
la desigualdad (5) y la desigualdad (6), se sigue que:

$da, (91, 92) — € < day(ta(gr), ta(g2)) < Ada, (g1, 92) + €. De los dos casos anteriores se sigue
que (G, da,) estd embebido cuasi-isométricamente en (G, dy,).

De otra parte, dado h € (G,da,), sea g := h, entonces g € (G,da,) y

day(ta(g),h) = da,(g,h) = da,(g9,9) = 0 < 1. Tomando C' = 1 se sigue que para todo
h € (G,dy,), existe g € (G,da,) tal que da,(tq(g),h) < C. Por tanto (G,da,) es C-I a
(G,da,). |
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Observacién 3.4.4.1.

3.5

Notese que la accion de G sobre si mismo por multiplicacion a izquierda induce un
embebimiento ¢, : G — Isom(G,da), ésto pues dado g € G, si definimos ¢, : G — G
por ¢4(go) = ggo, para todo gy € G, entonces ¢, € Isom(G,da), ya que para todo
g1, 92 € G:

da(9g(91), D4(g2)) = dalggi, 992) = da((gg1) (992), 1)
=da(gy g2, 1)
= da(91,92)

Asi el embebimiento inducido es ¢ : G — Isom(G,dy) definido para todo g € G por
v(9) = ¢g-

Si para todo g1,92 € G, existe X > 1 tal que %dAl(gl,gg) < da,(91,92) < Ada,(91,92),
diremos que da, y da, son Lipschitz equivalentes.

Si dos métricas d y d' en un conjunto X son Lipschitz equivalentes, entonces la identidad
1q: (X, d) — (X, d") es una cuasi-isometria.

El grafo de Cayley C'4(G) de un grupo G con respecto a un conjunto de generadores A
es un grafo métrico con aristas de longitud 1. Como los vértices de C'4(G) corresponden
a palabras en F(A), la métrica que asociaremos al conjunto de vértices de ¢'4(G) es la
métrica de la palabra definida en el Lema 3.4.4.

(G, dy) es cuasi-isométrico a C'4(G) y grafos de Cayley asociados a diferentes conjuntos
generadores(finitos) para G, son cuasi-isométricos.

También podemos pensar en la inclusion G — (C4(G), la cual proviene de la accion
natural de G sobre C4(G), es decir g — g - 1. Desde este punto de vista, el hecho que
G — (4(G) sea una cuasi-isometria es una aplicacion de la primera proposicion de la
siguiente seccion.

Cuasi-isometrias provenientes de la accion de grupos

Lema 3.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico; sea G un grupo con conjunto generador A y
métrica de la palabra asociada da. Si G actia por isometrias en X, entonces para cada
punto base xo € X existe una constante p > 0 tal que d(g - xo,q - xo) < uda(g,qg’) para todo
9.9 €G.

Demostacion. Sea u = max{d(xg,a-x9) | a € AUA} ysean g,¢' € G. Si da(g,g) = n,
entonces ¢~ '¢' = ajas - - - a,, donde a; € AU A~! para todo i. Ahora, si g; = a; - - - a;, por la
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desigualdad triangular,

d(g - x0, 9"~ o) = d(0,(97"9') - 20)
= d(zo, (a1 -+ ay) - x0)
= d(xq, gn - T0)
< d(zo, g1 - o) + d(g1 - To, g2 - T0) + -+ + d(gn-1 - 20, gn - T0)
= d(x0, 91 - w0) + d(g1 - o, 92 - T0) + -+ - + d(gn-1 - 70, (g7 '9") - T0).

Ademds, para cada i se tiene que:
d(gi—1 - T, gi - o) = d(o, (gi__llgi) - o) = d(wo,a; - 1) < p
Por tanto para todo g,¢" € G,

< d(xg,ay - xg) + d(xo, as - xo) + -+ - + d(zo, ay - xg)
SptpteFp=pn=pds(g,g)

vV
n -términos

d(Q - Zo, 9/ : 96’0)

Proposicién 3.5.2. (Lema de Svar-Milnor)

Sea X un espacio de longitud. Si G actia propia, cocompactamente y por isometrias en X,
entonces G es finitamente generado y para cualquier punto base xg € X, la funcion g — g-xg
es una cuasi-isometria.

Demostracion. Como G actia cocompactamente en X, existe C' C X compacto tal que
G-C=X.Seaxoe XyD>0tal que C C B(xg,%). Entonces G - B(xg, D) = X (ésto
pues X =G-C C G- B(xy, %) C G- B(x, D) C X, por lo que X = G- B(zo, D)). Como X
es un espacio de longitud y G actia propia, cocompactamente y por isometrias en X, por el
Lema 3.1.3, X es un espacio geodésico propio y por tanto conexo. Como la acciéon de G en
X es propia, entonces A = {g € G | g B(zo, D) N B(xy, D) # ®} es finito; luego, tomando
U = B(xo, D) se tiene que U es un subconjunto abierto de X con G -U = X y como X es
conexo, por el Teorema 3.3.2, A genera a GG (sin embargo, haremos una prueba directa de
este hecho a continuacién). Asi G es finitamente generado.

Sea d4 la métrica de la palabra en G asociada a A. Como G actia en X por isometrias, por
el Lema 3.5.1 existe p > 0 tal que

d(g - 0,9 - x0) < pd(g,9') (7)

para todo g, ¢’ € G. Afirmamos que d y ds son G-equivariantes. En efecto, sea g € G y sean
x,y € X, entonces d(g - x,g-y) = d(z,y) pues G actia en X por isometrias.
Anélogamente, para todo g1, g2 € G,

da(g- 91,9 g2) = da((991) " (992), 1) = da(g; ' 92, 1) = da(g1, g2) (8)
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Sea ¢ : G — X, definida para todo g € G por ¢(g) = g - xo. Por (8), para todo g1, g» € G,

d(¢(91), p(g2)) < pdalgr, ga) (9)

Sea g € G y sea ¢ : [0,1] — X un camino en X de longitud finita con ¢(0) = zy y
c(1) = g - o (ésto es posible pues X es un espacio de longitud). Tomemos una particién
0=ty <ty <---<t,=1del0,1] tal que d(c(t;),c(t;41)) < £ paratodoi e {1,--- ,n—1}.
Para cada t;, tomemos un elemento g; € G tal que d(c(t;), g; - x9) < %; ademads tomemos
go =1y g, = g. Entonces para cada i € {1,---,n} tenemos que:

d(gi - o, gi—1 - o) < d(gi - xo, c(ti)) + d(c(ti-1), c(ti)) + d(c(ti-1), gi-1 - To)

La ecuacion anterior equivale a

d(g; 19 - w0, 20) < D (10)

Luego, si paracadai € {1,--- ,n}, a; := g; ', gi, entonces de (3) se sigue que d(a; 7o, 7o) < D,

por lo que a;-xg € B(xg, D) y como a;-xg € a;- B(xg, D), entonces para cadai € {1,--- ,n},
a; € A. De otra parte, notese que

9=90(90"91) (91" 92) -+ (9 29n-1)(9n 19n) = @102 -+ - ap_1ay € F(A) (11)

éstopues gp =1y g, = g.

Por tanto A genera a GG. Aln més, g es una palabra en F(A) de longitud n.

Como X es un espacio de longitud y xq, g -z € X, entonces

d(xg,g - xo) = inf{l(c) | c es una curva rectificable uniendo xy y g - xo}; luego podemos
tomar la curva c considerada arriba, de manera que

l(c) < d(zg,g-x0)+ 1 (12)
Sea 0 =ty < t; < --- <t, =1 la particién més fina de [0, 1], tal que d(c(t;),c(t;11)) < %
para todo 7 € {0,--- ,n — 1}. Como (X, d) es un espacio métrico, por definicién
n—1

l(c) = sup Z d(c(ti), c(tivr)),

a=to<t1 < <tn=b i=0

pero

id(c(ti),c(tiﬂ)) < ' g =(n—-1)—
Luego, b
(o) =(n-1)5 (13



De (12) y (13) se tiene que (n — 1)2 = ¢(c) < d(zo,g - :vo) + 1, de donde se sigue que
(n—1) < [d(zg, g-70)+1]2 y por tanto, n < [d(xo, g-z0) +1]2 + 1. De lo anterior y de (11),
tenemos que d4(1,9) <n < [d(mo,g xo)—i-l] +1, es decir, dA(l 9) < 2d(zo,9-20)+ (5 +1),
lo que a su Vez equivale a: —dA(l g) — D+3 < d(zo, g - xo) para todo g € G. En particular,
para g = gy ' go, se tiene que:

D _ D+3 _ D D+3
gdA<1791 192) - 3 < d(l‘o, (91 192) 'Io) = gdA(gl,gz) - 3 < d(g1 +Xo, g2 - Io)
D D+3
= gdA(91,92) i < d(p(g1), ¢(g2))

De esta ultima desigualdad y de (9), se tiene que para todo g1 g2 € G,

Dda(gr.90) — %2 < dlip(91). 9(92)) < prda(gn,g2) y como 125 < 2, entonces
DL%dA(gl,gg) D+3 < d((91), ¢(92)) < pdalg, g2) + 22, Sea N = max{D+3,u} entonces
A > 1. Tomando £ = 22, tenemos que:

1 D43 D D43 D+3
XdA(gl7g2) ——3— = D+3dA(91,gz) - < d(p(g1), ¢(92)) < pdalgr, g2) + —5—
D+3

< Mda(g1,92) + 3

es decir, para todo g1, g2 € G, ,l\dA(91792) —e < d(p(g1), p(g2)) < Ada(g1, 92) +&.
Finalmente, dado z3 € X, como X = G-B(xo, D) = U, 9-B(x0, D), entonces existen g € G
y 11 € B(zo, D) tales que xo = g - y1. Luego, d(p(g),22) = d(g - x0,9-11) = d(xo, 1) < D.
Hemos probado que para todo x5 € X existe z1 =g € Gy C = D > 0 tales que

d(p(g),x2) < D. Por tanto ¢ es una cuasi-isomertria. |

Cuasi-geodésicas

Definicién 3.5.3. Una (X, €) cuasi-geodésica en un espacio métrico X es un embebimiento
(A, €)- cuasi-isométrico ¢ : I — X, donde I es un subintervalo de R o la interseccion de Z
con tal intervalo. Mds explicitamente, f|t —t'| — e < d(c(t),c(t')) < At —'| + & para todo
t,t' el.

Si I = [a,b] entonces c(a) y c(b) se dicen los puntos finales de c; mientras que si I = [0, 00),
entonces ¢ se dice un rayo cuasi-geodésico.

Algunas invariantes de cuasi-isometrias

En este aparte estudiaremos un resultado que muestra que las cuasi-isometrias preservan
algunas estructuras algebraicas de pares de grupos cuasi-isométricos, como se menciond en
la introduccién de este trabajo.

Proposicién 3.5.4. Sean G y G grupos con conjuntos generadores finitos Ay y As. Si G4
es C-1 a Gy y Go tiene una presentacion finita (Ay | Ry), entonces Gy tiene una presentacion
finita (Aq | Ry).
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Demostracion. Procederemos de la siguiente manera: Como (G1,d4,) es C-1 a (Gy,da,), por
la Obsevacion 3.5.1, (Gy,da,) es C-1 a (Cy,(G1),da,) vy (G2,da,) es C-1 a (Cy,(G2),da,) v
como la relacién “ser C-I a”, es una relacién de equivalencia (ver Observacién 3.4.3), enton-
ces (Ca,(G1),da,) es C-I a (Cy,(G2),da,). De otra parte, sean Ky, y K los 2-complejos
combinatorios obtenidos pegando una coleccién finita de 2-celdas a los grafos C,4, (G1) v
Ca,(G2), respectivamente. Como G tiene presentacién (A, | Ry), por el Lema 3.2.4.1,
K, es simplemente conexo; por el mismo Lema, para probar que G tiene la presentacién
(A1 | Ry), basta probar que K es simplemente conexo. En efecto, como la métrica inducida
sobre el conjunto de vértices de K; y Ko, es la métrica de la palabra d4, y da,, entonces
K es C-1 a Ky. Luego existe una (\, ¢) cuasi-isometria f : K; — Ks; por lo que para todo
91,92 € Ki, 5da,(91,92) — € < da,(f(g1), f(92)) < Ada,(91,92) + € y para todo hy € Ky
existe hy € K; tal que da,(f(h1),hs) < C, para ciertos A > 1, ¢,C > 0.

Por la nota que sigue a la Definicién 3.4.1, existe una (X, &’) cuasi-isometria

f i (Kg,da,) — (Ky,dy4,) y una constante C’ > 0 tal que da,(ff'(2),2') < C'y
da,(f'f(z),x) < C' para todo 2’ € Ky y todo = € K;. Continuando con la prueba, sea

' (Ka,da,) — (K1, da,) la cuasi-inversa de f. Para mostrar que K; es simplemente conexo,
usaremos f para enviar lazos de K; a lazos de Kjy; para ello, tomemos un llenamiento (es
decir una curva homotdépica al disco D) en K5 y devolvamos éste a K7 usando la cuasi-inversa
f'. Una aproximacion apropiada para el mapeo resultante de un disco en K7, produce un
llenamiento completo para el lazo original en K.

Sea i € {1,2} y sea C; := C,.(G;). Sea p la longitud de la palabra mas grande en R,.
Entonces el 2-complejo K5 es obtenido a partir de Cy pegando 2-celdas a lo largo de las
aristas lazo de longitud menor o igual que p.

Sea m = max{\,e,C’, p} y sea M = 3(3m? + 5m + 1); entonces K; puede ser visto como el
2-complejo obtenido pegando 2-celdas a C'; a lo largo de cada arista lazo de longitud menor
o igual que M. Sea ¢ una arista lazo en C'| que recorre los vértices g1, ..., g, en este orden.
Podemos ver a ¢ como una funcién ¢ : 9D — (', donde D es el disco 2-dimensional. Como
D es simplemente conexo, nuestra prueba quedard lista si podemos demostrar que ¢ tiene
una extensién continua ¢ : D — K.

Sean vy, ..., v, las imagenes inversas de los g;, dispuestas en orden ciclico alrededor de 0D
y sea ¢ : 0D — (4 la funcién que manda la arista acotada por {v;,v;11} a una geodésica
en Cy conectando f(g;) a f(gi+1), donde los indices son tomados médulo n. Puesto que
K, es simplemente conexo, podemos extender ¢ a una funcién continua ?/Q\ D — K.
Seguidamente, asociemos a cada punto x € D un elemento h, € G5 tal que ¢(z) = h, 0 h,
es un vértice de la arista o 2-celda abierta a la cual éﬁ\(x) pertenece. Nétese que hy,, = f(g;)
y que puesto que ngﬁ es continua, d(qg(xl), Q/b\(xg)) < p para todo Ty, € D suficientemente

cercanos. Notése ademés que para todo = € 9D, d(¢(z), h,) = d(¢(z), hy) < 5 (ésto pues

o lap= ¢). Fijemos una triangulacién 7 de D tal que d(hy,, he,) < p si 21y 29 son vértices
adyacentes. Ademds, supongamos que vy, ..., v, son vértices de 7. Definamos ¢ |sp= { y

~

l(x) = f'(hy), para cada vértice z de T que estd en el interior de D.
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Afirmamos que ¢ envia cada par de vértices adyacentes x1,1o € 7T a elementos de GG; que
estan a una distancia de a lo mas % en (7. En efecto, dados x1, x5 € T vértices adyacentes,

consideremos los siguientes casos: R

Caso i) Si x1, 29 € OD. En este caso, d(¢(x1)l(x2)) = d(¢(xy1),l(x3)). Como ¢ : ID — Cy
envia la arista acotada {x1,x2} a una geodésica en Cy conectando f(g1) con f(gs); es decir
una geodésica conectando h,, con h,,, donde h,, = f(g1) v hy, = f(g2). Entonces,

d(l(z1)E(x2)) = d(l(21), L(x2)) = d(g1, g2) < Ad(f(91), f(92)) + Ae = Ad(ha,, hay) + A2
< A\p+ Ae
< mm +mm
=2m?
<3m*+5m+1
M

3

Por tanto d(?( )E( 2))

< M
=3
Caso i1) Si x1,xs € int(D). En este caso,

~ ~

d(l(x1)l(xa)) = d(f'(hay)s f'(Pay)) < Ad(hays b)) +6 < Ap+e <m” +m
<3m*+5m+1
M

=3
Caso iii) Si xq € int(D) y xo € 0D, con x5 entre v; y v;41. En tal caso,

d((z1), (22)) = d(f'(ha, ), (2))
< d(f'(hay), f'/(hay)) +d(f(hay), f'O(22)) + d(f'G(0i), f'd(22)) + d(fd(vi), (i)
+ d(€(v;), {(x2))
< (Ad(hays hay) + €) + [Ad(hey, d(22)) + €] + [Ad(9(v3), d(22)) + €]
+d(f'f(g:), (1)) +1

~ ~

= |
=
I

(g;) y como ¢ : 0D — C, con z3 y v; vértices

Como v; € 9D, ¢(v;) = 5(%) f
1 (esto pues en C; cada arista tiene longitud 1).
1
PE

consecutivos, entonces d(¢(v;), {( =
Ademis, d(hy,, hy) < p, d(hay, 6(22)) <
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(ésto dltimo pues v; y v;11 son vértices adyacentes) y d(f'f(g:),9;) < C'. Por tanto,

~ ~ 1 A
d(b(xy), (IQ))S()\p+€)+(/\§+6)—|—()\,0+6)+C"+1:)\p+€+§+€+>\p+€+0’+1

A
§2)\p+§+38+0/+1
§2m2+%+3m+m+1

9

<3m*+5m+1
M

3

~ ~

Caso i) Si x1, 29 € int(D). En este caso, {(z1) = f'(ha,) v €(x2) = f'(hs,), por lo que

~ ~

d(0(z1), 0(2)) = d(F'(hay)s [ (hay)) < Ad(hgy, hay) +€ < Ap+ € < mm +m
=m’+m
<3m*+5m+1
M

3
Por tanto, d(fA(xl),Z(a:g)) < 4 para todo par de vértices adyacentes z1, 2, € 7. En conse-

cuencia, ¢ : D — K es una funcién continua. Por tanto K es simplemente conexo. [ |
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4 Embebimientos cuasi-isométricos en el grupo de Thomp-
son [

En este capitulo discutiremos el grupo de Thompson F' que, como habiamos mencionado,
es caso de estudio en todas las discusiones de teoria geométrica de grupos y mostramos que
para todo n € Z* y todo m > 0, F™ x Z™ est4 embebido cuasi-isométricamente en F'.

4.1 Arboles binarios ordenados con raiz

Definicién 4.1.1. Un drbol binario ordenado con raiz T, es un drbol que satisface:
i) Tiene una raiz vy.

i1) Si consiste de mds vértices que vy, entonces vy tiene valencia 2.

iii) Si v es un vértice en T, con valencia mayor que 1, entonces, hay exactamente 2 aristas
€vr Y €y r las cuales contienen a v y no estdn contenidas en el arco (geodésica) que une a
vy con v.

Notaciones:

e Los bordes e, g y €, 1, son llamados borde derecho e izquierdo de T', respectivamente.
Vértices con valencia 1 en T los llamaremos hojas. Ordenaremos las hojas de T' de
izquierda a derecha.

e Definimos el lado derecho de 7' como el arco maximal de aristas derechas en el arbol
que empieza en la raiz de T'; el lado izquierdo del arbol se define andlogamente.

e Un subérbol binario ordenado con raiz 7" de T' es un arbol binario ordenado con
raiz, el cual es un subarbol de T cuyas aristas derechas e izquierdas son las aristas
derechas e izquierdas de T' respectivamente, pero cuya raiz no es necesariamente la
raiz de T.

e Un arbol con dos hojas serd llamado una careta.

Ejemplo 4.1.2. En la siguiente figura observamos un drbol binario ordenado con raiz en
Vg, un vértice vy de valencia 3 con sus respectivos aristas derecha e izquierda. Ademds, nos
muestra el borde derecho del drbol, con la linea un poco mds oscura.
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4.2 El grupo F

Sea [’ el conjunto de todos los homeomorfismos lineales por tramos del intervalo unidad [0, 1]
en si mismo, que son diferenciables excepto en finitos racionales de la forma o, a,n € N (los
cuales llamaremos racionales diadicos) y tales que, en sus intervalos de diferenciabilidad,

su derivada es una potencia de 2.

Observaciones: Sea f € F.

e f es una funcién creciente; asi, f(0) =0y f(1) =1, puesto que f es continua.

e Si0 <z <x; <--- <z, son los racionales diadicos donde f no es diferenciable,
entonces existen aq, ..., a, potencias de 2 y b, ..., b, racionales diadicos tales que
f(z) = a1z para x € [xo,21] y f(x) = a;x + b; para © € [z, 2], 1 =2,...,n.

Proposicion 4.2.1. F' con la operacion de composicion de funciones es un grupo.
Demostracion. Ver [2]. |

Definicién 4.2.2. Definimos un intervalo diddico estdandar IDE en [0,1] como un

intervalo de la forma [, %], donde a,n € N ya < 2" — 1.

Construiremos un arbol 7" usando una particién diddica en [0, 1], como sigue. Los vértices
de T son los IDE en [0, 1], un borde es un par (I, J) de IDE’s I,J tales que o [ es la mitad
izquierda de J, en cuyo caso (I,.J) es un borde izquerdo, o I es la mitad derecha de J en
cuyo caso (I, J) es un borde derecho.

Veamoslo mediante la siguiente figura:

Lema 4.2.3. Sea f € F. Entonces, eziste una particion diddica estandar (PDE)

O=xg<21<---<m, =1 tal que [ es lineal en todo intervalo de la particion y
0= f(zo) < f(z1) <--- < f(zn) =1 es una PDE.
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Demostracion. Escojamos una particion P de [0, 1] cuyos puntos son racionales diadicos y
tal que f es lineal en todo intervalo de P (existe puesto que f € F'). Sea [a,b] uno de los
intervalos de P. Como f € F, existe k € Z tal que f'(z) = 27%, para todo z € [a, b].

Seam € Ztal quem >0, m+k>0,2"a€Z,2"b € Z, 2™ f(a) € Zy 2" f(b) € Z.
Sean n = (b — a)2™ (claramente un entero) y ©o = a,z; = a + 55,..., Ty = a + g5 = b.
Asi, a = 29 < -+ < x, = b es una PDE. Ahora, supongamos que f(x) = 27%z + ¢, con ¢ un
racional diddico (puesto que f'(x) =27% en [a,b] y f es lineal).

Luego, f(z;) = fla+ 55) =27%(a+ 5%) + c =2 a+ c+ 5 = f(a) + 5%

Asi, f(a) = f(xo) < -+ < f(z,) = f(b) es una PDE. Aplicando el procedimiento anterior a
cada uno de los intervalos de la particion P podemos obtener la particion pedida. [ |

Definicién 4.2.4. Un diagrama de drboles es un par ordenado (T-,T,) de drboles tales
que T_ y Ty tienen el mismo numero de hojas. El drbol T_ es llamado el dominio o drbol
1zquierdo del diagrama, y a Ty se le llama el rango del diagrama o drbol derecho.

Observacién 4.2.4.1.

e Suponga f € F. Por el lema anterior, existen PDE P y @, tales que f es lineal en
cada intervalo de P y los envia a los intervalos de Q. Al elemento f se le asocia el
diagrama de drboles (T_,T,), donde T_ es un drbol correspondiente a P y T es el
correspondiente a Q).

e Dado un diagrama de drboles (T_,T.) para f, se puede obtener otro diagrama para f
adjuntando caretas a T y T, como sigue:
Sea I la n-ésima hoja de T, para algun entero positivo n, y J la n-ésima hoja de T .
Sean Iy, I las 2 hojas de la careta C' con raiz en I y Jy, Jo las hojas de la careta D
con raiz en J.
Como f eslineal en I, lo es en Iy y en Iy; ademds, como f(I) = J, entonces f(I;) = J;
y f(lz) = Jo. Ast, claramente, (T",T) donde T" =T_UC y T, =T, UD es un
diagrama de drboles para f.

e Reciprocamente, si existe un entero positivo n tal que la n-ésima y (n+ 1)-ésima hojas
de T, respectivamente T'y, son los vértices de una careta C, respectivamente D, con
raices I, Jp respectivamente. Se puede ver, facilmente, que las pendientes de f en las
hojas de C, son las mismas; asi, f envia Io linealmente a Jp. Es decir, el diagrama
(1,T1%) donde T" =T_ —C, T, =T, — D es un diagrama para f.

e Decimos que un diagrama de drboles (T, T, ) para una funcion f es reducido, si no
se le pueden quitar caretas como en el item anterior, obteniendo un drbol equivalente

para f.
o Si(T_,Ty) es un diagrama de drboles reducido para f, este es tunico.

e De ahora en adelante, cuando nos refiramos al diagrama de drboles (T_,TY)

correspondiente a f € F, nos referimos a su diagrama de drboles reducido y escribire-
mos f = (T_,T})
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o La multiplicacion en el grupo F de f = (T_,T.) yg = (5_,5,) se establece generando
diagramas reducidos representativos (T, T ) de f y (S, S)) de g, tales que T, = 5" ;
luego el producto fg es definido por fg = (1",5%).

Teorema 4.2.5. Sea [ una funcion de [0,1] en si mismo. Entonces, f € F sii existe un
diagrama reducido (T, Ty ) para f.

Demostracion. Es inmediata de las observaciones anteriores. [ |

Ejemplo 4.2.6. Mediante este ejemplo mostramos como visualizar las funciones de F' me-
diante diagramas de drboles. Sean

( . 1

%7 S’LOS.’L’Si,
Alw)=qz—1 sig<a<i

-3

2z —1, si3<z<1.

(1, sz'()ﬁxg%,

el glcp<d
Bz)={2?"% 2 =t =9
1 © 3 7

xr — 3 SZzg.ng,

(20 -1, sif<z<L

Los diagramas de drboles para las funciones A, B definidas arriba, son:

R Dy

Sea g = A y x, = AV"WBA™ ! para n > 1. Fdcilmente se puede ver que el diagrama de
arbol para x,, es el siguiente:

n aristas X, n aristas

RS

Lema 4.2.7. El grupo F' de Thompson es generado por A y B.

Demostracion. Ver [2]. |

Lema 4.2.8. Sean Fy = (A,B | [AB™!,A"'BA],[AB~',A2BA?)) y
Fy = (v, k>0 2 'wjo; = x50, sii<j). Entonces, existe un isomorfismo de grupos de
Fy a F5 el cual mapea A en xo y B en x7.

Demostracion. Ver [2]. |
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Lema 4.2.9. Ezxiste un isomorfismo de grupos de Fy y Fy en F.
Demostracion. Ver [2]. |
Observacion 4.2.9.1.

e Fn wvista de los Lemas 4.2.8 y 4.2.9, se tiene que el grupo F' de Thompson tiene dos
presentacions isomorfas, a saber:
F = (o, 1 | [zory ", 2g w10, [wory ", 257w 1a3]) v
F=(x, k>0| 2 'vjz; = 201, sii<j)

o Por el Lema 4.2.8 y el Lema 4.2.7, se sigue que F' es generado por xg y x1.

e La distancia con respecto a la métrica de la palabra inducida por el conjunto finito
estindar de generadores de F', {xo,x1}, entre elementos v,w € F, es
dp(v,w) = [v™1w].

4.3 Diagramas de pares de arboles y forma normal

Existe una correspondencia biyectiva entre el diagrama de arboles descrito en la seccién
anterior y la forma normal de un elemento en F', la cual describiremos a continuacién.

El exponente de una hoja numerada n en 7" o T, es definido como la longitud del
camino maximal consistente so6lo de bordes izquierdos, iniciando en n y que no toca el
lado derecho del arbol. Lo denotaremos por E(n). Notese que E(n) = 0 para una hoja
marcada n que sea una hoja derecha de una careta, pues no existe un camino consistente
solo de bordes izquierdos iniciando en n.

Ejemplo 4.3.1. Sea w = 22z 25 x5 vy . Entonces su diagrama de par de drboles asociado
es:

St numeramos las hojas del drbol izquierdo T_, por 0, 1, 2, 3, 4, 5, entonces los exponentes
correspondientes son E(0) =1, E(1)=0, E(2)=1, E(3)=1, E(4) =0y E(5)=0

Una vez calculados los exponentes de las hojas en T y en T',, podemos calcular la forma
normal del elemento w = (T_,7T,) € F, de la siguiente manera:

i) La parte positiva de la forma normal de w sera:

xOE(O)xf(l) e xﬁ(m), donde m es el nimero de hojas de T , T'; y los exponentes son obtenidos

de las hojas de T';.
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i1) La parte negativa de la forma normal de w sera:
xmyp M T % g, donde los exponentes son obtenidos de las hojas de T_.
Asi, la forma normal de w, sera:

E0) E(1 E _ —Qm—
xo()$1()"'l’m(m)x am g~ m=1 .

—a1 .—ag
m m—1 X Xy

Nota: Para mayor referencia sobre la forma normal de un elemento w € F, leer el Corolario

2.7 de [2].

4.4 Longitud de la palabra en F

Dado w € F', usaremos el siguiente teorema para aproximar la longitud de w, usando sélo el
niumero de caretas del diagrama de arbol reducido que representa a w.

Teorema 4.4.1. Sea w = (T_,T,) y sea N(w) el nimero de caretas en T_. Entonces
N(w) —2 <|w| <4N(w) — 4.

Demostracion. Ver la demostracién en [3]. |

4.5 Embebimientos cuasi-isométricos

En este aparte daremos varios ejemplos de embebimientos cuasi-isométricos de F" X Z™ en F',
paran € Z* y m > 0, los cuales si bien son homomorfismos, son tratables algebraicamente
y se pueden describir geométricamente en términos de diagramas de arboles. A este tipo de
embebimientos los llamaremos embebimientos geométricos cuasi-isométricos.

La funciéon desplazamiento ¢

Iniciamos esta seccion con un ejemplo de un embebimiento cuasi-isométrico F' — F', el cual
puede ser manipulado tanto geométrica como algebraicamente. Existe un homomorfismo
¢ : F — F, llamado funcion desplazamiento, definido sobre el grupo F' de Thompson, res-
pecto a la presentacién infinita F = (xy, k > 0| 2; 'zj2; = 2541, si4 < j), la cual aumenta
el indice de cada generador en 1; es decir ¢(xy) = xk41, para todo k > 0. Por ejemplo,
si w = 22w511377) 7 1, entonces d(w) = v2wer14ry Ty asi, si w estd en su forma normal,
también lo estard ¢(w).

El siguiente resultado muestra que cualquier potencia de ¢ es un embebimiento cuasi-
isométrico.

Teorema 4.5.1. Para cualquier entero positivo n, ¢" : F' — F es un embebimiento cuasi-
1Sométrico.

Demostracion. Sea w € F'y sea w = (T_,T) su correspondiente diagrama de arboles.

Si p(w) = (5-,54), de la definicién de ¢ es claro que (S_,S;) es el arbol compuesto de
una careta raiz, con (7,7, ) como el subarbol derecho. Asi, si v,w € F, el diagrama de
drboles que representa al producto ¢(w) '¢(v) tiene una careta méds en cada arbol que en el
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diagrama de 4drboles que representa a w~lwv.

Sean N(w™'v) y N(é(w) '¢(v)) el ntimero de caretas de los érboles izquierdos en los
diagramas de w™'v y de ¢(w) '¢(v), respectivamente. Por lo anteriormente expuesto,
N(p(w)to(v)) = N(w 'v)+1; ademés, por el Teorema 4.4.1 aplicado aw™ v y a ¢(w) " é(v),
se tiene que:

N(w ') =2 < |w | <4N(w'v) — 4 (14)
y
N(p(w)"'¢(v)) = 2 < [p(w) "' d(v)] < AN(p(w) ' (v)) — 4 (15)
Luego,
el < N ) — 1= N(o(w) () — 2 < [o(w) o) (16)

< AN(g(w) o (v)) — 4
=4(N(w o) +1)—4
=4N(w 'v) +4 -4
= 4N (w'v)
De (14) se tiene que N(w™'v) < |w o] + 2, por lo que 4N (w™v) < 4|w™v| 4 8; asi en (16)
se tiene que: 1w lv| < [p(w)te(v)| < 4jwtv| 4+ 8. Pero, como dp(w,v) = |w™tv|, donde

dp es la métrica en F respecto al conjunto generador infinito {zy | K > 0} y
|p(w) L p(v)| = dp(Pp(w), d(v)), tomando A = 4 y € = 8 se tiene que para todo w,v € F,

§d<w,v> — & < d(¢(w), (v)) < Ad(w, v) + (17)

Por tanto ¢ es un (A, e) embebimiento cuasi-isométrico.
Finalmente notese que para todo w,v € F,

d(¢*(w), *(v)) = d(¢p(w), $p(v)) < Ad(d(w), $(v)) + & < AAd(w,v) +¢] + ¢
= Nd(w,v) + Xe + ¢
= Nd(w,v) + (A + 1)e

y
A (), () = dlpo(w), 69(0)) = 1d(§(w). 6(v)) ~ € > §(3d(w,v) —<) — <
> %d(w, v) — 8(% +1)
1 (A+1)e
= ?d(w,v) — Ty

> ﬁd(w, v)— (A+1)e

Tomando N = A2 > 1y e := (A4 1)e > 0, se tiene que para todo w,v € F,

wd(w,v) — & < d(¢*(w),$*(v)) < Nd(w,v) + €, es decir ¢* es un embebimiento cuasi-
isométrico. Procediendo de manera inductiva sobre n, se llega a que para todo entero positivo
n, @™ es un embebimiento cuasi-isométrico. [ |
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La funciéon desplazamiento reversa v

Dando una representaciéon geométrica de la funcion desplazamiento ¢, podemos definir la
funcién desplazamiento inversa, la cual denotaremos por 1 y que actia de la siguiente mane-
ra: siw = (T_,Ty) € F, ¥(w) = (S_,54), donde S_ y S, se obtienen pegando 7_ y T en
las hojas izquierdas de una careta C. Por ejemplo, si w = x5z 125 25 '2y!, los diagramas
correspondientes a ¢(w) y ¥ (w) son:

ST

Observaciéon 4.5.1.1. Es natural considerar 1 como si fuese ¢. Sin embargo, en la litera-
tura v es menos mencionada y la razon es quizas por lo incomoda de tratar algebraica-
mente, distinto a lo que ocurre con ¢. Mas precisamente, st w € F estd escrito en su
forma normal, entonces la forma normal de ¢(w) es facilmente determinada, mientras que
la forma normal de 1) es un poco mdas dificil de determinar; para ello, sea w = (T_,T}) y
(w) = (S_,Sy), entonces las hojas con exponente 0 en T_ y T serdn hojas con exponente
1 en S_ yen Sy respectivamente, lo que da origen a nuevos generadores que aparecerdn en
la forma normal de ¥(w). Ademds, es dificil predecir teniendo solamente la forma normal
de w, qué generadores adicionales aparecerdn en la forma normal de ¢ (w). Por ejemplo, si
w = wiriryaies ey te ey ey ey b, entonces (w) = xizizgaie oy e e ?a eyt Afor-

tunadamente, desde el punto de wvista geométrico, podemos obtener para 1 un andlogo al
Teorema 4.5.1 para ¢.

Teorema 4.5.2. Para cualquier enteron, Y™ : F' — F' es un embebimiento cuasi-isométrico.

Demostracion. Expresemos 1 geométricamente en términos de diagramas de arboles, usan-
do la funcién ¢ y el automorfismo externo « de F, el cual efectua una reflexion vértical en
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cada arbol del par diagrama. Notese que « envia los generadores xg y 1 de F' al conjunto
generador alterno de F, {zy", xor122}. En efecto, ésto lo podemos comprobar mediante el
siguiente par de diagramas:

T PN
INTTRY L

Nétese de los dos primeros pares de drboles, que si w = g, a(w) = a(zy) = 75" y de los dos
tiltimos pares de arboles, que si w = z;, a(w) = w1752

Afirmamos que a : F' — F es una cuasi-isometria. En efecto, si w = (T_,7T,) € F, por lo
mencionado arriba, vemos que si a(w) = (S_, S ), entonces T y S_ tienen el mismo nimero
de caretas. Asi, si v,w € F, el diagrama representando a o' (v)a(w) tiene el mismo nimero
de caretas en cada arbol que los 4rboles corespondientes del diagrama representando v=1w;
luego N(v~'w) = N((a(v))ta(w)) y por el Teorema 4.4.1,

N tw) -2 < v w| <AN(v'w) — 4

N((a(v) " a(w)) =2 < [(a(v)) " a(w)] < 4AN((@(v) " a(w)) — 4
Luego, %\v_lwl +1 < N(v~'w), de donde se sigue que
}l\v_lw! — 1< [(a(v)) a(w)[N(v™w) = 2 = N((a(v) " a(w)) = 2 < [(a(v)) " a(w)] (18)
De otra parte,

[(a(v))ta(w)] < 4AN((a() ra(w)) — 4 = 4N (v 'w) — 4 < 4o~ w| + 4 (19)

De (18) y (19), tenemos que
Lo -1 -1
4_1|U wl—1< o (w),a)] < 4v " w|+4

de lo cual d(w,v) — 4 < d(a(w),a(v)) < 4d(w,v) + 4, por lo que @ es un embebimiento
cuasi-isométrico. Ademas, dado w € F, como « : F — F es un automorfismo, existe v € F’
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talque w = a(v). Sea ¥ := v € F; tomando C' = 1 se tiene que:

d(w, a(v)) = d(w,a(v)) = d(w,w) =0 <1 = C. Por tanto « es una cuasi-isometria de F.
De otra parte, nétese que ao ¢ o = 1. En efecto, como xy y x1 generan a F', basta ver que
aopoa(xy) =1(xg) y que aopoalx) =1(xr). Graficamente:

Para zo,
DO QN
RS AL

Para xq,

RO

Por tanto, a0 ¢ o @ = 1); pero como « y ¢ son embebimientos cuasi-isometricos y la com-
posiciéon de embebimientos es un embebimiento cuasi-isométrico (Ver la demostracién del
Lema 3.4.2), entonces 1 es un embebimiento cuasi-isométrico. Procediendo de manera
analoga que en la prueba del Teorema 4.5.1, se llega a que ¥™ es un embebimiento cuasi-
isométrico. [ |

4.6 Subgrupos clon de F

En la seccién anterior vimos que para cualquier entero positivo n, ¢™(F) y ¢"(F) estan
embebidos cuasi-isométricamente en F' y que un elemento w € F'y sus imédgenes ¢"(w) y
" (w), difieren en un ndmero finito de caretas; pero esta idea la podemos generalizar de la
siguiente manera:

Sea P = f,o0 f,_10---0 f1, donde cada f; es 0 ¢ 0 .
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Definicién 4.6.1. Un subgrupo clon de F' es la imagen de F bajo P, es decir P(F).

Los ejemplos més simples de subgrupos clon de F', son ¢"(F') y " (F); sin embargo existen
muchos ejemplos de subgrupos clon de F', sélo que existen muchas formas equivalentes de
desarrollarlos.

Sea P definida como arriba y consideremos el subgrupo clon P(F'). La idea siguiente es
describir este subgrupo, usando un direccionamiento binario; es decir en términos de arboles
binarios, a saber: Un nodo en un arbol binario esta dando una direccion, usando el siguiente
método inductivo. Dado un nodo con marca s, el hijo izquerdo del nodo serd marcada sO y
el hijo derecho del nodo sera marcado por sl. Por ejemplo, el hijo derecho del hijo derecho
del hijo izquierdo, del hijo derecho de la raiz tiene marca 1011.

Dada P como arribay w = (T_,7T}) € F, sea P(w) = (S_,S;). De las definiciones de ¢,
¥y P, sabemos que el arbol T sera un subéarbol de S_ y que T'; sera un subarbol de S,.
Seguidamente, consideremos la marca s = ¢, - - - €261 de la careta raiz de T como subarbol
de S_ y usemos s para asignar una marca al subgrupo clon P(F). Nos referiremos a P(F)
como Cy; por ejemplo, el subgrupo Cjg1; es la imagen ¢ip?.

Podemos también describir subgrupos clonados por su representacién como homeomorfismos

lineales del intervalo unidad; a saber: cada intervalo diadico [2%, Z;—nl] es afin equivalente al
intervalo unidad por una funcién afin con coeficientes diadicos; es decir, para cada
¢ 55, H] — [0,1], existe 6 : [0,1] — [0, 1], homeomorfismo lineal tal que ¢ |[2%,i;11]: ®.

Para una mejor ilustracion de lo anterior, ver la prueba del Lema 4.2.3.

Para un subgrupo clon fijo (s, donde s tiene longitud n, existe un subintervalo diadico

I' C [0,1], el cual contiene la coordenada z de todos los puntos de salto de elementos de Cs.

La longitud de I' es 2™ y los puntos finales de I’ son 2% ’;r—nl; es decir, los puntos finales

de I' pueden ser calculados usando la marca s. Por tanto, cualquier elemento de F' cuyos
i il

puntos de salto pertenecen todos al intervalo |5, 55|, serd un elemento de C. Por ejemplo,

en el subgrupo Cp11, el intervalo diddico que contiene todos los puntos de salto de éste, es

[, 2] 0 equivalentemente, [}, £%].

Observacion 4.6.1.1. Es facil ver que cualquier subgrupo clon Cs = P(F') es isomorfo a
F.

Demostracion. Sea ¢ : F' — Cj, definida para todo w € F por p(w) = P(w). Respecto a ¢
podemos afirmar que:

i) Claramente ¢ es un homomorfismo, pues P = f, 0 f,_10---0 f; donde f; es ¢ 0 ¥ y tanto
¢ como 1 son homomorfismos.

i1) ¢ es inyectiva: Siw = (T_,T,) € F y p(w) = P(w) = (5, 54), sabemos por definicién
que el par (7,7 ) es reducido; ademas, de las definiciones de ¢, ¥ y P, es claro no se puede
realizar ninguna reduccién adicional después de que el par (S_,S;) ha sido formado (ésto
pues tanto ¢ como 1) envian elementos en forma su forma normal em F a elementos en su
forma normal en ¢(F') y ¢(F), respectivamente ). Asi cada elemento de F' genera un tinico
elemento de C := P(F'). En consecuencia, ¢ es inyectiva.

¢ es sobre: Dado u € Cy = P(F), u= P(w) con w € F; es decir, u = p(w) con w € F. Por
tanto ¢ es sobre.
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De i), i) y i1i) se sigue que ¢ es un isomorfismo. En consecuencia, Cs := P(F) = F. [ |
Teorema 4.6.2. Cualquier subgrupo clon de F' es un embebimiento cuasi-isométrico.

Demostracion. Sea Cy := P(F'), donde P = f, 0 f,_10---0 f; (donde f; = ¢ 6 f; =), un
subgrupo clon de F'. De la definicion de C; es claro que C esta completamente determinado
por P; ademads, como ¢ y ¥ son embebimientos cuasi-isométricos y la composicion de embe-
bimientos cuasi-isométricos es un embebimiento cuasi-isométrico, entonces P(F) : F — F es
un embebimiento cuasi-isométrico. Por tanto C, es un embebimiento cuasi-isométrico. M

4.7 Subgrupos embebidos cuasi-isométricamente en F

En esta secciéon mostraremos a manera de ejemplos, algunos resultados importantes respecto
a subgrupos embebidos cuasi-isométricamente en el grupo de Thompson F'.

Proposicién 4.7.1. El subgrupo F' xZ generado por xox ", xo y x3 estd cuasi-isométricamente
embebido en F'.

Demostracion. De la Observacién 4.6.1.1, tenemos ¢"(F') = F', por lo que la forma normal
de un elemento en ¢™(F') es exactamente la misma cuando el elemento es considerado en F.
Sea x € ¢*(F) = F, entonces x = ;a2 -~ ap"x; *™ -, 2x; ™, donde todos los indices son
al menos 2 (ésto es claro de la definicién de ¢).

Sea D(z) =ri+ro+---+rp+s1+8+ -+ Sn+in+ jm- Ademds, recordemos que como
Z={x|)y F = {xo,x1 | [mox]", 25 2110), [w02] ", 75 22122]), entonces el producto directo
F' x 7 tiene la presentacion

F X7 = (o, 21,7 | [wox]*, w5 m1m0), [woxy g 2w wd), 2y ' Loz, oy P ) (20)

Sea F' = (wox[*, 29, 23) y sea ¢ : ' x Z — F', definida por o(z) = zox; ", ©(z9) = 22 y
¢(x1) = 3. De la definicién de ¢, es claro que ¢ es un isomorfismo, por lo que

FXZ2F = (xor]", 29, 73).

Ahora, sea T = (z¢z;")*z un elemento en F' x Z y computemos la forma normal de T en F.
En efecto, nétese que como x;lxjxi = 241 para todo ¢ < j, en particular xj_lxo = xoxj_jl
para todo 7 > 1. Luego,

(wox1)? = mox ] oyt = wo(x] two)y " = 2o (wowy )y = wiay Tyt

(zor1")’ = (wory ") woay" = agwy ay wory = ay(xg w3 wo)(wg wy \wo)ay = agry ay ey

3

(zoxy ") = (woxy ")’ woay " = ajwy! !

1 4

zoxy ' = wg(wg wy wo) (wg wy  wo) (wg Mo ) !
4

oA —1 1 1 1
=Ty, Ty Ty T] .

1 - 1
Lo Ty

En general, (zoz;')* = ko ta !, - 27" Luego,
7 = (wory e = (aguy wly ooy e @ ) (21)

49



2 _ -1 -1 _ ) .

try = (v wymi) (2 v57) = vj754 = v, Continuando de este modo, se
o O

llega a que x; wjr; = xj, ;. Luego,

Ademés, z;'x

wpay eyt e e ar = afay (o o R
= apay ' (g al g w)ay e
= gy ay g
= afry - ag e ey (e a2l
= apay ' agtal eyl eyt

koot =1 =1 1
= ToLi 4k Tk Lk Ty Ty

y
—1 . -1 _—1 _.—sm L TS82,,7S1 -1 . —1 _.—sm —1 L pTS2,,781

L Lo Ly Ty, Ljy "Ly~ = T (y ay,m w1) Ty "y
e 71 DY _Sm _1 “ .. 782 781
=Tk Tjmt1P1 " Ly Ly
_ 71”_( —1 _.—sm )( —1 71>'” —82 —81
_ -1 .. —1 _.—sm -1 _—1 L pTS2,,781
=Tk Ty La®y Ty TGy TG,
f— _Sm ... _51 _1 _1 DY _1
=Ttk Tkl Tpo1 Ty

{ r = k Tl LIS Tn 7Sm . .. _51 _1 _1 .« .. _1
Asl, T = aqay) g T T e T Ty Ty Ty, por lo que

D@)=ri+ro+-+r,+s1+ S+ + Sy, + 2k + (in + k) + (jm + k). Tenemos asi que
k+D(@)=k+ (ri+ro+-+rp+si 480+ 4 8m +in + jm)
< D(7)
=4k + (ri4rod - st so b Sy in )
<4k +4D(x)
=4(k+ D(x))

es decir, para todo * € F' X Z,
k+ D(z) < D(T) <4(k+ D(z)) (22)

Sea 7 : F — F x Z, definida por 7(z) = T = (292, ')*2. Dados z,y € F, por la Proposicién
2 de [1], L)(xT_ly) —2 < |z ylr <3D(z'y) y por la Ecuacién (22),

k+D(z'y) < D(r(zx) " '1(y)) < 4(k+ D(x'y)); asi combinando estas dos tltimas desigual-
dades, tenemos que:

drxz(7(2), 7(y)) = [7(2)'7(y)|rxz < 3D(r(2)"'7(y)) < 12k +12D(2""y)
< 12k + 72|27 y|p + 144
= 72|z y|p + 12(k + 12)
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es decir,
d(1(z),7(y)) < 72d(z,y) + 12(k + 12) (23)

d(z,y) = [+7'y| < 3D(a"'y) < 3D(r(x)"'7(y)) — 3k
< 18|7(z) M (y)| + 36 —
= 18|7(x) " *r(y)| + 3(12 — l{:)
< 72|7(x) ' (y)| + 12(k +12)

= 72[|7(z) " (y)| + = (k: + 12)]
por lo que d(z,y) — #(k +12) < dpyz(7(2),7(y)), de donde se sigue que
561(50 y) = 12(k +12) < dpxz(7(2), 7(y)) (24)

De la Ecuacion (23) y la Ecuacién (24) tenemos que
Sdp(x,y) — 12(k + 12) < dpuz(r(2),7(y)) < 72dp(z,y) + 12(k 4+ 12). Por tanto 7 es un
embebimiento cuasi-isométrico, es decir F' X Z esta C-I embebido en F. [ |

Proposicién 4.7.2. Si R, S, T y W son espacios métricos tales que R estd C-I embebido en
S y T esta C-1 embebido en W, entonces R x T' estda C-1 embebido en S x W.

Demostracion. Como R estd C-I embebido en S y T estd C-I embebido en W, existen
a:R— Sy p:T— W yexisten constantes A\j, \o > 1, £1,e9 > 0, tales que:
para todo x,y € .S,

1

Cdn(a.y) — =1 < ds(ale),a(y)) < Mdnley) + 24 (25)
y para todo s,t € T,
dn(s,t) 2 < d (5(5), 5(0) < Ny (s.) + (26)

Ahora, sea ¢ : RxT — S x W definida para todo (v,w) € Rx T por ¢(v,w) = (a(v), B(w)).
Luego, para todo (z,y), (v,w) € R X T tenemos que:

dgxw (p(x,y), p(v,w)) = dsxw ((a(z), B(y)), (a(v), B(w))

)
= ds(a(z), a(v)) + dw(6(y), B(w))
< >\1dR<33' U) +e1 +>\2dT( ,w) + €9

(27)

Sean A\ = max{A1, A2} y € = £1 + €2. Entonces la ecuacién (27) se transforma en:

dsxw (o(z,y), p(v,w)) < Adr(z,v) + dr(y, w)] + £ = Mrxr((2,y), (v,w)) +e (28)
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Ademés, /\ildR(x,v) — &1 <dg(a(x),a(v))y /\QdT(y, w) — ey < dw(6(y), B(w)), por lo que

Aildmx v)+ A—Zdﬂy,) (61 + &) < ds(alz), a(v)) + dw(B(y), Bw))

y como A Z )\17)\27 entonces %dR(‘Tav) + %dT(yaw) —¢€ S dSXW((Oé(:L‘)7B<y>)a (oz(v),ﬁ(w))),
es decir,

Siler (), (0,10)) — & < dn(p(a,), (0, 0) (29)

De la ecuacién (28) y la ecuacién (29) se sigue que R x T' estd C-I1 embebido en S x W. W
Como un caso particular de la proposicién anterior, se tiene el siguiente lema.

Lema 4.7.3. Si X, Y son espacios métricos tales que X esta C-1 embebido en F' yY estd
C-1 embebido en F, entonces X XY esta C-1 embebido en F x F.

Demostracion. La demostracion es consecuencia inmediata de la Proposiciéon anterior, tomando
S=W=F. [
Proposicién 4.7.4. F x F := F? estd C-I embebido en F.

Demostracion. Sea ¢ : F'— F x F definida para todo w € F por ¢(w) = (¢p(w), (w)).

Por el Teorema 4.6.2, Cy := ¢(F) y C} := ¢(F) estan C-1 embebidos en F. Luego existen
A, Ao > 1, 1,89 > 0, tales que:

i) Para todo z,y € F, 3-dp(z,y) — &1 < dp(p(x), 6(y)) < Mdrp(z,y) +e1y

i1) para todo v,w € F, /\%dp(v,w) — &9 < dp(Y(v),¥(w)) < Aadp(v,w) + 9. Ahora, para
todo v, w € F, tenemos que:

dr(v,w) < AMdp(@(v), p(w)) + Adier < Mdp(d(v), o(w)) + Aier + Aadp(P(v), Y(w)) + Aoea.

Sean A = A\; + Xo > 1y e = Ae; + Aaegg > 0, por lo que la ecuacion anterior se transforma
en:

(0)), (¢( ) p(w))) + ¢

dp(v,10) < Ndp(0(0), 6(w) + dp((0), ()] + 2 = Mpp (0(0), 6
= Mpr(p(0) ) +
S )\dFXF((,D(U), (lU)) + )\8
de donde
Sde(v,0) = £ < drep(p(0), 9(w) (30)

De otra parte,

dpxp(p(v), p(w)) = dpxp((6(v), Y(v)), (d(w), Y(w))) = dr(¢(v), p(w)) + dr(Y(v), Y(w))
< Mdp(v,w) + €1 + Aodp(v,w) + &9
< (A1 + X)dp(v,w) + (A1 + Agga)
= ANdp(v,w) + ¢
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Es decir,

drxr(p(v), p(w)) < Adp(v, w) + e (31)

De las ecuaciones (30) y (31) se sigue que para todo v,w € F,
$dp(v,w)—e < dpxp(p(v), o(w)) < Adp(v, w)+e. Por tanto F estd C-I embebido en F' x F
lo que a su vez implica que F' x F' estd C-I embebido en F. [ |

Teorema 4.7.5. Para todon € Z* ytodom > 0, F"XZ™ estd embebido cuasi-isométricamente
en el grupo de Thompson F.

Demostracion. Por la Proposicion 4.7.1, F x Z esta C-I embebido en F'y como Z esta C-1
embebibo en Z, entonces por la Proposicion 4.7.2, (F X Z) x Z esta C-1 embebido en F X Z y
como F' x Z esta C-I embebido en F'y la relacién “estar C-I embebido en ”, es una relacién
de equivalencia, entonces F x Z? esta C-I embebido en F. Andlogamente, F' x Z3 esta C-1
embebido en F'. Procediendo de manera inductiva sobre m, llegamos a que para todo m > 0,
F x Z™ esta C-1 embebido en F'.

De otra parte, como F' x Z™ esta C-I embebido en F'y F x F esta C-I embebido en F',
utilizando nuevamente la Proposicion 4.7.2 y el hecho que la relacién “estar C-I embebido
en 7, es una relacién de equivalencia, se tiene que F' x (F x Z™) esta C-1 embebido en F', es
decir F? x Z™ esta C-1 embebido en F. Procediendo de manera inductiva sobre n se llega a
que para todo n € Z*, F" x Z™ estd C-I embebido en F. Por tanto, para todon € Z* y
todo m > 0, F™ x Z™ esta C-I embebido en F. [ |
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