EL PAPEL DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS EN LA EDUCACION BASICA Y MEDIA

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

AISNARDI SOTO ACEVEDO

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS
MAESTRIA EN LA ENSENANZA DE LAS CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
MEDELLIN COLOMBIA
2013






EL PAPEL DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS EN LA EDUCACION BASICA Y MEDIA

- -

A% Ny

A,
t V¥ P (-
.".9. .Nf- ’

Ton

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

AISNARDI SOTO ACEVEDO

Trabajo final presentado como requisito parcial para optar al titulo de:
Magister en Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales

Director:
Msc. ELMER JOSE RAMIREZ MACHADO

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS
MAESTRIA EN LA ENSENANZA DE LAS CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
MEDELLIN COLOMBIA
2013






Agradecimientos

A la Universidad Nacional de Colombia Sede Medellin por propiciar espacios para
la cualificacién docente.

Al profesor EImer Ramirez Machado por su acompafiamiento y disposicion en el
proceso de asesoria.

A los profesores Juan Gonzalo Moreno y Fernando Puerta por sus inolvidables y
maravillosas clases colmadas de sabiduria, de pasion por el conocimiento y de un
profundo respeto por el otro. Tener la posibilidad de conocer estos dos grandes
maestros representa para mi un invaluable privilegio.

A mis amigos y a mi familia quienes siempre han sido mi apoyo, mi motivaciéon y
mi fuerza.






EL PAPEL DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
EN LA EDUCACION BASICA Y MEDIA

RESUMEN

Es innegable que el mejoramiento de los ambientes de aprendizaje, depende en
gran medida de la transformacion de las practicas de ensefianza asociadas, entre
otros factores, a educadores con conocimiento de lo que ensefian y de como se
ensefa. Esta propuesta pretende abordar estos dos aspectos haciendo en primer
lugar un recorrido histérico y conceptual por la geometria analitica para destacar
su importancia no solo en el ambito de las matematicas sino en el de la educacion
matematica. Y en segundo lugar enfatizando en el disefio de situaciones
problema como una estrategia didactica que propicia niveles de conceptualizacion

y simbolizacion de manera progresiva hacia la significacion matematica.

PALABRAS CLAVE: Situacion problema, geometria analitica, funcion cuadratica,

parabola, ecuacion cuadratica

ABSTRACT

It cannot be doubted that the improvement, within learning environments,
depends a lot on the transformation of the teaching methods related, among
other factors, to teachers who know about what they teach and how to
teach it. The proposal of this writing is to deal with these two aspects.

Firstly, there is a historic and conceptual overrun through the analytic
geometry in order to remark its importance not only within the limits of
mathematics but inside the mathematical teaching.
Secondly, it is emphasized the design of problematic situations as a
didactic strategy that generates, in a progressive way, conceptual and

symbolical levels towards the mathematical signification.

KEY WORDS: Problematic situation, analytic geometry, quadratic function ,

quadratic equation, parabola.
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Introduccion

INTRODUCCION

En los diferentes estudios sobre los factores asociados al éxito en el desemperio
de los estudiantes, se sefala que éstos deben ser abordados desde una
perspectiva integral. Entre otros se citan la gestion de la institucion, la coherencia
del curriculo, el uso pedagdégico del tiempo escolar, las condiciones basicas para
la permanencia, la existencia de material educativo de apoyo para docentes y
alumnos, y la participacién de las familias®. Sin embargo no puede desconocerse
que el papel del maestro para generar ambientes de aprendizaje altamente
eficaces es un factor fundamental, que puede atenuar considerablemente el efecto
de los demas factores. Si bien para mejorar el desempefio académico es
necesario crear las condiciones que faciliten el proceso de aprendizaje, es
indudable que la estrategia central de transformacién se traduce en practicas de
ensefianza mas efectivas. Avanzar hacia la calidad de la educacién implica
coordinar acciones en la formacion de los educadores para desarrollar o fortalecer
sus competencias profesionales, actualizar y profundizar sus conocimientos,
crecer en lo personal y mejorar su desempefio y su clima institucional. Una
formacion que le permita cualificar sus practicas pedagdgicas al tiempo que se
desarrolla como persona y como profesional, respondiendo a las expectativas,
necesidades y demandas de la sociedad. Estas practicas estan asociadas, entre
otros factores, a educadores con conocimiento de la disciplina que ensefian y con

conocimiento pedagdgico del contenido que ensefian:

“El conocimiento profesional del docente tiene como uno de sus pilares el
conocimiento disciplinar, pero, estd esencialmente relacionado con las
elaboraciones y construcciones que el docente propone para un topico especifico
y las representaciones multiples de éste, asi como con los propésitos didacticos
involucrados. Hace referencia ademas a los mecanismos de pensamiento y

razonamiento que pueden resultar fructiferos para el objetivo pedagdgico, junto a

! Programa para la transformacién de la calidad educativa. Ministerio de Educacién Nacional, 2011,
pag. 3.
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los valores, creencias y concepciones que participan en la practica de la
ensefianza-aprendizaje en un nivel determinado. En consecuencia, la competencia
del docente en el area de matematicas se relaciona con el uso flexible y
comprensivo, en contextos diversos, del conocimiento matematico y del
conocimiento matematico escolar para transformar el saber a ensefiar en objeto
de ensefianza (trasposicion didactica). Este uso se puede evidenciar, entre otros,
en su capacidad para analizar, razonar, y comunicar ideas efectivamente, para

formular, resolver e interpretar problemas en situaciones didécticas.™

Las indicaciones planteadas por el Ministerio de Educacion Nacional en torno a las
lineas fundamentales para la enseflanza y aprendizaje de las mateméaticas en
Colombia, buscan impulsar el desarrollo de la misma, tanto en su investigacion
como en el mejoramiento de sus procesos para potenciar la interaccién cultural en
la formacion matematica de los estudiantes. En los lineamientos curriculares de
matematicas se plantean como actividades propias de esta area: estimular la
actividad y las operaciones mentales, activar la capacidad de razonamiento y de
pensamiento critico y creativo, generar procesos mentales superiores, contribuir a
organizar la mente y a formar para la toma de decisiones y para la formulacién,

andlisis y solucion de problemas.

Potenciar el pensamiento matematico es un reto escolar al que esta propuesta
pretende contribuir mostrando como la Geometria Analitica cobra una importancia
relevante no sélo como una herramienta fundamental de la Matematica sino
también de la Educacibn matematica, puesto que desarrolla elementos
conceptuales comunes que permiten el disefio de situaciones de aprendizaje, y en
particular de situaciones problema, que integran la mayoria de los pensamientos
planteados en los lineamientos curriculares de matematicas: pensamiento
numérico, pensamiento espacial, pensamiento métrico, pensamiento aleatorio y

pensamiento variacional. Ademas posibilita que los procesos de aprendizaje de

2 Documento guia evaluacién de competencias en matematicas. Ministerio de Educacién Nacional y
Universidad Nacional, 2011, pag. 40.
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las matematicas se den a partir de la construccion de formas generales y

articuladas de esos mismos tipos de pensamiento.

El conocimiento profesional del educador matemético es complejo, incluye
contenidos de y sobre la disciplina: conceptos y procedimientos, métodos de
construccion, validacion y comunicacion, estructuras cognoscitivas, aplicaciones,
construccion de modelos matematicos, planteamiento y solucioén de problemas; asi
como, conocimientos filosoficos, historicos y sociolégicos sobre las matematicas.
Por tanto esta propuesta va dirigida a docentes de matematicas de la basica
secundaria y media, y pretende desarrollarse en tres momentos principales. En el
primero se hara una sintesis de los elementos tedricos expuestos por el profesor
Orlando Mesa en el texto: “Contextos para el disefio de situaciones problema en la
ensefianza de las matematicas”, para enfatizar en el disefio de situaciones
problema como un instrumento de ensefianza y aprendizaje que propicia niveles
de conceptualizacion y simbolizacion de manera progresiva hacia la significacion
matematica. En el segundo momento se pretende destacar la importancia, no solo
en el ambito de las mateméticas sino en el de la educacion matemética, de la
geometria analitica a través de una resefia histérica apoyada principalmente en el
texto “Origenes y evolucion histérica de la geometria analitica” de Pedro Miguel
Gonzalez Urbaneja. Finalmente para vincular los dos momentos anteriores se
mostrara el disefio de una situacion problema en el ambito de la geometria
analitica, en particular sobre la funcién cuadréatica, su gréfica y su ecuacién
asociada, en la que se busca una reorganizacion de contenidos y de la forma de
su ensefianza, que posibilite la construccion de significados por parte del

estudiante.



4

EL PAPEL DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA EDUCACION
BASICA Y MEDIA

1. JUSTIFICACION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Es innegable que las matematicas son una parte importante de la cultura y en este
sentido uno de los objetivos de la educacion matematica es contribuir a dar
sentido al entorno globalizado sostenido tecnolégicamente en el que estamos
indefectiblemente inmersos. Este es un aspecto que se destaca en los Estandares

Bésicos de Competencias en Mateméticas:

“Las matematicas son una actividad humana inserta en y condicionada por la
cultura y por su historia, en la cual se utilizan distintos recursos linguisticos y
expresivos para plantear y solucionar problemas tanto internos como externos
a las matematicas mismas. En la busqueda de soluciones y respuestas a estos
problemas surgen progresivamente técnicas, reglas y sus respectivas
justificaciones, las cuales son socialmente decantadas y compartidas.”

La historia de las matematicas no puede aislarse de la historia de la humanidad,
puesto que el desarrollo de la una ha avanzado paralelamente con el desarrollo de
la otra. En la actualidad, la mayoria de las ciencias incluso las humanas y sociales
tienen cada vez mas caracter mateméatico, pues muchos comportamientos
sociales y econémicos se explican a través de modelos matematicos. Este
proceso de modelizacion es precisamente uno de los cinco procesos generales
gque se contemplan en los Lineamientos Curriculares de Matematicas. La
modelacion puede entenderse como la deteccion de esquemas que se repiten en
las situaciones cotidianas, cientificas y matematicas para reconstruirlas
mentalmente®. En el caso de la educacién matematica para la basica secundaria y
media, la modelacion se refiere a la simplificacién y restriccion de la complejidad
de una nueva situacion para reducirla a una situacion ya conocida, de tal manera

que se pueda detectar facilmente qué esquema se le puede aplicar, como se

3 Estandares basicos de competencias en lenguaje, matematicas, ciencias y ciudadanas. Ministerio
de Educacion Nacional, 2006, pag. 50.
* Estandares basicos de competencias en lenguaje, matematicas, ciencias y ciudadanas. Ministerio
de Educacién Nacional, 2006, pag. 53.



Justificacion | 5

relaciona con otras y qué operaciones matematicas pueden ser pertinentes para

responder a las preguntas que suscita dicha situacion.

En los Lineamientos curriculares también se plantea que los sistemas geométricos
se construyen a través de la exploracion activa y la modelacion del espacio, y que
en estos sistemas geométricos se hace énfasis en el desarrollo del pensamiento
espacial que se refiere al conjunto de procesos cognitivos mediante los cuales se
construyen, manipulan, relacionan y transforman las representaciones mentales
de los objetos del espacio y sus diversas traducciones a representaciones
materiales. La importancia de la ensefianza de la geometria también ha sido
reconocida por autores como Hernandez y Villalba (2001) quienes brindan una
vision de la geometria, entre otras, como:

* La ciencia del espacio, vista ésta como una herramienta para describir y medir
figuras, como base para construir y estudiar modelos del mundo fisico y otros
fendmenos del mundo real.

» Un punto de encuentro en una matematica tedrica y una matematica como fuente
de modelos.”

Otro autor que sefiala la importancia de la ensefianza de la geometria es Almeida
(2002), quien afirma que tener una cultura geométrica con vision historica e
interdisciplinaria, aplicar conocimientos geométricos para modelar, crear o resolver
problemas, entre otros, tendrian que ser algunos de los objetivos generales que
todo ciudadano deberia alcanzar durante su formacién basica®. Pero en nuestro

sistema de educacion, usualmente los contenidos de geometria no son abordados

> Gamboa, Ronny y Ballestero, Esteban. Algunas reflexiones sobre la didéctica de la geometria en:
https://docs.google.com/a/unal.edu.co/viewer?a=v&q=cache:hrHu8z7xeSAJ:www.cimm.ucr.ac.cr/o
js/index.php/CIFEM/article/download/629/608+&hl=es&gl=co&pid=bl&srcid=ADGEESjnXe9wTEpTa
kAIZS8nXLNdr5q31A029_R3ZCgzxeDI_yODWI2g9N-YhKs7smTNk-
ruZ96rwe8Gw4iwgr6GhvHiErRf6sDRKcBWcNbmCLBNNwIVB3N2eOHRHBRgGTOK2HWEENytZ&sig=AH
IEtbQAF7_ri3G8_v7xYMMKK5JdmCQICw

® Gamboa, Ronny y Ballestero, Esteban. Algunas reflexiones sobre la didactica de la geometria en:
https://docs.google.com/a/unal.edu.co/viewer?a=v&q=cache:hrHu8z7xeSAJ:www.cimm.ucr.ac.cr/o
js/index.php/CIFEM/article/download/629/608+&hl=es&gl=co&pid=bl&srcid=ADGEESjnXe9wTEpTa
kAIZS8nXLNdr5g3I1A029_R3ZCgzxeDI_yODWI2g9N-YhKs7smTNk-
ruZ96rwe8Gw4iwgr6GhvHiErRf6sDRKcBWcNbmCLBNNwIVB3N2eOHRHBRgGTOK2HWEENytZ&sig=AH
IEtbQAF7_ri3G8_v7xYMMkK51dmCQICw
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https://docs.google.com/a/unal.edu.co/viewer?a=v&q=cache:hrHu8z7xeSAJ:www.cimm.ucr.ac.cr/ojs/index.php/CIFEM/article/download/629/608+&hl=es&gl=co&pid=bl&srcid=ADGEESjnXe9wTEpTakAIZS8nXLNdr5q3IAo29_R3ZCgzxeDI_yODWl2g9N-YhKs7smTNk-ruZ96rwe8Gw4iWqr6GhvHiErRf6sDRKcBWcNbmCLBNNwIVB3N2eOHRHBRgT0K2HWEENytZ&sig=AHIEtbQAF7_ri3G8_v7xYMMkK5JdmCQICw
https://docs.google.com/a/unal.edu.co/viewer?a=v&q=cache:hrHu8z7xeSAJ:www.cimm.ucr.ac.cr/ojs/index.php/CIFEM/article/download/629/608+&hl=es&gl=co&pid=bl&srcid=ADGEESjnXe9wTEpTakAIZS8nXLNdr5q3IAo29_R3ZCgzxeDI_yODWl2g9N-YhKs7smTNk-ruZ96rwe8Gw4iWqr6GhvHiErRf6sDRKcBWcNbmCLBNNwIVB3N2eOHRHBRgT0K2HWEENytZ&sig=AHIEtbQAF7_ri3G8_v7xYMMkK5JdmCQICw
https://docs.google.com/a/unal.edu.co/viewer?a=v&q=cache:hrHu8z7xeSAJ:www.cimm.ucr.ac.cr/ojs/index.php/CIFEM/article/download/629/608+&hl=es&gl=co&pid=bl&srcid=ADGEESjnXe9wTEpTakAIZS8nXLNdr5q3IAo29_R3ZCgzxeDI_yODWl2g9N-YhKs7smTNk-ruZ96rwe8Gw4iWqr6GhvHiErRf6sDRKcBWcNbmCLBNNwIVB3N2eOHRHBRgT0K2HWEENytZ&sig=AHIEtbQAF7_ri3G8_v7xYMMkK5JdmCQICw
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0 se presentan como productos acabados de la actividad matematica dejando de

lado los procesos implicitos de construccién y razonamiento.

En el caso particular de los estandares basicos de competencias en matematicas
para los grados décimo y undécimo se propone el abordaje de la geometria
analitica mediante la resolucion de problemas en los que se usen las propiedades
geométricas de figuras conicas por medio de transformaciones de las
representaciones algebraicas de esas figuras. Cabe anotar el hecho de que la
geometria analitica cobra una importancia relevante pues su aparicion es uno de
los momentos mas importantes en la historia de las matematicas. Como lo sefiala

Javier de Lorenzo:

“El cambio notacional y la geometria analitica, en Gltima instancia dan paso a
los conceptos de funcion, variables y constantes. Conceptos en torno a los
cuales va a girar la matematica desde el siglo XVII hasta los primeros afios de

nuestro siglo.””’

La geometria analitica es innegablemente una herramienta fundamental de la
matematica y a la vez de la educacion matematica, porque de un lado permite que
las cuestiones geométricas puedan formularse algebraicamente y que los
objetivos geométricos puedan alcanzarse por medio del algebra, e inversamente,
facilita la interpretacion geométrica de los enunciados algebraicos, lo que propicia
una percepcion mas intuitiva de su significado, con la posible apertura a la vision

de nuevos problemas y conclusiones:

“La Geometria Analitica es una poderosa herramienta del pensamiento
matematico que al unir la Geometria con la Aritmética, a través del Algebra,
democratiza la Geometria y la Matematica en general. La fuerza algebraica
inexorable de la Geometria Analitica la convierte en un instrumento que permite a

cualquier persona normal, a todo escolar que tenga pequefios rudimentos de

’ DE LORENZO, Javier. Introduccién al estilo matematico. Madrid, 1971.
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Algebra resolver problemas geométricos. En este sentido decimos que la
Geometria Analitica es una geometria democratizadora, y por tanto un potente
utensilio de la Matematica escolar. Al sustituir las ingeniosas y complejas
construcciones geométricas euclideas por sisteméticas y mecénicas operaciones
algebraicas, con una elegancia, rapidez y plenitud heuristica que funde en un
anico acto el descubrimiento y la demostracion, la Geometria Analitica cambié la
faz de las Matematicas —en frase de Morris Kline— y la faz de la Educacion

Mateméatica.”®

Sin embargo la geometria analitica aun no ha alcanzado el sitio preferencial que
merece en el curriculo escolar, ni en su ensefianza se han logrado introducir los
cambios que permitan generar ambientes propicios para un aprendizaje
significativo por parte de los estudiantes:
“Se supone que la geometria analitica presenta los modelos algebraicos para
las situaciones geométricas. Pero, tan pronto como los estudiantes son
introducidos a estos métodos nuevos, son empujados repentinamente a un
mundo de calculos y simbolos en los que se rompen las ligas entre las
situaciones geométricas y sus modelos algebraicos y con frecuencia son

omitidas las interpretaciones geométricas de los céalculos numéricos”. °

En el caso particular de mi experiencia como docente de matematicas de los
grados décimos y undécimos de las diferentes instituciones donde he laborado, he
constatado la validez de lo anteriormente expuesto pues aunque dentro del plan
de estudios institucional aparece la tematica de la geometria analitica para el
grado décimo, la realidad es que no se aborda adecuadamente porque hace parte
de las ultimas unidades programadas en el afio lectivo. Esta situacion provoca que
no se vincule como un continuo aprendizaje, las tematicas del algebra y la
geometria desarrolladas en los grados octavo y noveno, y ademas que no se

genere un puente propicio para el anclaje de conceptos previos necesarios en el

8 GONZALEZ, Pedro Miguel. Origenes y evolucion histérica de la geometria analitica, pag 147
° Perspectivas para la ensefianza de la geometria en el siglo XXI. Documento de discusion para un
estudio ICMI, 2001.



8

EL PAPEL DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA EDUCACION
BASICA Y MEDIA

tratamiento del calculo en el grado undécimo. De esta caracterizacion del estado
actual de la ensefianza y aprendizaje de la geometria analitica en la educacién
bésica y media, surge entonces el siguiente interrogante: ¢ Como articular en una
propuesta didactica, para la ensefianza de la geometria analitica, acciones
gue propicien un punto de encuentro entre la matematica vista como una
teoria abstractay la matematica vista como un recurso de modelacion?

El proposito de este trabajo es dar respuesta a este interrogante a través de la
presentacion del disefio de una situacion problema en una de las teméticas de la
educacidon basica y media que se aborda en geometria analitica, en la que se
busca una reorganizacién no sélo de contenidos sino de la forma de su ensefianza
para propiciar en el estudiante la vinculacién a procesos de modelacién y para

facilitar el aprendizaje de conceptos matematicos de manera significativa.



Objetivos

2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo general:

Mostrar la incidencia de la geometria analitica en la enseflanza de las

Matematicas en la educacion basica y media.

2.2 Objetivos Especificos:

Elaborar un recorrido por la geometria analitica mediante una resefa

historica.

Resaltar el planteamiento y solucion de situaciones problema como una
estrategia importante en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas.

Presentar una situacién problema para la enseflanza de la funcién

cuadratica, su gréficay su ecuacion asociada

9
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3 REFERENTE TEORICO

Pensar en torno a un proceso de cualificacion frente a un saber como la
matematica, implica elaborar estrategias de intervencion orientadas por una
metodologia activa y participativa que integre opciones diferentes a la
presentacion formalista de contenidos matematicos. En los lineamientos
curriculares se insiste en el replanteamiento de los programas de matematicas
para la educacion bésica bajo los principios de la pedagogia activa. Esta
metodologia esta basada en el trabajo por procesos, en los que la presentacion
lineal de contenidos carece de sentido, dado que lo importante es desarrollar ideas
matematicas en los estudiantes. La presentacion de los conceptos a través de las
multiples relaciones posibles, le da definitivamente a la matematica el caracter
estructurante, que propicia un mayor acercamiento a nuevas maneras de

expresion frente a los conceptos matematicos.

Para precisar el significado de una intervencion pedagégica desde un enfoque
participativo, acudiremos a las interpretaciones de Orlando Mesa (1993), al

respecto:

“Las interacciones entre el estudiante, el objeto a conocer y el docente deben
ser fuertemente patrticipativas: el estudiante deseando conocer por €l mismo,
anticipando respuestas, aplicando esquemas de solucion, verificando
procesos, confrontando resultados, buscando alternativas, planteando otros
interrogantes. El docente, integrando significativamente el objeto de estudio
segun los significados posibles para los alumnos, respetando estados
linglisticos, culturales y cognitivos de sus estudiantes, acompafiando
oportunamente las respuestas y las inquietudes y sobre todo planteando
nuevas preguntas que le permitan al estudiante descubrir contradicciones en

sus respuestas o abrirse a otros interrogantes”.*°

10 MESA, Orlando y otros. La intervencién pedagdgica en la construccion de conceptos
matematicos. Tercer coloquio regional de matematicas. Universidad de Antioquia, septiembre de
1993
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Las situaciones problema cobran importancia en la medida que son facilitadores
del aprendizaje significativo, pues permiten la interaccion entre los conocimientos
disciplinar y didactico. Pero ¢qué significa construir significados o aprender
significativamente? En el texto Significado y sentido en el aprendizaje escolar,
César Coll plantea que para Piaget construimos significados cuando integramos el
nuevo aprendizaje a los esquemas que ya poseemos de comprension de la
realidad. En el mismo texto plantea que para Ausubel, la construccion de
significados esta relacionada directamente con contenidos que sean
potencialmente significativos, es decir, contenidos estructurados que se relacionen
de modo no arbitrario con los conocimientos previos de de los alumnos. Sin
embargo, el aprender significativamente para Ausubel, no depende solo de los
conocimientos previos y de la estructura interna del contenido, sino también de la
manera como éste sea presentado al alumno, es decir, del sentido que atribuye a

éste y a la actividad de aprendizaje.

Lograr develar el aprendizaje significativo es una tarea compleja. Ausubel propone
para ello la formulacién de tareas poco familiares donde se requiera transferencia
de conocimiento y que envuelvan procesos en cadena y en dependencia unos de
otros, analisis comparativos de conceptos similares para tratar de establecer en
qgue difieren, situaciones problema en contexto. En general podemos considerar
una situacion problema como un espacio de informaciones e interrogantes que
convocan a un sujeto, a buscar respuestas a partir de actividades que promueven
la matematizacion. Es decir, una situacion problema es un espacio en el que se
generan y movilizan procesos de pensamiento que permiten la construccion de
aprendizajes matematicos. Por tanto el disefio de situaciones problema se
convierte en una alternativa para vincular al estudiante a procesos de modelacion
y para facilitar el aprendizaje de conceptos matematicos de manera significativa.
En una situacién problema, la modelacién permite decidir qué variables y
relaciones entre variables son importantes, lo que posibilita establecer modelos

matematicos de distintos niveles de complejidad, a partir de los cuales se pueden
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hacer predicciones, utilizar procedimientos numeéricos, obtener resultados y

verificar qué tan razonables son éstos respecto a las condiciones iniciales™”.

3.1Consideraciones para el disefio de una situacion problema

Ya se habia definido una situacién problematica como un espacio de interrogantes
que posibilita, tanto la conceptualizacion como la simbolizacién y aplicacion
significativa de los conceptos para plantear y resolver problemas de tipo
matematico. En la orientacion piagetiana, estar frente a una situacién problematica
significa encontrarse en estado de desequilibrio. Cada problema, teorico o
practico, pone de manifiesto la existencia de una laguna o de una perturbacion.

Resolver la situacién problematica es lograr un nuevo estado de equilibrio.

Crear situaciones problema desde esta perspectiva significa: Conocer el saber
especifico que se propone ensefiar, recontextualizarlo de acuerdo con los saberes
previos de los educandos y finalmente elaborar sistematicamente las actividades
que hacen posible la interaccion entre el estudiante, el profesor y los

conocimientos matematicos.

En estos espacios de interaccion, el alumno va cambiando sus comportamientos e
ideas frente al objeto en cuestion y el profesor a su vez va propiciando niveles de
complejidad y confrontacion cada vez superiores. Las situaciones problema
contribuyen en gran medida al desarrollo de las competencias l6gico-matematicas
del estudiante, lo que se manifiesta cuando antes de actuar, anticipa las
consecuencias de sus actos; estructura y sistematiza sus labores; busca ordenada
y selectivamente la solucion a sus problemas; intenta mas de un camino para
llegar a una respuesta o encuentra varias respuestas utilizando un mismo
procedimiento; encuentra hipétesis o teorias para explicar las relaciones entre

objetos y fendbmenos; y reflexiona intensamente.

1 Estandares basicos de competencias en lenguaje, matematicas, ciencias y ciudadanas. Ministerio
de Educacién Nacional, 2006, pag. 53.
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Las situaciones problema, como espacios donde es posible aplicar los procesos

de matematizacion, contienen en términos generales tres ejes fundamentales:

La seleccion de un gran tema para la situacion problema de modo que

muchos contenidos especificos puedan ser tratados a partir de él.

La reorganizacion de esos contenidos especificos por grados de
complejidad y extension, y el planteamiento de preguntas y problemas que

respondan, lo més aproximadamente posible a esa gradacion.

La posibilidad de derivar de cada logro en el aprendizaje, nuevas
preguntas y problemas que respondan a las necesidades -culturales

exigidas.

3.2 Proceso para el disefio de situaciones problema

Se sugiere el siguiente proceso para el disefio de situaciones problema en

matematicas:

Definir una red conceptual basica con referentes en el saber formal, pero de
acuerdo con las condiciones individuales de los estudiantes y su contexto

sociocultural.

Seleccionar un motivo que facilite las actividades y el planteamiento de

interrogantes.

Establecer varios estados de complejidad conceptual, en las actividades y

en las preguntas.

Precisar la estrategia para la intervencion didactica, en la que deben
diferenciarse los momentos de la ensefianza y los de los aprendizajes

creativos.

Escoger los ejercicios y problemas prototipo que deben comprender los

estudiantes.

13
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6. Sefalar posibilidades para la ampliacion, cualificacion y desarrollo de los

conceptos tratados.

7. Acoger un proceso para la evaluacion de los logros.

3.2.1 El disefio de redes conceptuales

Una red conceptual es una estructuracion de conceptos que puedan ser
considerados segun diferentes estados de complejidad y variabilidad. Las redes
tienen inicialmente una urdimbre bésica que se disefia con los contenidos
tematicos considerados como fundamentales para el sector del conocimiento que
se quiere tratar pero una vez se ponen en contexto requieren de la flexibilidad, la
elasticidad y la posibilidad de cambio. La flexibilidad, para que los diferentes
conceptos y sus relaciones puedan ser representados segun estados variables de
complejidad y de representacion; la elasticidad, para facilitar la extension de
conceptos y su vinculacion con otros saberes; y las posibilidades de cambio, para

incitar a la asimilacion de nuevos conocimientos.

3.2.2 La seleccion de los motivos

Un motivo es cualquier fenbmeno, real o imaginado, que origine una situacion
problematica y que permita que alguien haga suyo el problema que hasta el
momento le era ajeno. Puede nacer de necesidades inmediatas, de experiencias
con objetos o simbolos, del analisis de los datos historicos o del planteamiento de

posibles relaciones entre conceptos.

En el caso de las matematicas, la historia provee de motivos facilmente
interesantes para los estudiantes. Conocer algunos de los conceptos y métodos
utilizados para crear nuevos conocimientos, no solo da sentido al saber
matematico actual sino que posibilita otras preguntas y el descubrimiento de otras

relaciones. En palabras de Miguel de Guzman:
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“La vision historica transforma meros hechos y destrezas sin alma en porciones de
conocimiento buscadas ansiosamente y en muchas ocasiones con genuina pasion
por hombres de carne y hueso que se alegraron inmensamente cuando por
primera vez dieron con ellas. Cuantos de esos teoremas, que en nuestros dias de
estudiantes nos han aparecido como verdades que salen de la oscuridad y se
dirigen hacia la nada, han cambiado de aspecto para nosotros al adquirir un
perfecto sentido dentro de la teoria, después de haberla estudiado mas a fondo,

incluido su contexto histérico y biografico™?

3.2.3 Los estados de complejidad

En el disefio de una situacion problema es preciso establecer categorias para la
construccion, la comunicacién, la explicacibn o el uso de conceptos. Las
categorias epistemologicas son de gran ayuda para efectuar este proceso.
Partiendo del hecho de que en cualquier area de accion pedagdgica se pueden
sefalar seis espacios de reflexion: el heuristico, el sistémico, el de validacion, el
estructural, el de aplicacion y el de explicacion, el curriculo debera orientar los
contenidos tematicos hacia la comprensiéon de estos espacios. En el espacio
heuristico se tratard el proceso de busqueda y verificacibn de relaciones
matematicas; en el espacio sistémico se dard cuenta de los objetos, las
operaciones Yy las relaciones; en el espacio de validacion se trataran los métodos
para aceptar o rechazar proposiciones y teorias; en el espacio estructural se
analizaran las propiedades generales comunes a varios sistemas; en el espacio de
de aplicacion se recurrira a las practicas y solucion de problemas; y en el espacio
explicativo se analizaran los significados que tienen las estructuras desde una o

varias teorias mas generales.

> Tomado de De Guzman O. Miguel. Ensefianza de las ciencias y las Matematicas. Tendencias e
innovaciones. IBER-CIMA. Ed. Popular. S.A. Madrid. 1993.
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3.2.4 Las estrategias de intervencion

Las estrategias de intervencion se relacionan con los procedimientos utilizados
para interactuar con los estudiantes. En ellas se concretan las concepciones del
docente sobre cdmo se comprende y como se ensefia, el tipo de preguntas que
hace el docente y el manejo de las respuestas y preguntas de los estudiantes, las
actividades individuales y colectivas, la orientacion hacia nuevos aprendizajes, el
tratamiento de las dificultades, la promocion de actitudes positivas para aprender,
el uso de los materiales de apoyo y el tiempo dedicado al estudio de un tema.

La intervencion en la accion educativa debe ser integral e integradora. Integral en
cuanto que la variedad y complejidad de los elementos y las variables, que
participan en el acompafamiento para la formacién y los aprendizajes de los
estudiantes, imponen que se asuma una busqueda de informaciones
convergentes, en vez de aceptar los disefios curriculares de una sola escuela o
posicion pedagdgica. Integradora porque la intervencion obliga a reconceptualizar
informaciones diferentes de manera coherente y con sentido dentro de las

particularidades de los diferentes contextos educativos.

3.2.5 Los problemas y ejercicios prototipo

Partiendo de la necesidad de unos saberes basicos, en la ensefianza de las
matematicas es fundamental seleccionar cierto tipo de problemas y ejercicios que
faciliten su comprension y dominio en la aplicacion de algoritmos, para propiciar el
mejoramiento de las competencias cognoscitivas y de las adquisiciones

formativas. En una situacién problema deben incluirse:

e Problemas abiertos en los que se encuentren libremente las respuestas y
problemas cerrados en los que las respuestas estan fijjamente

determinadas por los datos del problema.

¢ Problemas de procedimiento rigido en cuya solucién se aplica un algoritmo

aceptado como el mas eficiente y problemas de procedimiento libre en los
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que se puede escoger o crear mas de un algoritmo para resolver el

problema.

e Problemas de referente infralégico en los que se considera
simultdneamente el todo y sus partes constituyentes y problemas de
referente l6gico basados en relaciones cuantitativas aritméticas o

algebraicas o en relaciones de inferencia a partir de proposiciones iniciales.

3.2.6 Posibilidades para la ampliacion, cualificacion y desarrollo de los

conceptos tratados

En el disefio de una situacion problema se busca la funcionalidad de los
aprendizajes para la aplicacion préactica del conocimiento. Una situacion problema
verdaderamente interesante, debe ofrecer posibilidades para crear nuevos centros
de interés y desencadenar busquedas de otros aprendizajes o formulacién de

nuevos problemas vinculados con la matematica o con otras areas del saber.

3.2.7 La evaluacion durante el acompafiamiento

El trabajo con situaciones problema posibilita una evaluacion que regula
permanentemente los procesos de ensefianza con los procesos de aprendizaje.
Pero esta evaluacién no deberia limitarse a describir y analizar las carencias frente
a un saber, sino también a dar cuenta de todos los elementos positivos que
muestra el estudiante, en cada sector del conocimiento y en cada tematica tratada.

Por esto en la evaluacion debe tenerse en cuenta:

e Las concepciones de los alumnos sobre los conceptos y los cambios
gue se presentan en ellas mediante la participaciéon activa de los

estudiantes.

e La comprension de los contenidos tematicos basicos.
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e ElI estado de conceptualizacion alcanzado frente a los saberes

formales.
e La adquisicion de destrezas.
e La participacion individual en tareas colectivas.
e Elinterés por ampliar los conocimientos discutidos en el aula.
e La capacidad de lectura y escritura de temas relacionados con el area.

e La capacidad de reflexionar criticamente sobre lo que se le ensefia, lee
0 escribe.

Otro aspecto importante de la evaluacion es que debe relacionar las actividades
de su disefio con los tipos de problemas que caracterizan el hacer matematico, es
decir, los problemas abiertos, cerrados, de respuesta Unica, de respuesta multiple,
de procedimiento rigido, de procedimiento libre, de referente l6gico y de referente

infralégico expuestos anteriormente.
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4 REFERENTE DISCIPLINAR

En el afio de 1637 public6 René Descartes (1596-1650) su “Geometria”, dividida
en tres libros, de los cuales dedica el segundo a lo que se ha llamado Geometria
Analitica. Este hecho hace que para el publico en general se considere la
geometria analitica como un invento del fildsofo francés desconociendo el aporte
de brillantes matematicos que a lo largo de la historia realizaron la transformacion
del &lgebra geométrica de los griegos en la geometria analitica tal y como la
conocemos actualmente.

De manera muy general puede afirmarse que la geometria analitica es la parte de
la matematica que resuelve problemas geométricos bajo el concurso del algebra
mediante el uso de sistemas de coordenadas. Una relacion entre las coordenadas
determina, en general, una figura formada por un conjunto de puntos que se llama
un lugar geométrico. La introduccion de las coordenadas permite realizar una
transferencia desde el ambito geométrico de puntos y figuras al ambito algebraico
de nimeros y ecuaciones, de modo que los problemas de la geometria se pueden
plantear en términos algebraicos, donde la resolucion es mas operativa debido a
los instrumentos del calculo analitico. La ecuacién de un lugar geométrico se
convierte en un ente algebraico intima y univocamente vinculado a la figura, de
modo que las caracteristicas geométricas de la figura se pueden descubrir a partir
de la naturaleza de su ecuacion. Las relaciones entre dos lugares geométricos se
pueden determinar a través de la comparacion de sus ecuaciones, y en particular
sus puntos comunes resultan de la solucién de un sistema de ecuaciones.

La geometria analitica es un poderoso instrumento para resolver problemas
geométricos que utiliza como herramienta basica el algebra. La esencia de su
aplicaciéon en el plano es el establecimiento de una correspondencia entre los
puntos del plano y pares ordenados de numeros reales, es decir, un sistema de
coordenadas, lo que posibilita una asociacion entre curvas del plano y ecuaciones
en dos variables, de modo que cada curva del plano tiene asociada una ecuacion

f(x,y)=0 y, reciprocamente, para cada ecuacién en dos variables esta definida

19
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una curva que determina un conjunto de puntos en el plano, siempre respecto a un

sistema de coordenadas.

La geometria analitica cubre una serie de aspectos esenciales como:

1. La introduccion de coordenadas.

2. El trazado de una curva construyendo ordenadas a partir de abscisas.

3. La aplicacion del algebra simbdlica a los problemas geométricos.

4. La derivacion de ecuaciones de los lugares geométricos y la construccion
geomeétrica de las soluciones de ecuaciones.

5. El estudio de las curvas dadas por sus ecuaciones lineales y cuadréticas.

6. La representacion grafica de una curva dada mediante la expresion analitica
funcional.

7. La derivacién de férmulas fundamentales para resolver problemas sobre puntos
notables, rectas, planos, angulos, paralelismo, perpendicularidad, distancias,
areas, etc.

8. La clasificacion general de curvas y superficies de segundo orden.

Pero la geometria analitica es algo mas que una simple combinacion de algebra y
geometria, sus origenes se remontan por tanto a las raices historicas de la
geometria y del algebra. Para poder circular del algebra a la geometria y de la
geometria al algebra se requiere de manera ineludible no sélo el caracter
algoritmico operatorio del algebra simbdlica sino también el uso de las
coordenadas. Una aproximacion al uso de éstas ya tuvo lugar en la geometria
griega, pero el algebra simbdlica no se desarrolla de forma satisfactoria hasta los
trabajos de Vieta. Al vincular ambos elementos en los desarrollos de Fermat y
Descartes, emerge la geometria analitica de forma inexorable:

“La Geometria publicada en 1637 por Descartes y el envio al Padre Mersenne, el
mismo afio, por parte de Fermat de sus investigaciones de alrededor de 1629
contenidas en la memoria: Introduccion a los Lugares Planos y Solidos (Ad Locos
Planos et Solidos Isagoge) contienen los fundamentos de la llamada mas tarde

Geometria Analitica. Estos mateméaticos encontraron un terreno muy abonado por
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el Analisis Algebraico en que Vieta habia transformado el Andlisis Geométrico de
los griegos con la intervencion de su incipiente Algebra simbolica. Asi pues, a
pesar de la gran aportacion de Fermat y Descartes a la Geometria Analitica, con
gran reconocimiento por parte del primero y algo menos en el caso del segundo,
Su pensamiento geométrico es tributario de casi todo el desarrollo mateméatico
anterior, en especial de la Geometria griega —y en particular de Menecmo,
Apolonio y Pappus—, y del llamado Arte Analitica de Vieta. Ademas, hay dos
eslabones intermedios importantes: el Algebra sincopada de Diofanto y la Latitud

de las formas de Oresme.”?

4.1 ANTES DE FERMAT Y DESCARTES
4.1.1 El Algebra Geométrica de Los Elementos de Euclides

Los Elementos son una compilacion enciclopédica de la geometria elemental
griega en la que Euclides establece un estilo axioméatico-deductivo de exposicion y
de demostracion en matematicas, a base de ordenar en una secuencia jerarquica
|6gica los resultados geométricos de sus antecesores. La parte mas importante del
Algebra Geométrica de los griegos se encuentra en el Libro Il de Los Elementos
de Euclides. Tras la aparicion de las magnitudes inconmensurables, los griegos no
podian admitir la existencia de numeros irracionales y por tanto no habia trato
numérico de longitudes y areas. Esta situacion impedia asignar a las figuras
geométricas nameros que midieran sus longitudes o areas, de modo que no era
factible someterlas a manipulaciones algebraicas, como se hace con los nimeros,
asi que habia que operar directamente con las figuras que se trataban como
magnitudes.

El Algebra Geométrica, denominacion acufiada por el historiador de la matematica

H.G. Zeuthen hacia 1886, puede entenderse como una geometrizacién de los

13 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histérica de la geometria analitica.
Pag. 10 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf
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meétodos algebraicos practicados por los babildnicos, una especie de geometria
algebraica, en la que los nimeros son sustituidos por segmentos de recta y las
operaciones entre ellos se llevan a cabo mediante construcciones geométricas
que obligan a mantener escrupulosamente la homogeneidad de los términos™®.
Esta teoria constituye una potente técnica de resolucion de ecuaciones
denominada método de Aplicacion de las Areas.

En el &lgebra geométrica, por ejemplo, la suma de dos numeros se realiza
yuxtaponiendo segmentos, el producto se convierte en el area del rectangulo de
lados iguales a las longitudes de esos numeros y la extraccion de una raiz
cuadrada es equivalente a la construccion de un cuadrado cuya area es igual a la
de un rectangulo dado. La Aplicacion de las Areas se convirtié para los griegos en
una de las técnicas mas importantes en geometria como Util instrumento de
Algebra Geométrica para la resolucién de ecuaciones. Ademas, desde el punto de
vista historico la Aplicacion de las Areas esta en el punto de partida de la teoria de
Apolonio (hacia 200 a.C.) de las secciones conicas.

4.1.2 Las cénicas de Menecmo y Apolonio

Las conicas se definen ahora, en términos de la geometria analitica, como lugares
de puntos en el plano para los que las distancias a una recta (directriz) y a un
punto (foco) estadn en una determinada razon denominada excentricidad. Se
atribuye a Menecmo (hacia 350 a.C.) la introduccion de las secciones coénicas, es
decir, el descubrimiento de las curvas que después recibieron el nombre de elipse,
pardbola e hipérbola. ElI descubrimiento fue un hallazgo en relacion con el
problema de la duplicacion del cubo. Menecmo detectd que para la resolucion del
problema habia una familia de curvas adecuadas y durante mas de cien afos, las
curvas introducidas por Menecmo se llamarian a partir de la descripcion trivial de

la forma cédmo habian sido descubiertas, es decir, mediante las perifrasis: seccién

14 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 13 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf
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(perpendicular a una generatriz) de cono acutangulo, rectangulo y obtusangulo.
Mostré ademés que las secciones de los conos tenian importantes propiedades
como lugares planos, traducibles en béasicas expresiones geométricas que
permitian deducir, a su vez, otras innumerables propiedades de las cénicas, que
serian plasmadas por Apolonio de Perga (262 a.C.) en los primeros libros de Las
Conicas, una de las obras cumbres de la matematica griega, que le vali6 a
Apolonio el nombre de “el gran gedémetra”. Esta importante obra contiene muchos
aspectos que anticipan elementos de las geometrias analiticas de Fermat y
Descartes.

Fue Apolonio en Las Conicas quien no sélo demostr6 que de un cono Unico
pueden obtenerse los tres tipos de secciones, variando la inclinacién del plano que
corta al cono, sino que demostré que el cono no necesita ser recto y considero,
asimismo, el cono con dos hojas, con lo que identifica ademas las dos ramas de la
hipérbola. Ademéas Apolonio acuiié para la posteridad los nombres de elipse,
parabola e hipérbola para las secciones conicas que procedian del método de
Aplicacién de las Areas para la solucion de ecuaciones cuadréticas, a saber:
Elipse significa deficiencia; Hipérbola significa exceso y por ultimo Parabola
significa equiparacion. La utilizacion de estos nombres permite la definicion de las
coOnicas mediante relaciones de areas y longitudes expresadas en forma de
proporcion que daban retdricamente la propiedad caracteristica de la curva y que
en términos de Fermat, se convertiria en la propiedad especifica de la curva:
“Como haran Descartes y Fermat, Apolonio considera ciertas lineas de referencia
—diametros conjugados o diametro-tangente—, que jugando un papel de
coordenadas, asocia a la curva dada, de modo que mediante Algebra retdrica son
expresadas en funcién de esas lineas las propiedades geométricas de la curva

equivalentes a su definicién como lugares geométricos.”™

15 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 31 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf
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4.1.3 La Coleccion Matematica de Pappus y La Aritmética de Diofanto

Pappus de Alejandria fue un importante matematico griego que nacié en el 290
a.C. en Alejandria y que murié en el 350 a.C. En su obra principal La Coleccién
Matematica, escrita hacia el 340 a.C., realiza una encomiable labor de
compilacion, comentario, restauracion, organizacion, clasificacion y generalizacion
del conocimiento mateméatico de la antigiedad griega no incluido en Los
Elementos de Euclides:

"El conjunto de la Coleccion Matematica es un tesoro y, hasta cierto punto, la
culminacién de las matematicas griegas. Poco se afiadio a ella en la época
bizantina, y el mundo occidental, habiendo perdido el conocimiento del griego, y el
interés por las matematicas superiores, no pudo aprovechar la riqueza que
Pappus habia acumulado. Las ideas recogidas o inventadas por €l no sirvieron de
estimulo a los matematicos occidentales hasta mucho mas tarde, pero cuando al
fin lo hicieron, dieron origen a las matematicas modernas: geometria analitica,
geometria proyectiva, método centrobarico. Este nacimiento o renacimiento,
surgido de las cenizas de Pappus, se llevé a cabo en un lapso de cuatro afios
(1637-40). De este modo, la geometria moderna quedo6 inmediatamente conectada
con la antigua, como si nada hubiera acontecido entre tanto". (Sarton, George:

Ciencia antigua y civilizacién moderna, pp. 98-99)°

La Coleccion Matematica, compuesta por ocho libros, contiene una serie de
problemas que introducen nociones geométricas importantes, como el foco de una
parabola o la directriz de una coénica, y los enunciados de muchos teoremas, entre
ellos, el que expresa la superficie y el volumen de las figuras de revolucion.

La obra de Pappus es una gigantesca coleccion bibliografica esencial para el
estudio de la historia de la geometria griega porque preserva para la posteridad
buena parte de la geometria superior de los griegos evitando no sélo su

desaparicion sino convirtiéndose en una de las principales fuentes de informacién

16 Citado por Angel Ruiz en Historia y Filosofia de las matematicas pag 110 en
http://www.centroedumatematica.com/aruiz/libros/Historia%20y%20filosofia%?20de%20las%20ma
tematicas.pdf
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sobre los trabajos de geometria griega perdidos de Arquimedes, Apolonio, Aristeo
y Eratostenes. Ademas de aportar muchos resultados originales de su propio
trabajo, Pappus relata las vias que seguia la investigacion geométrica, oculta en
los grandes tratados clasicos debido a su estilo sintético, es decir, lo que los
antiguos gedémetras entendian por Andlisis y Sintesis:

“La obra de Pappus —una de las principales fuentes de informacion e inspiracion
matematica a partir del Renacimiento— contiene soluciones nuevas a humerosos
problemas clasicos, la clasificacion definitiva de los problemas geométricos en
planos, solidos y lineales, estudios definitivos de las conicas como lugares
geomeétricos y una vision mas general del famoso Problema de Pappus del Libro
VIl —auténtico bautismo de fuego que puso a prueba la superioridad de los
meétodos analiticos cartesianos— todas ellas cuestiones de trascendental influencia

sobre el advenimiento de las Geometrias Analiticas de Fermat y Descartes.”™’

A Diofanto de Alejandria (hacia 250 d.C.) con su obra La Aritmética se le
reconoce, a veces, como el padre del Algebra, ya que su trabajo representa un
avance considerable con respecto al farragoso lenguaje del algebra geométrica de
Euclides. La Aritmética inaugura lo que se conoce con el nombre de Algebra
Sincopada con la que a base de adoptar ciertas letras o expresiones como
abreviaturas para las cantidades indeterminadas y sus potencias y para las
operaciones mas habituales, Diofanto fragua un incipiente simbolismo antecedente
de la notacion algebraica.

La Aritmética no es sélo un trabajo tedrico en la tradicion pitagoérica, es un trabajo
de logistica o de calculo aritmético cuyos fundamentos se alimentan mas del
antiguo Egipto, de Babilonia y de la India, que de la antigua Grecia. El primer libro
pretende determinar ecuaciones algebraicas. Los libros Il al V contienen
principalmente problemas indeterminados, que consistian en expresiones de dos 0
mas variables elevadas a la segunda o tercera potencia, que debian ser igualadas

a otro cuadrado o cubo. El libro VI se centra en triAngulos rectangulos tratados

17 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histérica de la geometria analitica.
Pag. 36 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf
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aritméticamente con una funcion lineal o cuadratica de sus lados, cuya solucidon
implicaba a su vez cuadrados o cubos.®

En la obra de Diofanto, que representa la primera aritmetizacion de la matematica,
la clasica solucion grafico-geométrica de las ecuaciones del algebra geométrica
clasica euclidea, es sustituida por los antiguos métodos aritméticos de los
babilonios, como consecuencia de que los simbolos que utiliza ya no son
pensados como segmentos de linea, sino que realmente son nimeros. Al ser el
algebra simbdlica un instrumento algoritmico ineludible de la geometria analitica, y
Diofanto el primer iniciador de esta utilidad, es preciso situar su obra, La
Aritmética, en una direccidn conveniente hacia la generacién de la geometria
analitica:

“Pero, como quiera que la principal deficiencia que tuvo la Geometria griega para
alcanzar la Geometria Analitica fue la ausencia del Algebra simbdlica como
aparato algoritmico independiente, y el trabajo de Diofanto inicia la construccion
de este instrumento, podemos afirmar que la labor de Diofanto es un eslabon
importante en la cadena que une la Aritmética y el Algebra de los babilonios con la

empresa de Fermat y Descartes. ™

4.1.4 El Tractatus Latitudinibus Formarum de Oresme

Nicolads de Oresme (1323-1382) es considerado uno de los principales artifices de
la renovacion medieval, previa a la revolucion cientifica moderna que es heredera
del Renacimiento. Una de sus principales obras es El Tractatus Latitudinibus
Formarum donde las funciones aparecen por primera vez dibujadas. Segun
Oresme todo lo que varia podia ser imaginado como una cantidad continua
representada mediante un segmento rectilineo. Por tanto trasladé al plano lo que

hasta entonces habian hecho los gedgrafos sobre la esfera. Mantuvo incluso los

** HAWKING, Stephen. Dios cred los nimeros. Ed Critica, 2006, pag. 205
19 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucidn histérica de la geometria analitica.
Pag. 33 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf
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nombres, y llamo longitud y latitud a los antepasados de lo que actualmente se
denomina abscisa y ordenada. Pero la consideracion de estas coordenadas
denominadas por Oresme longitud y latitud, no es en realidad una innovacion ya
gue Apolonio y otros matematicos y geodgrafos griegos habian utilizado algun
sistema de coordenadas. La verdadera innovacion de Oresme es la
representacion grafica de una cantidad variable mediante coordenadas, aunque
esta variacion no se refleja, como en la geometria analitica, por la curva descrita
por los puntos de longitud y latitud dadas, sino por la figura total, es decir el area
gue determina esa curva. Oresme considera varios géneros de formas, a saber:
En primer lugar las “formas uniformes” correspondientes a nuestras funciones
constantes y cuya representacion grafica da un rectdngulo, luego estan las
“formas uniformemente diformes” que se corresponden con funciones afines y
cuya representacion grafica es un trapecio y las “formas diformemente diformes”

como las que no corresponden a los géneros anteriores.

Pero Oresme no recorre el otro sentido de la geometria analitica, es decir, no
desarrolla el principio de que toda curva plana puede ser representada, con
respecto a un sistema de coordenadas, como una funcion:

“‘Es interesante analizar en qué sentido se halla en Oresme un incipiente
desarrollo de Geometria Analitica y Célculo Infinitesimal. Oresme estd mas bien
interesado por las cuestiones de la variacion de las formas —es decir, por los
aspectos diferenciales—, asi como por la variacién del area bajo la curva —es decir,
los aspectos integrales—, mas que por el estudio analitico de la curva. En este
sentido podemos decir que Oresme se acercé mas al Calculo Infinitesimal que a la
Geometria Analitica. En resumen, Nicolas de Oresme introduce al menos
implicitamente cuatro ideas matematicas innovadoras: La medida de diversas
variables fisicas por medio de segmentos; algun tipo de relacion funcional entre
variables; una aproximacion a la introduccion de las coordenadas mediante la

representacion grafica de relaciones funcionales; y una especie de integracion o
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sumacién continua para calcular la distancia como el area bajo el gréafico

velocidad-tiempo.°

4.1.5 El Arte Analitica de Vieta

El matematico francés Francois Viéte, o Vieta (1540- 1603) fue uno de los
principales precursores del algebra y una de las figuras mas importantes de la
transicion del Renacimiento al mundo moderno. Como parte de la recuperacion del
legado griego clasico, en el Renacimiento se emprende la restauracion de la
antigua tradicion matemética griega basada en el Método de Analisis, en cuya
accion la importancia de la naciente algebra simbdlica, como una poderosa técnica
algoritmica, sera decisiva. Vieta y otros matematicos, movidos por la idea de crear
un arte simbdlico de razonamiento como instrumento fundamental de investigacion
matematica, llegan a recorrer gran parte del camino que media entre la incipiente
Algebra Sincopada de Diofanto y el Algebra Simbdlica de Descartes. La gran
novedad de Vieta estriba en la aplicacion a problemas geométricos de todo el
simbolismo literal con el potencial de la mecéanica algoritmica operatoria de
calculo, manipulacion y simplificacién, es decir, la traslaciéon de un problema de
geometria al é&lgebra para su resolucién, un aspecto esencial de la futura
geometria analitica.

Su obra El Arte Analitica esta inspirada profundamente en la obra de Diofanto y
Pappus. En ella Vieta fundamenta los principios y las reglas del calculo algebraico
literal. La pretension de Vieta en esta obra era el proveer de los instrumentos para
resolver con toda generalidad ya no problemas concretos, donde se recurria a
trucos como lo hacia Diofanto o los algebristas italianos, sino clases de problemas,
donde se emplea una forma de razonamiento a base de ideas generales y se fija
la atencion en la estructura intrinseca de las cuestiones y de las ecuaciones que

se derivan de ellas, para su aplicacion a casos analogos. Como explica Vieta:

20 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 45 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf



Referente Disciplinar | 29

“La debilidad del antiguo Andlisis residia en que se aplicaba s6lo a los niumeros,
es decir, era una Logistica numerosa. Pero el Algebra permite razonar sobre
cualquier tipo de magnitud —numero, segmento, angulo, figura,...— de modo que lo
que hay que hacer es considerar una Logistica speciosa, aplicable a cualquier
especie de cantidad, que se podra expresar de una manera genérica mediante
letras, tanto si es una magnitud desconocida (incégnita) como conocida
(parametro), ya que no hago diferencia entre ellas. Es mas, consideraré las
magnitudes desconocidas como si se conocieran y operando segun las reglas del
Arte Analitica, las desconocidas con las conocidas, obtendré aquellas en funcion
de éstas. He aqui el fundamento de la obtencion de soluciones generales de los
problemas donde los antiguos sélo obtenfan soluciones particulares.”*

Probablemente fue Vieta quien realizd el salto mas relevante en el simbolismo
para el algebra. Introdujo letras para designar nimeros de manera sistematica y
consistente. Us@ consonantes para las cantidades conocidas y vocales para las
desconocidas. Su conciencia del papel del simbolismo lo condujo a separar
aritmética y algebra mediante la distincién entre logistica numerosa que se referia
a los numeros y logistica speciosa que daba cuenta de un método de operar sobre

formas de cosas o especies.

Hay otro aspecto en Vieta, en relacion con el uso que hace del término andlisis, de
una gran incidencia sobre la historia de la geometria analitica. El andlisis es la
descomposicion en elementos mas simples que se hace en el camino de la
investigacion mientras que la sintesis es la composicion o reordenacion que se
hace en la exposicion. Para Vieta el Arte Analitica consta de tres partes: zetetic
donde se determinan las propiedades de los elementos que pide el problema a
partir de las propiedades de los datos; poristic que es el proceso de verificacion; y
exegetic que es la demostracién de la proposicion. Vieta aplicara el término
analisis en la geometria algebraica, a la que mira como una nueva forma de

analisis matematico y usa el término bajo el significado de los griegos, es decir,

2! GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 49 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf
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haciendo referencia al orden de las ideas en una demostracion. Asi pues, para
Vieta, el &lgebra se convierte en el instrumento adecuado para emprender el
camino analitico en geometria, a base de la aplicacion de las técnicas simbdlicas
sobre la Logistica speciosa liberando de la necesidad de tratar casos particulares y

ejemplos concretos para obtener formulaciones generales.

Por la naturaleza del Arte Analitica, el analisis algebraico-geométrico de Vieta es
un estadio intermedio esencial en el camino que arranca del algebra geométrica
de los griegos y confluye en las geometrias analiticas de Fermat y Descartes. Pero
en la aplicacion que hace Vieta del algebra a la geometria no se encuentra el uso
de coordenadas, asi que el trabajo de Vieta representa un resurgimiento de la
geometria clasica griega bajo el amparo de la nueva algebra simbdlica, mas que
geometria analitica propiamente dicha:

“La obra de Vieta tuvo una contribucion decisiva en la generaciéon de las
Geometrias Analiticas de Fermat y Descartes, pero ella misma es un claro ejemplo
de que la Geometria Analitica es algo mas que una mera combinacion de Algebra
y Geometria, es decir, necesita como elementos imprescindibles para poder
circular del Algebra a la Geometria y de la Geometria al Algebra no soélo el Algebra
simbdlica sino también el uso de las coordenadas. Menecmo, Apolonio y Pappus
utilizaron el equivalente de un sistema de coordenadas pero carecieron del
Algebra simbdlica, mientras que, inversamente, Vieta pudo disponer del
instrumento algoritmico del Algebra simbélica pero no llegé a utilizar coordenadas.
El descubrimiento de la Geometria Analitica por parte de Fermat y Descartes
tendra lugar al aunar ambos aspectos en el estudio de las curvas: la introducciéon
de coordenadas y la mecanica operatoria del Algebra simbdlica en la aplicacion a
los lugares definidos por una ecuacion en dos incognitas. Por eso Fermat y

Descartes son tributarios tanto de Apolonio y Pappus como de Vieta.

22 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histérica de la geometria analitica.
Pag. 51 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf



Referente Disciplinar

4.2 FERMAT Y DESCARTES

La geometria analitica fue un descubrimiento independiente de dos ilustres
personajes, ninguno de los cuales era matematico profesional. Fermat era un
jurista con un gran interés y conocimiento sobre las obras matematicas de Grecia
clasica. Descartes era un militar y filésofo que encontré en la matemaética la base
racional de su pensamiento. Ambos iniciaron sus estudios y descubrimientos
matematicos alli donde Vieta habia llegado, pero ambos continuaron la labor de
Vieta por caminos diferentes. Bajo la inspiracion de Vieta, la gran vision que
tuvieron Descartes y Fermat fue la de apreciar que la aplicacion del algebra como
instrumento algoritmico por excelencia incrementaria ain mas la capacidad
heuristica del analisis.

Las visiones de Descartes y Fermat son, en cierto modo, complementarias,
estableciendo cada una de ellas el nexo entre algebra y geometria en sentidos
opuestos. Descartes estudia ecuaciones por medio de curvas, mientras Fermat
estudia curvas definidas por ecuaciones. La geometria analitica que desarrollan
Fermat y Descartes, estudia dos topicos fundamentales: la derivacion de las
ecuaciones de los lugares geométricos y las propiedades de las curvas, sobre
todo de las definidas por ecuaciones lineales y cuadraticas. Puede afirmarse
entonces que Descartes se ocupd ampliamente del primer tépico y considerd
brevemente algunos aspectos del segundo, mientras que Fermat desarroll6 el
segundo topico y prestd menos atencién al primero:

“Mientras que Fermat creia en una continuidad con la tradicion griega y pensaba
que su propio trabajo era una simple reformulacion de la obra de Apolonio,
Descartes proponia una ruptura. Aun si es posible caracterizar el tratamiento de
las ecuaciones de Fermat como mucho mas claro y moderno que el de Descartes,
es la mentalidad cartesiana la que entendia mejor el nuevo sentido del algebra.
Descartes era consciente de que se trataba de un método universal que debia

sustituir aquellos métodos de los antiguos. ™

2 Angel Ruiz Historia y Filosofia de las mateméticas pag 263 en
http://www.centroedumatematica.com/aruiz/libros/Historia%20y%Z20filosofia%20de%?20las%20ma
tematicas.pdf
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4.2.1 Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) era un respetado juez francés y un gran aficionado
a las mateméticas. La figura de Fermat esta en el origen de casi todas las
disciplinas matematicas que aparecen a lo largo del siglo XVII: el Calculo
Infinitesimal, la Geometria Analitica y El Célculo de Probabilidades. Sin embargo,
es mas conocido por sus aportes a la Teoria de Numeros, en especial por el
conocido como Ultimo Teorema de Fermat, que preocupd a los matematicos

durante aproximadamente 350 afios, hasta que fue demostrado en 1995.

Fermat poseia una prodigiosa erudicion matemética, obtenida del meticuloso
estudio de las obras de Diofanto, Apolonio, Arquimedes y Pappus, lo que propici6é
su irrefrenable aficion a la matematica. Sin embargo no redact6 casi nada de sus
descubrimientos y rehuso6 su publicacién, de modo que lo esencial de su obra fue
desarrollada en los méargenes de sus libros y en su correspondencia, en la que se
evidencia una inteligencia poderosamente sintética y una contundencia

argumental impecable en la defensa de sus ideas matematicas.

En 1637 Descartes publica su Geometria y en este mismo afio Fermat envia a sus
colegas de Paris sus investigaciones de alrededor de 1629, que surgen a
proposito de su reconstruccién de Los Lugares Planos de Apolonio, realizada con
base en las referencias que da Pappus de la obra perdida de Apolonio en La
Coleccion Matematica. Estos estudios de Fermat estan contenidos en la memoria
Introduccion a los Lugares Planos y Sélidos (Ad Locos Planos et Solidos Isagoge),
gue no se publica hasta que su hijo Samuel de Fermat edita en 1679 las Varia
Opera Mathematica. Las obras citadas de Descartes y Fermat contienen los
fundamentos de la llamada mas tarde geometria analitica.

Fermat parte de su profundo conocimiento de la matematica griega y por tanto de
la debilidad misma de los métodos griegos que eran basicamente métodos de

demostracion no de descubrimiento. No eran métodos generales ni heuristicos,
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precisaban conocer previamente la solucion del problema, aplicAandose entonces a
obtener una demostracion rigurosa. Era por tanto, necesario obtener otros
métodos que ademas de ser mas generales, garantizaran no sélo la rigurosa
correccion de las soluciones sino el descubrimiento de las propias soluciones.
Motivado por los intentos de reconstruccion de ciertas obras perdidas de Apolonio,
por parte de Vieta, Fermat reconstruye los dos libros de Los Lugares Planos de
Apolonio, en el estilo clasico griego sin referencia al Arte Analitica de Vieta.
Cuando aplica el Andlisis de Vieta a los problemas de lugares geométricos,
construye los fundamentos de su geometria analitica. Al vincular los trabajos
matematicos de Vieta y Apolonio, establece un efectivo puente entre la geometria
y el algebra, que permite asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el analisis
algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio y
Pappus, definidos en un sistema de coordenadas, por una ecuacion indeterminada
en dos incognitas.

Fermat establece un hecho fundamental de la geometria analitica afirmando que
la naturaleza y la construccion de las curvas planas estan determinadas por la
ecuaciéon canonica asociada, en el siguiente principio:

“Siempre que en una ecuacion final se encuentran dos cantidades incognitas, se
tiene un lugar geométrico, describiendo el extremo de una de ellas una linea recta
o curva. La linea recta es simple y Unica en su género; las especies de curvas son
en namero infinito, circulo, parabola, elipse, etc.”®*

En estas breves palabras se sintetiza uno de los principios mas importantes de la
historia de la matematica, que introduce no sélo la geometria analitica sino la idea
fundamental de variable algebraica, basica para el desarrollo del Calculo
Infinitesimal:

“Con la Geometria Analitica de Fermat alcanzaba el maximo grado de
consumacion en la aplicacién a los problemas geométricos del antiguo método de
Andlisis —de ahi procede el adjetivo Analitica que acompafia al sustantivo

Geometria—, siendo el Algebra por su caracter algoritmico el principal instrumento

2* GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 56 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf
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de la aplicacion de ese Analisis. Lo que importa a Fermat es la obtencion de
métodos que permitan resolver de forma directa y operativa los problemas y
escribirlos formalmente siguiendo la linea de la propia investigacion geométrica, es
decir, métodos que al describir el proceso inventivo ensefien a descubrir y rompan
la clasica dualidad helénica invencibn—demostracion —«ars inveniendi»— versus
«ars disserendi» que tiene lugar en dos estadios de tiempo y espacio diferentes.
Fermat pondera la heuristica y se busca afanosamente la fusion, en un solo acto
matematico, del descubrimiento y de la demostracion. En todo este panorama
juega un papel programéatico esencial la intervencion del Algebra como
instrumento inherente a la Geometria Analitica que convierte a ésta en una
poderosa herramienta de investigacion y exploracion cientifica, en el mas util
instrumento para resolver con elegancia, rapidez y plenitud heuristica las

cuestiones geométricas.”?

4.2.2 René Descartes

René Descartes nacié en Francia en 1596 y murié en Suecia en 1650. Obtuvo el
titulo de bachiller y de licenciado en derecho por la facultad de Poitiers (1616), y a
los veintidés afios se enrold en el ejército y continud su carrera militar hasta 1626.
Pero aun en esta época su interés por la matematica era evidente como se
muestra en el siguiente fragmento escrito a su amigo Isaac Beeckman en 1619:

“... De hecho, espero demostrar que cierto tipo de cuestiones pueden ser
resueltas solamente de un modo y no de otro, de manera que no quede casi nada
por descubrir en geometria. La tarea es infinita y no puede ser acabada por una
Gnica persona. Es tan increible como ambicioso. Pero yo mismo he visto un poco
de luz entre el oscuro caos de esta ciencia, gracias a lo cual incluso las nubes mas

espesas podran ser disipadas. "

25 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 66 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica. pdf
%6 HAWKING, Stephen. Dios cred los nimeros. Ed Critica, 2006, pag. 256
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Las geometrias analiticas de Fermat y Descartes tienen su anclaje en la
preocupacion por la metodologia de la geometria griega por lo que ambos se
plantean como tarea esencial encontrar nuevos métodos mas simples, mas
operativos, mas resolutivos, mas heuristicos y sobre todo mas generales. Asi
concibe Descartes una ciencia matematica que se convierte en un saber mas facil,
simple, generalizable y véalido para todo el &mbito de la cantidad. Para Descartes
el modo de proceder y el espiritu de esta verdadera ciencia, experimentado y
cultivado en el quehacer y en la investigacion matematica, es lo que inspira las
reglas del método y el método mismo.

La geometria de Descartes no puede entenderse de forma aislada ya que forma
parte indisoluble de un proyecto metodoldgico general de alcanzar la unidad de la
ciencia que Descartes intenta fijar en las Reglas para la direccion del espiritu de
1628 y en El Discurso del Método de 1637. Descartes se propone con El Discurso
del Método y los tres ensayos que lo acompafian La Dioptrica, Los Meteoros y La
Geometria, demostrar que ha alcanzado un nuevo método de especulacién sobre
la verdad cientifica mejor que todo método anterior y que precisamente La
Geometria demuestra este logro. Mediante el uso del algebra como herramienta
algoritmica esencial, Descartes da una nueva lectura a la geometria de los
griegos, que supera sus limitaciones y trasciende sus conquistas geométricas a
base de elaborar un magnifico instrumento de atagque de los problemas
geométricos antiguos y modernos que libera a la geometria de la dependencia de
la figura y su representacion espacial. Propone una forma de solucién de los
problemas basada en la aplicacién del andalisis mediante la actuacion del algebra,
gue supone el problema resuelto y establece una ordenada dependencia entre lo
conocido y lo desconocido, hasta hallar el resultado buscado, de modo que las
reglas del método cartesiano adquieren el sentido matematico de normas para la
solucion de los problemas geométricos mediante ecuaciones. La Geometria de
Descartes establece el analisis algebraico no sélo como un instrumento que
aplicado a la geometria creara la geometria analitica sino como algo mucho mas
universal todavia, el lenguaje de expresion y por tanto la clave de todas las

ciencias.
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La Geometria se compone de tres libros a saber: En el Libro Primero titulado De
los Problemas que pueden construirse sin emplear mas que circulos y lineas
rectas, Descartes fija la metodologia cartesiana que aplicard a la traduccion
algebraica de los problemas geométricos clasicos, de modo que el libro contiene el
nucleo de toda la formulacion cartesiana de La Geometria. En este libro Descartes
realiza una interpretacion geomeétrico-algebraica de las operaciones aritméticas y
las utiliza para resolver problemas geométricos, es decir, para hacer geometria
mediante el algebra. El Libro Segundo titulado De la naturaleza de las lineas
curvas consta de cuatro partes bien diferenciadas: La naturaleza geométrica de
las lineas curvas, el Problema general de Pappus, la construccion y propiedades
de tangentes y normales a una curva geométrica y finalmente el estudio de los
Ovalos como curvas especiales que responden a consideraciones fijadas de las
tangentes o normales. El Libro Tercero trata De la construccion de los problemas
gue son solidos o mas que solidos mediante el estudio de la resolucion de
ecuaciones, discusion de sus raices, y relaciones entre los coeficientes para

ofrecer un método de resolucion de cualquier ecuacién algebraica.

Aunque nunca reconocera la paternidad de Vieta en algunas de sus ideas
fundamentales?®’, Descartes debi6 inspirarse en él, en la introduccién del uso de
letras para designar no sélo las cantidades desconocidas (incognitas o variables)
sino incluso las conocidas (parametros) que le permite obtener la solucion general
de los problemas mediante formulas que expresan las incognitas en funcion de los
parametros. Serd Descartes quien introduzca en la Regla XVI la convencién actual
para la codificacion de los simbolos de incognitas y potencias, que por primera vez
en la historia de la matematica seran simbolos artificiales y arbitrarios. Con sus
radicales reformas, Descartes habria superado la esclavitud a la dependencia de
las figuras en la geometria de los antiguos y la falta de trasparencia del algebra de

los modernos:

%7 De hecho en el texto Historia de las Ciencias (1989, pag. 304), Michel Serres afirma que:
“Descartes, en su discurso octavo sobre Los Meteoros, segundo ensayo del Discurso del Método, se
“atribuye conocimientos que aquellos cuyos escritos poseemos no alcanzaron jamas”. Esta actitud
del fildsofo, que consiste en ocultar los descubrimientos que le preceden, se manifiesta a lo largo
de toda su obra”.
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“El simbolismo algebraico, que apuntaba a convertirse en el lenguaje universal
traeria simplificacion, generalizacion, mecanizacién y unificacion en la notacion,
entraflando economia de pensamiento y difusidon rapida. Después de Descartes, el
Algebra es uno de los mas potentes lenguajes creados por el hombre, un
instrumento para la expresion breve, intuitiva y mecénica de relaciones
enormemente complicadas que puedan tener entre si objetos abstractos
cualesquiera, y en su aplicacion a la Geometria, el ingenio que exigia la lectura y
comprension de la obra de Euclides quedaria eliminado y reemplazado por
procedimientos algoritmicos automéaticos. Aparte de su ingente contribucion al
nacimiento de la Geometria Analitica, a Descartes le cabe, pues, el mérito de
haber dado los pasos mas importantes en la introduccion de la moderna notacién
simbdlica de las Mateméticas, de modo que el convenio notacional cartesiano se
hizo definitivo. La Geometria, es el primer texto matematico en el que un

estudiante actual no encontraria dificultades con la notacion’®,

Con las nuevas notaciones y simbolos, Descartes realiz6 una importante
simplificacion en el lenguaje matematico. Ahora disponia de una geometria que al
poderse expresar de forma algebraica permitia desarrollar procedimientos para
resolver problemas geométricos a base de traducirlos al lenguaje algebraico de las

ecuaciones, simplificar éstas y finalmente construir las soluciones.

La Geometria de Descartes transforma los antiguos instrumentos de la geometria
griega, el algebra geométrica y el andlisis geométrico, en la geometria analitica
cartesiana, mediante la intervencion del algebra literal a la que el propio Descartes
contribuy6 de forma definitiva con la contundente y eficaz reforma y simplificaciéon

de la notacion algebraica.

28 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucién histdrica de la geometria analitica.
Pag. 82 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf



38

EL PAPEL DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA EDUCACION
BASICA Y MEDIA

4.3 DESPUES DE FERMAT Y DESCARTES

En las dos centurias siguientes a la de Fermat y Descartes, matematicos de la
talla de Euler, Monge, Lagrange, y Lacroix imprimiran a la geometria analitica un
ingente desarrollo hasta situarla en el umbral de la geometria analitica moderna ,
la que se imparte hoy académicamente, que la convertira en una de las vetas mas
fructiferas del pensamiento matematico, en un instrumento responsable de la
increible pujanza y del impresionante progreso que ha desarrollado la matematica
desde entonces. Un elemento central para la consolidacion de la geometria
analitica fue el mismo calculo diferencial e integral, pues éste obligaba a una
utilizacion sistemética de la geometria analitica para su propio desarrollo. En ese
sentido, la gran condensacion tedrica realizada por Newton y Leibniz potencio
extraordinariamente su valor y significado:

“Aunque se suele decir que el calculo diferencial e integral es la mayor realizacién
matematica de la revolucidn cientifica, debe subrayarse mucho el papel de la
geometria de coordenadas. Esta hizo posible el conocimiento cuantitativo de las
formas y curvas geométricas (ahora expresables de manera algebraica), que se
requeria en el nuevo escenario, con muchas demandas practicas sociales. Con la
geometria de coordenadas se abri6 el camino para revertir el dominio de la
geometria en las matematicas a favor del algebra, a pesar de las dificultades de

justificacion légica que ésta exhibia.”®

Leonhard Euler (1707-1783) introduce, al igual que Descartes, nuevas y definitivas
notaciones. Su campo de investigacion se extiende a todos los dmbitos de la
matematica, donde su nombre aparece por doquier para nombrar teorias,
teoremas, problemas, férmulas, funciones, nimeros, constantes y otros muchos
objetos matematicos. Euler explota los poderosos métodos analiticos introducidos

por Fermat y Descartes y desarrollados por van Schooten, De Witt, Wallis, La Hire,

2% Angel Ruiz Historia y Filosofia de las mateméticas pag 265 en
http://www.centroedumatematica.com/aruiz/libros/Historia%20y%20filosofia%?20de%20las%20ma
tematicas.pdf
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Newton y Leibniz. En particular la Recta de Euler, sobre la que se sitdan tres de
los puntos notables de un triangulo, el Ortocentro, el Baricentro y el Circuncentro,
fue obtenido por Euler como magistral aplicacién de la geometria analitica. Euler
da un paso de gigante en la aplicacion del caracter algoritmico del algebra a la
sistematizacion de la geometria analitica de dos y de tres dimensiones,

alcanzando la clasificacion de las cénicas y las cuadricas.

Joseph-Louis de la Lagrange (1736-1813) realiz6 también importantes
contribuciones a la geometria analitica, siempre bajo la filosofia de aplicar el
caracter algoritmico del algebra para superar toda representacién concreta. En sus
desarrollos analiticos, su formulacion, de una brillante elegancia, ya esta muy
proxima a la escritura del algebra lineal, en calculos que se asemejan a aspectos
matriciales y determinantes. En el articulo Solutions analytiques de quelques
problemes sur les pyramides triangulaires (1775), Lagrange resolvid, de forma
puramente analitica, diversas cuestiones ya conocidas sobre la geometria del
tetraedro: las férmulas, en funcion de las coordenadas de los vértices, del area,
centro de gravedad y volumen, asi como los centros y radios de las esferas
inscrita y circunscrita. Estos resultados representan una auténtica revolucion
analitica ya que estan redactados de tal forma analitica que pueden ser

entendidos sin aludir a figura alguna.

Si bien Descartes y Fermat provocaron una auténtica revolucion en el campo de la
geometria, una ruptura radical con el pasado, histéricamente la geometria analitica
en si misma (no en cuanto utilizada en otras disciplinas), tal y como la presentaron
Descartes y Fermat, tuvo poca repercusion inmediata. Y ésta tendria que esperar
el trabajo de Gaspard Monge (1746 - 1818), uno de los matematicos mas
importantes de la época de la Revolucion Francesa, y sus discipulos en la Escuela
Politécnica francesa (la Polytechnique ) para adquirir los alcances y fortalezas que
ésta posee. En esta época en la que el nombre de geometria analitica todavia no
habia alcanzado un reconocimiento general, Monge impartia un curso en la

Escuela Politécnica sobre Applications de l'analyse a la géométrie, cuya primera
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parte es esencialmente una introduccion a la geometria analitica. Como no se
disponia de ningun libro de texto, Monge se vio forzado a escribir el contenido del
curso y publica en 1795 Feuilles d'analyse apliquée a la géométrie, donde da una
forma bastante definitiva a la geometria analitica. Otros materiales que habia
utilizado también en su curso son incluidos en 1802 en la memoria Application de

l'algebre a la géométrie, que se reeditara en 1807, 1809 y 1850.

Bajo la inspiracion de Monge como maestro, algunos matematicos coetaneos, en
particular Sylvestre Francois Lacroix,(1765-1843) escriben numerosos libros de
texto sobre geometria analitica, que se reeditan una y otra vez, y en donde se va
aclarando su significado y utilidad como instrumento matemético, cada vez mas
préximo al uso de nuestro tiempo. Asi por ejemplo, en cuanto a la propia
concepcion sobre la geometria analitica, Lacroix formula en su Traité de calcul de
1810 un punto de vista muy préximo al actual:

“Obviando todas las construcciones geométricas se hara ver al lector que existe
una manera de considerar la geometria que se podria llamar geometria analitica, y
que consiste en deducir las propiedades de la extensién del minimo numero
posible de principios por métodos puramente analiticos, de la misma manera que
ha hecho Lagrange en su mecanica con respecto a las propiedades del equilibrio y

del movimiento”. *°

Lacroix fue el mas prolifico escritor de libros de texto para los cursos que se
impartian en la Escuela Politécnica y en la Escuela Normal Superior, ambas
notables escuelas francesas. Estas obras de Lacroix, que se editaron numerosas
veces, contienen una extensa y didactica vision panoramica de la geometria
analitica, tal como debia quedar formalmente, después de los numerosos
problemas resueltos mediante las aplicaciones sistematicas del calculo algebraico
a la geometria que hicieron Lagrange y Monge. Se trata de los primeros textos

qgue, por su notacién, fraseologia y métodos, podrian servir perfectamente, con

30 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucion histdrica de la geometria analitica.
Pag. 139 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf
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pequefias modificaciones y ligeras extensiones, como base de un curso actual de
geometria analitica. Gracias a Lagrange, Monge y Lacroix, se habia alcanzado la
forma definitiva de uno de los instrumentos cientificos mas potentes que se ha
elaborado en la historia del pensamiento matematico, y tan solo ciento cincuenta

afos después de que Fermat y Descartes establecieran los fundamentos.

La geometria analitica goza de una serie de virtudes que hacen de ella una
comoda y didactica herramienta matematica para el abordaje de los problemas
geométricos. Por una parte permite que las cuestiones geométricas puedan
formularse algebraicamente y que los objetivos geométricos puedan alcanzarse
por medio del &lgebra, e inversamente, facilita la interpretacion geométrica de los
enunciados algebraicos, lo que propicia una percepcidon mas intuitiva de su
significado, con la posible apertura a la vision de nuevos problemas vy
conclusiones:

“En su forma académica actual, la Geometria cartesiana debe tanto a Fermat y
Descartes como a sus propios contemporaneos y sucesores. Lo que se ensefia
hoy en las aulas no es Geometria Analitica en el sentido como la entendian sus
creadores, ni en cuanto a los objetivos ni en cuanto a los métodos. Pero si que
hay algo importante en comun, la Geometria Analitica, la de entonces y la de
ahora es un potentisimo instrumento algoritmico de resolucion de problemas
geométricos de importancia trascendental para otras ramas de la Matematica y de

las Ciencias de la Naturaleza, tal como comprobamos en nuestras aulas”. **

31 GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Origenes y evolucion histérica de la geometria analitica.
Pag. 146 en http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf
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5. SITUACION PROBLEMA PARA LA ENSENANZA DE LA
FUNCION CUADRATICA, SU GRAFICA Y SU ECUACION
ASOCIADA . *?

Ya se habia sefialado que las situaciones problema cobran importancia en la
medida que son facilitadores del aprendizaje significativo, pues permiten la
interaccion entre los conocimientos disciplinar y didactico, y por tanto el disefio
de situaciones problema se convierte en una alternativa para vincular al estudiante
a procesos de modelacion y para facilitar el aprendizaje de conceptos
matematicos de manera significativa. Se sefialo también que la geometria
analitica es innegablemente una herramienta fundamental de la matematica y a la
vez de la educacion matemética porque entre otros factores desarrolla elementos
conceptuales comunes que permiten el disefio de situaciones de aprendizaje, y en
particular de situaciones problema, que integran la mayoria de los pensamientos
planteados en los lineamientos curriculares de matematicas posibilitando a la vez
que los procesos de aprendizaje de las mateméticas se den a partir de la
construccion de formas generales y articuladas de esos mismos tipos de

pensamiento.

La geometria analitica presenta modelos algebraicos para resolver situaciones
geométricas e inversamente facilita la  interpretacion geométrica de los
enunciados algebraicos, lo que propicia una percepcion mas intuitiva de su
significado, con la posible apertura a la visibn de nuevos problemas vy
conclusiones. La geometria analitica cubre una serie de aspectos esenciales en
las matematicas de la educacion basica y media como: La introduccion de
coordenadas, el trazado de una curva construyendo ordenadas a partir de

abscisas, la aplicacién del algebra simbodlica a los problemas geométricos, la

32 | a situacién problema que se abordara es una modificacién del trabajo monografico titulado: Red
conceptual para la ensefianza de la funcion cuadratica que desarrollé en 1998 junto con Liliana
Cano Alvarez y José Alexander Vargas Mejia.
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derivacién de ecuaciones de lugares geométricos, la construccion geométrica de
las soluciones de ecuaciones, el estudio de las curvas dadas por sus ecuaciones
lineales y cuadraticas, la representacion grafica de una curva dada mediante la
expresion analitica funcional, la derivacion de formulas fundamentales para
resolver problemas y la clasificacion general de curvas y superficies de segundo

orden.

Para el disefio de la siguiente situacion problema se opto por enfatizar, de los
aspectos anteriores, en el tratamiento en particular de la funcién cuadrética, su
grafica y su ecuacion asociada, y es por esto que se compone de tres bloques a
saber: En el bloque 1, para caracterizar la funcién cuadratica, se propone una
situacién problematica que involucra areas de figuras planas y su relacion con
areas de figuras semejantes disminuidas o aumentadas en un factor K; en el
blogue 2 se plantean diversas actividades, cuyo objetivo es caracterizar la
parabola como grafica de la funcién cuadréatica, como lugar geométrico y como
seccién conica; y en el bloque 3 se compilan algunos métodos alternativos para la
solucién de la ecuacion cuadratica. Lo que se pretende entonces es la
construccion de una red conceptual que busca recoger diferentes estrategias para
la ensefianza de la funcion cuadratica, en la que los referentes tedricos se van
alternando con las actividades y éstas se presentan mediante preguntas
progresivas, en el entorno de los elementos que se busca problematizar en cada
situacion propuesta. Destacando el estudio de la variacion como una base
fundamental para acceder a los procesos de generalizacion propios de cada uno

de los pensamientos propuestos en los lineamientos curriculares.

5.1 BLOQUE 1: SITUACION PROBLEMA PARA CARACTERIZAR LA
FUNCION CUADRATICA

Se propone la siguiente situacién para acercar al alumno a la conceptualizacion de

la funcidn cuadratica, mediante la relacion de areas de figuras planas, aumentadas

o disminuidas en un factor k.
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5.1.1 AREA DEL CUADRADO

Si tenemos un terreno cuadrado cuyo lado tiene una longitud de 1 metro, sabemos

qgue su area es igual a 1°m?. Pero si duplicamos la longitud del lado podriamos
afirmar que la medida de su area también se duplica? ¢ Si lo triplicamos qué pasa

con su area?

a. Elaboremos una tabla de valores, y analicemos la variacién del area con

respecto a la variacion del lado.

L(m) A(m)
1 1

4

9

16

25

36

k2

x| o ;o & w| N

Duplicando a L (por ejemplo de 2 a 4) ¢Por qué factor queda multiplicada el area
A?

Y al multiplicar L (por ejemplo de 2 a 6) ¢ Cuantas veces se vuelve mayor el area
A?

¢, Qué tipo de relacion existe entre Ay L?

Como podemos observar la variacién no es lineal, es decir, no es una proporcién
directa, pues el &rea aumenta en una proporcion mayor que el lado del cuadrado.

Por ejemplo, para:

L, =1m entonces A =1m’=1"m?
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L, =2m entonces A, =4m® =2°m?
L, =3m entonces A, =9m’ =3’m?
L, =4m entonces A, =16m’ =4°m?

Por tanto podemos afirmar que:
L, =km entonces A =k’m®=k’1’m’ =k*A

En esta relacion podemos ver que el area del cuadrado de lado k es proporcional

al area del cuadrado de lado 1Im. Es decir A, es proporcional a A siendo k el factor

por el que se multiplica el lado inicial, de donde: A =k*A

En este caso afirmamos que “el area de un cuadrado es proporcional al

cuadrado de su lado”.

b. Con los valores de la tabla anterior tracemos la gréfica del area en funcion

del lado y analicemos las siguientes preguntas:

e ¢lLa grafica pasa por el origen?
e (COmo es la grafica que resulta?

e Qué nombre recibe este tipo de gréfica?

5.1.2 AREA DEL RECTANGULO
¢,Como varia el area de un rectangulo si duplicamos sus dimensiones?

¢, Como varia el area si multiplicamos las dimensiones del rectangulo por el factor

k?

¢, Se cumple la misma relacién que en el cuadrado?
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Tratemos de dar respuesta a los interrogantes anteriores trabajando con un
rectangulo de altura h y base b. Por tanto el area de este rectangulo esta dada
por A=hbh.

Si duplicamos sus dimensiones entonces la base de este nuevo rectangulo es

igual a 2by su altura es igual a 2h, y por tanto sus area esta dada por:
A, =(2b)2h)=2*bh=2°A
Luego podemos afirmar que:
A, =2°A

Ahora si multiplicamos los lados del rectangulo por el factor k, su base es kby su

altura kh. El area de este nuevo rectangulo seria:
A = (kb)kh)=k?bh=k?A
Es decir:
A =k’A

Observamos que la relacion entre las areas de los rectangulos también es

proporcional y como en el caso del cuadrado la constante de proporcionalidad es

el factor k2

5.1.3 AREA DEL PARALELOGRAMO
¢, Se cumplira lo mismo para cualquier paralelogramo?

Sabemos que el area de un paralelogramo esta dada por A=Db.h(siendo h la
altura y b la base), si realizamos un tratamiento similar al del rectangulo

encontramos que la proporcionalidad entre las areas se sigue cumpliendo.
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5.1.4 AREA DEL TRIANGULO
¢, Qué se puede concluir con respecto al triangulo?

Construya un triangulo cualquiera, trace una altura y halle su area; a partir de la
transformacion de las lineas de éste, obtenga nuevos triAngulos y calcule sus
areas. Con base en el andlisis hecho a los triangulos, complete la siguiente tabla

de valores y grafique.

¢ Pasa por el origen la curva trazada?

¢, Qué clase de curva genera?

5.1.5 AREA DEL TRAPECIO

Sabiendo que el trapecio es la region formada por un paralelogramo y un triangulo,
¢, Qué podemos decir del area de un trapecio con respecto al area de otro que

resulta de multiplicar sus elementos (lineas) por un factor k ?

5.1.6 AREA DEL POLIGONO REGULAR
¢ Qué se puede concluir al realizar la misma actividad con un poligono regular?

Se sugiere al profesor realizar esta actividad, considerando un poligono regular
como la region que resulta al agrupar varios triangulos isosceles, de esta forma se
podra verificar que la relacion analizada hasta el momento se cumple también

para la suma de areas.
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5.1.7 AREA DEL CIRCULO
Veamos qué pasa con el circulo.

Hasta ahora hemos trabajado con figuras poligonales convexas en las cuales la
variacion del area depende de la variacion de sus dimensiones; realicemos un
andlisis de la variacion del area del circulo cuando varia su radio, mediante una

tabla de valores.

r A=rr?

T

2°r

33

4%

ol EEN w Nl =

5%

k k?x

¢, Qué relacion existe entre el area y el radio?

¢Al graficar, qué relacion encuentra entre esta curva y la obtenida con las areas

de cuadrado y del triangulo?

De lo anterior podemos concluir que el area de un circulo es proporcional al

cuadrado de su radio ya que también se cumple que:
A =k*A, donde k es el factor por el cual se multiplica el radio inicial.

Realice la misma actividad para las areas de un semicirculo, un sector circular,

una corona circular y concluya.
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5.1.8 AREA DE OTRAS FIGURAS PLANAS

A continuacion sugerimos al profesor, algunas actividades para extender la

relacion A =k?A a cualquier figura plana.

5.1.8.1 ACTIVIDADES

1. Recortar figuras para formar dos grupos. En el primero habran tridngulos y
paralelogramos, circulos y semicirculos de cualquier tamafio y en el
segundo, poligonos semejantes a los anteriores cuyas lineas se hayan
obtenido al multiplicar las lineas de los primeros por el factor k. Elegir
poligonos del primer grupo y formar figuras convexas y con los elementos
correspondientes del segundo grupo construir una figura semejante a cada

una de las anteriores.

Hallar las areas de las dos nuevas figuras, comparar.

¢ Por qué factor queda multiplicada la segunda area?

Se sugiere comparar las areas de las figuras que resulten de la resta de

sus areas, al superponerlas.
2. Construir un poligono cualquiera, fijar el centro 0 y la razén de homotecia k
y efectuarle una transformacion (puede realizarse con ayuda del geoplano o

del pantografo).

¢,Cual es la relacion entre la longitud de un segmento transformado y el

original?

¢, Qué relacion hay entre las areas del poligono transformado y el original?
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3. A continuacion se presenta una region plana determinada por una curva,
calcule su area, si elegimos un factor k =2 y aplicamos una transformacion

a sus lineas, ¢,cémo varian sus areas?

4. Con ayuda del pantdgrafo realizar una transformacion a las lineas de la
siguiente figura. Se sugiere graficar sobre una cuadricula con el fin de
facilitar el calculo aproximado de las areas. ¢Qué relacion hay entre las

areas aproximadas de la figura transformada y la original?

AR

J(
%
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5.1.9 CONCLUSIONES

Recogiendo las conclusiones de las actividades anteriores, se observa que
siempre que estamos tratando con areas, al ampliar (o reducir) una figura, o sea al
multiplicar las dimensiones que originan su area por cierto factor, comprobamos
que el area de la figura, queda multiplicada por el cuadrado de dicho factor. Es

decir:
A =k*A

De acuerdo con las actividades anteriores, A es el area de la figura inicial y por lo

tanto es una constante. Asi mismo k es el factor por el que se multiplican las
dimensiones que originan la medida del area y es un numero real positivo, es

decir, kes una variable y A, varia de acuerdo con el cuadrado de K .

En la notacién utilizada en el &lgebra, las variables se representan generalmente

con las letras x e y, las constantes con otras letras minusculas, asi la expresion

A, =k?A se transforma en:
y =ax?,

Donde y se llama variable dependiente, puesto que depende de la variacion de x

a la que se denomina variable independiente y a es una constante.

Si graficamos la relacion y = ax*, asignando valores positivos y negativos a x y

tomando a =1, obtenemos una grafica como la siguiente:
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v
X

Como a cada valor de la variable “x”, le corresponde un solo valor de la variable

1 ”

y”, entonces decimos que Yy = ax’es una funcion llamada Funcion Cuadratica y la

curva que determina el conjunto de puntos solucion de esta funcion recibe el

nombre de Parabola.

Cuando graficamos las relaciones entre las areas en las actividades anteriores, la
curva descrita correspondia a una de las ramas de parabola, puesto que en
problemas de areas no tiene sentido hablar de magnitudes negativas. Pero si
asignamos valores negativos a k su grafica nos genera las dos ramas de la

parabola que son simétricas con relacion al eje “y” y se unen en un punto llamado

vértice de la parabola.
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5.2 BLOQUE 2: LA PARABOLA

5.2.1 LA PARABOLA COMO GRAFICA DE LA FUNCION CUADRATICA

La siguiente actividad tiene como propdsito dar significado a las variaciones del

modelo formal y=ax’+bx+c, a partir de los desplazamientos horizontales y
verticales de la pardbola Y = ax’

B 2
5.2.1.1 GRAFICADE Y = aX

En acetatos o papel calcante, elabore las parabolas correspondientes a la funcion

2 . . H “ ”
y =aX", realice las tablas de valores dando los siguientes valores a “a”:

e a=1
e a>1
e O<axl
e a<o0

Superponga los acetatos en un plano cartesiano, haciendo coincidir los vértices de

las parabolas con el origen de coordenadas.

¢, Como varia la forma de la parabola cuando “a” toma un valor diferente de 1?
Z H Y 1 ”» HY 4 2
¢, Qué significa “a”en la funcién y = ax" ?

Al realizar la actividad se pretende que el alumno verifique que cuando “a” toma

un valor diferente de 1 se presentan las siguientes situaciones:

I.  Cuando a>1 la pardbola es mas angosta que la pardbola Yy = Xz(donde
a=1).
Il.  Cuando O<a<1, la parabola es mas ancha que la parabola Yy = x?

Ill.  Cuando a<0la parabola abre hacia abajo.
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De acuerdo con lo anterior “a” determina la orientacion de las ramas de la
, . . . s 2
parabola, es decir, su concavidad. Por tanto a partir de la grafica de Y =X" puede

construirse la gréfica de las parabolas de Y = ax” de la siguiente forma:

a>1

a=l

) / f 0<a<1

AN y

a<0

v

v X

e Aumentando “a” veces todas las ordenadas de la funcién Yy = X2, Si
a>1.

¢ Reduciendo “a” veces todas las ordenadas de la funcion Y = Xz, Si
O<axl

e Para a<0, es decir, cuando Yy = —aXZpuede construirse su grafica
como la simetria de Y= ax’ con relacion al eje x, puesto que para

valores iguales de las abscisas, las ordenadas solo se diferencian

en su signo.



Situacion Problema

p 2
5.2.1.2 GRAFICADE Y =aX" +N

Tome un acetato de los elaborados anteriormente y en una hoja cuadriculada que
contenga un plano cartesiano, superponga el acetato ubicando el vértice de la
parabola en el origen de coordenadas, luego traslade la figura un numero “ N ” de
unidades hacia arriba y realice una tabla de valores para la nueva ubicacién de la

parabola.

Si comparamos esta tabla de valores con la tabla de valores de la parabola del

acetato:

¢, Qué estéa variando y que permanece invariante?

¢,Como es la variacion?, ¢ Varia el eje de simetria?

¢, Si la traslacion fuera hacia abajo, como seria la variacion?

¢, Cudles son las coordenadas del vértice de la parabola trasladada?

¢ Cudl es la funcion que determina la nueva parébola?

El alumno observara, que al trasladar la parabola hacia arriba o hacia abajo, la “ X”

permanece invariante mientras que la “ Y ” varia de la siguiente forma:

I.  Se aumenta en “N” unidades si la traslacion es hacia arriba

Il.  Se disminuye en “N” unidades si la traslacion es hacia abajo.

Es decir que la funciébn que determina esta nueva parabola esta dada por

y:ax2 +N y su grafica es una parabola que puede construirse a partir de la

gréfica de la funcién Yy = ax® de la siguiente forma:
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e Si N>0 se traslada sobre el eje Y, la gréficade Y= ax’ paralelamente a
si misma “N” unidades hacia arriba.

e Si N<O setraslada sobre el eje Y, lagraficade Y= ax’ paralelamente a

si misma “N” unidades hacia abajo.

; y=ax2+n,n>0

y=ax2+ n,n<0

. 2
5.2.1.3 GRAFICA DE Y =a(x—m)

Elija uno de los acetatos, ubique su vértice en el origen de coordenadas y
trasladelo sobre el eje x un numero “M” unidades hacia la derecha, realice una

tabla de valores para la nueva ubicacion de la parabola.

Al comparar las tablas de valores respectivas:

¢, Qué varia y permanece invariante?

¢, Colmo es esa variacion?

Si la traslacion fuera hacia la izquierda, ¢ Como seria la variacién?

¢, Cuales son las coordenadas del vértice de la nueva parabola?
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¢, Como varia su eje de simetria?

¢,Cual es la funcion que determina la nueva parabola?

El alumno observara que cuando traslada la pardbola “M” unidades hacia la
derecha, el vertice de la nueva parabola quedara ubicado en el punto (m ,O)y si la

traslada hacia la izquierda quedara en el punto (—m ,O). Por tanto la funcién que
determina la nueva parabola esta dada por:
y=a(x—m)’

En esta parabola ademas, el eje de simetria estd dado por la recta X=mM 0

X =-—m, dependiendo de la traslacion realizada.

Lo anterior le permite al estudiante construir la gréfica de la nueva funcion a partir

Ze 2 .
de la gréfica de Yy =aX", conservando las mismas ordenadas y trasladando las

abscisas sobre el eje x hacia la izquierda o hacia la derecha “M” unidades.

y =ax

4
| y=a(x-m)
|
|
I
I
I
I

/

v(0,0) v(m,0)
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. 2
5.2.1.4 GRAFICA DE Y =a(Xx—m)’ +n

Se le pide al alumno que utilizando uno de los acetatos, realice con él,
combinaciones de translacion horizontal y vertical, iniciando con su vértice en el

origen de coordenadas.
¢ Cudles son las coordenadas del vértice de la nueva parabola?
¢Por donde pasa su eje de simetria?

¢ Cuél es la funcion que determina su nueva parabola?

, . . 2
El alumno observara que al combinar las funciones Y = ax®+n Y, Y= a(x—m) ,

r4 M4 2 “* ” “ ”» s H H
obtendra la funcion Y = a(x—m) +N, donde “M”y “Nn” indican el desplazamiento
horizontal y vertical respectivamente. Esta nueva parabola tendra como vértice el

punto (m , n)y eje de simetria paralelo al eje y.

5.2.1.4.1 EJERCICIOS

1. Hallar las ecuaciones de las siguientes parabolas cuyas graficas son:

a. Lagraficade Y= X’ trasladada 4 unidades hacia arriba.
b. Lagraficade Y= —x* trasladada 5 unidades hacia la izquierda.

c. La graficade Y= 2x° trasladada 2 unidades hacia abajo y 3 unidades

hacia la derecha.

3
d. La grafica de y=—§x2 trasladada una unidad hacia arriba y 6

unidades hacia la izquierda.
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2. Indicar como hay que trasladar la parabola Yy = Xz, con respecto a los ejes

coordenados, para que la nueva ecuacion de la parabola sea:
a. y=(x-2)-3
b. y=(x+5)+1

3. Determinar el vértice de cada una de las parabolas de los ejercicios 1 y 2.

4. Hallar el valor de “a” para que la parabola y=aX2 pase por el punto

(-2,5).

5. Determinar los valores de “@a” y “C” para que la funcion Y = ax® +c pase

por los puntos (0,—3)y (1,—2).

5.2.1.5 GRAFICA DE LA FUNCION Y = ax® +bx+c

La siguiente actividad pretende que el estudiante transforme la funcion

2 ., £y
y= a(x—m) +N en la forma general de la funcion cuadratica Y = ax® +bx+c y

gue comprenda a la vez la equivalencia de ambos modelos.

Se le propone entonces al estudiante que retome de los numerales del ejercicio 2
propuesto anteriormente y desarrolle el binomio al cuadrado de cada uno de ellos

para resolver los siguientes interrogantes:

e ¢ Qué nueva forma toma la funciéon?

. ., 2 P
e Sila funcién se presenta en la forma Y =ax"+bx+cC, ;cémo obtener su

gréfica a partir de de la grafica de la funcion Yy = ax’?
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e (Es posible expresar las coordenadas del vértice de la pardbola en

términosde a, b y c?

Es importante que el alumno reconozca que la forma general de la funcion

L4t . 2
cuadratica Y = ax’ +bx+c , siempre puede llevarse a la forma Yy = a(x— m) +Nn,

utilizando el método de completar el cuadrado y que el vértice de la parabola

b b?
expresado en términos de a, b y Cviene dado por el punto —5, C_E

5.2.1.5.1 MAXIMOS Y MINIMOS

Para propiciar un acercamiento al tratamiento de maximos y minimos de la gréafica

de la funcién cuadratica, se propone la siguiente situacion:

a. Graficar las siguientes funciones y determinar su vértice:
o y=x"-2x-15
o Y= —X2 +6Xx-8
b. De acuerdo con las gréficas anteriores responder las siguientes preguntas:
e ¢ A qué punto del plano corresponde el mayor y el menor valor de la
ordenada en ambas funciones?
e Si se comparan estos dos puntos con el vértice de cada una de las
parabolas qué se concluye?

e ¢ Qué significado adquiere el vértice de acuerdo con la concavidad

de la parabola?

La situacién anterior permitira concluir que el vértice de la parabola que representa

b b’
la funcién cuadrética y=aX2 +bx+c, dado por el punto (_Z_a’ 0—4—aj es un

punto minimo de la funcién cuando a >0y es un punto maximo cuando a<0.
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Esta propiedad puede ser usada para resolver cualquier problema de maximos y
minimos que dependan de una funcion cuadréatica en una variable, sin necesidad

de utilizar los criterios empleados en el célculo diferencial.

5.2.1.5.1.1 EJERCICIOS

1. Calcular los valores de x para los cuales la funcibn dada es positiva,
negativa, nula, maxima o minima y comprobar graficamente:
a. y=X—6X+5
b. y=2X"+5x+7
c. y=-3x"—-4x-2

d. y=4x*+4x+1

2. El perimetro de un rectangulo es 40 cm. Calcular sus dimensiones para que
su éarea sea maxima. Entre todos los rectangulos de igual perimetro, ¢ Cuél

es el de mayor area?

5.2.2 LA PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO

La siguiente seccion tiene como propdsito, buscar la relacion entre la parabola

como lugar geométrico y la gréfica de la funcién cuadratica.

Con el objetivo de buscar la relacidén entre la parabola como lugar geométrico y la
grafica de la funcidn cuadratica, se le propone al alumno realizar la siguiente

construccion:

Sobre una tabla determine un punto F y una recta d, coloque una regla a lo largo
de ésta y aplique sobre la regla una escuadra como se muestra en la siguiente

figura:
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Tome un hilo de longitud AB y sujete sus extremos en los puntos F y A, y con un
lapiz siempre apoyando en el borde AB de la escuadra mantenga dicho hilo

templado y deslice la escuadra a lo largo de la recta d.
¢, Qué grafica se obtuvo?
¢ Qué caracteriza la construccién de dicha grafica?

Tome un punto cualquiera de la nueva curva construida y mida su distancia a la

recta d y punto fijo F.

¢, Cual es la razdn entre estas distancias?
Esta actividad pretende inducir al alumno a que:

1. Defina la parabola, como el lugar geométrico de todos los puntos que estan
a igual distancia de una recta fija llamada “directriz”’, y un punto fijo

llamado “foco”.

2. Reconozca algunos elementos o propiedades de la parabola, como son: El
pardmetro definido como la distancia entre el vértice y el foco; y la

excentricidad como la razén entre la distancia de un punto de la curva al
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foco y del punto a la directriz; por la definicion de la parabola esta razon es

igual a 1.

5.2.2.1 CONSTRUCCION DE LA PARABOLA CON REGLA Y COMPAS

La siguiente es una alternativa para realizar la construccion de la parabola

utilizando regla y compas.

Dados el foco F vy la directriz d, trazamos desde F una perpendicular a la directriz
(esta perpendicular es el eje de la parabola). Por la definicion de la parabola, el

punto medio entre la directriz y el foco, es el vértice de ésta. Si A es un punto
distinto del vértice, sobre el eje de la parabola, entonces levantamos desde A una
perpendicular al eje, y tomando el compas con centro en F y radio tomado desde
A hasta la directriz trazamos sobre esta perpendicular un arco que determine el

punto P. Entonces P pertenece a la parabola.

Hasta ahora hemos graficado parabolas que representan funciones cuadraticas de

y en x mediante tabla de valores o por traslaciones de la grafica de la funcion
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2 . . , . . .
y =aX" cuyo eje de simetria es paralelo o coincidente con el eje y; sin embargo,

hemos podido observar que las pardbolas también se puede construir partiendo de

elementos, como el foco, la directriz y el parametro.

5.2.2.2 ECUACION DE LA PARABOLA EN TERMINOS DE SU PARAMETRO
“p”
La siguiente actividad pretende encontrar una ecuacion de la parabola en términos

de los anteriores elementos. Para ello se propone calcar la parabola construida

con regla y compas y ubicar su vértice en el origen de coordenadas de un plano

cartesiano, de manera que su eje de simetria coincida con el eje y.

v

Tome un punto Q de la parabola de coordenadas (x,y) y desde él, trace
perpendiculares a la directriz y al eje de simetria. Llame a los puntos de corte R y

N respectivamente. Trace el segmento FQ.

Como el triangulo NFQ es rectangulo, utilice el teorema de Pitdgoras para

determinar el valor de FQ entérminosde X, Y, P (parametro).

Asi mismo, exprese QR entérminosde Y, P.
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De acuerdo con la definicion de parabola, ¢ Cémo son FQ y QR?

Al igualarlas, ¢ Qué expresion se obtiene para x*?
¢,Cuales son las coordenadas del foco?
¢, Qué ecuacioén determina la directriz?

Se pretende que con el acompafamiento del profesor se llegue a las siguientes
expresiones que concluyen en la ecuacion de la parabola en términos de sus

parametros. Veamos:
(FQY =(NQ)’ +(NF)* para NF=y—p y NQ=x

FQ =1/ +(y—p)

Pero QR=y+ p y ademas por la propiedad de la parabola FQ =QR, por tanto

tenemos que:

y+p=yx*+y*-2py+p’
(y+p) =x*+y?—2py+p’

y? +2py+p* =x*+y*-2py+p’
2py = x* - 2py

X* =4py

2 .z e
Tenemos entonces que X° =4py representa la ecuaciéon de una parabola de

parametro “ P ” con las siguientes caracteristicas:

e Su vertice esta en el origen de coordenadas.
« Sufoco es el punto (0, p)y la ecuacion de la directriz viene dada por y =—p

e Su eje de simetria es coincidente con el eje y.
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Ya habiamos dicho que las parabolas con eje de simetria coincidente con el eje y

. sy 2 7 -7z
son representadas por funciones cuadraticas de la forma Yy =ax", ¢queé relacion

existeentre “ Py “a”?

Sabemos que al desplazar el vértice de la parabola Yy = ax” al punto (m,n)esta
nueva parabola toma la forma Yy = a(X—m)2 +Nn. Si desplazamos el vertice de la

parabola x> =4py al punto (m,n)que podriamos decir en cuanto a:

e La ecuacion en términos de su pardmetro para esta nueva parabola.
e Las coordenadas del foco

e La ecuacion de la directriz

Las inquietudes anteriores pretenden que el estudiante encuentre las siguientes

expresiones:
a=— 0 p=—o 0 dap =1

. 2 .
Ahora como las expresiones X° =4py y y:ax2 representan la misma

) - 2 .
parabola entonces al transformar esta Ultima en y = a(x - m) +N y sustituir en
1 > . 2
ella a= _4p , la ecuacion resultante representa a la parabola X“ =4py cuando

su vértice se traslada al punto (m : n). Veamos:
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y:E(x—m)%n
y—hﬁ(x—m)2

4p(y—n)=(x-m)’

Por tanto la ecuacion (X—m)2 :4p(y—n)en términos de su parametro “P”

representa una parabola como la que se muestra en la figura:

F (m.n+p)

A
v
x

En esta parabola se definen las siguientes caracteristicas:

e Vértice en el punto (m,n)
e Foco ubicado en el punto (m,n + p)
e Ecuacion de la directriz dada por Yy=n—p

e Eje de simetria paralelo al eje y.
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Ahora tome uno de los acetatos iniciales, ubique el vértice de la parabola en el
origen de coordenadas de un plano cartesiano, con el eje de simetria coincidente
con el eje y. Determine su foco y directriz. Luego rote la figura 90° en direccion

negativa.

<

f(po)

A
v
>

¢, Cual es el eje de simetria de esta nueva parabola?
¢,Cuales son las coordenadas del foco?
¢,Cual es la ecuacion de la directriz?

Determine la ecuacion de esta pardbola en términos de su parametro.

Traslade el vértice de esta pardbola al punto (m,n) y determine la nueva

ecuacion.

Estas pardbolas cuyo eje de simetria es paralelo o coincidente con el eje x

también representan funciones cuadraticas de Y en X ?

Con la actividad anterior se busca que el estudiante observe que las parabolas

con eje de simetria paralelo o coincidente con el eje x, son de la forma

(y—n)2 :4p(x—m) con vertice en el punto (m,n). En consecuencia no pueden
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representar funciones cuadréticas de Y en X, porque existen valores de X, a los

qgue corresponden dos imagenes diferentes de Y .

5.2.2.2.1 EJERCICIOS

1. Hallar el foco y la ecuacion de la directriz para la parabola determinada por

la funcién cuadratica y = ax* +bx+c

2. Hallar el foco, vértice y ecuaciéon de la directriz de las parabolas
determinadas por las siguientes ecuaciones:

a. 3x*-9x-5y-2=0
b. Xx*—4x+y-1=0
c. (x+3)"=3(y-5)
d. (x=7) =-9(y-9)

3. Representar graficamente las parabolas del numeral anterior.

4. Para las siguientes graficas hallar la ecuacién en términos del parametro y

la ecuacion de la funcion cuadrética asociada a la parabola.
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5.2.3 LA PARABOLA COMO SECCION CONICA

Utilizando madera, arcilla, plastilina u otros materiales, construya un cono y realice

un corte paralelo a una de sus generatrices.
¢ Qué lugar geométrico se forma en el borde de las secciones?
¢, Si el corte se hace coincidente con una de sus generatrices. Qué se obtiene?

La pardbola también es conocida como una seccion conica. Se le atribuye a
Apolonio de Pérga, el descubrimiento de la parabola como el resultado de la
interseccion de un plano con un cono circular recto; de esta forma descubri6 otras

secciones conicas como la hipérbola y la elipse.

Si el corte se realiza paralelo a una de sus generatrices se forma la parabola
conocida, pero si se hace coincidente, se obtiene una linea recta llamada

“parabola degenerada”

5.2.3.1 PROPIEDADES DE LA PARABOLA

Como el interés de nuestro trabajo en esta seccidn, no es demostrar las
propiedades de la parabola, si no mostrar la posibilidad de integracién del tema

con la parte Iudica y estética, las propiedades solamente seran enunciadas.
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1. En una parabola la recta que es paralela a la directriz y tangente al vértice
es el lugar geométrico de las proyecciones del foco sobre las tangentes. La

siguiente construccion se explica por esta propiedad.

En hoja de block trace una recta y un punto exterior a ella; desde el punto trace
segmentos hasta la recta y en el punto de corte levante perpendiculares en el
mismo semiplano del punto inicial como se muestra en la figura. Observe que la

figura que se forma es una parabola.

AV Py
R

AV,
. v,

2. Las tangentes a la parabola determinan, sobre dos tangentes fijas,
segmentos proporcional es entre si. La siguiente figura muestra esta

propiedad:
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3. Sise toma un punto en una parabola y desde €l se trazan dos rectas, una
paralela al eje de simetria y la otra, del punto al foco, estas rectas forman
angulos iguales con la tangente a la curva en ese punto. Esta es la

propiedad de reflexién de la parabola.

5.2.3.2 EJERCICIOS

Realiza construcciones mas elaboradas con las propiedades enunciadas,
utilizando diferentes materiales. Por ejemplo, una tabla con puntillas uniéndolas
con hilo, lana o alambre de cobre. La siguiente es un ejemplo de aplicacion

creativa.
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5.3 BLOQUE 3: LA ECUACION CUADRATICA
5.3.1 DEFINICION

Cuando se realizé el desplazamiento de un acetato en las cuatro regiones
determinadas por el plano cartesiano, se observé que en ocasiones la curva

cortaba al eje x, y en otras ocasiones no lo cortaba.
Es oportuno sugerirle al alumno interrogantes como el siguiente:
¢,Cuando la curva toca al eje x qué valor toma la ordenada?

Se debe hacer notar que cuando la grafica corta al eje X, la ordenada se anula;
tomando la funcién la nueva forma ax®+bx+c =0, llamada ecuacién cuadratica
0 ecuacién de segundo grado, asociada a la funcién y =ax” +bx+c. Como estos

puntos hacen cero a la funcion, decimos que son las soluciones reales de la

ecuacion.

ACTIVIDAD SUGERIDA

1. Grafique las siguientes funciones cuadraticas:
a. y=x>-5x+6
b. y=x*+2x+1
c. y=4x"+4x-3
d. y=x*—4x+7
2. De acuerdo con las graficas anteriores:
a. ¢Cual es el maximo namero de puntos del eje x la parabola puede tocar?

b. ¢Cuales son las soluciones reales de las ecuaciones asociadas a estas

funciones?
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Con la actividad anterior se pretende inicialmente que el estudiante observe que la
parabola corta el eje x en 0,1 6 2 puntos. Pero también se quiere que el estudiante
reconozca ademas que la construccion de la gréfica no siempre es facil y que en
ciertos casos como en el literal c., se obtienen soluciones aproximadas o que en
casos como los del literal d., el método grafico es insuficiente para determinar los
valores de x que hacen cero a la funcion. Esta situacion nos lleva a buscar otros

caminos diferentes al método graficos para darle solucion a la ecuacion cuadratica

ax’ +bx+c=0.

5.3.2 SOLUCION DE LA ECUACION CUADRATICA

Ademas del método grafico existen otros métodos para resolver la ecuacion

cuadratica como:

e La factorizacion, esto es expresando de la forma ax®+bx+c=0como el
producto de dos factores (x+a)x+£)=0, donde x=—-a y X=-8 son

las soluciones de la ecuacion.

—b++/b? —4ac
2a

e Utilizando la formula general X = . Para llegar a esta férmula

.z 2
se propone llevar la funcién y=ax’ +bx+c, a la forma y= a(x—m) +n,

con vértice en (m,n). Como la ecuaci6n cuadratica asociada es

2
a(x—m) +n=0, entonces hallemos el valor de x que cumple esta

igualdad, esto es:

a(x-m)’ =-n
(x-mp ="
X—m=t |
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Pero en el bloque 2 ya habiamos determinado que para el vértice (m,n) se

2
cumple que m= —23 yn=c —Z—. Sustituyendo estos dos valores tenemos
a a

que:

X =—
2a a
X:_i_\/—@ac—bz)
2a 4a’
“ b +b?-4ac

2a 2a

X:—bix/b2—4ac

2a

5.3.2.1 NATURALEZA DE LAS SOLUCIONES

Utilice la formula anterior para resolver las ecuaciones asociadas a las funciones

a), b),c) y d) de la actividad sugerida inicialmente

¢Como son las soluciones de las ecuaciones cuadraticas cuando la expresion

2 .
b“ —4ac es mayor que cero, igual a cero y menor que cero?
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Se sugiere al profesor aclarar que en una ecuacion cuadratica de la forma

ax® +bx+c =0, la expresion b* —4ac se denomina discriminante y determina la

naturaleza de las soluciones asi:

. 2 . .
I. Si b —4ac >0 las soluciones son reales y diferentes. En este caso la
grafica de la funcion asociada a la ecuacion cuadrética corta al eje x en dos
puntos distintos.

. 2 . .
. Si b®—4ac =0 las soluciones son reales e iguales, en cuyo caso el

vértice de la gréfica de la funcién asociada a la ecuacion cuadratica esta en
el gje x.
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. 2 . . . .
. Si b®—4ac <0 las soluciones son nimeros complejos conjugados. En

este caso la grafica de la funcion asociada a la ecuaciéon cuadratica no corta
ni toca al eje x.

El numeral iii) posibilita la introduccion a los nimeros complejos, como el conjunto
numeérico que permite dar soluciones a ecuaciones cuadraticas que no tiene

soluciones reales, es decir, aquellas cuyo discriminante es menor que cero.

De esta forma queda claro que una ecuacion cuadratica de coeficientes reales

siempre admite dos soluciones, aunque éstas no siempre representan valores
reales.

5.3.2.1.1 EJERCICIOS

1. Encontrar la ecuacion cuyas raices son:

a 2y 2
2 y 2

b. (a+b) y (a-b)
1+/3 1-4/3
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2.

3.

—b++/b? —4ac

De acuerdo con la férmula X = > , las soluciones de la
a

ecuacion cuadratica ax® +bx +c¢ =0son:

X:—b+\/b2—4ac v x —b—+b*-4ac

! 2a 2 2a

Encontrar una expresion para:
a. X, +X,

b. X -X,

Sin resolver las siguientes ecuaciones determinar la naturaleza, suma y

producto de sus raices:

a. 3x2—-2x+3=0

b 1+x:4
X
c x+1_3x—1
T ox=1  x+1

5.3.3 ALGUNOS METODOS ALTERNATIVOS PARA RESOLVER ECUACIONES
CUADRATICAS

El tratamiento anterior es el mas utilizado para resolver ecuaciones cuadraticas,

por ello no hay un analisis riguroso del mismo, ya que nuestro interés es compilar

algunos métodos algébrico — geométricos poco utilizados en la ensefianza, que

pueden convertirse en una alternativa para el profesor.
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5.3.3.1 EL METODO DE PARTIR, CUADRAR Y RESTAR

Partiendo de un ejemplo particular explicaremos el procedimiento.

Resolvamos la ecuacion 3x? +6x—24=0.

Paso 1. Primero dividamos la ecuacion por 3 que es el coeficiente de x?

con lo que obtenemos la siguiente ecuacién

X*+2x—-8=0
Paso 2. Hallamos la mitad del coeficiente de x (de aqui el nombre partir), y
lo escribimos con signo contrario. En nuestro caso seria:

2
2.1y —(@)=-1
5=y 1)

Paso 3. Este dltimo numero se eleva al cuadrado(a esto se refiere la

palabra cuadrar):
(1 =1

Paso 4. A este numero al cuadrado se le resta el término independiente de
la ecuacion cuadrética(a esto se refiere la palabra restar):

1-(-8)=9

Paso 5. Al resultado obtenido en el paso anterior se le extrae la raiz

cuadrada y se le antepone el signo +:

+/9

Paso 6. El resultado del paso 2 se opera con el resultado del paso 5, es
decir:

—1+9
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De esta forma las soluciones de la ecuacion cuadratica 3x? +6x—24=0, estan

dadas por:
X, =—1+49 y X, —-1-/9

Es decir:

Si en la ecuacion cuadratica ax® +bx+c =0, hacemos a=1 puede encontrarse la

relacion entre este método y la formula general pues en este procedimiento se

] - u
observa que “partir”’ es equivalente a escribir 5 e “cuadrar y restar” es
a

igual a calcular la mitad del discriminante.

5.3.3.2 COMPLETAR EL CUADRADO GEOMETRICAMENTE

Este método revela la intencion de los algebristas italianos del renacimiento, de
combinar el &lgebra y la geometria en la solucion de ecuaciones cuadréticas. Para
su solucion solo consideraban coeficientes y soluciones positivas y por tanto para
cada una de las siguientes ecuaciones, consideradas diferentes, idearon un

método particular de solucion:

x%2 =bx+cC
2
X +bx=c

X% + ¢ = bx
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El problema de comparar areas de terrenos nos puede llevar a la interpretacion
geométrica de las soluciones particulares de las ecuaciones nombradas

anteriormente. Veamos:

e CASO1: X’ =bx+c

. 2 , .
Tenemos un cuadrado de area X y queremos que tenga la misma éarea

que un rectangulo de largo X y de ancho b , mas un cuadrado fijo de area

C . Este problema se puede expresar como:

X2 = b/2x | b/2x | x + C

Como se trata de completar areas, intentemos convertir el rectangulo de

lados Xy b , €n un cuadrado de lado g quitandole a la vez un rectangulo
cuyos lados midan g y X respectivamente, y otro rectangulo de lados

. b b . . o
iguales a 5 y X—E. Para compensar las areas también se realizara con el

cuadrado de lado x:
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-
b/2

_|_

X-b/2

L

= X-b/2 —b/2- —b/2-

e CASO2 X’+bx=c

Se tiene un cuadrado de area Cy lo queremos cambiar por un cuadrado de

. 2 . .
area X~ , mas un rectangulo de lados b y X

—
—
-
v

| 3
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Dividimos el rectangulo de lado X y ancho b, en dos rectangulos del
mismo largo y ancho % y le pegamos uno arriba y otro a la derecha del
cuadrado de lado X. Para completar este cuadrado nos queda faltando un

cuadrado de lado g gue agregamos a cada lado de la igualdad:

Hb/2-

—  x —+b/2 —

Luego:

e CASO 3 X?+C=Dbx

Se tiene un rectangulo de lado Xy de ancho b , Y queremos que tenga la

misma area que el cuadrado de lado X, mas el cuadrado de area C
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De forma similar al caso 1, quitamos a ambos lados rectangulos de lados g y X,y

b y x—g, resultando la siguiente igualdad:

2

F—b/2 —

De donde:

Ahora para que haya solucién en términos de areas fisicas y reales asumimos que

b2
c< " y por tanto:
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b b?
X——=,—+¢C
2 4

b2
X==+.,—+¢C
4

5.3.3.3 SOLUCION CON REGLA Y COMPAS

Apoyados en algunas construcciones geométricas realizadas con regla y compas,

mostraremos a continuacion la forma de resolver las ecuaciones:

x> —bx+c=0y Xx*—bx—-c=0

CASO 1: Si X; y X,son las soluciones de la ecuacion X? —bx+c= 0,
entonces se cumple que X; + X, =D ytambién que X, - X, =C.
Lo anterior nos permite afirmar entonces que:

X, *X, =C

XX, =Jc-/c
x e

Jo o x,

Luego Jo es media proporcional entre las soluciones de la ecuacion y esta

propiedad nos permite entonces realizar la siguiente construccion:

Trazamos una semicircunferencia de diametro D y en uno de sus extremos

levantamos una perpendicular de longitud \/E Finalmente por el extremo de esta

perpendicular trazamos una paralela al diametro de longitud b . Pueden

presentarse en esta construccion dos posibilidades:
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a. La paralela corta a la semicircunferencia: En este caso desde los puntos

de corte se trazan perpendiculares al diametro. De donde b representa la

hipotenusa del triangulo rectangulo vy \/E la altura trazada sobre la

hipotenusa luego los segmentos trazados sobre ésta seran las soluciones
Xy X;.
Si la paralela corta a la semicircunferencia sélo en un punto entonces X, y

X, seran reales e iguales:

x1 X2

Si la paralela corta a la semicircunferencia en dos puntos entonces X; y

X, seréan reales y diferentes:
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b. La paralela no corta a la semicircunferencia: En este caso la ecuacion

no tiene soluciones reales.

CASO 2: Si X; y X,son las soluciones de la ecuacion X2—bX—C=O,

entonces se cumple que X; +X, =b y también que X, X, =—C. Ademas
Xy >0, X, <0 y ‘X1‘>‘X2‘_
Realicemos la siguiente construccion:

Tracemos un segmento AD de longitud igual a \/E y en uno de sus extremos

levantamos la perpendicular DE de longitud E Con esta medida como radio y

haciendo una circunferencia tangente a AD en el punto D unimos los puntos Ay

E .y prolongamos hasta cortar la circunferencia en el punto F .

D

En esta construccion se cumple que la tangente AD es media proporcional entre

la secante AF y su segmento exterior AG . Por tanto:

AD? = AF - AG pero AD = Je luego
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AD? =¢
AF -AG =c

Ademas GF =D juego AF = AG+GF =AG+Db

De donde
b=AF - AG
b= AF + (- AG)

Ahora por las propiedades enunciadas para las soluciones de la ecuacion tenemos

entonces que los segmentos AF y AG representan dichas soluciones.

5.3.3.4 EJERCICIOS

1. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas, utilizando el método mas

conveniente:

a. 9x*+12x+4=0
b. 5x*—-7=2x

c. x*-5x+9=0

d. 3x>+2x+6=0

2. Resolver los siguientes problemas que conducen a ecuaciones cuadraticas:

a. Encontrar el area de un cuadrado cuya diagonal es 10cm mayor que el
lado.

b. Sila suma de un numero y su reciproco es igual a 1, encontrar dicho

ndmero.
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