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Resumen

Comportamiento cuasi periddico aplicado a la ingenieria estructural por medio de
la variacion geométrica del oscilador y la frecuencia de excitacién

En el texto se aborda el andlisis tedrico practico de un oscilador tipo péndulo invertido, el
cual tendra su aplicacién en un ejemplo de un tanque elevado con una bomba que produce
movimientos sinusoidales en la parte superior de este.

Para ello, se estudi6é el comportamiento para 1y 2 grados de libertad; donde 1 grado de
libertad es el desplazamiento en x y los 2 grados de libertad son los desplazamientos en x
y eny. Se utilizéd un analisis en la dinamica de los sistemas oscilatorios. Para ello se usa
la metodologia de Poincaré, la cual proporciona metaféricamente una radiografia del
sistema oscilatorio.

Por medio del andlisis de los mapas de Poincaré, los nimeros de rotacion de Poincaré y
los estados de fases del sistema, se analizé la periodicidad de estos y se encontré una
relacion directa entre la geometria de los osciladores y el cambio del comportamiento en
la periodicidad del sistema. De manera que, por medio del cambio en la geometria del
oscilador se puede pasar de un sistema periddico de periodo 1, a un sistema con periodo
2 , 3hasta un sistema con comportamientos cuasi-periodicos.

Palabras clave

Cuasi periodicidad, Geometria, Fatiga, Osciladores lineales, Mapas de Poincaré,

Tanque elevado, Sistema masa resorte.
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Abstract

Quasi-periodic behavior applied to structural engineering through the geometric
variation of the oscillator and the excitation frequency.

The text talk about the practical theoretical analysis of an inverted pendulum-type oscillator
which will have its application in a real example of an elevated tank with a water pump that
produces sinusoidal movements in the upper part of the tank.

For this purpose, the behavior was studied for 1 and 2 degrees of freedom; where 1 degree
of freedom is the displacement in x and the 2 degrees of freedom are the displacements in
x and y. An in-depth analysis on the dynamics of oscillatory systems was used. For this,
the Poincaré methodology is used, which metaphorically provides an x-ray of the oscillatory
system.

In this way, through the analysis of the Poincaré maps, the Poincaré rotation numbers and
the phase states of the system, their periodicity was analyzed and a direct relationship was
found between the geometry of the oscillators and the change in behavior. in the periodicity
of the system. So, through the change in the geometry of the oscillator, we can go from a
periodic system with period 1, to a system with period 2.3... Up to a system with quasi-
periodic behaviors.

Keywords
Quasi-periodicity, Geometry, Fatigue, Linear oscillators, Poincaré maps, Elevated

tank, Spring mass system.
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Introduccioén

Existen muchas ramas de interés dentro de la ingenieria estructural, pero sin duda una de
las mas relevantes y que ha contribuido constantemente a la evolucion de los conceptos
aplicados en la ingenieria sismica y estructural es la dinamica estructural. Esta nos permite
analizar elementos de interés como puentes, edificios, acueductos y tanques, para estudiar
los esfuerzos que se espera ocurran sobre ellos y asi tener un alto grado de confiabilidad
en que estas estructuras estaran en pro de la vida ante un caso desfavorable que deteriore
o0 destruya la integridad estructural de estas edificaciones.

La dindmica estructural hace parte del gran mundo fisico y mateméatico de ecuaciones
diferenciales, las cuales estudian la evolucién de un fenémeno con el pasar del tiempo o
con la variacion de alguna otra variable que haga que este sistema cambie de forma

apreciable.

En el enfoque ingenieril se utiliza una de las variaciones analiticas simplificadas del
péndulo invertido, la cual es un sistema oscilatorio masa-resorte que tiene cierta rigidez,
amortiguamiento y oscila bajo un punto de equilibrio y cuya abstraccién matematica para
ese fen-meno f2sico, re¥ne | as | eyes de

postulados de Hamilton y Lagrange para establecer una ecuacion diferencial de segundo

orden como base de toda la teoria dindmica usada en la actualidad.

De esa ecuacion diferencial dinamica base se intenta obtener la respuesta de la estructura,
ante la aplicacion de fuerzas externas como empujes, explosiones, colisiones, motores,

vientos o sismos.

Newt on



2 Introduccién y estado del arte

Sin embargo, pese a todo el avance tecnoldgico y conceptual que se ha presentado en los
tltimos afios, aun existe un importante margen de error entre algunos resultados tedricos
en contraste con los resultados experimentales. Es por ello por lo que, en el ejercicio diario
del disefio sismoresistente, se enfrenta un gran ndmero de factores de correccion
destinados a hacer uso de la estadistica y la probabilidad, con el fin de alinear los
resultados reales de laboratorio con los resultados tedéricos obtenido del andlisis de las
ecuaciones diferenciales, aceptando que existe una gran incertidumbre en muchos

aspectos.

Esa incertidumbre de los sistemas dinAmicos no solo ocurre en el campo de la ingenieria
pues desde mitad del siglo pasado, han aumentado los registros de esta en muchas otras
areas que intervienen con sistemas dindmicos complejos, areas como la biologia, la
electrénica, la medicina e incluso la sociologia. Y es que, con el boom de los
computadores, se incremento la capacidad de comprender y analizar sistemas dinamicos
multivariables, siendo esta la causa de una reinterpretacion de estos, dando como producto
de mudltiples investigaciones a lo largo del siglo a la denominada Teoria del Caos (Gleick,
1987).

Contrario a lo que su nombre sugiere, la teoria del caos es una representacién de control
y orden, dentro de sistemas que parecen totalmente aleatorios, ya que como demostré
Edwar Lorenz con el popularmente conocido efecto mariposa, un sistema dinamico
complejo puede experimentar resultados muy divergentes, causados por variaciones muy
pequefias de las condiciones iniciales del sistema y al mismo tiempo tener una
convergencia en un entorno cerrado (Strogatz, 1994). Esto sucede en sistemas
deterministas, los cuales, por definicion, al conocer cada una de las variables que afectan
el sistema y sus condiciones iniciales, es posible conocer la posicién o el estado de cada
parte del sistema en el tiempo. Sin embargo, si esas condiciones iniciales varian -asi sea
un poco-, el resultado final puede llegar a ser completamente diferente al esperado en un

inicio y pase lo que pase y asi su estado final sea distinto, permanecera en un entorno
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cerrado y no se saldra de ahi, por lo que tiene cierto grado de convergencia en la evolucién
del sistema (Strogatz, 1994).

Esto sugiere que el verdadero objetivo de la teoria del caos es identificar y analizar el
sistema con el fin de establecer ciertos patrones o razones de cambio especificas que
puedan delimitar un campo de analisis acotado del sistema donde tendra comportamientos
predecibles si es que se conoce sus condiciones iniciales, esto no implica que el sistema
en si se vuelva predecible, pero ayuda a identificar patrones de conducta para un mejor

entendimiento de este.

Para lograr comprender un poco mejor este fenébmeno y las implicaciones dentro de la
dindmica estructural, se realiz6 un acercamiento inicial estableciendo como punto de
partida el andlisis de un oscilador de un grado de libertad forzado con una funcién
sinusoidal. Esto con el fin de convertirlo en un sistema multifrecuencias para utilizar
herramientas como el mapeo de Poincaré y el numero de rotacion, y asi clasificar y
diferenciar los posibles comportamientos que puede tener el oscilador. Se inicia desde un
estado completamente periédico y regular hasta alcanzar comportamientos cuasi
periddicos que pueden lograr variar la trayectoria de la masa que esta oscilando en el
sistema (Stephen, 2003). Segun Stephen (2003), esta clasificacion puede incluir también
estados intermedios como los denominados sub arménicos, ultra arménicos y ultra sub
armonicos. Lo que relaciona directamente que esté en un estado u otro es la relacién entre
la frecuencia natural del oscilador la cual esta dada por sus condiciones geométricas y de
las caracteristicas mecanicas del material en conjunto con la frecuencia externa de la
excitacion. Este analisis se puede posteriormente extrapolar para sistemas multifrecuencia
mas complejos con diferentes amplitudes de onda y frecuencias con multiples grados de
libertad.

Finalmente, se utilizaré este andlisis como base para pasar a sistemas con dos grados de
libertad encontrando una correlacion de comportamiento debida a la relacion de la
frecuencia natural del oscilador en un sentido respecto a la frecuencia natural del oscilador

en el otro sentido. En este caso se estarian trabajando sistemas dindmicos en dimensién
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4 y se trabajaran por medio de la simplificacion de dimensionalidad que permite realizar
los mapeos de Poincaré.

Este analisis presenta un grado de complejidad un poco mayor ya que, si en el caso inicial
se presentaba un grado de incertidumbre bajo ciertas condiciones, al tener dos grados de
libertad se pueden extrapolar conceptos como los del péndulo doble o el péndulo esférico
gue logran avanzar alin mas en la teoria del caos, pues vuelve el analisis ain mas complejo
y,porende, m8 s A i mpr @atanc et &l.] 2017). Gran parte del andlisis tiene como
base fundamental la geometria del oscilador, por lo que al variar este pardmetro y
basdndose en los cambios significativos del comportamiento, se podria llegar a unas
conclusiones de ventajas y desventajas geométricas de un oscilador respecto del otro.

En el andlisis de estructuras tradicional, se analizan estructuras de infinitos grados de
libertad las cuales se modelan como estructuras de muchos grados de libertad con el fin
de obtener las caracteristicas 6ptimas para su funcionamiento dentro de su vida Gtil en un

periodo de retorno (Reyes, 1998).

Tener un mayor control sobre estas estructuras puede ayudar a comprender
comportamientos y fendmenos que aln no estan del todo claros y puede ser esta teoria
de sistemas dindmicos complejos y control la que sirva como complemento en un futuro
ayudada de los sistemas de inteligencia artificial para generar disefios cada vez mas sismo

compatibles.
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Estado del arte

Los inicios de la ingenieria estructural se remontan a los primeros desarrollos de la
humanidad. A lo largo de los siglos, la ingenieria estructural ha evolucionado de acuerdo
con los desafios que trae consigo la naturaleza. Esta es una rama de la ingenieria civil que
enfoca sus esfuerzos en el disefio y analisis de estructuras seguras y eficientes, dicha
evolucion se centra sobre todo desde finales del siglo pasado hasta la actualidad y ha ido
de la mano con el avance en conceptos fisicos, matematicos y computacionales que han
permitido garantizar una mayor precision y un mejor entendimiento del comportamiento de

las estructuras de interés.

La dinamica es una rama de la mecéanica que se aplica a la ingenieria civil estructural y se
encarga de estudiar los cuerpos en movimiento. Esta se divide en la cinemética y la
cinética, la primera se enfoca en estudiar la geometria del movimiento relacionando el
desplazamiento, la velocidad, la aceleracion y el tiempo sin preocuparse de las causas de
este. La segunda estudia la relacién sobre las fuerzas que actiian sobre un cuerpo, la masa
y sus movimientos para determinar la fuerza necesaria que produce un movimiento dado,
esta Ultima se usa en la ingenieria estructural en el concepto de derivas, para el cual se
establece un desplazamiento limite y con una fuerza lateral determinada se incrementa la
rigidez del cuerpo hasta que el desplazamiento final este dentro del rango permitido
(Enrigue & Reyes, 1998).

N @0 (1)

Donde:

"Q QA aw

T YQQQQQa

Q O0Qi Nawaa QQeE o ¢
Se observa en la ecuacion 1 la relacion establecida por Robert Hooke donde dice que: La
fuerza de un cuerpo es directamente proporcional a su rigidez y a su desplazamiento si se
considera el campo lineal de los materiales y que son lo suficientemente rigidos para

deformarse la misma cantidad en cada seccién del elemento en consideracion.
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Los principios de la dindmica como tal se remontan a varios siglos atras iniciando con las

leyes de Newton publicadas en 1687:

1) Un objeto en movimiento o reposo tiende a mantener su velocidad constante o su
reposo a menos que actle sobre él una fuerza externa.
2) La aceleracion de un objeto es directamente proporcional a su fuerza e

inversamente proporcional a su masa.

0 zé (2)

3) Por cada accién hay una reaccién de igual magnitud, pero en sentido contrario.

Posteriormente,e n 1743 el f2sico y matem8tico franc®s Jea

establecio en su obra "Traité de Dynamique" el concepto del equilibrio dindmico, en el cual
dice que la sumatoria de fuerzas para un sistema en movimiento es igual a cero para cada

instante de tiempo.

Estas leyes permitieron profundizar en la abstraccion fisica de fenémenos de interés como
lo fueron los sistemas oscilatorios, sistemas que describen un comportamiento repetitivo o
Aperi -dicodo alrededor dbstecomgortamierdoifue representdo
a lo largo de la historia por modelos como el oscilador masa resorte, cuyo principal
representante Robert Hooke fue mencionado anteriormente, también sistemas como el
péndulo y péndulo invertido cuyos principales representantes fueron Galileo Galilei,

Christian Huygens, Leonhard Euler y Joseph Fourier.

Los conceptos de péndulo invertido y oscilador masa resorte, pese a que fueron trabajados
en diferentes épocas por diferentes personas, comparten una gran cantidad de
propiedades, ambos sistemas son capaces de describir un sistema estructural de un grado
de libertad que tiene como oscilador una columna y como masa un objeto concentrado en

la punta del oscilador como se observa en la figura 1:

equil i br|
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Figura 1. llustracion del péndulo invertido a la izquierda y el oscilador de masa resorte a
la derecha
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Cuando se estudian los sistemas oscilatorios utilizando las leyes de Newton y los principios
de equilibrio dinamico, se utilizan analisis hamiltonianos y lagrangianos para obtener las

ecuaciones diferenciales caracteristicas de estos sistemas.

La ecuacion del péndulo invertido se obtiene relacionando la aceleracion angular del
péndulo, con el angulo que describe este respecto de la horizontal al estar en movimiento

junto a otros parametros como la longitud del péndulo y la aceleracién de la gravedad.
Esta ecuacion es la siguiente:
— b ézzi 0E0 W (3)
Donde:
— D& QNI &M D QIQLPOE Q6 QE ) VOXEIXD 1 6 QAT 6890 & &
N OOQA QIAERE HU QQOHQ
0 a€é¢&QUOP@E Qo6 a ¢
—  OOQ QI EOOEER I Oi

Por otro lado, se tiene la ecuacion del oscilador masa resorte, la cual relaciona las fuerzas
inerciales del sistema definidas por la masa y la aceleracion de esa masa ademas de las

fuerzas elasticas restitutivas definidas por la rigidez y la posicion.
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G zoede QzZod 1 (4)
Donde:
® NEIERA@GOIIOQI HOONEE A 6 Qi Qi Q¢

0 OOQ4 B AN O
0 1 QU £ch 00cE | QA OQE |

G Gl WEN OQA OQE I

La ecuacion 4 presenta un complemento a la hora de su analisis, con el cual se puede
aproximar un poco mas al fendbmeno real. Esto sucede cuando se modelan pardmetros
adicionales en la ecuacion como lo son pérdida de energia a lo largo del tiempo y la
aplicacion de una fuerza externa que puede modificar las condiciones iniciales del sistema,

se modela en forma general de la siguiente manera:

I3

Gzw o 6zw o QzZwd QO (5)
Donde:

6 WéEi ODBaAaBNI 60 QQO OKNDE 6 &

O 0VQa¢ XM O

QO QO QId O G&DB DI ¢ QR ENQI 0 @QH Ho E 1 QE

Como se puede apreciar, la ecuacion del péndulo invertido y la del oscilador masa-resorte
comparten ciertos conceptos y similitudes. En ciertos casos, un sistema estructural de un
grado de libertad puede estar mejor descrito por la ecuacién del péndulo invertido que por
la ecuacién del oscilador masa-resorte. Sin embargo, la ecuacion del oscilador masa-
resorte (ecuacion 4) tiene una versatilidad mayor debido a que esta formulada en términos
lineales y no depende de funciones trigpnométricas como el seno o el coseno. Esto permite
trabajar con ella de forma matricial, siempre y cuando sea posible desacoplar las

ecuaciones para su analisis.

Durante muchisimo tiempo, los conceptos de la fisica y la matematica se utilizaron para
analizar problemas en diversas areas como la astronomia, la musica, la relojeria y la

mecanica. Sin embargo, fue a principios del siglo pasado cuando se comenzaron a aplicar
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los conceptos de dindmica en la ingenieria civil, especialmente después de observar la
importancia de analizar las estructuras considerando también las cargas laterales, esto se
hizo evidente tras desastres como el colapso del puente de Tacoma Narrows(Billah &
Scanlan, 1991).

Fue a partir de 1920 cuando ingenieros como Theodore von Karman y Richard von Mises
comenzaron a aplicar conceptos de vibracibn modal para comprender y predecir la
respuesta dinamica de estructuras simples. Estos conceptos permitieron comprender el
comportamiento de los cuerpos bajo cargas variables, y a medida que avanzaba el tiempo,
su aplicacion fue creciendo. La llegada de los computadores trajo consigo la posibilidad de
ampliar el alcance de la comprension de los sistemas dinamicos, ya que permitian realizar

operaciones, iteraciones, analisis y predicciones de manera mucho mas rapida y eficiente.

No fue hasta las décadas de los 80 y 90 que esta aplicacién se plasmé en los primeros
codigos de sismorresistencia, como lo expresan Enrique & Reyes (1998).

Estos primeros cédigos de sismorresistencia comenzaron a ganar importancia a medida
gue se profundizaba en el campo de la ingenieria sismica, estructural y geolégica. Se
volvieron ademas muy importantes, luego de desastres que ocurrieron debido a eventos
sismicos que hoy se consideran de magnitud moderada, como lo fueron los terremotos de

Popayéan y de Armenia ciudades colombianas.

El andlisis matricial y la implementacion de los computadores en la ingenieria estructural
permitieron analizar cada vez estructuras mas y mas complejas debido al gran poder de
calculo que ofrecen las maquinas. Para este andlisis matricial hay que utilizar un
procedimiento matematico que permite desacoplar las ecuaciones diagonalizando la matriz
de masa y encontrando los eigenvalores del sistema para cada uno de los grados de
libertad de la estructura y asi poder trabajarse como ecuaciones linealmente

independientes.

El disefio actual en Colombia se realiza partiendo de un proceso iterativo, donde se
propone una geometria determinada. Se propone un material de analisis que aportara el
mobdulo de elasticidad y una pre-dimension de elementos estructurales. Estos elementos
seran los encargados de aportar la rigidez de nuestro sistema. Posterior a eso y
dependiendo de la actividad geol6gica de la zona, se propone una aceleracion pico efectiva

del suelo, esta aceleracion pico efectiva se obtiene por medio de un promedio probabilistico
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de ocurrencia el cual se simplifica en un espectro de disefio, este espectro de disefio no
esta en el dominio del tiempo sino en el dominio del periodo natural, esto significa que,
para cada periodo natural, se le asigna una aceleracion maxima del suelo(Chopra, 2020).

Una vez definidos los parametros hipotéticos como la masa y la rigidez, los cuales salen
de la geometria y el tipo de material, se logra obtener el desplazamiento méaximo de la
edificacion, el cual se menciona anteriormente y es un limite normativo para el

desplazamiento de la edificacion (Chopra, 2020).

Cuando se establece un limite maximo de desplazamiento, se procede a reducir las fuerzas
laterales de disefio con el fin de disefar individualmente cada uno de sus componentes
estructurales, esto se hace pensando en la gran capacidad de deformaciéon que tienen
materiales como el acero. Se le asigna a la estructura factor de reduccion de fuerza a las
aceleraciones laterales de acuerdo con su probable disipacién de energia mas alla del

campo lineal.

Este andlisis se limité unicamente a la parte lineal de la ecuacion, sin embargo, el interés
por estudiar los comportamientos en el campo no lineal de las estructuras ha crecido en
los dltimos tiempos con los avances en el entendimiento sobre sistemas dindmicos

complejos interconectados, no lineales y cadticos.

Si se observa la ecuacion 5, existen varias formas de volver no lineal el analisis (Chopra,
2020;Hurtado, 2002), estas formas son:

a) No linealidad del resorte: en lugar de considerar un resorte lineal, se puede
emplear un resorte no lineal, este es uno de los casos mas estudiados y
pretende trabajar directamente con la no linealidad del material, pues materiales
como el acero y el concreto armado, presentan propiedades plasticas que
permiten una deformacion no lineal.

b) No linealidad del amortiguador: en lugar de considerar un amortiguador lineal,
se puede utilizar un amortiguador no lineal, como un amortiguador viscoso con
comportamiento no lineal.

c) No linealidad del término de fuerza externa: se puede introducir una fuerza
externa no lineal que actie sobre el oscilador. Por ejemplo, se pueden

considerar términos no lineales si se contemplan oscilaciones sinusoidales que
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dependen de una frecuencia natural que oscila entre dos picos a lo largo del

tiempo.

En ingenieria civil, especialmente desde inicios del nuevo milenio, ha sido de especial
interés ahondar en el campo de la no linealidad de los materiales, esto debido a que,
algunos materiales como el acero presentan propiedades fascinantes cuando sus
esfuerzos los llevan a deformarse mas alla del campo elastico y lineal descrito por la ley
de Hooke.

Este campo posterior al elastico se denomina campo plastico, en este rango un elemento
estructural pasa de tener una razon de esfuerzo deformacion lineal a una no lineal, siendo
el incremento de la deformacion mucho mas grande con relacion al esfuerzo. Esto significa
gue el sistema disipa la energia que le esta llegando a él en forma de deformacién plastica,
esto es conveniente en la ingenieria, pues permite gue una estructura antes de llegar a un
colapso sea capaz de deformarse preservando lo mas posible las vidas humanas que la
habitan. Este comportamiento se puede analizar mejor mediante el andlisis pushover, el
cual suele hacerse de manera escalonada analizando paso a paso el comportamiento una

vez que se va plastificando cada uno de sus elementos (Aguiar & Pilatasig, 2020).

El incremento en el interés por los andlisis no lineales trajo consigo la implementacion de
modelos como el de Bouc-wen, un modelo histerético muy utilizado para simular el
comportamiento estructural ante cargas ciclicas. Este es un modelo semi-fisico debido a
gue parte de la ecuacién 5 y se va complementando con variables que describen la no
linealidad del material y los forzamientos que puede tener el sistema ademas de mdltiples
factores de ajuste que permiten regular la ecuacion. Estos factores en gran medida parten
de los resultados estadisticos que se han obtenido para tratar de ajustar el modelo
(Ikhouane & Rodellar, 2007).

Esta ecuacién implementada en el campo de la ingenieria ha traido consigo resultados
interesantes, pues como analizaron Leyton et al. (2011), el estudio de la no linealidad
dentro de los sistemas oscilatorios trae consigo que los sistemas se desprendan de su
periodicidad y emprendan un camino hacia el caos. Y es que los sistemas oscilatorios traen
intrinsecamente un camino hacia el caos cuando se analiza desde la no linealidad, esto es
valido tanto para los modelos de masa-resorte como para los modelos pendulares

esféricos(Jiménez et al., 2006; Ecoldgico, 2016).
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Otra manera de observar no linealidad en los sistemas es cuando no se desacoplan para
trabajarse matricialmente, sino que se trabajan de forma numérica y analitica, casos como
estos han permitido observar el caos en fendmenos fisicos como el péndulo doble, en este
caso un sistema pendular est4 unido a otro, siendo un sistema acoplado que se vuelve
sumamente susceptible a sus condiciones iniciales (Lozano et al., 2017). Este sistema se

puede volver cadtico con tan solo un sistema pendular de dos grados de libertad.

Existen muchas definiciones de caos, sin embargo, se puede describir como un fenémeno
gue se presenta en sistemas dindmicos complejos que sean susceptibles a sus
condiciones iniciales, ademas el comportamiento de la variable que describe la evolucion
del sistema presenta un comportamiento aperiédico que se podria confundir con un
comportamiento aleatorio y finalmente la evolucién del sistema se da en un entorno
cerrado(Strogatz, 1994).



Introduccién y estado del arte 13

Figura 2. Resumen del comportamiento que puede tener un sistema a medida que
incluyen variables de analisis
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El andlisis de los sistemas fisicos puede ser tan sencillo como se quiera y puede avanzar
en dos ramas, por un lado, se pueden incluir variables de analisis como factores externos
gue tienen influencia dentro del sistema y modifican su comportamiento de forma lineal.
Por otro lado, se puede avanzar en la no linealidad de cada una de esas variables que se

tiene en consideracion como se observa en la figura 2.

Cuando se analizan los osciladores, se puede empezar su estudio desde un andlisis simple
con dos variables como lo son la posicién y la velocidad y complejizarlo para analizar
osciladores con multiples grados de libertad de manera desacoplada.

Si se complejiza lo suficiente el andlisis de las variables en consideracion, se puede llegar
finalmente a un analisis cercano al del medio continuo. Una vez en el medio continuo se
deben hacer analisis como lo son los estudios de la funcién de onda donde no solo se
estudia la oscilacién sino también la propagacion por un medio de la onda.

Otros ejemplos de medio continuo son los postulados de mecanica cuantica de
Schrédinger, que tiene como una de sus aplicaciones los osciladores multidimensionales,
los cuales tienen una estrecha relacion con los osciladores acoplados de mdltiples grados
de libertad para condiciones especificas.

Finalmente, en la parte no lineal del medio de analisis continuo, se tienen a los terremotos,
cuyo tema de interés crece cada vez mas, estos fendmenos presentan un alto nivel de
entropia que dificulta su comprension y su analisis, lo cual lo ha llevado a que se trabaje
comunmente desde la vision estocastica y estadistica. Sin embargo, existen también
investigaciones que intentan generar conocimiento a partir del punto de vista de la teoria
del caos, ya que se presupone gue es un sistema complejo con innumerables variables,
gue si se lograran comprender todas podria tenerse una mejor aproximacion al

comportamiento de este(Barbot, 2019).
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Figura 3. Acelerograma del sismo de Chile en 2010

Sismo de chile 2010 acotado en distintas partes graficado en Python.
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Figura 4. Evolucion de la ecuacion logistica x_((n+1) )=R*x_n*(1-x_n)
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Nota: a medida que se varia su parametro de control R, se aprecia cémo se empieza a duplicar el

periodo hasta llegar al caos.

En las figuras 3 y 4 se busca realizar un paralelismo entre los registros sismicos y el
comportamiento cadtico de la ecuacion logistica, pues en la ecuacién logistica cuando se
llega al caos, se presentan movimientos que parecen inicialmente aleatorios similares a
los de un sismo, pero realmente pertenecen a un sistema determinista donde se puede

conocer cada pardmetro del sistema si se conocen sus condiciones iniciales.

En las ilustraciones de la figura 5, se observa cdmo un sistema estable periddico y
continuo, puede ir evolucionando, cambiando su periodo incrementando su periodicidad
desde un periodo 1 hasta alcanzar un comportamiento cuasi periédico y finalmente
cadtico, cuando se varia su parametro de control. En la parte superior se ilustran los
comportamientos del flujo mientras que en la parte inferior estdn representados los

respectivos estados de fase.

Figura 5. Representacion grafica del aumento de periodicidad en un sistema desde un
punto fijo hasta un estado cadtico pasando por sus estados intermedios
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Nota: Se observa de izquierda a derecha el incremento de la frecuencia de un oscilador
de un punto fijo, a un periodo 2, un periodo 4 a un comportamiento caotico. Arriba una de

sus componentes en el tiempo y abajo su estado de fase. Adaptada de Gleick (1987).

Segun el paralelismo realizado en la figura 5 y complementado con la tabla de la figura 2,
se logra identificar que el oscilador masa resorte armonico lineal no forzado o el modelo

de péndulo invertido simplificado se identifican mas con la imagen de la izquierda
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representando un atractor fijo, mientras que fendmenos como el sismo tienen un

comportamiento mas cercano al flujo de la derecha donde se observa el atractor de Lorenz.

Uno de los planteamientos que llevan el andlisis de los osciladores al campo de estudio no
lineal, es cuando se considera una fuerza armoénica externa actuando en el oscilador

armonico descrito por la ecuacion 5, quedando de la siguiente manera:

dzw o 6 wo 0VzZod [zYQEzo (6)
dzw o 6 0o 0VzZod [zoebzo (7)
Donde:

p=amplitud de la excitacion
w=frecuencia de la sefial sinusoidal

El estudio realizado en este documento se centra en el caso (c) de no linealidad en la
ingenieria civil, trabajando aun con los materiales y el amortiguamiento en su campo
lineal, las sefiales sinusoidales, se asemejan a la segunda imagen de izquierda a derecha

en la figura 5 que presenta un comportamiento con dos picos.

La transicion de un sistema ordenado, finito y periédico a uno cadtico suele suceder de la
siguiente manera en algunos casos, ya que no existe una universalidad en las rutas al

caos, mas si hay cierta jerarquia perceptible(Strogatz, 1994):

1. El paso inicial es detectar el parametro de control, como la temperatura en las
ecuaciones de Lorenz o en el caso de la ecuacion logistica la tasa de crecimiento
de las especies.

2. Se debe notar como aumenta gradualmente el nimero de frecuencias
involucradas. Esta ruta se llama cuasi periodicidad (Li y Yorke, 1975).

3. Se observa que el periodo de las oscilaciones empieza a duplicarse a medida que
pasa el tiempo, es decir, tenemos periodo de 2 luego 4, 8 hasta que se observa el
diagrama de bifurcaciones de Feigenbaum.

4. Existe alternancia de periodos regulares con los irregulares por algun tiempo y si
se aumenta en una cantidad determinada la variable de control, aumenta la

duracion de los periodos irregulares, esta ruta se llama intermitencia.
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Cada que un sistema se complejiza, su andlisis se dificulta pues el incremento de variables
gue se menciona en la figura 4, trae consigo un incremento en la dimensionalidad del
sistema, para esto es necesario utilizar herramientas como las que establecio el fisico
matematico Jules Henri Poincaré que permiten ver el comportamiento de un sistema n-

dimensional de forma gréfica reducida.

Dentro de estas herramientas se considera el mapeo de Poincaré. La idea de estos mapas
es reducir la dimensién de los sistemas con tiempo continuo o flujos, a sistemas con un
tiempo discreto, este método fue utilizado por primera vez en 1899 por Poincaré en el
famoso problema de los 3 cuerpos en las mecénicas espaciales (Stephen, 2003).

Figura 6. Figura explicativa de un mapa de Poincaré

|
-
X

Nota: este es capaz de plasmar la periodicidad o falta de ella en las 6rbitas del flujo. Adaptado de
Stephen (2003).

Actualmente, cualquier sistema en tiempo discreto asociado con una ecuacion diferencial
ordinaria, puede trabajarse con el mapeo de Poincaré lo cual en cuestion de analisis trae

ventajas como:

1 reducci-n dimensional, aplicar | a t®cnica
al menos una variable del problema, resul
una dimensi (Stmpbelbaj 2003)

2 Din8micas gl obal es. En sistemas de di mensi

Poincar® proporciona una perspectiva de vi

un si ¢Semphen, 2003)

3 Claridad conceptual, muchos temas que son
ecuaciones diferenciales ordinarias, puede
del mapa de Poincar® como por ejemplo | a

rbita peri -udaiccia ndediufnear dered ieplh eamr, d i2W&HBi) a
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El numero de rotacion de Poincaré es otro de los métodos de andlisis en sistemas
complejos oscilatorios. Este es un método utilizado en la teoria de los sistemas dinamicos
para cuantificar la periodicidad de un sistema dindmico segun sus consideraciones
generales. Si se traza una curva cerrada alrededor de un punto fijo 0 una érbita periddica,
el numero de veces que la curva envuelve completamente el punto o la 6rbita a medida
gue avanza en el tiempo se denomina nimero de rotacion de Poincaré (Devaney et al.,
2004).

A manera de ejemplo se ilustran a continuacidon dos graficas con un nimero de rotacion
diferente, a la izquierda se representa un flujo con una Orbita periddica de periodo 1
mientras que al lado derecho se ilustra un flujo con una érbita de periodo 3, lo que significa
gue el flujo presenta 3 rotaciones antes de volver a su periodo original, esto visto en el

mapa de Poincaré se veria como 3 puntos.

Figura 7. Figuras que ilustran las rotaciones de un flujo en un sistema dinamico

——
i ——
=

Nota: a la izquierda un comportamiento con periodo 1 y a la derecha un comportamiento con

periodo 3.

La importancia de la reduccion de dimensionalidad en un sistema se ha visto reflejada
Gltimamente para el analisis de sistemas complejos. Sobre todo, en el analisis de puntos
anémalos que pueden desembocar en resultados no deseables cuando se enfrenta a
sistemas sensibles a sus condiciones iniciales. Esta reduccion cobra importancia en el
sentido de que al reunir cada vez mas variables y analizarlas se puede obtener una

perspectiva distinta que describa de forma mas profunda y completa el sistema de estudio.






1.Si st emas Din8micos

En este capitulo se describe el fundamento tedrico y conceptual de los temas analizados
a lo largo del documento. Ademas, se realiza la descripcion de un ejemplo préactico de
ingenieria civil. Este ejemplo que se profundiza mas adelante es un tanque elevado de
almacenamiento de agua, que almacena el agua por medio de bombeo. Se plantea como
un sistema oscilatorio que se puede analizar como un sistema de uno y dos grados de
libertad y se le utilizara para analizar, el concepto de cuasi periodicidad planteado en el

documento.

1.1 Concepto de Sistemas Dinamicos

Un sistema dindmico es un tipo de sistema que experimenta cambios en su estado a
medida que transcurre el tiempo. En este, cada una de las variables pueden representar
un fendbmeno como posicion, velocidad, cantidad etc., dependiendo del contexto en el que
se analice (fisico, bioldgico, matematico o social). Matematicamente se puede describir
mediante ecuaciones diferenciales, ecuaciones en diferencia, sistemas de ecuaciones u

otros formalismos matematicos.

Cuando este sistema dinamico representa un fendbmeno que se comporta de manera
ciclica o repetitiva bajo una posicion de equilibrio o un punto de referencia, se dice que
tiene un comportamiento oscilatorio. Por ejemplo, las o6rbitas planetarias, los latidos del
corazon o los ciclos de suefio o en este caso particular el fenémeno de analisis sera el
comportamiento del péndulo invertido y el sistema masa resorte, los cuales comparten
caracteristicas de analisis. En particular en ingenieria estructural, se usa el modelo masa
resorte como forma de simplificar el andlisis de tal forma que permita hacer un estudio mas

profundo de los fenédmenos.

Os c
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1.2 Abstraccion fisica

En las estructuras se tienen comportamientos dinamicos oscilatorios semejantes al
péndulo invertido de un grado de libertad (1GL), sobre todo en edificaciones como tanques
elevados, viviendas de 1 piso, cubiertas etc. Ademas, existen péndulos invertidos de
multiples grados acoplados uno con el otro en estructuras mas robustas como edificios de

multiples niveles.

En un péndulo invertido, se tiene una masa en la parte superior de una barra rigida como

se ilustra a continuacion.

Figura 8. Péndulo invertido y los desplazamientos laterales que puede tener sin perder
su estabilidad

(

COLUMNA COLUMNA

COLUMNA

Este movimiento de la masa es realmente una variacién del &ngulo que forma la columna
con el eje vertical, suponiendo que la barra permanece sin deformaciones apreciables tanto
axial, como de forma flexional, la columna permanece en un campo lineal, de manera que,
si aplica una fuerza determinada y se deja vibrar libremente, el sistema oscila respecto del

punto central de equilibrio.

Con lo anterior y suponiendo también que los desplazamientos laterales de la masa son
pequefios, de tal forma que ademas de su linealidad no se generan efectos de segundo
orden debido a la combinacién del peso y la carga horizontal actuante, se puede simplificar

el problema del péndulo invertido a un sistema de masa-resorte.
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Figura 9. Modelo del sistema masa resorte tras aplicarle una fuerza Fx a una masa
sostenida por un resorte que tiene una constante K

Constante K
2%"%% Fx
AAAAAAAN ‘ E

Este modelo simplificado permite tener una mejor comprensién del fenébmeno, sacrificando

de cierta forma algunas variables que se presentan en la realidad. Un ejemplo de ello es
la deformacién de la columna, donde el desplazamiento real no es igual al &ngulo que se
forma con la vertical sino a su seno dividido entre la longitud deformada de la columna.
También estan los efectos de segundo orden y el limite de estabilidad del sistema para el
cual el sistema dejara de comportarse como un péndulo invertido con un punto de equilibrio

en la parte superior y perdera su estabilidad.

Por otro lado, tener esta simplificacion no solo permite realizar un analisis mas profundo,
sino que, al linealizar el modelo, es posible usar herramientas como el desacople del

sistema para trabajarse de manera matricial y trabajar problemas muy complejos.

Para finalizar la abstraccion fisica del sistema masa resorte, se puede ayudar con la
segunda ley de Newton que establece que: la aceleracion de un objeto es directamente
proporcional a la fuerza neta que actue sobre el e inversamente proporcional a su masa

como se describe en la ecuacion 2.

Ayud8ndose adem8s del principio de Dbéal embert
esta en equilibrio, la sumatoria de todas sus fuerzas actuantes de inercia y ficticias es igual

a cero asi el sistema se encuentre oscilando, a esto se le conoce como equilibrio dinamico

(Enrigue & Reyes, 1998).
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En este caso se tiene el equilibrio dindmico del sistema masa resorte de la siguiente

manera:

Si el sistema se excita y se deja vibrar libremente, se tiene que la fuerza de la inercia
debida a la masa es compensada por la constante elastica del resorte multiplicada por el

desplazamiento de la siguiente manera.

azed Qo (8)
Az o w (9)
Donde:

m=masa

a= aceleracion
k= constante elastica del resorte
X= desplazamiento de la masa respecto del punto de equilibrio

Si el sistema tiene una fuerza externa actuando sobre él, la ecuacion se describe de la

siguiente manera:
Gz @ "0o0 (10)
Donde F(t) es la fuerza externa actuante sobre el sistema.

Teniendo en cuenta que estos modelos son representaciones de sistemas conservativos,
0 sea que conservan la energia de manera que, si se desprecia el amortiguamiento, la
energia potencial y la energia cinética del sistema no se pierden, sino que se transforman
entre si una y otra vez. Ademas, es de gran interés analizar como sucede este cambio

interno entre energias.

La energia potencial esta asociada a la deformacion del resorte y cuando la deformacion
inicial del resorte es maxima su energia potencial también lo es, esta energia potencial
esta asociada al desplazamiento y el resorte de la siguiente manera:

" o (11)

vy 2O
G



Capitulo 1 25

Donde:

U= energia potencial del sistema

k= constante deamortiguamiento

X= desplazamiento de la masa respecto del punto de equilibrio

Por otro lado, la energia cinética esta asociada al movimiento inercial que tiene el objeto
como respuesta a su desplazamiento y se asocia con la velocidad del sistema de la

siguiente manera:

azy (12)
C
Donde:

0

K= (kinetic energy) energia cinética
m= masa del sistema
v=velocidad de la masa en el sistema.

Figura 10. Oscilaciones de un resorte y una masa unida a el

Umin

Kamax
u=0

J Umax

Nota: en maxima elongacion, el resorte tiene energia potencial maxima y energia cinética cero.
Durante la oscilacién, al pasar por el punto de equilibrio, la velocidad es maxima, con energia

cinética maxima y energia potencial cero.
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La energia total del sistema para cualquier punto de analisis bajo estas condiciones
estard dada por:

o 0 Y (13)

Si se considera el amortiguamiento en el sistema, se observa que hay una pérdida de
energia en forma de calor, friccion o fisuracion del material, la cual eventualmente llevara

el oscilador al reposo.

1.3 Definicidn matematica

1.3.1 Lagrangiano

El sistema del oscilador arménico simple se puede trabajar por medio de las ecuaciones
de Euler-Lagrange para asi poder obtener su ecuacion diferencial y trabajar el problema

como un problema continuo dependiente del tiempo.

Esta forma de analisis se rige por el concepto de minima accion de la mecéanica
lagrangiana, el cual establece que la trayectoria real que sigue el sistema entre dos puntos
es aquella que minimiza la accién. La accién ("Y se define como la integral del lagrangiano

(L) a lo largo del tiempo.

Yo 02Q0 (14)

Para el caso del oscilador arménico simple, el lagrangiano esta definido por la diferencia

entre la energia cinética y la energia potencial del sistema de la siguiente manera:

. . . Gz Qo (15)
o v Y
q C

Donde L es el lagrangiano.

Para obtener las ecuaciones de movimiento y segun la definicién de Euler-Lagrange, se
debe realizar una derivacion parcial respecto de las coordenadas generalizadas del

sistema, en este caso son las variables wy U y posteriormente igualarlas a cero.
Donde:

X=posicion del sistema.
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v=velocidad del sistema.
a=aceleracion delsistema.

Q Q0 Q0 (16)
QoQ0 Qo
Derivando el lagrangiano respecto de sus coordenadas generalizadas se tiene que:
%dzo @o T (17)
Si se tiene en cuenta que la velocidad es la primera derivada de la posicion y la aceleraciéon

es su segunda derivada, entonces:

(18)

., Qw .|
GZ,Q) Fw T

Gz o m (19)

1.3.2 Hamiltoniano

El hamiltoniano es un analisis que describe el sistema en términos de su energia total; se

define en términos de las variables de posiciébn y momento del oscilador.

Para un oscilador armonico de un grado de libertad, el hamiltoniano se puede describir asi:

o v Y (20)
Gz o 21
0 n (21)
q q
Donde:

H= hamiltoniano

m= masa del oscilador
p=momento del oscilador

k= constante eldstica del resorte

X= posicion del oscilador
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A diferencia del lagrangiano, el cual trabaja con el concepto de equilibrio dinamico para
cada instante de tiempo, el hamiltoniano permite trabajar con la energia total del sistema
para cada instante de tiempo, suponiendo el sistema conservativo como es el caso del
oscilador arménico simple no amortiguado, se tiene que la energia del sistema siempre
serd la misma, a menos que haya una ganancia o pérdida de esta debida a fuentes

externas.
Las ecuaciones de Hamilton para un sistema dinamico estan dadas por:
Ecuacioén de posicion ()

Qw Q0 (22)
Qo0 Qn

Ecuacién de momento (1)
Qn Q0 (23)
Qo0 Qw

Si se aplican las ecuaciones de Hamilton a la definicion de hamiltoniano para el oscilador

se tiene:
Ecuacién de posicion ()

Qo . (24)
g, 07N

Ecuacion de momento (1))

Qn .. (25)

1.4 Definicidén de circulo unitario

Se entiende en mateméticas al circulo unitario como un circulo de radio 1 con su centro en
el origen del plano cartesiano (0,0). Se utiliza cominmente para estudiar de manera mas
adecuada las funciones y razones trigonométricas mediante la representacion de

triangulos rectangulos auxiliares.

Si (w &) es un punto del circulo unitario en el primer cuadrante, entonces we wson las
longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa tiene longitud 1 de tal

maneraque® w P I OQAUEONEOBEOI ®
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Figura 11. llustracion de un circulo Unitario

En el &mbito de los sistemas dinamicos, se emplea el espacio denominado S1, el cual
corresponde al espacio del circulo unitario, al estudiar sistemas con comportamientos
ciclicos. Esta eleccion posibilita la transiciéon de variables, como el tiempo perteneciente a
la recta de numeros reales R1, hacia un espacio circular llamado S1, que se repite cada
27 . La ventaja de este enfoque radica

encontrarse en un espacio circular, el estudio del sistema se vuelve mas practico.

1.5 Definicidon de niumero de rotacion

Se llama numero de rotacion, a la herramienta que ayuda a determinar la presencia o
ausencia de puntos periédicos, este nimero es un reflejo de la dindmica de los

homeomorfismos que preservan la orientacién y estan definidos sobre el circulo unitario.

Dado que el circulo unitario, es un espacio unidimensional, se pueden aprovechar sus
caracteristicas particulares. Por un lado, el circulo tiene un comportamiento ciclico y por
otro lado se puede aplicar el teorema del valor intermedio. Estas propiedades permiten
analizar las orbitas de un homeomorfismo que preserva la orientacion incluso cuando las

oOrbitas estdn muy cercanas entre si.

Existe una relacion entre el circulo unitario 3 2% y la recta 2. Hay una proyeccion
AQYO "Yhom whdonde @& es la clase de equivalencia de @ en 'YX . Aqui, [f] denota
una clase de equivalencia, la parte entera de un nimero se escribe &0 Y se usa t para

la parte fraccionaria.
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Un homeomorfismo en el circulo puede o no tener puntos periédicos, cada 6rbita tiene el
mismo tipo de comportamiento asintético y corresponde al comportamiento de una 6rbita
de una rotacion racional o irracional respectivamente. Entonces el nUmero de rotacion es
el pardmetro que refleja las tasas de rotacion asintoticas y es racional o no si existen o no

puntos periodicos.
Proposicion 1

Si @Y O Y es continua, entonces existe una funcion continua "@LY° ‘'Yh llamada

levantamiento de "QW'Y, tal que

es decirfQ & "Oa 8Tal levantamiento es Unico salvo por una constante entera aditiva,
y AAQh Ow p "Ow es un nimero entero independiente de N 'Y y del

levantamiento "O. Se llama el grado de "Q. Si "Q es un homeomorfismo, entonces
SAAQ@s p8

Definiciéon 1

Supongamos que "Q es invertible. Si AA®Q p, entonces decimos que "Qpreserva la

orientacién; si A AQ p, entonces se dice que "Qinvierte la orientacion.
Observacion 1
La funcién 'O @A A @ es periddica porque

Ow p ® pAATR O0n AAQ w pAAT O0® wWwAA®

para todo @ En particular, si "Qes un homeomorfismo que preserva la orientacion,

entonces 'Ow  es periddicay por lo tanto "O | esta acotada.
Lemal

Si "Q es un homeomorfismo del circulo que preserva la orientacion y "O es un

levantamiento, entonces 0w ® 'O® & p paratodo afonN Y.

Proposicion 2
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Sea @Y O© Y un homeomorfismo que preserva la orientacion y QYO Y un
levantamiento de "Q Entonces:
(26-A)

moh 1TEE OO0
s¥P €

existe para todo w™ Y. m"O es independiente de « Yy esta bien definido salvo por un

entero; es decir, si "O es otro levantamiento de "Qentonces MmO MmO O OV @ ¢
Definicion 2

M'Qh m"O sellama el nimero de rotacion de "Q

Afirmacion 1: Si m"Q 1, entonces "Qtiene un punto fijo (Ver anexo 6.6).

Proposicion 3

Sea "@Y © Y un homeomorfismo que preserva la orientacién. Entonces, todas las 6rbitas

periddicas tienen el mismo periodo.

De hecho,si m\™Q Q7 con M N & primos entre si, entonces el levantamiento "Ode
"Qcon MmO NN, satisface 'O @ ® N siempre que @ sea un punto periddico, es
decir, el conjunto de puntos periédicos de "Q levanta al conjunto de puntos fijos de O

I dn.

Homeomorfismos del Circulo que preservan la orientacion con Puntos Periédicos

El primer nivel de descripcién es que cada orbita periddica estd ordenada de la misma
manera que las de la rotacidn correspondiente. Esto significa que las 6orbitas periodicas de
un homeomorfismo del circulo que preserva la orientacion se comportan como las de la
rotacion del circulo con el mismo namero de rotacién. Asi, no solo hay una coherencia
interna de las diversas Orbitas periddicas, sino que también son cualitativamente

compatibles con las de una rotacion.

El Afordend de una -rbita. Es | a secuenci
al moverse desde su punto inicial en la direccion positiva. Formalmente, se puede definir

esto usando levantamientos:
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Para homeomorfismos del circulo con niumero de rotacion racional, todas las 6rbitas no
periddicas son asintoticas a orbitas periddicas. Esto proporciona una clasificacion completa

de las posibles o6rbitas con nimeros de rotacion racionales.
Proposicion 4

Sea "@Y © "Y un homeomorfismo que preserva la orientaciébn con nimero de rotacion
racional m\"Q AN 0. Entonces existen dos tipos posibles de érbitas no periodicas para

p Si "Qtiene exactamente una 6rbita periddica, entonces cada otro punto es heteroclinico
bajo "Q hacia dos puntos en la 6rbita peridédica. Estos puntos son diferentes si el periodo
es mayor que uno. (Si el periodo es uno, entonces todas las érbitas son homoclinica al
punto fijo)

¢ Si "Q tiene mas de una Orbita periddica, entonces cada punto no periodico es

heteroclinico bajo "Q hacia dos puntos en 6rbitas periédicas diferentes.
Homeomorfismos del Circulo que preservan la orientacion sin Puntos Periddicos

En homeomorfismos de circulo con niumero de rotacion racional, el hecho de que todas las
Orbitas no periddicas sean asintéticas a 6rbitas periddicas proporciona una clasificacion
completa de las posibles érbitas con nimeros de rotacion racionales. De manera analoga,
las oOrbitas de un homeomorfismo de circulo sin puntos periédicos estan ordenadas como

las del giro correspondiente.
Proposicion 5

Si"@Y© 'Y es un levantamiento de un homeomorfismo que preserva la orientacion "@Y ©

"Y con mh m™Oe 0, entoncespara ¢ FE it x N Gy vy,
EMm a EM G siysolosi'O w a O w a8

Las desigualdades del lado izquierdo ocurren cuando se presentan las condiciones

ilustradas en el lado derecho, donde F esta rotado por m

La proposicion anterior guarda cierta similitud con el resultado anterior de que las orbitas

periddicas estdn ordenadas como las de la rotacion correspondiente. Sin embargo, es mas
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fuerte porque se aplica a cada Orbita, en lugar de a un subconjunto naturalmente

distinguido.

Esto ayuda en el estudio del comportamiento asintético de las Orbitas para

homeomorfismos sin puntos periédicos.
Lema 2

Sea "@Y © Y un homeomorfismo que preserva la orientacidon sin puntos periédicos,
GRENG & &, o8NY e @Y un intervalo cerrado con extremos Q @ y Q .

Entonces, toda semiérbita se encuentra con "O
Definicion 4

El conjunto 5 @ h Z.+ "Qw "Q ¢ de puntos de acumulacion de la semidrbita

positiva de @ se llama el conjunto 3 -limite de
Si hay puntos periddicos, todos los conjuntos J -limite son érbitas periddicas.

Cuando hay puntos periédicos, estos proporcionan todos los puntos de acumulacién de las

Orbitas.

Observacion 2

Para ®w " Y hay exactamente dos intervalos en “Y con extremos w y « El lema se
cumple para cualquiera de las dos opciones. Dado que @ no es periédico, “Ono es un

punto.

Proposicion 6

Sea "@Y © Y un homeomorfismo de “Y que preserva la orientaciéon y no tiene puntos
periddicos. Entonces, 5 & es independiente de @y Oh 5 & es perfectoy es o bien "Y

0 bien es un subconjunto de cantor en S1.
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Este resultado produce conjuntos de Cantor directamente a partir de la dindmica de un
mapeo del circulo, al menos cuando damos un ejemplo donde esta posibilidad se realiza
realmente.o(Hasselblatt & Katok, 2003)

1.6 Dinamica estructural

Se entiende por dindmica de estructuras a la rama de la ingenieria civil que estudia el
comportamiento que tienen las estructuras ante un evento que varie sus condiciones de
reposo. El principal interés radica en el andlisis de esfuerzos, deformaciones y su
comportamiento vibracional ante impactos o excitaciones externas. Esto tiene el fin de
comprender un poco mas el funcionamiento interno de la estructura y garantizar la
estabilidad y seguridad de las edificaciones en pro de la vida humana y los bienes de las

personas.
Los puntos caracteristicos de la dindmica estructural son:

1) modelado estructural: consiste en representar una estructura real que fue o sera
construida, mediante un modelo fisico simplificado que permitird entender su
comportamiento dinamico. Para esto se deben definir de forma clara y concisa las
propiedades fisicas y geométricas de los materiales, los pesos de la estructura, asi

como las condiciones del sitio donde fue o sera construida.

Para el ejemplo de un péndulo invertido de un grado de libertad, las propiedades a

definir son:

- Larigidez de la columna del oscilador, la cual esta definida por la geometria de la
columna y el material en que fue o sera construida.

- La masa que esta concentrada en el sistema la cual es responsable de la fuerza
inercial.

2) Analisis modal: cuando se tienen estructuras de mas de un grado de libertad y
teniendo en cuenta que la simplificacion dinamica permite trabajar las ecuaciones
en el campo lineal, se pueden trabajar las ecuaciones de forma matricial de la
siguiente manera:

- se obtienen las matrices de masa (M) y de rigidez (K) del sistema (los cuales son

datos conocidos que dependen de la geometria y el material de los elementos.
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- Se procede a diagonalizar la matriz M, utilizando una matriz de transformacion
modal Q acadaladotalque 0 'Q 0 z0 z0

- Se realiza una transformacion similar para la matriz de rigidez tal que
VQ 0 2020

- [Estos pasos anteriores, permiten representar la estructura desacoplada en
términos de sus modos de vibracion.

- Célculo de las frecuencias naturales y los modos de vibracion, a partir de la matriz

de masa diagonalizada Md, se pueden obtener las frecuencias naturales del

sistema desacoplado utilizando la formula 0 "Q V_ Qlonde wi es la frecuencia
natur al del modo i y o es el val or
modos de vibracion se obtienen con la matriz de transformacion Q.

- Finalmente, se hace la reconstruccién de las respuestas desacopladas: A partir de
las frecuencias naturales y los modos de vibracion obtenidos, se pueden reconstruir
las respuestas desacopladas de la estructura para cada grado de libertad. Esto
implica considerar una excitacion externa y calcular las respuestas modales
correspondientes utilizando los modos de vibracion y frecuencias naturales

desacoplados.

3) Respuesta dinamica: consiste en estudiar la respuesta dinamica de la
estructura ante excitaciones como terremotos, vientos, cargas ciclicas o impactos.
Esto implica calcular las aceleraciones, velocidades y desplazamientos de la
estructura, para estructuras de mdltiples grados de libertad, se encuentra una
aceleracibn maxima asociada obtenida de un espectro de respuestas, para

encontrar los desplazamientos y los esfuerzos de la edificacion.

4) Evaluacion de la seguridad y estabilidad: Se lleva a cabo para verificar si la
estructura cumple con los criterios de seguridad y estabilidad sugeridos en las normas
y cédigos de disefio. Esto implica comparar las respuestas dinamicas calculadas con

los limites permitidos y realizar andlisis de resistencia y estabilidad estructural.

5) Disefio y optimizacion: Una vez que se han evaluado las respuestas dinamicas y se
ha verificado la seguridad y estabilidad de la estructura, se pueden realizar ajustes y
optimizaciones en el disefio para mejorar su desempefio frente a cargas dinamicas,

por lo que se convierte en una actividad iterativa.

propio
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1.7 Modelo de tanque elevado

Con los pasos anteriormente descritos, se llevara a cabo el modelado y andlisis de una
estructura tipo péndulo invertido. Aprovechando que esta simula un sistema de un grado
de libertad, se modela en el programa Etabs para encontrar su periodo aproximado por el
método de elementos finitos y asi mismo se ajusta manualmente con los conceptos
tradicionales de periodo y frecuencia natural. Esto se hace para tener un punto de
referencia ya que mas adelante se usara la ecuacion dindmica forzada con el fin de

clasificar el comportamiento oscilatorio del tanque y poder asi medir su periodicidad.

La masa de agua que soporta el tanque sera igual a 2 toneladas y se propuso una losa de
40cm de espesor con unas paredes de 25cm lo que aportard también un peso al modelo,

el cual se describe a continuacion.

Figura 12. Tanque de almacenamiento de agua elevado tipo péndulo invertido con una
bomba elevada que produce vibraciones sinusoidales

La seccion del elemento columna del oscilador se propondra en dos posibles materiales
como lo son concreto y acero, debido a que cada uno de ellos presenta propiedades
Unicas, dificiles de replicar por el otro, como por ejemplo su médulo de elasticidad, las
cuales cobraran relevancia mas adelante en los analisis del comportamiento

aperiédico.



Capitulo 1 37

Se entiende por modulo de elasticidad o médulo de Young a la propiedad mecanica de los
materiales que describe su respuesta elastica frente a las fuerzas aplicadas, se puede
entender como una medida indirecta de la rigidez del material y su capacidad de

deformacion elastica ante fuerzas externas.

El moédulo de Young del concreto (E) puede aproximarse segun los cédigos de sismo
resistencia en funcién de la resistencia a la compresién del concreto (f'c). La resistencia a
la compresién del concreto (f'c) se refiere a la maxima resistencia que el concreto puede

soportar bajo una carga de compresién antes de fallar.

Una aproximaciéon comun para relacionar el médulo de Young con la resistencia a la

compresion del concreto es mediante la siguiente ecuacion:
0® T X e (27)

Donde:
Ec es el modulo de Young del concreto (MPa).
fc es la resistencia a la compresion del concreto (MPa), para este caso utilizaremos 21 MPa.

Cuando no se conoce la procedencia de los agregados, se suele utilizar la siguiente

relacion:

0® 0w iew (28)
En este caso, se usard la ecuacién 27 de la siguiente manera:

OO CWMd CWTEHC P PX YKTULC P MT-oQ A Y (29)

Nota:

Se observa que comunmente el médulo de elasticidad del concreto al estar en funcién de
la raiz de la resistencia a compresion suele dar numeros con muchos decimales. Estos

normalmente se aproximan para trabajar con mayor practicidad.
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Por otro lado, esta el modulo de elasticidad o modulo de Young del acero, al ser un material
mucho mas homogéneo que el concreto, presenta una mayor uniformidad en sus valores,

teniendo un médulo de Elasticidad méas constante.

Es = 200000 MPa (30)

Se inicia con un pre-dimensionamiento que permita ajustar las derivas al 1% de acuerdo
con la norma sismorresistente, Por lo que se propone una seccion de 750x750mm en
concreto. Se usaran coeficientes de aceleracion (Aa) y velocidad espectral (Av) iguales a
0,25y 0,25 respectivamente en ambos casos. Se tomaran ademas efectos de sitio Fay Fv
iguales a 1.45 y 3 respectivamente.

Se presenta a continuacion el espectro de disefio segun la normativa sismorresistente
colombiana NSR-10.

Figura 13. Espectro de disefio segun la normativa NSR-10

Bajo estas condiciones de analisis y con el pre-dimensionamiento anteriormente
mencionado, se obtuvo en el programa Etabsunper i odo i gual a 0.518590126 ¢

el método matricial, lo que arrojé las siguientes derivas.
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Tabla 1. Tabla de derivas obtenidas en el tanque elevado por medio del andlisis dindmico
espectral y el andlisis de fuerza horizontal equivalente menores al 1% el cual es el limite
normativo establecido en la NSR-10

DERIVAS
TIPO %
ESPECTRO|X 0.9206
FHE X 0.9492
ESPECTRO|Y 0.9206
FHE Y 0.9492

Por otra parte, se obtuvieron los periodos de forma manual intentando verificar el

comportamiento dinamico del analisis en Etabs.

Se tiene que la inercia de la seccién cuadrada en concreto queda de la siguiente forma:

o~ x Q XU T . (31)
O‘“EkXU%?? CPooxXphgumm

La longitud libre de la columna desde la base hasta el tanque es:
0 o

Segun Enrique (2005), la rigidez de una viga empotrada en voladizo esta dada por la
siguiente relacion.

A 000 (32)
o

Donde el 3 es un factor experimental que depende del tipo de apoyo que se tenga, para

este caso el péndulo invertido simula parcialmente la viga empotrada.

0 Q0

GO0 07 p X YR T U G p TEICPHOYP X P YX U TETT y y (33)
: o (pUmquTop%—%—(pupq)TTﬂ)Uﬂ’UPa@UC

Donde:
/= Inercia de la columna respecto de su egje

L= longitud de /la columna libre en mm
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Kc= Rigidez del oscilador er-

La masa equivalente al peso propio de la estructura es igual a 34.352Kg-f y la carga sobre

impuesta serd de 2 toneladas, la cual distribuida en la losa cuadrada de 2.5m es

equivalente a 0 ¢ -=—, por lo que la masa total de la estructura es de 36.352 Kg-f.

Finalmente, la frecuencia natural del oscilador es:

(34)

-C|

a OCQPOoUL(Q

) @) VT T&OoPU v
VI (0 v p(ppé)piﬂJ"Od

Para obtener el periodo se tiene que dividir —

@ QYo

Se observa que hay una diferencia entre el método manual y el método matricial del
programa Etabs, sin embargo, estan lo suficientemente cercanos, podria ajustarse
modificando el factor de 3 de la ecuacién 31 a un valor de 2.5 si asi se requiriera. No
obstante, se trabajara con el método manual en el resto de la tesis para apegarse a la

teoria simplificada.

Tabla 2. Resumen de datos de masa peso frecuencia natural y amortiguamiento del
oscilador

Peso adi KN 34352
masa agu Kg 2000
masa tot Kg 36352

Wo 13.4180. 468
Zita 0. 05
Wa 13.4010. 468!
Donde se obtuvo0.4 6 8¢é como el periodo natur al del

Ahora se hara la transformacion de una columna con una rigidez equivalente en acero,
para lo cual se encontrara la diferencia entre los moédulos de elasticidad del acero y el
concreto para después multiplicar la inercia del concreto, lo que arrojara el valor de las
dimensiones que debe tener la columna de acero para tener la misma rigidez que la

columna de concreto.

osci

ado
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Oi px¥Xg ® o (35)
OO CMTMMMM P
"O&E CoUL PP XHAY O UL ( 36)

Sacando su raiz cuarta, se obtiene el lado para una seccién cuadrada que de esa inercia.

fOBHE 1 paLd & (37)

Por lo tanto, para que la columna cuadrada de acero tenga la misma rigidez que la columna
de concreto, debe tener una dimension de 410.05mm, se tiene una inercia menor pero un

médulo de elasticidad més alto.
Su correspondiente rigidez con la seccion en acero sera:

O i (purpﬁ'bpg) (38)

1.8 Modelo dindamico tradicional

Tradicionalmente, el andlisis dinamico de una estructura se puede abordar desde dos
perspectivas diferentes. Por un lado, se tiene el estudio del sistema no amortiguado, que
se utiliza ampliamente en ingenieria para comprender el fenémeno global bajo parametros
ideales. En este enfoque, se pueden observar comportamientos dinAmicos de manera mas
apropiada, ya que la amplitud de la onda no decae con el tiempo. Por otro lado, esta el
estudio del sistema amortiguado, que se emplea cominmente para simular el oscilador
bajo condiciones reales por lo que tiene en cuenta la friccion interna y externa que puede
manifestarse en un oscilador en relaciéon con su entorno y consigo mismo. Como resultado

de esto, la amplitud de la onda disminuye con el tiempo.

1.8.1 Ecuacién dinamica no amortiguada

Cuando se habla de la ecuacion dinamica tradicional NO amortiguada, se refiere al caso
donde se toma la férmula general dada por la ecuacion 5y se hacen los términos C y "(0)
iguales a cero (C, "®0=0).

Donde:
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C= constante de amortiguamiento viscoso
Wo=fuerza externa que actua sobre el sistema.
Cuando estos términos se hacen cero, la ecuacion 5 queda de la siguiente manera:

I3 N

dzw 6 Qzwo 1 (39)
La ecuacion 38 es la denominada ecuacion dinAmica NO amortiguada y su solucion
general est4 dada por:

WO OpzO0 & twéEzo 0CzYQ@EZO (40)
Para la ecuaciéon 39, solucion general de la ecuacién 38 se presentan dos constantes C1
y C2, las cuales dependen de las condiciones iniciales del sistema.

Para este caso las constantes C1 y C2 estan dadas por:

op ¢ om (41)

[

0c —z ¢ —zQOTm (42)

Donde & £y Yo, corresponden a las condiciones iniciales de posicién y velocidad de Xy Y

en un tiempo igual a cero.
Al reemplazar las ecuaciones 40 y 41 en la ecuacién 39 se tiene que:

wo WE 0 E WEZO EZ WEZYQwEZO (43)

Donde:
Xo= Posicion inicial de la masa del oscilador respecto de su punto de equilibrio.

Yo=Vo=Velocidad inicial que tiene la masa en su posicion inicial.

Wo=Frecuencia natural del oscilador —.

m= Masa delamortiguador
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Si se reemplazan los valores del tanque elevado mostrados en el capitulo anterior,
estableciendo ademas unas condiciones iniciales de Xo=0.1m y Y0=0.1m/s, la ecuacién

42 queda de la siguiente forma:

p z
p&pyY

Nota: La solucion de la ecuacion diferencial se encuentra en el anexo numero 1.

(44)

wo TPzOEp@ pAYo T 2°Y0g & p Yo

Esta ecuacion se puede expresar graficamente estableciendo un vector de tiempo con un
intervalo y generando un vector de posicién(X), un vector de velocidad(V) con la primera
derivada de la ecuacion y finalmente un vector de aceleracion(A) con la segunda derivada

de la ecuacion de posicion.

A continuacion, en la figura 14, se presenta una gréfica del flujo no amortiguado para las
siguientes condiciones iniciales: X0o=0.1m y Y0=0.1m, durante un tiempo de 10 segundos
con intervalos de 0.01 segundos. Se ilustrara en la zona izquierda una gréfica en 3D donde
se tienen las componentes de la posicion(X), velocidad(V) y el tiempo. En el lado derecho,
se presenta la grafica de las componentes posicion(X), velocidad(V) y aceleracién(A) a lo
largo del tiempo. Se observa como todos los picos en la gréafica llegan a la misma altura
mientras que el grafico en 3D describe un cilindro cuya amplitud y frecuencia permanecen

constantes en el tiempo, lo que sugiere un comportamiento periddico.
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Figura 14. Flujo no amortiguado para las condiciones iniciales: Xo=0.1my Y0=0.1m

Posicién Vs Tiempo
Flujo en 3D 03 :

o 2 4 & 8 10

-1 g i S B ¥ R B BB Y Y H

"
(o]

Nota: a la derecha grafica de las componentes posicion(X) y velocidad(V) a lo largo del tiempo y a

la izquierda, grafica 2D de la posicion(X) la velocidad(V) y la aceleracion(A) a lo largo del tiempo.

Se presenta a continuacion en la figura 15 para las mismas condiciones iniciales de la
figura 14 un diagrama de fases en el lado derecho, el cual contiene las componentes de
posicion(X) en el eje x y velocidad(V) en el eje y, dejando el tiempo por fuera de la gréafica.
Al lado izquierdo un diagrama de energia en el cual se le adiciona al diagrama de fases la
componente de aceleracion(A) con el fin de observar su correlacion respecto de las otras
dos variables, estos diagramas ilustran la forma de la transicion entre energia cinética a
energia potencial dentro del sistema. Dicha transicion ocurre de forma continua y donde la
posicion es 0, la velocidad es maxima y viceversa.
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Figura 15. Diagrama de energia en el lado izquierdo y diagrama de fases en el lado
derecho

Diagrama de energia 3D

Estado de fases Respecto a X
10 / ' 1
5 /
/ 0.5
0
K 5 / s 0
10 [ ]
-0.5

0? -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
X X

Finalmente, en la figura 16, se ilustra, el diagrama de fuerzas internas del oscilador para
las condiciones iniciales de la figura 15 en funcién del tiempo. En el eje horizontal, se
presenta el tiempo y en el eje vertical, se presentan las fuerzas del oscilador. Cada una
con un color diferente, siendo X la fuerza relacionada con la posicién, V la fuerza
relacionada con la velocidad y A la fuerza inercial relacionada con la aceleracion. En este
caso donde el amortiguamiento es igual a cero, se anula la componente de
amortiguamiento de color rojo permaneciendo el flujo sin pérdidas de energia hasta el
infinito, se observa que la fuerza inercial y la fuerza restitutiva de la rigidez son equivalentes
y se contrarrestan en cada instante de tiempo hasta el infinito, buscando un permanente

equilibrio dinamico.

Figura 16. Diagrama de fuerzas del oscilador
Fuerzas Dinamicas Respecto del Tiempo

variable
&0

- [
B

=}
5]
=

value

—600k

10
t

Nota: SM2 se refiere a la fuerza de excitacién del motor
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1.8.2 Ecuacién dinamica amortiguada

En la aplicacion cotidiana de la ingenieria civil es de gran importancia el caso de
amortiguamiento sub amortiguado (anexo 1) donde sedaque 6 12 w¢é ¢ .En
este se supone que el oscilador tiene un amortiguador viscoso adicional, el cual lo lleva al

reposo eventualmente.

En este caso especifico se toma la ecuacion 5 y se iguala el término del forzamiento del

oscilador a cero (f(t)=0) dando como resultado la siguiente ecuacion:

Gzw o 6zd0 QZwo m (45)

La solucién general de la ecuacién 44, la cual se encuentra paso a paso en el anexo 1, se

describe a continuacion:

GO Q7 z 8pr6E BGRO  6CZ VOB O (46)

OO wEz p

Para este caso general amortiguado, las constantes C1 y C2 estan dadas por:

op O¢ (47)

0¢ —z -z®¢ wE (48)

Una vez reemplazadas las constantes C1 y C2 descritas en la ecuacion 46 y 47 en la
ecuacion 45, se tiene que:
et P QL (49)
Wo Q Z WEOEWWOo -=—%Z —2WE We 2YQ®wW?O
Ww ¢
Teniendo encuentaqued ¢, & w§d=¢Z, zZwéE, se puede encontrar la constante (d)
de la siguiente manera:

) 00 (50)
6 CZTBIUoQoBXME p YT X XK
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0 (51)

&

al~
S |<
qQ | >
c X
o<
&
—

Donde:
=constante de amortiguamiento interna del material.

, Sporcentaje de amortiguamiento actuante erporcentaje con respecto del amortiguamiento

critico
m=masa del sistema en Kg

Wo=frecuencia natural del sistema en rad/s

por otra parte, la frecuencia amortiguada estd dadaporw® wéz p

o
Gd p&pYp L pa A (52)

Al reemplazar en la ecuacidon 48 las condiciones iniciales, queda de la siguiente manera:

8

z

Z HzOE p @& mPo zizn@ ™ 2°Y'08 & mpo (53)
Con esta recopilacion de datos, se puede crear la grafica del comportamiento dinamico del
oscilador con dichas condiciones iniciales en un tiempo de 10 segundos con intervalos de

0.01 segundos.

En la figura 17, se observa de forma gréafica el comportamiento oscilatorio del tanque
elevado bajo las mismas condiciones iniciales de la figura 14. En este caso hay un
amortiguamiento relativo zita (, ) igual al 5% del amortiguamiento critico. Se observa en
cada una de las graficas del flujo a lo largo del tiempo, como se disminuye la amplitud de
sus componentes a medida que el tiempo avanza. Se tiene en la gréafica de la izquierda el
componente de velocidad y posicion a lo largo del tiempo, mientras que en las gréaficas de
la derecha se tienen de forma individual, la posicién (X), la velocidad (V) y la aceleracion

(A) respectivamente a lo largo del tiempo.
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Figura 17. Comportamiento dinamico amortiguado del ejemplo del tanque elevado

Posicién Vs Tiempo

. ooi &f‘m
Flujo en 3D . g’b W“

10

s 1
i = 3 9 u%'a:’tl\/\/\/\,\,\,\,\w—
e f,h‘;ﬂ
05 wf |
" o 2 a = s 10
v > 8 — Aceleraciéon Vs Tiempo
-045 1s
i 10 bid
- o A. ¥
2 5 0-05 w5 i1
6 a -10
t Y "0,05 X -1s

En la figura 18 se observa la transicion de energia interna del sistema al lado izquierdo
teniendo las componentes de posicion(X) velocidad(V) y aceleraciéon (A). Mientras que al
lado derecho se tiene el estado de fases del sistema extraido del flujo con las componentes
X'y V. Se evidencia la pérdida de energia del sistema, lo cual lo lleva eventualmente a un

punto fijo que seria el punto de reposo.

Figura 18. Diagrama de transicion de energia y estado de fases del ejemplo aplicado

Diagrama de energia 3D

Estado de fases Respecto a X

TR 1 sl

. 0.5

10 i
5 /
° g 0 @
5 2
A A0
3® -0.5
N \ z = 5
- X 0
02 N\ ‘s =

v a® "0 X -0.05 0 0.05 0.1
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Finalmente, en la figura 19, se presentan las fuerzas dindmicas actuantes en el sistema.
En azul se representa la fuerza restitutiva, en verde se presenta la fuerza de inercia y en
rojo se presenta la fuerza de amortiguamiento del sistema. Se observa como se mantiene
el equilibrio dindmico para cada instante de tiempo pese a que disminuye las fuerzas

actuantes en el sistema.

Figura 19. Diagrama de fuerzas actuantes en el sistema del tanque elevado

Fuerzas Dinamicas Respecto del Tiempo

variable

600k

400k

-— A

200k

value

—200k

—400k

—600k

Estas graficas se trabajan en el andlisis tradicional y son la base fundamental del analisis
modal matricial que es mas complejo. Se lleva el sistema (para este caso el tanque
elevado) bajo ciertas condiciones iniciales y se deja vibrar libremente observando cémo

llega al reposo eventualmente.

En los siguientes puntos, se va a complejizar el andlisis afiadiendo el forzamiento

sinusoidal producido por la bomba en la cima del tanque elevado.

1.9 Modelo dinamico forzado

Como se menciond anteriormente, el tanque elevado de andlisis cuenta con un motor para

ayudar a su bombeo en la parte superior. Esto le asigna a la estructura fuerzas externas

de caracter sinusoidal de laforma0zi Q& o0z ®

]

@ , donde P es la amplitud de la
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fuerza y W es la frecuencia natural de la excitacion, la cual describe adecuadamente el

comportamiento oscilatorio del motor.

En la dinamica tradicional el modelo dindmico forzado arménicamente es un tema clasico
de gran interés, no solamente porque existen en la cotidianidad de la ingenieria civil estas
excitaciones armonicas, sino porque comprender como el sistema se comporta bajo estas
excitaciones, brinda valiosa informacion sobre coGmo podria comportarse ante otro
tipo de fuerzas. Es por esta razon que la teoria de forzamientos armoénicos tiene muchas

aplicaciones en la ingenieria sismica actual (Chopra, 2020).

El andlisis tradicional que se realiza en las oscilaciones forzadas esta enfocado sobre todo
al desplazamiento elastico maximo posible y al fendbmeno de resonancia. Estos dos
conceptos sin duda cobran relevancia a la hora de analizar un modelo estructural en el
campo elastico; sin embargo, se desvia un poco del comportamiento total del sistema ya
gue asume de entrada que el oscilador es periddico y desconoce los posibles

comportamientos que puede presentar en medio de sus oscilaciones.

En otras palabras, al tener la ecuacién dindmica una excitacion externa que afecta el
sistema, lo convierte automaticamente en un sistema multifrecuencia no lineal debido a
gue su fuerza esta descrita por una funcién trigpnométrica. Es por esta razén que el
oscilador simple puede evolucionar en un sistema con comportamientos que ya no estan
en el rango peri-dico %nico, sino que pu

o comportarse de forma tal que su manera de vibrar sea totalmente cuasi periédica.

Para desarrollar este capitulo, se trabajara inicialmente con las ecuaciones 6y 7, las cuales

se pueden reescribir de la siguiente forma:

O Qh @E zZ6 QY (54)

Donde "Q0 puede ser P*sin(w*t) o P*cos(w*t) segun se requiera y d esta relacionado con
C como lo describe la ecuacion 50. Cabe anotar que las funciones seno y coseno
graficamente, son funciones que se pueden relacionar por medio de un Angulo de desfase

%o —de lasiguiente manera: 0 € b  Y'Q® %o

De manera que una funcién coseno puede escribirse en términos de una funcién seno, con

cierto angulo de desfase y viceversa.

eden

tene
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La ecuacidn 53 cuenta con una solucion analitica exacta, dada por:

DO QT z 6prbE o 6CZYODGO 026¢fzo 6zYQbzo o (9D)

Esta solucion se resuelve de la misma manera que la homogénea amortiguada, con la
adicion de la solucién particular. Cabe notar que en esta situacion las constantes C1y C2
tienen términos adicionales y las constantes A y B se hallan reemplazando la solucién

particular y sus derivadas en la ecuacion original.
Las constantes C1 y C2 en este caso son:

8p & b (56)

8 —7 -70¢ ¢ -20 026 (57)

Por otro lado, las constantes A y B cambian si la fuerza de excitacion f(t) esta descrita por
la funcidén seno o si esta descrita por la funcién coseno como se muestra a continuacion.

Cuando

HEG O (58)

Ca

Q0
Esta definicion de f(t) se utilizara a lo largo del trabajo, por lo tanto, la ecuacién 53 se puede
reescribir de la siguiente manera reemplazando la ecuacién 57.

O Qo wézZe 0 QLo (53-A)

Para este caso, las constantes A y B de la solucién general estan dadas por:

5 2 (59)
Y
i} 0Z®zQ ( 60)
0 — : -

wE w Az w

Mientras que, si
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Mo 00 G (61)
5 : 2 : (62)
Y
0z WéE (63)
WéE Qz w

Como se describié en los anteriores capitulos, cuando se estudia el fendbmeno no
amortiguado se puede apreciar mejor el comportamiento interno del oscilador. Esto se
puede analizar haciendo el término del amortiguamiento (d) igual a cero en la ecuacién

53-A dejando la siguiente ecuacion:

O WE Zw DZWEWZO ( 64)

En el caso de la ecuacion 63 la solucion de la ecuacion diferencial esta dada por:

WO O0pzO0E&twéeEzdo 0qzYQweEzo OO0 EzZoO (65)
Donde A6 es una simplificaci-n de |l a ecuaci
oee — (66)

En el caso del oscilador de andlisis tipo tanque elevado, se analizara de forma gréfica su
comportamiento para las mismas condiciones iniciales anteriores de posicién y velocidad,
con la adicion del valor de P=5. Esto con el fin de apreciar de mejor manera los efectos de
estudio y una frecuencia de excitacion de 20rad/seg como ejemplo inicial. La frecuencia
de excitaciéon serd una funcién coseno, y se trabajara con la ecuacién 64 para el oscilador

forzado no amortiguado inicialmente.

En la figura 20 se aprecia un primer acercamiento al comportamiento forzado
periddicamente, bajo las mismas condiciones iniciales de posicién, velocidad y frecuencia
natural del oscilador. Se observa en el lado izquierdo el diagrama en 3D con las
componentes de posicion (X), velocidad(V), y tiempo (t). Ademas, se aprecia un ciclo
interno dentro del cilindro del flujo, por lo que a simple vista pueden parecer dos

oscilaciones diferentes. Sin embargo, es el mismo oscilador con un comportamiento ya no

n
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tan regular. En el lado derecho se tienen los diagramas de posicion en azul, velocidad en
rojo y aceleracion en verde respecto del tiempo; aqui se aprecia como los ciclos ya no son
regulares aparentemente y que los picos de cada una de las excitaciones se presentan a

alturas diferentes.

La grafica quedara de la siguiente manera:

Figura 20. Grafica del comportamiento del tanque elevado con un forzamiento externo no

amortiguado
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Es evidente cémo el forzamiento hace que el comportamiento del sistema oscilatorio
cambie de una forma peculiar. Sin embargo, inicialmente no parece haber ningdn
comportamiento repetitivo que ayude a identificar como afecta la variacion de la frecuencia
de excitacion y la amplitud de onda de la excitacion P en el comportamiento. Para lo cual

se pondran varios ejemplos que ilustren y aclaren esta situacion.

En la figura 21 se ilustran en la parte de arriba, 3 gréficas en 3D con las componentes de
posicion(X), velocidad(V) y tiempo. Por otro lado, en la parte de abajo se muestra la

respectiva grafica de posicién (X) contra tiempo. Cada una de ellas es para una frecuencia
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de excitacion W diferente elegida al azar con el fin de ilustrar la gran variedad de
comportamientos que puede tener un sistema multifrecuencia.

Figura 21. Gréafica de comportamiento del flujo del sistema variando la frecuencia del
forzamiento para el ejemplo del tanque elevado

Flujo en 3D

Flujo en 3D

Flujo en 3D

Fuerzas Dinamicas Respecto del Tiempo Fuerzas Dinamicas Respecto del Tiempo

1M

W=8.263 W=43.024 W=19.883

Por otro lado, los efectos mostrados en la figura 21, son también sensibles a la magnitud
de la amplitud de onda dada por P. Se muestra a continuacion para las condiciones

iniciales de andlisis descritas en la figura 21, variando el parametro P.

La figura 22 tiene en la parte superior el flujo del sistema en 3D con las componentes de
posicion(X), velocidad(V) y tiempo (t). En la parte inferior se tiene los diagramas de energia
gue muestran la transicion entre energia cinética y potencial que puede presentar el
sistema. Se observa de esta manera la diferencia de comportamiento que puede presentar

el sistema con la variacion de P.
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Figura 22. Variacion del comportamiento del flujo y la transicién de energia del sistema si
se varia la amplitud de onda de excitacion P

S

Dlagrama de energia 3D
Diagrama de energia 3D

P=0.3 P=0.8 P=2.5 P=10

De acuerdo con la figura 22, se puede deducir cémo el factor de amplitud de la excitacion
P sélo logra hacer mas evidente un comportamiento que ya se encuentra intrinseco en el
sistema, volviéndolo cada vez mas notorio a la vista cuando el valor de P se incrementa;
sin embargo, no cambia la manera como se relacionan las componentes de posicion,
velocidad y aceleracion en el sistema, como si lo hace el cambio de relaciones en la

frecuencia natural.

De acuerdo con esto, se puede pensar que la variacién mas significativa en los sistemas
multifrecuencia esta dada por la relacion entre la frecuencia natural Wo y la frecuencia de

excitacion W.

Como se observa en las figuras 20, 21 y 22 debido a que el sistema es ahora un sistema
multifrecuencia, deja de comportarse de forma periddica regular. Como se menciona en
Gleick (1987), la perdida de periodicidad de un sistema es el primer acercamiento hacia el
comportamiento caotico, donde su primer escalon debe ser un comportamiento cuasi

peridodico como lo define (Stephen, 2003) .
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Es aqui donde cobran importancia las herramientas de reduccion de dimensionalidad y
andlisis de sistemas como lo son el mapeo de Poincaré y el nidmero de rotacion de

Poincaré, los cuales se profundizaran en los siguientes capitulos.

Como parte final del andlisis de este capitulo, se propondra el andlisis del flujo con un
amortiguamiento equivalente al 5% igual que en la ecuacion 54. Esto con el fin de analizar

su pérdida de energia bajo las condiciones de un forzamiento determinado.

Se muestra en la figura 23 el comportamiento del oscilador dinamico forzado
arménicamente con un amortiguamiento equivalente al 5% respecto del critico y las
mismas condiciones iniciales de posicién velocidad y tiempo que las figuras anteriores. En
la parte izquierda se ilustra un diagrama 3D, con las componentes de posicion(X),
velocidad(V) y tiempo (t). En la parte derecha se muestran cada uno de sus componentes
por separado. Se puede apreciar como el comportamiento irregular que se observé en la
figura 21, permanece durante un periodo de tiempo de manera significativa hasta que va
disminuyendo progresivamente para dejar Unicamente la oscilacion debida al motor. Esto
a causa de que la exponencial presente en la ecuacion 51 disminuye en el tiempo el
comportamiento del oscilador en cuanto a su magnitud, pero no lo elimina por completo,
de manera que ese comportamiento sigue hasta el infinito de forma asintética solo que a

cierto tiempo deja de ser perceptible de forma grafica.
Figura 23. Comportamiento del oscilador forzado amortiguado

Flujo en 3D Posicion Vs Tiempo
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Continuando con el analisis, en la figura 24, se muestran los diagramas de energias. En la
parte izquierda se presentan los diagramas en 3D, los cuales cuentan con las componentes
de posicién (X), velocidad (V) y aceleracion (A). En la parte derecha se tiene en la parte
superior el estado de fases del sistema, donde se tiene en el eje x, la posiciéon (X) y en el
eje y la velocidad (V), mientras que en la parte derecha inferior se tiene de forma el
diagrama de energia donde se superpone la gréfica de la posicion (X) vs la aceleraciéon

(A).

Estos diagramas permiten ver la variacion de energia total del oscilador sacando el

tiempo de la ecuacion.

Figura 24. Diagramas de fase y diagramas de energia del oscilador forzado amortiguado

Diagrama de energia 3D Estado de fases Respecto a X

20 T
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value

-0.05 0 0.05 0.1

Si se tiene como referencia las graficas de la figura 22 donde se presenta el

comportamiento del sistema para el caso no amortiguado analizando sus diagramas de
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energia, en el caso de la figura 24 se observa que la transicion de energia cinética a
potencial no solo es mucho més compleja que en los casos anteriores, sino que al tener
un amortiguamiento, la gréfica roja que representa la relacion entre la posicion (X) y la
aceleracion (A), la cual en todos los casos no forzados se describia por medio de una linea
recta, ahora empieza a tener un comportamiento muy diferente. Esto hace que el diagrama
de energia en 3 dimensiones ya no sea una figura plana en el espacio tridimensional, sino
gue la relacion de las componentes de X,V y A tienen una forma donde se aprecia un

volumen si se observa de perfil.

Como se observa en las figuras de este capitulo, a medida que el sistema se convierte en
un sistema multifrecuencia, empieza a adquirir comportamientos que no son faciles de
predecir de forma intuitiva, sobre todo porque al variar un pardmetro puede cambiar su
comportamiento de forma importante, es por eso que se estudiara una manera de clasificar

los sistemas multifrecuencia de acuerdo con su parametro de control.



2.Cl asi ficascirhader es | i
peri -dicamente forzado

Los osciladores lineales periddicamente forzados se pueden clasificar de distintas
maneras, una de ellas, como se profundizard a continuacion es una clasificacion de
acuerdo con el tipo de periodicidad. Para esto es necesario analizar las variables del
oscilador desde otro punto de vista. Por ejemplo, utilizando conceptos y gréficas de los

mapeos de Poincaré. A continuacién, se define el concepto del mapeo de Poincaré.

2.1 Definicion de mapeo de Poincaré

Como se mencioné en el estado del arte, los mapeos de Poincaré son una herramienta
utilizada en la teoria de sistemas dinamicos para estudiar el comportamiento de sistemas

gue exhiben periodicidad, cuasi periodicidad o caos(Devaney et al., 2004).

La idea detras de los mapeos de Poincaré proviene del matematico francés Henri Poincaré,
quien desarrollé este método para estudiar aquellos sistemas dinAmicos con movimiento
periodico o cuasi periddico. Consiste en reducir un sistema de ecuaciones diferenciales a
una representacion mas simple. Esta representacion se construye al observar como el

sistema cruza repetidamente una superficie de seccion transversal (Devaney et al., 2004).

Cuando el sistema cruza esta superficie, se seleccionan ciertas coordenadas (en el caso
de los osciladores, posicion y velocidad) como puntos de referencia. Estos puntos se
utilizan como entrada para el proximo ciclo del sistema(Stephen, 2003) y esto permite
observar la evolucion que tiene el sistema de un ciclo a otro, ademas facilita el andlisis del

comportamiento a largo plazo.

Los mapeos de Poincaré son especialmente Utiles en el estudio de sistemas con una alta

dimensionalidad en sus variables, ya que permiten identificar conjuntos periédicos y
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propiedades de estabilidad en medio del aparente comportamiento aleatorio y complejo
debido a la reduccion de dimensionalidad mencionada(Strogatz, 1994).

No existe un método general para aplicar la teoria del mapeo de Poincaré a cualquier
ecuacion diferencial, ya que la construccién del mapa de Poincaré requiere conocimiento
de la estructura geométrica del estado de fases de la ecuacién diferencial. Por lo tanto, la
construccion del mapa de Poincaré requiere un ingenio especifico para el problema en
cuestion, sin embargo, segun Stephen (2003), existen 4 casos que suelen ser comunes y
tienen un tipo especifico de construccion. Estos 4 casos son:

1 El estudio de la estructura de la Orbita cerca de una orbita periddica de una
ecuacion diferencial ordinaria.

2 En el caso donde el espacio de fases de una ecuacion diferencial ordinaria es
periédico tal como en un oscilador periddicamente forzado.

3 En el estudio de la estructura de la érbita cerca de una 6rbita homoclinica o
heteroclinica (la érbita heteroclinica es cuando el flujo une dos puntos fijos
diferentes en un sistema, mientras que la homoclinica une el mismo punto de
silla de montar).

4 En el estudio de sistemas hamiltonianos de dos grados de libertad. (Stephen,
2003, p. 144)

A continuacién, se muestra el acople de la metodologia de Poincaré aplicada al problema
del movimiento armaénico forzado con un tiempo periédico tal como se describe en el caso
2.

Se considera la siguiente ecuacion diferencial,

® "Qafd Q¢ & QY , donde f es diferenciable. (67)

Se supone que la ecuacién 67 es periddica en su variable (t) y tiene un periodo fijo T

definido en la ecuacién 68.
Y ocz— T, (68)
de tal manera que:

Qo Qad Y. (69)
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Ahora se procede a escribir la ecuacién 66 en forma autonoma, o sea independiente del

tiempo, lo que dara como resultado una dimensién adicional para el sistema.
Se define:

—Y 0 Y, (70)
00 —0 0zoh Gé¢Qz* 8
De esta manera, se transforma la funcién "Qafd . Esta ya no depende del tiempo el cual
pertenece a los reales 'Y , sino que depende del angulo —0 en el circulo unitario Y .Este
oscila con una frecuencia de ¢z * , lo que significa que cada vez que completa un ciclo

regresa a su origen.

Por lo tanto, como ahora el flujo no depende del tiempo sino de —-se dice que es auténomo

y usando la ecuacion 69, se expresa de la siguiente manera:
®  Qah— (71)
— O0hQ¢ & GOY w—F Y. (72)

Continuado con la idea de Poincaré, se define una seccion transversal de Poincaré é al

nuevo campo vectorial, como el plano el cual estara definido en el punto —F ,por :

73
h—rY @Y s— bv e (73)

Se puede definir el mapa de Poincaré como la evolucién del flujo a través de la seccién
transversal de la siguiente forma.
i B OBg Ay — RF O o —— 2 RE ¢z (74)

Esto nos dira si el comportamiento del flujo es periédico o si por el contrario, tiene

un comportamiento mas complejo como se vera mas adelante.

Para simplificar un poco, se puede fijar el valor de —F y se puede reducir la ecuacion 73 a

la forma més compacta 73-A, donde el espacio en el que se encuentra ahora es Y .
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14 o ﬁ‘—E— 0 . — gz° (73-A)
W — 0 —

L 0 0

Por medio de esta definiciobn de mapeo de Poincaré se pueden rastrear las condiciones

iniciales de la variable x en una fase fijja —, después periodos sucesivos del campo

vectorial (Stephen, 2003).

Como se mencioné anteriormente, los sistemas periddicamente-forzados presentan
cierta sensibilidad a la relacion entre la frecuencia natural del oscilador Wo y la
frecuencia del motor W. Esto se puede apreciar de una mejor manera en la seccion de
corte dada por el mapa de Poincaré con el cual se atravesara el estado de fases. De esta
manera se pueden clasificar los diferentes comportamientos que se pueden presentar en

el sistema.

Como se pudo apreciar en el anterior capitulo, estos comportamientos se hacen mucho
mas evidentes cuando no se tiene en cuenta el amortiguamiento. Por esta razén es que
en este capitulo se hara un andlisis que empezara en el caso general forzado amortiguado

y terminar& en el caso de interés, forzado no amortiguado.

Como se menciond en la seccion de definiciones, el caso de interés es el caso sub
amortiguado, que es comunmente utilizado en sistemas oscilatorios que modelan
estructuras. En este contexto, se establece que el caso sub amortiguado esta dado

cuando:’Q Tz w¢E T

Una vez aclarado esto se hace necesario plantear un sistema de ecuaciones para el caso

sub amortiguado, el cual se puede describir como se muestra a continuacion:

Partiendo de la ecuacién 53-A, se puede reescribir en forma de un sistema de 2 ecuaciones

definiendo la nueva variable ® 0, de manera que:

@ 0 (53-B)

v wé Zw Q20

?

0 €0i 0

C

El siguiente paso es escribir el sistema como un sistema de ecuaciones autbnomo usando

la funcién de la ecuacién 69 de la siguiente manera:
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o 0 (53-C)
0 Wé zo Qz0 O Qé+
—=2 U

Donde: ofOh—N Y @Y @Y

Para este caso la solucién del sistema esta dado por la ecuacion 54 y su derivada de la

siguiente manera:

GO QT 7 Bpzoébard 6CIYOBM@O 626& 670 82VOD O (54-A)
VO O

—0 0zo —¢
Donde las constantes C1 y C2, son las descritas en las ecuaciones 54 y 55, mientras que
las constantes Ay B son las descritas en las ecuaciones 58 y 59

Finalmente, se puede construir la seccion de Poincaré en —¢ Tt utilizando la definicion de
la ecuacién 73-Ay reemplazando en ella la solucién del sistema de ecuaciones autnomo

dado en la ecuacion 54-A quedando de la siguiente manera,
definimos:

B WOh—N Y @Y @Y TN Tt A

6 o s . . 076 iy b i g (75)
§d o R oogQ CZWO® [AY4) ;O 0 PO W6 o )
s WéE . Q. 0 o e L 0wz
—2"Y —2"Y w2620 —-20 Q2 —206 27Y
® CZW® & [AXa) CZRO® o

Para este caso C y S se utilizara como abreviaciéon de las constantes que se describen en
las ecuaciones 75y 76.
W w (76)

6 O0¢igz"z—
®

uY “Y"Qt zw 7z ( 77)

XYV, representan las variables del sistema donde después de iterar la funcién P se obtiene

un nuevo punto (x, v) en la seccion de Poincaré x.
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Finalmente, cuando se decide trabajar el caso forzado no amortiguado, se toma el sistema
de ecuaciones 53-C y se hace d=0, quedando el sistema de la siguiente manera:

o U (64-A)
0 WE z2® 0 Qé—+
-2 U

Donde: ofOh—N Y @Y @Y

Para este caso la solucion del sistema esta dado por la solucion a la ecuacién 64-A y sus

derivadas de la siguiente manera:
WO OpzO0EéweEzo 0Cz2YO®EZO 0ROE W?ZO (64-B)
VO O

—0 0zo —¢

Se toma la ecuacion 64-B y se reemplaza en la definicion de Poincaré dada en la ecuacién

73-A dando como resultado la siguiente ecuacion:

i BEY 0 0P — & b®p §p (79
WEZYP O p 0B WEZ2YP
donde:
6p béicztz—, (75-A)
b YOEEcz_ (76-A)
Para este caso de an8lisis forzado no amortiguado,
65.

Por otra parte, la definicion dada en la ecuacion 77 permite analizar los comportamientos
del flujo para posteriormente clasificarlos segun la relacién entre Wo y W, como se hara en

las secciones posteriores.

Teniendo en cuenta la definicion mencionada en esta seccién, principalmente la ecuacién
77, se plantea de forma gréafica el mapa de Poincaré para las condiciones de frecuencia

dadas en el ejemplo del tanque elevado.
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En la figura 26, se ilustra el mapa de Poincaré para las condiciones iniciales dadas en la
figura 21. En este caso se tiene una frecuencia natural del oscilador Wo =
13.418104469683824¢é rad/s y una frecuencia de excitacion del motor W=20rad/s.

Se observa el mapa de Poincaré graficado con los puntos obtenidos de la ecuacién 77.

Figura 25 Mapa de Poincaré 2D

Seccion de Poincare

-0.1 —0.05 [+ 0.05 0.1

Nota: en la figura se aplican las condiciones descritas.

En el caso de la figura 25, se redujo la precision del vector utilizado para obtener el mapeo
de 0.01 segundos a 0.02 segundos con el fin de disminuir la cantidad de puntos para que

se aprecie de mejor manera la gréfica.

La figura 26 ilustra la diferencia que existe cuando se varia la cantidad de puntos con la
gue se trabaja en el mapeo de Poincaré. A medida que se disminuye el intervalo del vector
de puntos, aumenta la cantidad de puntos del vector con el que se trabaja y, por ende,
aumenta la cantidad de puntos que aparecen en la grafica. Los mapas a continuacién son
para las condiciones iniciales de la figura 21. La cantidad de puntos permite apreciar de

forma mas clara el comportamiento cuasi periddico de un sistema.
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Figura 25. Gréfica de mapa de Poincaré segun la cantidad de puntos que se tengan en
consideracion.

Seccion de Poincare Seccion de Poincare ccion de Poincare
Seed e Seccion de Poincare
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Lo que se describe en la figura 26 muestra como afecta la cantidad de ciclos que se tienen
en cuenta a la hora de graficar en el mapa de Poincaré.

Finalmente, se procede a explicar algunos casos especiales que existen en el sistema

cuando ocurren ciertas condiciones especificas.

2.2 Casos especiales.

En los osciladores periédicamente forzados, existen dos casos especiales generales que

son de interés a la hora de su analisis, estas condiciones son, la resonancia y el punto fijo.

2.2.1 Punto fijo en el mapa de Poincaré

El caso del punto fijo sucede cuando se dan ciertas condiciones iniciales especificas. Estas
condiciones logran una Orbita periddica en el sistema y esto se refleja en el mapa de
Poincaré como un punto fijo para cualquier condicion de frecuencia natural y frecuencia de
excitacion.

Iniciando con el caso forzado amortiguado se toman las condiciones iniciales en las
ecuaciones 78 y 79 de la siguiente manera:

w b (79)

0 ®z9§ (80)
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En este caso tanto el flujo como el mapa de Poincaré adquieren caracteristicas especiales
como se muestra a continuacion.

Para ello se reemplazara la ecuacion 78 y 79 en la ecuaciéon 74, dando como resultado:

; Q. Y - L0, 81
=z — R z ——7 —Z0 27 «
—2"Y —2"Y wZzozo —= %20 z 7 =20 z7Y
@ CZWR & W w [EXNTA) o
Separando la ecuacién de posicion y velocidad se tiene:
Posicion:
w QT 086 2 wz6z— QT 828 2z —z6 z°Y 0

z z

Si se extrae el termino exponencial como factor comun y se resuelven los paréntesis se
tiene:

G Q Tz 526 6529

6zQ  6zQ ., Y
zY Z2Y W?Z0%Z-— WZ2O07?
w W

CZw CZOW W Q0

Se observa cémo el término acompafiado por el exponente se anula dejando Unicamente
al término A, por lo tanto, X=A.

Velocidad:
v Q z 0z —2ZY wZoz 0 —2Y Q WwZzZozZo —Z20 z —Z20 ZY w?zo
w CZww ww CZww
Organizando la ecuacion:
e wE wéE o m Q.. Q .
v Q z 02 —2ZY 02 —2ZY wz0Z 0 —ZY wzZ0Z 0O —2ZY wZzo
&) ) CZww CZww

Se puede apreciar que al igual que en la ecuacion de posicion, en la ecuacion de velocidad,
los términos se anulan, dejando Unicamente al término W*B.

Por lo tanto, tomando las condiciones iniciales dadas por las ecuaciones 78 y 79, el mapa
de Poincaré tendra un punto fijo (A, WB), es decir, la misma imagen para cada iterado,
independiente de sus otros parametros.

Si esta condicion inicial se reemplaza en la ecuacion de movimiento se pueden establecer
las constantes C1 y C2 de las ecuaciones 55 y 56 de la siguiente manera:

6p 6 0 m (82)

8¢ —2z -28 ©z28 -8 w28 m (83)
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Si se reemplazan las constantes C1 Y C2 en la ecuacion 54, se observa que se anula
completamente el término correspondiente a la solucion homogénea de la ecuacion
diferencial, dejando Unicamente los términos de la solucién particular, los cuales son
representadospor0z0 € wzdo 062"YQ® z0 quedando de la siguiente manera:

GO 628Ezo b2V o (84)

En este caso, con esta condicién inicial (A, WB), la oscilacién de la columna del tanque
elevado vibra independientemente de cualquier otro parametro como la relacion de
frecuencias para este caso.

En la figura 27 se muestra el efecto del flujo del oscilador de andlisis cuando las
condiciones iniciales son Xo=A y Vo=W*B, para un amortiguamiento del 5% con respecto
del amortiguamiento critico. La frecuencia natural del oscilador Wo es igual a
13.41801rad/seg y la frecuencia del motor es de W=20rad/seg. Se observa que en este
caso la unica oscilacion presente esta determinada por el motor, independientemente de
cualquier otra posible variable del sistema.

Figura 26. Gréfica del punto fijo para el oscilador amortiguado
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Por otra parte, en la figura 28, se observa el diagrama de energia, y el estado de fases del
sistema. Se puede detallar el cambio que tiene el sistema en su forma de vibrar con
respecto al de la figura 23.

Ademads, se ilustra, el cambio de comportamiento del sistema bajo las condiciones iniciales
descritas en la figura 21. A la izquierda se tiene el diagrama de energia interna del sistema
compuesto por cada una de sus componentes de posicion (x), velocidad (v) y aceleracién
(A). A la derecha se tiene el diagrama de fases del sistema donde en el eje x se tiene la
posicién (x) y en el eje y se tiene la velocidad (v).

Figura 27. Diagrama de energia y diagrama de fases del oscilador para las condiciones
de punto fijo
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Si se analiza el comportamiento del sistema descrito por las figuras 27 y 28, se puede
observar que dicho comportamiento se aproxima mas al comportamiento dado por el
oscilador armonico no forzado y no amortiguado. Esto sugiere que internamente hay
bastante uniformidad en el movimiento y en la velocidad, de tal manera que la energia pasa
de cinética a potencial igual que en el caso no forzado no amortiguado. Muy diferente al
comportamiento de la figura 23 y ademas se puede concluir que el amortiguamiento del
sistema casi no tiene incidencia, pues se anulan las componentes del oscilador; sin
embargo, tiene aun cierta influencia en la amplitud de la onda como se observa en las

ecuaciones 58 y 59.

Ese punto es el mostrado en las ecuaciones 78 y 79, lo que indica que bajo esas

condiciones iniciales el sistema se vuelve periddico de periodo 1.
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En la figura 29, se ilustra el mapa de Poincaré correspondiente al oscilador bajo las
condiciones iniciales descritas en la figura 27. Se observa que es un punto fijo diferente de

cero, para cualquier instante de tiempo.

Figura 28. Mapa de Poincaré para las condiciones de punto fijo

Seccion de Poincare

-0.5

-1 -0.5 0 0.5
x

Cuando se procede a realizar el analisis de punto fijo en osciladores forzados no
amortiguados, se tiene que d=0, por lo que la constante B es igual a cero y el término de

la constante A se modifica también levemente como se muestra en la ecuacién 65.

De esta forma, si se reemplaza en la ecuacién de movimiento general para el caso forzado

no amortiguado dada por la ecuacion 64, se tiene que el término resultante es:

Do d@EEZO ( 85)

A6 dada en | a ecuaci - -n 65.
Siendo el punto (x,v)=( 08®) el punto fijo del sistema para la condicién no amortiguada.

Por otro lado, el mapa de Poincaré resultante para el caso no amortiguado esta dado por
la ecuacion 77, donde al reemplazar las condiciones iniciales de (x,v)=( 088) y luego de

simplificar, se tiene:
Condiciones iniciales X=0ay V=0

R d © o op —p , 0@ o022 p 0P
T 0 wEZYP
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Resolviendo la multiplicacion matricial se anula una de las columnas de la matriz, dejando
solo dos términos de suma.

Nog o o 0p m, 6 O p OP
8 WEZYPp T T 0 WEZYP

Finalmente, se cancelan los términos comunes dejando nuevamente las condiciones

iniciales X=Ay V=0

hoq o o 'Qaé"é ‘b ) '?eé P o] p O (86)
8 WEZYE 0 0L WEZTYP I

Es muy importante resaltar esta condicién inicial, pues por medio de esta se puede

anular completamente cualquier oscilaciéon de la columnay dejar solo la oscilacion del

motor, ya sea analizando el caso amortiguado o el caso ho amortiguado.

Finalmente, en la figura 30, muestra en la parte izquierda un toroide, el cual es un espacio
geométrico en forma de dona que contiene el comportamiento del flujo del oscilador, el
cual se puede desenrollar como se observa en la figura derecha con el fin de fijar una
seccion de Poincaré para estudiar su periodicidad cada que se completa un ciclo, en el
caso del punto fijo, la seccién de Poincaré es un solo punto periédico como se ilustro en la

figura 29.

Figura 29. Toroide formado por las secciones de Poincaré y toroide desenrollado

Fuente: adaptada de Stephen (2003).
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2.2.2 Caso deresonancia

Por otra parte, el caso de resonancia es el mas utilizado y conocido en la ingenieria
estructural, se dice que un oscilador forzado arménicamente entra en resonancia cuando
coincide la frecuencia de la excitacidén con la frecuencia natural del oscilador de tal manera
que Wo=W.

Cuando se tiene el caso del oscilador forzado armonicamente con amortiguamiento, las

constantes A, B, C1 y C2 quedan de la siguiente manera:

Por un lado, las constantes A y B quedan:

5 — ' m (87)
Y
5 -0 (88)

Las constantes C1 y C2 en este caso son:

6p ¢ (89)

6 —7 -20¢ O¢ w29 (90)

Por lo que en la ecuacién general forzada amortiguada se eliminaria el término que

acompafa a la constante A, quedando asi la ecuacién 54:

(91)

WO Q7 zZ fpzdE MO 6CZYODOZO  6z2°YQD 20
En este caso, se produce un incremento en la deformacion y la velocidad, pero este
incremento es acotado, pues como se puede observar en la ecuacion 87 y 90, el
amortiguamiento del exponencial y el denominador d*W en la constante B, siguen
presentes. Por lo tanto, la amplitud en el movimiento del oscilador tiene un limite como se

muestra a continuacion:
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En la figura 31, se ilustra en el lado izquierdo el comportamiento del oscilador forzado
amortiguado con un amortiguamiento del 5% respecto del critico con las componentes de
posicion (X), velocidad (V) y tiempo (t). En la parte central y en la parte derecha, se ilustran
de forma plana y por separado cada una de sus componentes, en azul la posicion (X) en
rojo la velocidad (V) en verde la aceleracion (A) y en morado la componente del motor. Se
observa cémo las componentes se amplifican en cierta magnitud debido a que la
frecuencia con la que oscila el motor impulsa e incrementa el oscilador hasta cierta
cantidad. Es como un nifio en un columpio siendo empujado por su hermanito donde con
cada impulso su desplazamiento maximo aumenta, pero como la gravedad lo desacelera

solo llega hasta cierta altura maxima.

Figura 30. Flujo del oscilador en 3D y con cada una de sus componentes por separado

Flujo en 3D Aceleracién Vs Tiempo . Oscilacién del motor Vs Tiempo
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En la figura 32 se ilustran los componentes de fuerza para el caso de resonancia que se
esta analizando, donde Wa=W=1 3 . 4 1 4 1 & ehlddb &quierdo, se ilustran todas y
cada una de las fuerzas. En azul esta la fuerza restitutiva de la rigidez (X), en rojo la fuerza

de amortiguamiento (V), en verde la fuerza de inercia (A) y en morado la fuerza del motor.

Se observa como se mantiene el equilibrio dinamico, aunque en esta ocasion de forma

incremental a lo largo del tiempo hasta llegar a su tope. En el lado derecho se han separado
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la fuerza de oscilacién del motor y la fuerza de amortiguamiento, el amortiguamiento es el
responsable de acotar el incremento en la magnitud de las oscilaciones de tal forma que
cuando la componente de amortiguamiento se equipara a la componente del motor, el

sistema alcanza su deformacién maxima.

Figura 31. Fuerzas en el oscilador para el caso de resonancia amortiguado
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Este fendmeno es importante pues implica un incremento de energia en el sistema, ya que
la energia cinética esta asociada a la velocidad del oscilador y la energia potencial a sus
deformaciones elasticas. Como se observa en la figura 32 ambas fuerzas incrementan su
magnitud incrementando también la energia del sistema. Una de las formas de observar

este incremento es por medio del estado de fases y el mapeo de Poincaré.

Para este caso especifico de resonancia, el mapa de Poincaré esta definido de la siguiente

manera:

Si se supone en las ecuaciones 70y 71 que w @ ® la definicion de Poincaré, dichas

constantes quedan asi:

P (X ¢ R (92)
0 0O0¢€ige? Zo‘o_ oeggzzp p

v vore 29 vogerep (93)

Al reemplazar las nuevas constantes C y S en la definicién de Poincaré establecida en la

ecuacion 74, se tiene que se anulan varios términos de la siguiente manera:

Inicialmente, se hacen 0 todos los términos multiplicados por la constante S y se hacen

uno todos los términos que suman la constante C:
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(. p M T g 4 - 0zp m 0

| 0 0
ndESB Q I p T 0)

Luego de simplificar los términos se tiene que:

@ 5= 0Zp 0 94
e (94)

g 0B oq “— P o o
n & Q Tt wzo6zp ®z06

Tt
p
En la figura 33 se ilustra en la parte izquierda, el diagrama de fases del sistema
donde en el eje x se encuentra la posicién (X) y en el eje y se encuentra la
velocidad (V). Se observa como en esta ocasion es una espiral hacia afuera
debido a su incremento de energia y en la parte derecha se tiene el mapa de
Poincaré, el cual tiene en su eje x la posicion (X) y en el eje y la velocidad (V) y
se observa un incremento logaritmico de la energia del sistema debido a las

condiciones anteriormente mencionadas.

Figura 32. Estado de fases para el caso de resonancia

Estado de fases Respecto a X

value

Cuando se analiza el caso no amortiguado, se puede observar que 7 | 7 . luego no hay
resonancia, sin embargo, se puede graficar con valores muy cercanos donde w ¢ . Por
ejemplo, s i Wo es igual a 13.418érad/ s, se p
observa el inicio del fenbmeno de resonancia; no obstante, como las frecuencias no son
exactamente iguales, no se produce el fenébmeno de resonancia sino un fenémeno de onda

gue se puede apreciar si se toma un vector de tiempo lo suficientemente largo.

En la figura 34 se observa la gréfica del oscilador que se estd analizando con una
W=13.4rad/s y una Wo0=13.4141. En la figura de la izquierda se grafica para un vector de
tiempo igual a 10 segundos con un intervalo de tiempo de 0.01 segundos, mientras que en

la figura de la derecha se grafica para un vector de tiempo de 500 segundos con intervalos

uede

g
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de tiempo de 0.01 segundos. Se observa en la figura de la derecha el fen6meno de onda
mencionado, el cual se produce con cierta cercania entre la frecuencia natural y la
frecuencia de oscilacion del motor y logra incrementar los desplazamientos hasta un
desplazamiento maximo para posteriormente disminuir el desplazamiento y continuar con

este ciclo indefinidamente.

Figura 33. Gréfica de fuerzas internas cuando A TUA Tmrespectivamente
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2.2.3 Clasificacion segun su relacion de frecuencias

Dentro de los sistemas oscilatorios del tipo masa-resorte forzados y sub amortiguados,
existen multiples variables que actian simultdneamente, incluso si no se consideran las
caracteristicas no lineales del material y del amortiguamiento. Segun Gleick (1987), en un
sistema dinamico que tiene comportamientos cuasi periédicos o cadticos es fundamental
identificar el parametro de control, pues al variar este parametro se lograr determinar si el

sistema es o0 no sensible a sus condiciones iniciales.

Como se ha descrito a lo largo de los anteriores capitulos, la frecuencia natural y la
frecuencia de excitacion del motor son dos parametros importantes en el comportamiento
interno de las oscilaciones. Como se aprecia en las ecuaciones 74 y 77, el mapa de
Poincaré logra relacionar las dos frecuencias de forma que usando los mapas se puede
identificar la sensibilidad que tiene dicha relacion y su influencia en el comportamiento
dinamico del sistema. Para ello se va a utilizar la clasificacion de sistemas dindmicos
oscilatorios que describe Stephen (2003). Con el fin de observar la diferencia de
comportamientos que son resultado de variar la relacion de frecuencias, se analizara en

adelante el caso no amortiguado (d=0). Como se menciond anteriormente el
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amortiguamiento hace que los comportamientos internos del sistema no sean tan

evidentes. Teniendo en cuenta esto, se procede con la clasificacion a continuacion.

A Caso sub arménico

En este caso se supone que:

© apzowéh a p ( 95)

Donde:

W= frecuencia de excitacion del motor.

Wo= frecuencia natural de la columna del oscilador.
mi1=numero entero.

En este caso se puede decir que todos los puntos a excepcion del punto fijo (A§0) en el
caso no amortiguado, son puntos ml-periodicos. Esto significa que después de ml

iteraciones del mapa de Poincaré, se vuelve a su posicion inicial.

Se estipula que para el caso sub armdnico, la posicion (X) y la velocidad (V), tienen una

frecuencia igual a —, Asi después de un tiempo 0 —, la solucién ha vuelto a través de

un angulo — en el plano x-y, es decir —éha cambiado en —. Por lo tanto, la solucién hace

m circuitos longitudinales y un circuito latitudinal alrededor del toro antes de cerrarse. Los
m distintos puntos de interseccién que hace la trayectoria con — 71T, son todos los puntos
m periédicos del mapa P, o equivalentemente, puntos fijos del m-esimo iterado de P. Estas

soluciones son llamadas sub arménicas de orden m.

A continuacion, se ilustraran los casos sub armonicos donde de pondra como ejemplo

m1=2 y m1=3, En este caso, se mantendra la frecuencia natural del oscilador.

Como el fin es redondear la relacion de frecuencias a un nUmero entero, se eliminaré por
otra parte el resto de los decimales, dejando la frecuencia como Wo0=13.418rad/s. Para
garantizar que el nimero de ml sea un entero, se usara una frecuencia de excitacion del

motor W, multiplicando Wo por un nimero entero tal y como se presenta a continuacion.
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La primera frecuencia para analizar se denominard W1 y sera igual a 2*Wo0=26.836rad/s

Se va a graficar en la figura 35, el comportamiento del oscilador con Wo=13.418rad/s y
W=W1=26.836rad/s por lo tanto tiene un m1=2. Se observa en la parte superior el flujo en
3Dy el diagrama de energia en 3D, en este caso el flujo tiene cierta distorsion al igual que
el diagrama de energia que no es circular como en los casos con periodos 1. En la parte
de abajo se observa el mapa de Poincaré correspondiente, se observa que tiene dos
puntos de corte que corresponden a ml, esto quiere decir que cuando completa un ciclo,
el flujo intersecta la seccion de poincare en dos sitios diferentes.

Figura 34. Gréfica en 3D del flujo y el diagrama de energia en la parte superior y en la
parte inferior el mapa de Poincaré para m1=2

Flujo en 3D Diagrama de energia 3D

Seccion de Poincare
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Si se observa el sistema con una vista lateral o de perfil, se puede apreciar los dos

puntos del mapa de Poincaré cada que d avanza ¢" .

A continuacion, en la figura 36, se puede apreciar como enelejex,d va &y
trayectoria del flujo dentro del toroide. Se aprecia como el oscilador tarda dos ciclos

compl et %, padagetothar a su periodo original.
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Figura 35. Toroide desenrollado con el flujo del oscilador para m1=2

¢

Ahora, se tiene la segunda frecuencia W a analizar, se le pondra de nombre W2 y seré
igual a 3*Wo0=40.254rad.

Para la figura 37, se tiene el caso cuando m1=3, para este caso W0=13.418 y W=40.254.
Se tiene en la parte izquierda el diagrama de las fuerzas dindmicas, donde se tiene en
color azul la fuerza relacionada con la posicion (X) y en verde la fuerza inercial relacionada
con la aceleracion (A). Se observa en ese diagrama que X presenta una forma sinusoidal
regular; sin embargo, A presenta una figura irregular con 3 picos dentro de sus
oscilaciones. A la derecha se tiene el mapa de Poincaré para estas condiciones, se
muestran claramente los 3 puntos de corte cada que se completa una revolucion, esto

debido a que m1=3.

Figura 36. Diagrama de fuerzas dinamicas del oscilador y mapa de Poincaré para m1=3
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En la figura 38 se grafica el nUmero de rotacion de Poincaré, es una vista lateral del toro
de Poincaré. Para este caso se entiende que el plano de Poincaré esta en do=0, por lo que

cada ciclo deja un punto hasta que luego de 3 ciclos diferentes retorna a su punto inicial.
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Figura 37. Toroide desenrollado con el flujo del oscilador para m1=3

De manera ilustrativa se ensefara el comportamiento del oscilador amortiguado, donde
m1=3 y se adiciona el amortiguamiento del 5% del critico, en este caso se trabaja con la
ecuacion 69 que es el caso general del mapeo de Poincaré y se tienen los siguientes
resultados:

Se ilustra en la figura 39, el comportamiento cuando m1=3 y hay un amortiguamiento del
5% del critico. Se tiene en la parte izquierda el flujo en 3D, las componentes de posicién
(X), velocidad (V) y tiempo (t). Por otra parte, en el lado derecho, estan las componentes
de forma individual en funcion del tiempo, se tiene en color azul, la posicion (X), en rojo la
velocidad (V) y en verde la aceleracién (A). Se puede observar en la grafica, que los picos
irregulares observados en la figura 38 se mantienen solo que decaen con el tiempo de
forma exponencial hasta que después de un tiempo determinado no se notan tanto, se

pueden observar los 3 picos en las oscilaciones de cada una de las componentes.
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Figura 38. Flujo del oscilador amortiguado un 5%
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Es muy interesante el comportamiento de la energia interna bajo estas condiciones, pues
el amortiguamiento logra que se incremente la irregularidad en la transicion de energias
gue se presentaba anteriormente en los casos no amortiguados, esto es debido a que la
energia va disminuyendo por el término exponencial haciendo més evidentes los
comportamientos no uniformes como el que se logra apreciar levemente en la figura 36

para un m1=2.

En la figura 40, se ilustra en el lado izquierdo, el diagrama de energia del sistema que
cuenta con las 3 componentes de posicion (X), velocidad (V) y aceleracion (A); mientras
gue en el lado izquierdo en la imagen superior, se tiene el estado de fases del flujo del
sistema, donde en el eje x se tiene la posicion (X) y en el eje y se tiene la velocidad (V)
graficadas en color azul. En la figura del medio, se expresa en 2D el diagrama de energia
donde se contraponen en color rojo en el eje x la posicion (X) y en el eje y la aceleracion
(A). Por otra parte, en la figura inferior derecha, se tiene en color rojo el comportamiento
del diagrama de energia cuando se muestran las caras de la velocidad (V) graficada en el

eje x y la aceleracion (A) graficada en el eje y. En estos graficos se puede apreciar como
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la transicion de energia cinética a energia potencial del sistema se hace de una forma

mucho mas irregular que en los casos anteriores.

Figura 39. Diagrama de energia y diagrama de fases para m1=3 en el caso amortiguado
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Finalmente, este comportamiento se puede observar de forma mucho mas clara en el
mapa de Poincaré correspondiente, en el cual se puede apreciar cdmo el comportamiento
descrito en la figura 36 se mantiene solo que se proyecta de forma fractal hasta el infinito

ya que se estéa reduciendo la energia del sistema.

Figura 40. Mapa de Poincaré para el caso m1=3 amortiguado un 5%
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La importancia de la figura 41 radica en que ilustra que los comportamientos intrinsecos
del sistema debido a que la relacion entre frecuencias naturales no desaparecen con el
tiempo, sino que se reducen de escala hasta que son imperceptibles dejando solo la

vibracion causada por la exitacion externa.

A Caso ultra arménico

Para este caso se considera que:

. GE, (96)
@ TP

Donde:
W= frecuencia de excitacion del motor.
Wo-= frecuencia natural de /a columna del oscilador.

n=numero entero.

Esto significa que después de un tiempo 0 —, la solucién ha vuelto a través de un angulo

¢“ €en el plano x-y antes de cerrarse- En este caso P tiene un punto fijo, puesto que ¢* €
¢" (mod ¢"). Esto explica la naturaleza de estos puntos fijos de P, es decir, corresponden
a soluciones que hacen n circuitos latitudinales y uno longitudinal alrededor del toro antes

de cerrarse.

Se van a ilustrar 2 ejemplos, el caso cuando n=2 y el caso cuando n=3, en dichos casos la

frecuencia del oscilador W estaria dada por W=6.709 y W= 4.4726 respectivamente.

Cuando se tiene n=2 se muestra en la figura 42. Se aprecia en esta figura al lado izquierdo
la gréfica del flujo en 3D, con las componentes de posicion (X), velocidad (V) y tiempo (t).
En el lado derecho se tienen de manera individual cada una de las componentes respecto
del tiempo. En azul la posicién (X), en rojo la velocidad (V) y en verde la aceleracion (A).
Se puede observar que, pese a que el diagrama de Poincaré es un Unico punto, el sistema
presenta un comportamiento irregular entre ciclo y ciclo, pues se observan picos que no
llegan a la misma altura y en el diagrama en 3D se alcanza a observar un ciclo circular

mas pequefio dentro de uno mas grande.
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Figura 41. Comportamiento del flujo del oscilador cuando n=2
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Como se puede observar en la figura 42, el caso ultra armoénico no sugiere un cambio en
la periodicidad del oscilador, mas si en la transferencia de energia interna del sistema a lo
largo de un ciclo donde retoma su periodicidad, esto se puede apreciar de mejor manera

en un el diagrama de energia y el diagrama de fases.

En la figura 43 se puede apreciar en el lado izquierdo el diagrama de energia del oscilador
con las componentes de posicion (X), velocidad(V) y aceleraciéon (A). Mientras que en el
lado derecho se observa el diagrama de fases del sistema donde en el eje x se tiene la
posicion (X) y en el eje y la velocidad (V). Se observa como el sistema presenta dos ciclos
internos diferentes antes de retomar la periodicidad del sistema, o sea que la energia
interna del sistema cambia de cinética a potencial de n formas distintas de acuerdo con su

comportamiento ultra sub arménico.
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Figura 42. Diagrama de energia y diagrama de fases del sistema para n=2
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En la figura 44 se puede apreciar el nimero de veces que rota el flujo sobre su eje antes

de

s u

compl et ar

eje conserva su

donde inicio y es por esa razon que el mapa de Poincaré permanece constante como un
punto para cualquier cantidad de ciclos.

Figura 43. Toroide desenrollado con el flujo del oscilador para n=2

El caso donde n=3, W= 4.47136667, se grafica en la figura 45, se observa en la parte
superior izquierda el diagrama de energia que tiene las componentes de posicion (X),
velocidad (V) y aceleracion (A). En la parte superior derecha, se tiene el diagrama de fases
del sistema, donde se aprecian 3 circunferencias que logran describir el comportamiento
del oscilador entre un ciclo y otro. Finalmente, en la parte de abajo, tenemos el diagrama
de fuerzas dindmicas donde en azul se ilustra la fuerza asociada con la posicion (X), en

verde la fuerza asociada con la aceleracion (A) y en morado la fuerza asociada con la

uha reaoiirido I¢“q y cdnoora ghessar de rotar varias veces sobre

peri odo ¢p,eldlgo reaoma dnielmpunto
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oscilacion del motor (SM2). En este diagrama de fuerzas, se puede apreciar de forma

general como el oscilador presenta 3 picos de oscilacion antes de terminar el ciclo y que
al terminar el ciclo regresa a su periodo habitual.

Figura 44.Gréfica de energia, estado de fases y diagrama de fuerzas para n=3
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Figura 45. Toroide desenrollado con el flujo del oscilador para n=3
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A Caso ultra sub arménico

La respuesta ultra sub arménica esté definida cuando:

EZ0 Apzmé Gpfe p (97)
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Segun esta definicion, y lo sugiere su nombre también, la respuesta ultra sub armoénica es
una combinacion parcial de las respuestas ultra arménica y sub armoénica. Como se podré
ver a continuacion, esta presenta comportamientos de ambos casos, sin embargo, se tiene
que cumplir que m1y n sean numeros enteros primos relativos o enteros coprimos, lo que
significa que son numeros que no tienen factores enteros en comun. Esto sucede cuando
su maximo comun divisor es igual a 1, un ejemplo de esto serian los nimeros 8y 15, pese
a que no son numeros primos individualmente, no tienen un divisor en comdn que no sea

el nimero 1.

Para este caso se tiene que todos los puntos, excepto el punto fijo, son puntos con periodo
m1, realizando ml-trayectorias longitudinales en el toro y n-circuitos latitudinales antes de

cerrarse.

En el caso donde n=3 y m1=2, se tiene una relacion de frecuencias segun la ecuacion 92
tal que:

_pz'

wE (98)
3

&)

Por lo que, al reemplazar los valores de la frecuencia natural del oscilador de andlisis, se

tiene que:

® %Zpﬁ PYUBTULOOOCO

En la figura 47 se tiene el diagrama del flujo en 3D, con las componentes de posicién (X),
velocidad (V) y aceleracién (A), mientras que, en la zona derecha, se tienen las
componentes en funcién del tiempo de forma plana y por separado. En color azul se tiene
la posicion (X), en rojo esta la velocidad (V) y en verde la aceleracién(A). Se observa que
el flujo tiene tres diferentes picos en cada ciclo similar a la figura 46, pero a diferencia del
caso ultra arménico, el mapa de Poincaré en esta situacién ya no es un punto Unico, sino

gue el oscilador tiene periodo 2 como se vera a continuacion.
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Figura 46. Flujo para W=2/3*Wo

Posicién Vs Tiempo
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En la figura 49 se ilustra en el lado izquierdo el diagrama de energia con las componentes
de posicion (X), velocidad (V) y aceleracion (A), mientras que, en la zona superior derecha,
se tiene el estado de fases del sistema. En el eje x esta la posicion (X) y en el eje y esté la
velocidad (V). Por otra parte, en la parte inferior derecha, se tiene el mapa de Poincaré
donde se evidencia que, a diferencia del caso ultra armonico, esta relaciéon de frecuencias
logra cortar el plano de referencia de Poincaré en dos puntos, por lo que su

comportamiento es (2) periédico al igual que en el caso sub armonico.
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Figura 47. Diagrama de energia, estado de fases y mapa de Poincaré para W=2/3*Wo
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Este comportamiento se puede apreciar de forma mas facil en el diagrama de rotacién que
se ensefa a continuacioén en la figura 49. Se ilustra en la imagen, el comportamiento del
flujo en el toroide visto desde una perspectiva lateral, donde las coordenadas 0 y ¢“,
representan el mismo punto. Ademas, se muestra el mapa de Poincaré. Se observa cémo
a consecuencia del numero n=2 el oscilador da dos rotaciones sobre su eje antes de
finalizar un ciclo y, ademas, como el sistema corta la seccién de Poincaré en dos puntos,
por lo que sigue siendo (2) periddico, siendo esta la cantidad de ciclos longitudinales que

da el flujo antes de regresar a su punto inicial:

Figura 48. Toroide desenrollado con el flujo del oscilador para W=2/3*Wo
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Es asi como por medio del mapa de Poincaré, se puede desglosar y clasificar todos los
posibles comportamientos que puede tener el sistema, todo esto dependiendo de la

relacion entre la frecuencia natural del oscilador y la frecuencia del movimiento del motor.

Finalmente, se va a ilustrar de forma gréafica el comportamiento de las fuerzas dindmicas
actuantes en el sistema y cémo esta relacion de frecuencias puede afectar el

comportamiento del oscilador en el caso ultra sub armonico.

En la figura 50 se tienen los diagramas de fuerzas dindmicas del sistema, en la parte
izquierda esta el diagrama no amortiguado y en la parte derecha esta el diagrama
amortiguado para un amortiguamiento del 5% respecto del critico. Se tiene que en color
azul estd la fuerza relacionada con la posicion (X), en color rojo la fuerza relacionada con
la velocidad (V) y en verde, la fuerza relacionada con la aceleracion (A). Se hace hincapié
en el efecto de onda que tiene el diagrama en la parte izquierda. Se observa que se
produce una fuerza de deformacion elastica en color azul, mayor a la inicial. Lo mismo
sucede con la componente de aceleracion, la cual se encuentra en color verde. Se observa
en la parte derecha que, cuando el sistema se amortigla, y aun cuando el
comportamiento disminuye con el tiempo, la primera onda logra también una

deformacién maxima mayor ala inicial.

Figura 49. Diagrama de fuerzas para el comportamiento ultra sub arménico en el caso no
amortiguado y el caso amortiguado respectivamente
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Este efecto mostrado en la figura 50, es muy importante en el andlisis dinamico realizado
en la ingenieria sismica, pues se muestra como segun la relaciéon de frecuencias se puede
presentar un movimiento maximo mayor al esperado inclusive teniendo en cuenta el
amortiguamiento. Se puede afirmar de esta manera que las posibles relaciones entre la

frecuencia natural y la frecuencia de la excitacion, en este caso la frecuencia del motor,
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son aspectos relevantes y que es importante tenerlos en cuenta en el disefio de estructuras
gue tengan estas condiciones, cabe resaltar ademas que este incremento ocurre estando
lejos del fendmeno de resonancia que también produce incrementos en los

desplazamientos.
A Caso cuasi periddico

Finalmente se tiene el caso cuasi periédico, este caso esta definido cuando:

&)
&0 (99)
W

™~

Donde ni es un numero irracional.

La cuasi periodicidad del sistema se refiere a un patrén o comportamiento que es similar o
cercano al fenémeno periddico, pero no es completamente periddico. Es decir, existe una
repeticion o regularidad en el tiempo, pero no se repite exactamente con la misma
frecuencia y amplitud en cada ciclo. Estas irregularidades son facilmente observables en
el mapa de Poincaré del sistema.

Para ejemplificar el caso cuasi periédico y como la divisiéon de frecuencias debe ser igual

a un numero irracional, se utilizar4 una frecuencia W, como mdultiplos de un nimero

irracional , dlQymmeroadesoon ~, e,

Para este ejemplo se utilizaran los siguientes mdaltiplos para cada uno de los nimeros

irracionales.

Tabla 3. Valores de W irracionales cercanos a 20 rad/s

Numero Multiplicador] W final
12.7 Au 20.549031657123
401.0 Raiz 20.024984394500
6.4 pi 20.106192982974
7.5 euler 20.387113713442

A continuacion, se utilizaré las gréficas de flujo, estado de fases, diagrama de energia y
mapa de Poincaré, con el fin de observar las semejanzas y diferencias entre cada una de

estas relaciones y la relacion inicial que fue planteada para el caso forzado no amortiguado.
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Se muestra en la figura 51 los diferentes flujos en 3D para cada uno de los sistemas,
variando su relacién de frecuencia a un multiplo de un nimero irracional de acuerdo con
la tabla 3. Se aprecia que el comportamiento general es similar, pero como se podra ver
en los diagramas de energia mas adelante, este cambia su periodicidad arrojando para
cada uno de los casos comportamientos diferentes.

Figura 50. Diferentes comportamientos del flujo en 3D para distintos valores irracionales
de W

Flujo en 3D Flujo en 3D

Au*12.7= W=20.54800ynp

Flujo en 3D Flujo en 3D

pi*6.4=W=20.106 1 € e*7.5=W=20.387¢

En las figuras 52 a la 55 se aprecia en la parte izquierda el diagrama de energia, con las
componentes de posicion (X), velocidad (V) y aceleracion (A). En la parte central el estado
de fases en el eje x la posicién (X) y en el eje y la velocidad (V) y finalmente en la parte
derecha el mapa de Poincaré dibujado con los puntos de corte. .
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Figura 52 Diagrama de energia, estado de fases y mapa de Poincaré para
W=20.5490¢.
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Figura 53 Diagrama de energia, estado de fases y mapa de Poincaré para la frecuencia
del mot or correspondiente a |l a ra?2z
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Figura 51Diagrama de energia, estado de fases y mapa de Poincaré, en este caso la
frecuencia del motor es la correspondiente al nimero pi, W=20.1062¢é
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Figura 52. Diagrama de energia, estado de fases y mapa de Poincaré, en este caso la
frecuencia del motor es la correspondiente al nimero de Euler, W=20.387¢é
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Como se aprecia en las figuras de la 52 a la 55, todas ellas tienen un comportamiento
cuasi-periodico que cumple con la definicién de la ecuacién 98, donde (ni) es un nimero
irracional. Existen sin embargo relaciones donde, a pesar de que el comportamiento
general del oscilador es cuasiperiddico, su comportamiento en el diagrama de energia es
completamente diferente, como sucede en los estados de fases de las figuras 54 y 55, con
respecto de las figuras 52 y 55. Esto suguiere que el sistema es sensible al cambio de la
relacion entre la frecuencia natural y la frecuencia del motor, ya que la diferencia entre una

relacion de frecuencias y la otra esta dada por pequefios numeros decimales.

Como el cambio de la energia cinética y la energia potencial se entrelaza de forma distinta,
el cambio en la energia interna del oscilador es diferente. Esto indica que uno de los dos
casos puede llegar a ser mas eficiente que el otro debido a que su energia interna

transiciona de manera diferente.

Es por esa razon que el caso cuasi-periddico es de gran interés. Este representa una
diferencia en las trayectorias del flujo, la cual sucede de manera sensible segin su
parametro de control. Con toda esta informacién se dice que el sistema puede ser potencial
e intrinsecamente cadtico si se complejiza mas como en el caso de los materiales o el caso
de los grados de libertad, ya que en su estado mas simple y sencillo presenta un
comportamiento cuasi periédico, es por eso que este acercamiento al caso cuasi-periodico

regala un mayor entendimiento del comportamiento interno del sistema.

Cabe resaltar que los osciladores en su disefio tradicional cuentan con multiples variables
gue estan cerca de ser irracionales obtenidas al sacar raices, realizar divisiones o hallar

relaciones. Esto conlleva al sistema a comportarse como un sistema cuasi periédico.
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Como se aprecia en las ecuaciones 26 y 27, cuando se habla del médulo de elasticidad
del concreto, este se obtiene por medio de una relacidon que involucra una raiz cuadrada,
por lo que su nimero resultante para los casos comunes de estudio dondef 6 c =2 1,
Mpa, normalmente arroja un numero irracional cuando esta raiz se descompone en

factores primos.
Por ejempilo,

¢ p 2 Y%como 7'y 3 son nimeros primos, cada uno de ellos arroja un ndmero irracional,
por lo tanto, la raiz de 21 es a su vez un numero irracional. Esto sucede de la misma
manera para 28 y 35MPa, los cuales son los valores mas comunes para la resistencia a la

compresion del concreto en ingenieria civil.

Por otra parte, este factor se podria homogeneizar si se obtuviera con una resistencia del
concreto a la compresion igual 25MPa o 36MPa o algun namero intermedio que arroje un
namero no irracional. Es por eso que el acero es un material con mayores ventajas, mas
homogéneo a la hora de trabajar este tipo de andlisis, pues se puede representar como un

ndmero entero.

Ademas del médulo de elasticidad, cuando se obtiene la rigidez en la ecuaciéon 21, entra
en consideracion la inercia y la longitud. La longitud suele tener valores enteros o con un
decimal para que sean facilmente construibles; sin embargo, la inercia suele estar elevada
al cubo y posteriormente dividida sobre 12, por lo que normalmente arroja un nimero con
muchos decimales. Para que este fuera un namero entero, se tendria que dar que el
numerador fuera mdltiplo de 12, y para que la rigidez diera un nimero entero tendria que

coincidir que la longitud fuera un multiplo o de la inercia o del médulo de elasticidad.

Finalmente y mas importante, para obtener la frecuencia natural como se aprecia en la
ecuacion 33, se necesita sacar la raiz de la division entre la rigidez y la masa, por lo que
comunmente esto arroja un numero irracional. Por ende, en ingenieria civil en su gran
mayoria, los casos son cuasi-periddicos por lo que la forma de encontrar cada una de las

variables para caracterizar el oscilador es por medio de raices y divisiones.

28
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Es por esa razon que las figuras 52 a la 55 guardan cierta relacion con las figura 21 a la
25 que ilustran el caso del amortiguador para una frecuencia de excitacion del motor de
20rad/s.

Para que el comportamiento de una estructura real no fuera cuasiperiodico, tendria que

darse las siguientes condiciones.
Opcidén 1

Se tiene que dar que K sea un cuadrado perfecto al igual que m, ademas de que la division

de Ky m sea a su vez un entero, como en el siguiente ejemplo.

Paraque — ¢ Q

Donde ne= numero entero.

Se empezara con la ecuacion 33, — —— p@&@ pyYTmg L L Gpad/g porudo que

se aproximara a 13 rad/s, en este caso la masa se deja constante y se varia la rigidez. La

rigidez sera en funcion de la masa con el fin de dar un niUmero entero, en este caso p 02

G pozo@ovu @p 1T o finglmente la frecuencia natural estara dada por

wEe — pG—.
Segln la ecuacién 32 se tiene que, U @ —, por lo que al reemplazar en la ecuacién 33,
se tiene:
6200 | | (
azp ¢ 100)
Si se despeja la inercia, que es la variable geomeétrica de la ecuacion, se tiene que:
wé 20 za 0 (101)
0z0
Si en la ecuacion 95 se reemplazan los valores numéricos del ejemplo, se tiene que:
poZ(pnnZnocpougO (102)

0z 0 WTEMC p
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Nota: para que la ecuacion 101 tenga unidades consistentes, hay que dividirlo sobre

mil.
‘O 24749889047.0794

Ahora, se puede suponer una seccidn rectangular o una seccion circular, la inercia de la
seccién rectangular esta dada por la ecuacién 30. 'O @z —, si se considera que la seccién

es cuadrada b y h son iguales. Por otro lado, la inercia de un circulo esta dada por O “ 2

Para el caso de la seccion cuadrada, se necesita una seccion de 738.2224791mm para
cumplir con la proporcion requerida, mientras que, en el caso circular, se requiere una
secci-n de 842.657013¢é mm de di §metro.

Como se puede apreciar estos son nimeros gque en la realidad solo se pueden aproximar
a cierta cantidad decimal, por lo que la frecuencia natural obtenida estara cercana a los

13rad/s, pero no sera exactamente 13rad/s.
Opcién 2

Otra de las opciones para obtener una frecuencia natural entera es jugar con el médulo de
elasticidad del material y dejar la inercia del material constante. En este caso ocurriria algo
similar al caso anterior, pues realizar un disefio de mezcla en el caso del concreto u obtener
un moédulo elastico para el acero con una cierta cantidad de decimales es un procedimiento

de disefio de materiales que resultaria en otro caso de investigacion.
Opcién 3

Asi mismo, se podria jugar con la longitud libre L del oscilador, pero ocurriria algo similar
al caso 1y debido a que esta esta elevada al cubo, con mas razén daria una longitud con

muchos decimales.

Opcién 4
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Otra manera para intentar obtener un nimero entero en la frecuencia natural es empezar
desde el inicio tratando de encontrar la mayor cantidad de simetria geomeétrica de la

siguiente manera:

Como paso inicial al elegir las dimensiones geométricas del oscilador si es rectangular, por
ejemplo, se deben elegir de manera tal que sean multiplos de 12, para ello se tiene que
cumplir que sus lados sean divisibles por 3y por 4, por ejemplo.

Se puede iniciar determinando una r @émefozdnenci a a
raiz cuadrada exacta como lo es 25MPa o 36MPa, en este caso se elegird 36MPa, pues
al ser el disefio de un tanque que contiene agua, es normal considerar una resistencia del

concreto elevada, por lo tanto, el médulo de elasticidad E serd 23400MPa.

Teniendo en cuenta lo anterior, se puede elegir una seccién rectangular con dimensiones
b=600 y h=800mm, siguiendo la ecuacioén 30, arroja una inerciaiguala ¢ v @ figInaa
para el caso del oscilador de analisis, arroja una rigidez igual a ¢ 0 ¢— . Ahora se sigue

un procedimiento similar a la opcién 1, pero esta vez se utilizara la masa para despejarla
de la ecuacion 33 de acuerdo con la frecuencia natural que se quiere obtener. Por lo tanto,
se puede escoger la frecuencia natural que se quiera obtener como resultado final, podria
ser 13 para que se asemeje al caso original, o un nimero como 10 o 5 que haria que el
resultado de la masa sea un nimero entero. Si se elige 13 con el fin de asemejar lo maximo
posible al ejemplo que se planted inicialmente, se tiene que la masa final tendria que ser
49230.76923Kg.

En este caso especifico del tanque, se podria jugar con las condiciones de capacidad de
agua y el peso de la tapa y la infraestructura para lograr ese valor determinado, o si se
eligiera un Wo de 10y la masa da un nimero entero, igual se tendria que ajustar el modelo
geométrico propuesto modificando de alguna manera la masa. Es claro que este es una
propuesta de disefio académica con el fin de analizar las consecuencias vibracionales que
puede significar disefiar en el campo ultra arménico o sub armodnico, ya que esto trae
ventajas y desventajas comparativas respecto del campo cuasi periodico, lo importante a
resaltar en este caso es que teéricamente es posible lograr que un oscilador cambie su
comportamiento intrinsecamente cuasi periodico bajo las consideraciones adecuadas,

modificando variables como la geometria, la masa, su longitud o su modulo de elasticidad.
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A Sintesis del capitulo 2

Desde la perspectiva de la ingenieria estructural, el capitulo examina cémo la geometria
de disefio de un oscilador, en este caso, una columna y una fuerza externa, representada
por una bomba de agua, influyen en su comportamiento. La relacién entre la geometria de
la columna y la frecuencia de la fuerza externa impacta directamente en las componentes
vectoriales del oscilador, como posicién, velocidad y aceleracion. Esto implica que, bajo
diferentes condiciones de disefio, es tedricamente posible optimizar una estructura para
gue, al oscilar durante un tiempo determinado, recorra una distancia total menor. Desde
una perspectiva de fatiga, esto sugiere que ciertas condiciones de disefio pueden provocar
un mayor desgaste interno en la estructura cuando experimenta un recorrido mas extenso,

lo que se traduce en una mayor fatiga a lo largo del tiempo.

Si se toma como ejemplo el tanque elevado con una bomba de agua en la parte superior,
se puede observar que bajo condiciones de disefio tradicionales analizadas en un solo
grado de libertad, el tanque experimenta un recorrido considerable, lo que significaria una
mayor fatiga de la que presentaria en casos como el ultra armonico o ultra sub arménico.
Estas condiciones son notablemente similares al caso cuasi-periddico definido en el
presente capitulo, lo cual sugiere que, en las condiciones de disefio basadas en la fisica

tradicional, el oscilador realiza recorridos que tienden a ser los mas extensos posibles.

Tomando como ejemplo la figura 2, que describe el aumento de la complejidad en el
andlisis de un sistema al introducir mas variables y analizarlas desde la linealidad hacia la
no linealidad, se evidencia como este cambio conlleva nuevos y distintos efectos. En una
estructura simple con excitacion sinusoidal externa ya se observan comportamientos como
los cuasi periddicos. Este hallazgo podria contribuir a la comprension de por qué al
incrementar la complejidad del sistema con variables de no linealidad, se llega al caos
como se muestra en estudios donde analizan la ecuacion de Bouc-Wen. Posiblemente,
sea necesario emplear métodos como los usados en esta tesis para analizar estos
sistemas y obtener una comprensién mas profunda de su funcionamiento, lo que, a su vez,
podria revelar fendmenos aun no observados en estructuras de mudltiples grados de
libertad.
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En este capitulo, se retoma el ejemplo de tanque elevado establecido anteriormente,
extendiendo el andlisis a los dos posibles grados de libertad que puede tener el oscilador.
Se analizaran factores como su desplazamiento, velocidad y aceleracién en un eje global
X'y en un eje global Y. Este andlisis se realiza bajo condiciones especificas. Se supondra
gue el motor no esta ubicado de forma paralela a uno de los ejes globales, sino que tiene
cierto angulo de inclinacion respecto del eje global X. Se supondra, ademas, que dejé de
funcionar; ya sea porque el tanque estaba lleno en su totalidad y no era necesario continuar
con el bombeo o porque hubo algun tipo de interrupcién eléctrica, dejando el oscilador de
dos grados de libertad bajo ciertas condiciones iniciales de posicion y velocidad.

Para este caso de estudio se analizara cuidadosamente la geometria del oscilador y su
incidencia vibracional en el sistema, por lo que se plantean inicialmente cuatro diferentes

geometrias para la columna de soporte del tanque.

La primera es la geometria propuesta en el disefio anterior, la cual comprende una columna
cuadrada en concreto reforzado con dimensiones de 750mmx750mm. En el caso de
analisis 2, se tomaran dos geometrias rectangulares, alargando uno de los lados de la
columna cuadrada anterior. El caso de andlisis 3, sera una columna circular en concreto
reforzado con una rigidez similar a la de la columna cuadrada y finalmente se presentara
una seccion metalica tipo W como columna soporte. Se aprecia en la figura 56 de forma
resumida, las secciones que se van a analizar en este capitulo, 4 de ellas en concreto y

una en acero.
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Figura 53. Secciones de andlisis

T
Col Concreto Col Concreto Col Concreto Col Concreto Col Acero (W)
750mmx750mm 750mmx1500mm 750mmx1250mm D = 750mm W24X195

A continuacion, se entrega una tabla resumen con los datos de inercia y rigidez de las
secciones, con el fin de estudiarlos y aplicarlos a la teoria que busca estudiar la cuasi

periodicidad del oscilador en este caso para dos grados de libertad.

Tabla 4. Datos de inercia y rigidez de las secciones

Tipo de secciorl Material |Dimensiones (mm)x (mm/1076)ly (mm/10°6) L (mm) E (Mpa) Kx (N/m) | Ky (N/m)| Wx(rad/s) | Wy (Rad/s)
Cuadrada Concreto 750x750 26367.1875| 26367.1875 6000 17872.0452| 6544938.43 6544938.43 13.418026 | 13.418026
Rectangulart 1 Concreto 1500x750 52734.375| 210937.5 6000 17872.0452 52359507.5 13089876.9 37.9519086 18.9759543
Rectangular 2 Concreto 1225x750 43066.40625 114891.602 6000 17872.0452 28518720.8 10690066.1f 28.0092104 17.1484962
Circular Concreto D=750mm | 15531.55548 15531.5555 6000 17872.0452 3855286.97] 3855286.97| 10.2982683 10.2982683
Seccion W Acero W24x192 2732 238 6000 200000 | 661111.111] 7588888.89 4.26454865 14.4485725

En la tabla se muestra de forma ordenada cada una de las secciones, con sus
dimensiones, su tipo de material, su inercia en cada sentido, longitud del oscilador, médulo

de elasticidad, rigidez para cada sentido y frecuencia natural respecto de cada eje global.

Ahora, para definir las oscilaciones de dos grados de libertad, se describen 2 resortes
unidos a una masa que registra el cambio del movimiento en unos ejes globales (x, y) como

se ilustra a continuacion.
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Figura 54. Representacion del sistema oscilatorio del tanque elevado cuando se
considera el movimiento perpendicular como si fuera un péndulo invertido esférico

Constante K1

(™

Constante K2
fd
Y1

Segun la figura anterior, los desplazamientos de un sentido y el sentido perpendicular estan
desacoplados.

Como se definié en la ecuacion 20, el hamiltoniano esta descrito por la suma de energias
cinética y potencial del sistema oscilatorio, de tal manera que la energia cinética esta
relacionada con la masa del sistema y su correspondiente velocidad como se muestra a
continuacion:

Energia cinética del sistema

wN 0P . 0C (103)
C

Por otra parte, la energia potencial del sistema depende de las constantes del resorte y

sus desplazamientos absolutos de la siguiente manera.

Energia potencial del sistema

T=0pz— U0QZ— (104)

Reemplazando en la ecuacion 20 se tiene una ecuacion con 4 variables en el tiempo tal
que:
up UG

R e e = (109

Al dividir esta ecuacion por la masa, se puede expresar el hamiltoniano de la siguiente
manera.
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o Y up 0g @ . oy, 106
Odphbplichoe —g— —— —— @p 2=~ ©¢ 2=~ (109)
donde,

wp —ywg —

En el caso particular @ @ "Qesta ecuacion se puede reescribir de manera que queda
asi:

'O aphphoghog 7Y Y op % wé zd’% Wé zdn? (107)
Para este caso se tiene la nomenclatura de la siguiente manera.
Lp =Velocidad de la masaen la direccion 1
Uq =Velocidad de la masaen la direccion 2
W &€ =Frecuencia natural cuando los osciladores tienen la misma rigidez y masa.
op =Desplazamiento absoluto de la masan la direccionl.
o« =Desplazamiento absoluto de la masan la direccionZ.

Se puede decir que este oscilador de dos grados de libertad (2GDL) tiene un
comportamiento similar al del tanque elevado. Este caso, simula un péndulo esférico

desacoplado.

Para este caso especifico del tanque elevado, se contempla que los 2 grados de libertad
son el desplazamiento en un sentido X y su desplazamiento perpendicular en un sentido
Y.

Ahora se consideraran las ecuaciones que modelan este caso de estudio, esto es, 2

osciladores lineales libres no amortiguados:

Se inicia con el cambio a coordenadas candnicas inicialmente, donde:
op LpSzop T (108)
0¢ Lctzo6q m

LIQ »Q
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Donde Llp y LI¢, son las frecuencias naturales respectivas,.

Si se denota por bp O0p y LC 0O¢ ,88e puede reescribir el sistema de ecuaciones 107

como el sistema de primer orden.

6p up, (109)
op Lp z op,

6¢ ug,

0g Lig zog,

El cual es un sistema Hamiltoniano con 2 grados de libertad, con una funcion Hamiltoniana
dada por:

op 0¢ (110)
Lig 2

C C

v~ o N s Op g
O ophuphochog - < W

Para obtener las ecuaciones individuales de Hamilton, hay que derivar parcialmente
respecto de cada una de las variables de interés obteniendo asi un sistema de 4

ecuaciones de 1 grado de libertad de la siguiente manera:

6p e Up 10 (111)
T 0p
oc @b 10 (112)
S ¢ T Oc
. 10 , (113)
—_— z
up T35 WP zop
. 10 . (114)
R z
g T5c WG #og

Luego, se puede decir que las curvas solucion del sistema (107) estan contenidos en los
conjuntos de nivel del Hamiltoniano ecuacion (109), o de otra forma, el Hamiltoniano es

constante a lo largo de las soluciones del sistema.

Por lo tanto, para analizar el comportamiento de las trayectorias del sistema, se van a
estudiar sobre los conjuntos de nivel del Hamiltoniano ecuacion (109), es decir, en la

superficie "0 ophiphdchic  E, donde h es constante.
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Para esto, primero se hace un cambio a nuevas coordenadas G—, i=1,2, definidos de la

siguiente manera:

- 115
6'Q i Q&0 (119)

0 QUCTORITR H¢ 0 (116)

Derivando la ecuacion 114, aplicando la definicion del Hamiltoniano las ecuaciones 110y

111 e igualdndola a la ecuacién 115, se tiene:

—n

1o 0 —FP YQEQ —CHO"Q—Q Q LQWn ()8 Q (117)
oY) 0 Cz om0 (0] Qe o 0€+Q 0 (20X wé i—

Analogamente, derivando, reemplazando y usando 115 en las ecuaciénes 112 y 113 se

—" O'D i 4 'mz C") é |—' 'D |/| z "OZQ,J"Q —"QZ “Y'Q‘&'Q UIQ _" :’ 'Q &‘ 'Q ( )
[ @' C? "OIQ c uld

Con el fin de terminar la transformacién a coordenadas accion angulo con variables liy —Q
se tiene un sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones 116 y 117, de las cuales se

pueden despejar las variables de interés.

Este sistema se puede expresar de forma matricial, con el fin de aplicar la reduccion de

Gauss Jordan para despejar una de las variables en funcién de otra, de la siguiente

manera:
"O" D P T T ——— T oo ( 119)

oy LZYQ-&Q C—,,ZQdé =Q & NGz 0XIe we +Q

RECEeTo Lo O o . - :

cy >z cy 00 oy

& - & “ 0 S0 e 0

T NP S O e
—20 € QMg z2'0LIQ "Y'QeQ & L o]
& ¢z2'00Q o}

VL

Se iniciara transformando la fila 1 de la siguiente manera F1=F1* , al igual que la fila

2, la cual quedara asi: F2= o dando como resultado:
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0Q — v
P % ZVGEQ & LI'Q VI 2 OXIYE -0

Y

(120)

m & e

. O

o 7 -0 TS0 & (e

Vg 2 'O%D "YH&1Q o P O
o}

N

z

Como siguiente paso, se definira la nueva fila 2 F2=F1+F2:

— YO EQ O m LI'Q@ Ng 2z 'OKIY® &-Q

00 e G e
P TS0 eiicToms 6 $E0 Ve

oy
&y

N

g T NGz 000 "Yo&Q Yu)&QO

Por lo tanto, despejando la variable — se tiene que:

G NCZTON8 0 EQ YO EQ (122)
—Q — LI'Q
gz 00 0 WeQ "Yue1Q

Ahora, reemplazando en la fila 1 el valor de —Qy despejando ‘M)se tiene:

UG Vicz O0Yh -0 U I oaYden
— —

200

@ (123)

700

N

Finalmente, el hamiltoniano con dos grados de libertad y con la transformacion de

coordenadas queda de la siguiente manera.

0 pi@  Pzlip @ZL¢ (124)

Y sus ecuaciones quedan:

P T — (125)
o lp TT_:O (126)
Q m —. (127)
—-€ &ell¢ —. (128)

Ahora la superficie de energia es:
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0PRQ  PzLlp QzLIq¢ 'INE ¢ V6 £ @EET 0 DEOQ (129)

Asi, se puede reducir una vez mas la dimensién del hamiltoniano en el nivel h, dejando '@

en funcion de @y h

@ — Y qpig, (130)

u
De tal manera que si se conoce |1y h, se puede conocer "Q, por lo tanto, en la superficie

de energia las ecuaciones se reducen a:

- LUWp (131)
- Lg (132)
P en (133)

Nota: Como se mencioné en el capitulo anterior, los toros de Liouville son estructuras geométricas
en forma de dona que ayudan a estudiar el comportamiento matematico de sistemas dinamicos.
Por medio de los toros se pueden representar las orbitas del sistema dinamico, lo que significa que
las trayectorias de las soluciones del sistema dindmico pueden estar confinadas a estos toros

invariantes.

En el sistema 130 131 y 132, se observa que |1 es una constante mientras que —p y —€
son angulos que pertenecen a el circulo unitario S1. Dado que —p y —€ describen un
comportamiento ciclico al estar en S1, se puede decir que para cada valor 11 existe un solo

toroide invariante que puede ser descrito por ese sistema.

Por lo tanto, para analizar la dinamica de un Gnico toro invariante, se dejara 11 como una

constante por lo que se quedaran con el sistema de ecuaciones 130-Ay 131-A

- LUp (130-A)

- Ll¢ (131-A)
Y cuyas soluciones son:

—$0 Lpo Lp (134)

—-€0 LULgo Lig (135)
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Si se quiere analizar la dindmica del sistema de ecuaciones 130-Ay 131-A, se puede hacer
usando un nuevo sistema inducido por una relacion de dichas ecuaciones quedando de la

siguiente manera.

L& Mo (134-A)
T £ LUWp

Cuando se tiende&Al asecpaede ngrld8fi car el flujo
Esto es equivalente a desenrol |l aeUpbonoro i nve

su latitud y |l ongitud.

Esto permite tener un an8l i si ®mglr apflidcm@mo sdemp| i
fi gwAa 5

Figura 58-A Toroide invariante desenrollado

02
01
Con todo | o anterior, se puede tomar el conce
una secci-n transversal |l a cual se. I|Abhaonraar 8§ si ¢

en se fija upelvatdwal degl | Damas€a manera se paé
trabajar en un toro invariantceonao tsrea bnay easrt rean

en | a 8B.gura 5
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Figura 58-B Circulo unitario invariante fijado en la coordenada —p [

02

01

Para este caso especifico, la seccion de Poincaré se encuentra parametrizada por las

coordenadas @ —pydadoque<€es una coordenada angul ar,

regresan a FE desp uc®a‘— pat ® que @l mapa de Ranearédestara dado

por:

~ A AL . WP 135

04 © P O Php ¢z (135)
Lq

Por lo tanto  es una seccién que representa circulos invariantes definidos por @

wé & i oydas difimicas de cada circulo invariante estan dadas por:

) w W (136)
£ —p ¢y

Finalmente, utilizando la teoria del nimero de rotaciéon de Poincaré descrita en la seccién

1.5, se puede llegar a las siguientes conclusiones.

t

O (
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1 Si E— es racional, todas las trayectorias del oscilador son periddicas. Por lo tanto,

tendréa una cantidad finita de lineas en el grafico pues después de cierta cantidad

de rotaciones, el flujo regresara exactamente a su punto de inicio.

L . . . .
1 Por otro lado, si o es irracional, las trayectorias del flujo se comportan de forma

cuasi periddica, por lo que cada trayectoria con un punto inicial nunca vuelve
exactamente al mismo punto, de manera que el grafico se llena de forma densa

con todas las posibles trayectorias.

En efecto, se puede construir el mapa de poincare de la siguiente manera:
Primero se supone a wl y w2 conmensurables, por lo tanto, existe un nimero ny
m que pertenece a los enteros y satisface :
. € .
Op —20¢ (136)
a
Por lo que se puede construir el mapa de Poincaré suponiendo la seccidon de corte
definida a continuacion:

—phe sp —pt (137)

Entonces, usando la ecuacion 136 se tiene la definicion de mapa de Poincaré de la

siguiente manera.

0 d o} ) (138)
—€ 0} —€ 0 ¢z i
0p
Y yaque — —, entonces se tiene:

a ., .
_€O_€ c“z‘e_ae Q (139)

Segun la definicion del capitulo 1.5 y aplicandola con lo que se viene trabajando,
se observa que las rotaciones rigidas estan descritas por la ecuacion 138-A. Si a
esa ecuacion se le encuentra su limite segun la equacion 25-A, entonces se tiene
la equacion 138-B. Finalmente el numero de rotacion sera el que se observa en la
ecuacion 138-C :

Y€ —-€ —¢° aé¢Q (140-A)
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Y € —€ 4a¢° a¢Q (141-B)
Se observa que el numero de rotacion para este caso es:
Y- (138-C)

De manera que si se llega a la n-esima iteracion, el mapa queda de la siguiente
forma:

—-€0 € ¢"za aeQ - (142)
Cada — es un punto periddico, por lo que el flujo consiste en 6érbitas cerradas.

Ahora, si se supone que wl y w2 son inconmensurables, entonces — | hdonde

| es irracional por lo que el mapa de Poincaré queda asi:

<0 <€ ¢z ae Q@ (143)
Como se demostré en los postulados anteriores, la dinamica del oscilador arménico
depende principalmente de la relaciébn de frecuencias naturales de cada uno de los
resortes, en el caso del tanque elevado, estas frecuencias naturales son las frecuencias

naturales de cada uno de los ejes Xy Y, de la siguiente manera.

Siguiendo el postulado final de la ecuacion 107, se tiene:

LQ »Q
Por lo tanto
W (144)
Ll
ﬁ . - _
oo & op 0P g
d)p E Dc O'Z'OZ“Q @
a 0

De esta manera, el comportamiento dinamico del oscilador se reduce a laraiz de larelacion

entre la inercia de un eje, con respecto de la inercia del eje perpendicular.

Se tiene ademas que, para un sistema de 2 grados de libertad, las consecuencias de si la
relacién de frecuencias es racional o irracional, se vera reflejada principalmente en el
estado de fases del sistema y tanto su desplazamiento como su velocidad seran descritos

ahora por las curvas de lissajous, las cuales tienen las siguientes caracteristicas:
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Si E— p las curvas de lissajous del retrato de fases seran elipses, incluyendo los casos
particulares de circulos y segmentos de rectas.

Figura 59 Figuras de lissajous en el retrato de fases para H

—

- s _

Si E— Q6 & 6 & Qi & 'QRNHa' WP psé tiene que el retrato de fases son las curvas

g1

de lissajous de la siguiente manera:

Figura 60 Figuras de lissajous en el retrato de fases para racionales distintos de 1.

Si E— QIR 1 O wlEcandsisolucion del sistema son densas como se muestra a
continuacion:

Figura 61 Figuras de lissajous en el retrato de fases para numeros irracionales

i g
|0 W2 = 2 -
AKX

IO
QOOOKR

1444
I
0 N‘O 0.0‘0.0.0.0’0.0‘%‘

IS
"’.‘o‘o'.'o‘ot{ofo;};.‘.g‘.‘.0.'.f.t

.?o‘f.,‘ofofo,o.& BSO00000

050
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Aplicacion estructural:

Teniendo en cuenta que la inercia de un elemento estructural depende principalmente de
su geometria y esta varia segun las condiciones especificas del elemento, se tiene que
para las geometrias propuestas en la figura 56 y aplicando la férmula de inercia para cada

una de las figuras de analisis y reemplazandolas en la ecuacién 144, da como resultado:

A Columna rectangular:
Para columnas rectangulares, la inercia respecto al eje de su centro de masa esta definida

de la siguiente manera:

L © ST (1145)
Ow 6z2—N0w 0z —
0C 0cC

Figura 62. Dimensiones de la columna rectangular donde B es el ancho y H es la altura
de la seccion

(146)

‘0 O
6 0

Bl |

En el caso de que la seccién de la columna sea cuadrada, se tiene el caso donde B=H

por lo que la relacion — p
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A Columna tipo elipse:

Figura 63. Columna tipo elipse

En este caso la elipse tiene 2 radios diferentes que la pueden definir, en este ejemplo se
llamaran Ay B.

Teniendo en cuenta la geometria de la figura 59, se tiene que la inercia de la elipse

respecto de sus ejes globales es:

06 2% 2526 oG 22+ 2620 (147)
— . — (148)
(o) fz 29z 9 ) )
@ _[Bz"zézé 0 0

En el caso de que la seccion de la columna sea circular, se tiene el caso donde B=A por lo

gue larelacibon — p

A Columna metalica tipo W:

Existen otras secciones que tienen caracteristicas de inercia particulares, que no se
simplifican, como por ejemplo las secciones huecas, o las secciones de una columna tipo
L, o semi circulos. En este ejersicio se utilizara la seccion W, la cual es una de las
secciones metalicas mas utilizadas en construccion, formada por 3 ldminas, lo que da una

inercia muy diferente en el eje X con respecto de la del eje Y.
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Figura 63. Columna tipo W

1 Tf

Las inercias para las secciones W se pueden definir de la siguiente manera:

30 60 ¢zZ'YQ YR&'0 ¢z'YQ
06 g q P, 50 O czYQr 6°Q°Y0 (149)
D C 0 C D C D C
0280 0 ¢ZTYQRERQ 0 ¢ZYQY
06 S < P, ozg0 0 v s v (1150
0cC D C 0 cC D C

Aplicando las inercias en la ecuacién 144 se obtiene:

0 ¢2'YQz 6°Q"YQ 820 'O ¢Z°YQz §°Q°YQ (151)

0280 0 'Y 8Q YD 026Q O 2V 6@ Y

Bloe |
o
(]
]
o

Se observa como en este caso para la seccion W, la relacion de inercias es bastante mas

compleja que en los casos anteriores.

Ahora, y teniendo en cuenta estas relaciones de inercias de cada uno de los sistemas, se
reemplazara con los valores reales para cada uno de los osciladores. Se va a variar su

seccion geométrica de acuerdo con la tabla 4 para observar su comportamiento.

Para este procedimiento se utilizaran las siguientes ecuaciones: por una parte, la solucién
de la ecuacion diferencial tradicional, la cual se encuentra desacoplada en este caso

especifico y su solucion (anexo 4) es:

o g

op O (pzoébpzo opzi QBPzO

Up O . (pzi QBpzO WPZWEDPZO A .

» o P & WP 22BPTO UWPTWE UPT O Anexo 4 Ecuacion 8
o O WwZ2webeczo wzi Qvczo
0g O O ?2i QBcz0 WpZweNgzZoQ
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Como se puede observar, al estar el sistema desacoplado en este caso especifico, su
solucion no es mas que la extension de la solucion homogénea del oscilador de un grado

de libertad ahora con dos grados de libertad perpendiculares.

Por otra parte, se utilizaran las ecuaciones 133 y 134 junto con la definicion de mapa de
Poincaré para analizar el comportamiento del flujo segun sus relaciones de frecuencia, en

este caso especifico se analizara la periodicidad del oscilador.

3.1 Columna cuadrada y rectangular

Si se toma la seccion 1 de la figura 56, se tiene el caso de la columna de analisis cuadrada
que fue presentada en el primer capitulo. Esta columna esté en concreto reforzado de 21
MPa y tiene unas dimensiones de 750 mm para su largo y su ancho.

Para Wox=Woy=13.418¢ , se tiene el siguiente comportamiento del flujo:

Se muestra en la figura 64 en la parte izquierda, el comportamiento del flujo en X con sus
componentes de posicidon y velocidad respecto del tiempo. En la grafica del medio esta el
flujo en Y con sus componentes de posicion y velocidad respecto del tiempo. Y, finalmente,
en la parte derecha esta el estado de fases de cada uno de los movimientos

perpendiculares. Estas gréaficas son obtenidas por medio de la ecuacién 8 del anexo 4.

Figura 64. Gréficas de los flujos de posicién y velocidad junto con el estado de fases
para la columna cuadrada

Flujo de Posicion Velocidad en X Flujo de Posicion Velocidad en Y Estados de fase de X vs V

Fase en X FaseenY

-1-050 05 1 -1-050 05 1

Sin embargo, se observa que, si se analizan por separado, las componentes son las
mismas ecuaciones analizadas en el capitulo anterior, con la diferencia de que ahora cada

una de ellas funciona como una componente de todo el sistema que en este caso tiene 4
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dimensiones. Para analizar de forma mas precisa, se pueden analizar los estados de fase

del sistema con todas sus componentes.

De manera que en la figura 65, en la parte izquierda, se observa el estado de fases del
sistema con las componentes de posicion Xx y Xy a lo largo del tiempo. En la zona central
se observa el estado de fases de posicion del sistema para las condiciones iniciales
establecidas anteriormente. Y de manera final en la parte derecha esta el estado de las
fases de velocidad Vx y Vy.

Estas gréficas cuentan con una escala de colores normalizada, la cual representa la
dimensién que no se puede graficar en cada uno de los estados de fases, por ejemplo, en
la gréfica de la izquierda, la escala de colores representa una componente de velocidad
absoluta del sistema y normalizada para que su rango de colores esté entre 0 y 1. Asi
mismo, en el estado de fases de posicion, en la grafica de la derecha donde estan
graficadas las velocidades, la escala de colores normalizada representa a la posicion.

Figura 55. Graficas de posicién en el tiempo y estados de fases de posicion y estados de
fase de velocidad

Grafica de posicion en el tiempo

Estados de fase de Xy V

Fase de posicion Xx-Xy Fase de velocidad Vx-Vy

1
0.5

Xy . 0

La escala de colores normalizada de la figura 65, significa que cuando est4 la gréfica con
un color cercano al morado, el valor absoluto del vector posicion o velocidad segun sea el
caso, se encuentra cercano a cero y cuando sea amarillo ese vector estard cerca de su
valor maximo. De esta manera se puede apreciar en cierto sentido las 4 dimensiones del

sistema en una sola gréfica.
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Finalmente, y graficando para este caso las ecuaciones 133 y 134 en un espacio S1XS1
de forma plana, se puede observar la periodicidad del sistema. Para este caso especifico
se cumple que la relacion es igual a 1 debido a que la seccién es cuadrada, por lo tanto,
el gréfico del toroide desenrollado ilustrard un sistema periddico de periodo 1.

Figura 56. Toroide desenrollado del flujo en coordenadas polares

Toroide plano del flujo en coordenadas Polares

En la gréfica se puede observar como el sistema que vive en el espacio S1XS1 es periédico

uniendo su punto final con su punto de inicio para cualquier tiempo.

Ahora como ejemplo 2, se tomara el caso particular de una columna rectangular. Este caso
se plantea en el hipotético donde si se decide alargar por cualquier motivo alguna de las
dimensiones del sistema, de manera tal que la columna del oscilador esta representada
por el caso 2 de la figura 56; la columna del oscilador queda con un ancho de 1500mm por

una altura de 750mm y se tiene que:

El analisis de frecuencias se realizara para Wox=37.951986é Woy=18.9759543¢é vy

reemplazando en la ecuacion 146, se tiene el siguiente comportamiento del flujo:

O U TT 152
2 X0 g (152)

PUTT

El flujo independiente respecto de cada uno de sus ejes esta ilustrado de la siguiente
manera en la figura 67, donde se puede observar el comportamiento independiente de
cada una de las componentes perpendiculares del sistema. En la parte izquierda se
encuentra la grafica de las oscilaciones respecto al eje x. Al tener una frecuencia mas alta,

se tiene un comportamiento mas denso.

En la parte central se tiene el comportamiento del sistema respecto del eje y con sus

componentes de velocidad y posicién, donde se observa ahi una grafica menos densa.
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Finalmente, en la parte derecha estd el estado de fases donde se ilustra los
comportamientos descritos anteriormente relacionados directamente con la frecuencia

donde la grafica mas densa se observa con una linea un poco mas gruesa.

Figura 57. Flujo y estado de fases de columna rectangular con H/B=0.5

Flujo de Posicion Velocidad en X Flujo de Posicion Velocidad en Y Estados de fase de X vs V
Fase en X
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A la hora de estudiar para este caso el comportamiento de los estados de fase del sistema,
se puede apreciar como empiezan a aparecer las figuras de Lissajous. Estas figuras, por
definicibn, son comportamientos especificos para sistemas multifrecuencias
perpendiculares. Ademas, en el caso aplicado del tanque elevado, apareceran segun la
relacion de frecuencia y determinaran no solo la trayectoria del oscilador sino su velocidad,
siendo asi importante para la energia total de todo el sistema. A continuacién, se presentan

todos los estados de fase del sistema de andlisis 4 dimensional.

En la figura 68, se plantea en el lado izquierdo, la gréafica de posicion a lo largo del tiempo
con una escala de colores normalizada que determina para este caso la componente de
velocidad. En la parte central y derecha, se presentan los graficos de 3 de las 4
componentes del estado de fases con el fin de empezar a imaginar el comportamiento
general del sistema. Estas figuras estan en un espacio de 3 dimensiones, por lo que faltaria
por graficar la Ultima dimensién, en este caso, la velocidad en los dos sentidos al mismo

tiempo.
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Figura 58. Graficos de posicién normalizados, grafica de posicion en x y en y respecto de
la velocidad en x y grafico de la posicién en X, posicion en y y velocidad en y

Grafica de posicion en el tiempo Grafica de posicion y Vx Grafica de posicion y Vy

En la figura 69 y sobre todo en la gréfica de la izquierda con colores normalizados, se
puede apreciar el comportamiento general del sistema. Por ejemplo, se aprecia que la
trayectoria ya no es una linea recta como en la figura 60, sino que, al darle unas
condiciones iniciales, cualesquiera que sean, el oscilador va a describir siempre la figura
de lissajous correspondiente para dicha relacién de frecuencias. Esto se puede apreciar

de mejor manera en los estados de fases del sistema que se ilustraran a continuacion:

De tal manera que en la figura 64, se presentan los estados de fase del sistema, en la parte
izquierda estan los estados de fase de posicion y de velocidad. Cada uno de ellos con su
escala de colores utilizando un vector normalizado de las componentes que no se pueden
graficar. En la parte derecha sin escala de colores se encuentran los estados de fase que
combinan posicion y velocidad. Cada uno de ellos muestra un comportamiento que puede

describirse por alguna de las figuras de lissajous.
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Figura 59. Estados de fase normalizados de posicion y estado de fases normalizados de
velocidad junto con estados de fase sin normalizar de la combinacion de posicién y
velocidad

Estados de fase de Xy V Estados de fase de X vs V
Fase de posicion XocXy Fase de velocidad Vx-Vy 20 Fase de XcVy Fasa de Xy-Vx
10

0

=20
1 -1

\ , 10
1 05 0 05

Finalmente, para cerrar este caso de andlisis, se presenta el grafico del toroide
desenrollado, donde se puede apreciar el mapa de Poincaré. Todo esto gracias a la

reduccion de dimensionalidades del sistema realizada anteriormente:

Figura 70. Rotaciones rigidas de los osciladores

By

®

En la figura se observa que mientras en el sentido X el sistema presenta dos oscilaciones,

en el sentido Y presenta una Unicamente.

Como es de esperarse, el comportamiento dinamico del sistema cambié debido a sus
condiciones geométricas. El flujo que vive en el toroide tiene un comportamiento que se
puede asemejar al caso sub arménico o al caso ultra arménico, dependiendo de la relacion
entre frecuencias naturales. Especificamente para el caso de columna rectangular, con la
relacion del ancho sobre el largo se puede determinar el comportamiento dindmico

periédico del sistema estableciendo simplemente una relacion geométrica del mismo.

Finalmente, para concluir con el andlisis de secciones rectangulares, se plantea el caso de

andlisis 3 segun la figura 56. Para este caso se tiene que la relacién de ancho y alto de la
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columna presenta una relacion que da un numero con muchos decimales. Al contrario del
caso anterior donde daba un numero decimal cerrado, para este caso se tienen unas

frecuencias naturales tales que Wox= 28.0092104 y Woy= 17.1484962 rad/s. Por otro lado,

existe una relacién — de la siguiente manera:

— —— 0.612244897959184 (153)

Figura 71. Flujo en cada uno de los sentidos Xy Y, con su correspondiente estado de
fases

Flujo de Posicion Velocidad en X Flujo de Posicion Velocidad en Y Estados de fase de X vs V

Fase en X
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Se muestra en la figura 71 que el comportamiento de los sistemas al analizarse de forma
individual no cambia en ninguna circunstancia, pues estan descritos por la solucién de la
ecuacion homogénea tradicional. Sin embargo, como se verd a continuacion, el
comportamiento global del sistema al implementar las dos frecuencias perpendiculares

para un mismo instante de tiempo puede tener comportamientos muy complejos.

Por otra parte, en la figura 72, se observa en la parte izquierda, la grafica de posicion
respecto del tiempo junto con el vector normalizado de la velocidad. Mientras que en la
parte media y derecha se encuentra la descripcién grafica de 3 de las cuatro componentes
del sistema. Esto con el fin de lograr una idea mas amplia del comportamiento global del

sistema.

Figura 72. Comportamiento de la posicién a lo largo del tiempo junto con el toroide dado
por las componentes de posicién y una componente de velocidad

Grafica de posicion en el tiempo Grafica de posicion y Vx Grafica de posicion y Vy

.
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En la figura 72, se puede apreciar como el comportamiento del sistema se vuelve mucho
mas complejo. Y esto solamente porque cambio su relacion geométrica. De manera que,
si se observa la figura 73, donde existen trayectorias definidas para cada una de las
componentes, ahora al tener una relacion con tantos decimales, el comportamiento pierde
su periodicidad a medida que esta relacién se vuelve un nimero inconmensurable como

se definié previamente.

En la figura 74, se presentan los estados de fases en 2D, donde en la parte izquierda se
tienen los estados de fase de posicion y estados de fase de velocidad con una ayuda
gréfica de la escala de colores normalizados y en la parte derecha se tienen los estados
de fases de posicion y velocidad.

Figura 74. Grafica de los estados de fase del sistema

Estados de fase de Xy V Estados de fase de X vs V

Fase de posicion Xx-Xy Fase de velocidad Vx-Vy Fase de Xx-Viy Fase de Xy-Vx
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Como se muestra en la figura 74 y especialmente en la figura de la izquierda que
representa la posicién de la particula, para cada instante de tiempo con sus componentes
en X y sus componentes en Y, el oscilador no presenta una o6rbita de vibracion definida.
Esto genera una trayectoria diferente a el caso periddico. Es por eso por lo que se analiza
la periodicidad del sistema. Ya que, segun el andlisis realizado por medio de la aplicacion
de Poincaré, para este caso especifico teniendo en cuenta las relaciones de frecuencia
gue parecen un namero irracional, se tiene un comportamiento del flujo denso en el toro

como se observa a continuacion:
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N

Figura 75. Grafica de Poincaré con un flujo denso en el toro debido a la pérdida de su
periodicidad

Como se puede observar en la figura 75, y segun la definicibn Poincaré dada
anteriormente, la periodicidad del sistema se pierde a medida que la relaciébn geométrica
tiende a ser inconmensurable. En este caso, el sistema no presenta un periodo definido,
lo cual hace que su comportamiento dinamico tienda a ser cuasi periédico lo que afecta

directamente la trayectoria del sistema y, por ende, su transicion energética intrinseca.

3.2 Columna circular

Como se demostré en la ecuacién 148, en la columna circular ocurre algo similar a la
columna cuadrada, ya que, al ser el radio igual en toda su geometria, la relacién de
frecuencias es igual a 1. Es por esto por lo que el comportamiento dinamico de la seccién

es homogéneo para cualquier condicion.

Cabe agregar que la seccion circular tiene una ventaja con respecto de las otras y es que
su rigidez es la misma para cualquier angulo de aplicacion de una fuerza, cosa que no
sucede en las secciones rectangulares y de otro tipo. De manera que, si se analizara el
sistema forzado, se tendria que hacer un analisis mas profundo de las rigideces para
secciones rectangulares, donde se tenga el &ngulo de aplicacion de la fuerza para cada
instante de tiempo y esto a su vez daria una rigidez determinada para cada angulo de
aplicacion.

Es por eso por lo que la seccién circular presenta ventajas en ese caso de estudio pues
permaneceria periddica invariante ante una situacion de forzamiento. A continuacion, se
presenta un resumen del comportamiento dinamico expresado de forma grafica para la

seccion circular en consideracion en la figura 56.
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Para este caso de analisis se tiene que Wox=Woy=10.2982683rad/s y su relacion de radios
esigual a 1.

En la figura 76 se muestra un resumen del flujo del sistema respecto del tiempo en la parte
superior. En la parte media se ilustra la grafica de posicion respecto del tiempo
acompafiado de sus correspondientes estados de fases para finalmente en la parte
posterior presentar los estados de fases con escalas de colores de posicion y velocidad.
Ademas, al lado inferior derecho esta la relacién de posicién en X y velocidad en Y junto
con posicion en Y y velocidad en X.

Figura 76. Graficas de comportamiento y estados de fases para la columna circular

Flujo de Posicion Velocidad en X Flujo de Posicion Velocidad en Y Estados de fase de X vs V

Fase en X
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Grafica de posicion en el tiempo Grafica de posicion y Vy

Estados de fase de X vs V

Fase de velocidad VicVy Fase de Xec-Vy.

Se observa en la imagen resumen de la figura 76 que el comportamiento dinamico para la

seccion circular es exactamente el mismo que para la seccion cuadrada con las ventajas

gue tener una seccién circular trae las cuales se mencionaron anteriormente.
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3.3 Columna metalica de seccion W

Finalmente, se realiza el andlisis para una columna de seccidn metalica con patines anchos

conocida como seccion W.

Este tipo de columnas son muy utilizadas en las construcciones tradicionales, ya que
permiten aprovechar las multiples ventajas del acero tales como su alta resistencia su

plasticidad su durabilidad.

Este al ser un material mas costoso y escaso que el concreto se suele trabajar con
secciones compuestas para generar una inercia alta en uno de los sentidos de interés,
esto provoca que la rigidez de un sentido necesariamente sea diferente a la rigidez del otro

sentido.

Para este caso de andlisis, se tiene que la frecuencia natural en X, Wox = 4.26454865rad/s
y la frecuencia natural en Y, Woy= 14.4485725rad/s.

Siguiendo en este caso la ecuacion 151, se puede encontrar la relacion de frecuencias
simplificada de la siguiente manera, se relacionaran en este caso la raiz de la razon entre

la inercia uno y la inercia 2:

8

11.4789915966387¢

Por lo tanto, en la figura 77 se ilustra un resumen de los estados de fase en escala de
colores a la izquierda. Por otra parte, a la derecha los estados de fase adicionales en
conjunto con un grafico del comportamiento del flujo en el toro, de manera que se aprecia
por medio de la linea del nimero de veces que corta el eje de analisis el sistema de forma

no periodica.
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Figura 607. Gréficas de comportamiento del flujo estados de fase y mapa de Poincaré
para la seccion W

Estados de fase de Xy V Estados de fase de X vs V

Fase de posicion Xx-Xy Fase de velocidad Vx-Vy Fase de YocVy
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Tomando como ejemplo la figura 77, se puede establecer que, en general, las columnas
de seccion metdlica al presentar una relacion de inercias irregular tienden a tener un
comportamiento dinAmico no periédico, lo que se ve reflejado en su oscilacién y, por ende,
la manera como el sistema transiciona de energia cinética a potencial. Se presentan para
instantes de tiempo similares, trayectorias diferentes, lo que se puede traducir en mayor o

menor fatiga para secciones de columna con una seccion transversal diferente.

A Sintesis capitulo 3

En el capitulo 3 se observa desde el punto de vista estructural, cbmo en estructuras de dos
grados de libertad desacopladas sin excitaciones externas pueden incrementar o reducir
las trayectorias, velocidades y aceleraciones de un oscilador segun su relacién geométrica

de disefio.

En este caso, se observa cémo las secciones regulares optimizan el comportamiento del
oscilador, mientras que secciones rectangulares ovaladas y sobre todo secciones
metdlicas tipo W, H, S etc. significan un comportamiento totalmente irregular o un
comportamiento cuasi periddico. Esto se puede asociar con un mayor recorrido interno de
los osciladores y a su vez una mayor fatiga o desgaste interno de los materiales en una

misma unidad de tiempo.



12¢€ Estudio de osciladores armdénicos de 2 grados de libertad

De esta forma, se puede analizar como afecta de manera precisa la irregularidad en el
disefo del oscilador y saber qué tan conveniente es.
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4.Concl usi ones

1 El andlisis de esta tesis es un enfoque de la cinemética que estudia a profundidad
la geometria del flujo oscilatorio vinculado con las componentes vectoriales en el
tiempo. Este enfoque se centra en el origen de la respuesta dinamica del oscilador
por lo que en contraste con el andlisis contemporaneo que se centra mas en la
cinética que examina la relacién entre la fuerza actuante en un cuerpo y que fuerza
hace falta para lograr un desplazamiento especifico. Este enfoque cinematico
presenta una perspectiva complementaria al enfoque cinético tradicional y puede
llenar brechas del conocimiento en el estudio de los osciladores y sus aplicaciones
cotidianas.

9 Introducir una excitaciéon en el sistema lo transforma en un sistema multifrecuencia
que, al variar levemente la frecuencia, puede cambiar de forma importante la
periodicidad, trayectoria y la velocidad del oscilador.

1 Segun el paso 1 del libro de Strogatz, (Del camino hacia el caos), al identificar el
parametro de control del sistema dinamico, se puede desencadenar un
comportamiento inicialmente cuasi periédico y finalmente cadtico. De lo anterior se
puede concluir que para sistemas oscilatorios forzados de un grado de libertad y
sistemas oscilatorios no forzados de dos grados de libertad el parametro de control
estd determinado por la relacion de frecuencias W1/W2, las cuales estan
determinadas por la geometria del oscilador.

1 En ingenieria civil todos los osciladores de un grado de libertad forzados
arménicamente son cuasi-periodicos debido a la forma como se calcula la
frecuencia natural de los osciladores. Esto es por medio de raices exponentes y
divisiones que no son exactas en la mayoria de los casos.

1 Si el oscilador es cuasi-periodico significa que estara sometido internamente a
esfuerzos con un angulo de aplicacion diferente en cada instante de tiempo debido
a que el vector de posicion y velocidad nunca seran exactamente los mismos y esto
incrementara su desgaste por fatiga a largo plazo.

9 Tener control de las trayectorias del oscilador puede ayudar a mejorar su

resistencia a la fatiga.
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Al variar levemente la relacion de frecuencias naturales del sistema, se genera un
cambio importante en el flujo de este como se observa en la figura 51. Inclusive si
se trata de casos cuasi periddicos. Esto se aprecia en las gréficas 52 a 55.

Al analizar los osciladores cuasi periédicos de la ingenieria civil por esta
metodologia se puede analizar el comportamiento real que ocurre en las
estructuras, asi como la eficiencia energética de cada uno de los osciladores esto
podria ayudar a reducir los factores de seguridad tan drasticos que solemos usar
comunmente.

Teobricamente es posible disefiar un oscilador que no sea cuasi-periodico y se dan
4 posibles opciones para lograrlo. Esto dependera de la tecnologia que tengamos
disponible. Esto podria permitir llevar los osciladores forzados a un campo ultra
armonico, sub armonico, o ultra sub armonico convirtiendo asi en un oscilador con
trayectorias predecibles y mas eficiente a la fatiga.

Si se tiene un sistema de un tanque elevado forzado armdnicamente en una
direccion y se requiere que el sistema no tenga un comportamiento cuasi periédico,
se puede inducir condiciones iniciales de posicion y velocidad muy cercanas al
punto fijo cada cierto tiempo y de esta manera el sistema sera un sistema con una
Orbita periddica para cualquier relacion de frecuencias.

Al aplicar al comportamiento sub arménico de un oscilador simple forzado
arménicamente un amortiguamiento, se observa que el comportamiento no
desaparece, sino que se reduce de escala de forma fractal hasta el infinito debido
a la funcién exponencial negativa.

El estado ultra armoénico presenta sub-oscilaciones que se pueden apreciar en el
estado de fases del sistema y también en la grafica del toroide plano donde se
muestra la rotacion de este.

La energia interna del sistema de un oscilador de 1 grado de libertad forzado,
cambia de cinética a potencial de n formas diferentes de acuerdo con su
comportamiento ultra sub arménico

La consideracion de osciladores no lineales a partir del amortiguamiento podria
estar directamente influenciada por el comportamiento cuasi-periodico que se esta
analizando en el campo lineal debido a que el desgaste interno del oscilador es
diferente bajo ciertas condiciones geométricas.

Se observo en la figura 50, un fenébmeno curioso de onda que indica que cuando

se pone el oscilador forzado bajo ciertas condiciones iniciales de posicion y
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velocidad en la condicibn amortiguada, la segunda oscilacion es mayor que la
primera, lo cual no es algo comun. Se observa que, en el caso no amortiguado para
las mismas condiciones, se presenta el fendmeno de multiples ondas. Esto es muy
importante porque significa un desplazamiento mayor al inicial bajo ciertas
condiciones iniciales aun en analisis amortiguados.

1 En osciladores de 2 grados de libertad con comportamiento cuasi-periodico, se
puede observar que los puntos de acumulacién son un subconjunto de cantor y por
ende este tiene un comportamiento fractal.

1 Como lo describe Strogatz, el conjunto de cantor aparece cuando un
comportamiento se acerca al régimen cadtico. Por lo tanto, se puede concluir que
tener al analizar la estructura del tanque elevado en su dinamica de forma lineal
para 2 grados de libertad, su comportamiento dinAmico se acerca al caos.

9 Analizar los sistemas dinamicos por medio de la teoria de Poincaré permite obtener
radiografias del sistema que significan estudiar a fondo el comportamiento
dinamico del mismo demostrando que estos pueden llegar a tener
comportamientos con periodo distinto de uno y en algunos casos. cuasi periddicos.

1 ElI comportamiento periédico o cuasi-periodico en osciladores con dos grados de
libertad perpendiculares no forzados se reduce a la relacion entre la inercia del uno
con respecto de la inercia del otro, siendo este su parametro de control.

1 El comportamiento interno de un oscilador con dos grados de libertad no forzado
con seccién ovalada o seccion rectangular se reduce a la relacién entre su largo y
su ancho. Si esta relacién es un niimero entero o un nimero con pocos decimales,
su comportamiento estara definido en érbitas cerradas y su estado de fases dara
cabida a las curvas de lissajous.

9 Existen secciones complejas utilizadas en la ingenieria como las secciones tipo H
o W, estas no guardan una relacién entre la inercia en un sentido con la inercia en
el sentido perpendicular. Esto sugiere que su relacion de frecuencias de un sentido
respecto del otro sea un nimero irracional, lo que significa que el oscilador va a
tener comportamientos cuasi-periodicos, entonces su trayectoria para un mismo
tiempo serd mas larga generando mas fatiga en el material.

1 Si hay trayectorias diferentes entre un oscilador esférico periédico a uno cuasi-

periodico, esto significa que la energia perdida debido a la friccion interna del
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material o amortiguamiento cambia significativamente segun el parametro de
control del sistema en este caso la relacion de inercias.

En materiales como el concreto que no son buenos resistiendo la fatiga se podria
lograr optimizar el disefio teniendo en cuenta este fendmeno observable por medio
de los estados de fase y los mapas de Poincaré.

El comportamiento cuasi-periodico en osciladores esféricos no forzados, puede
suceder en el caso de una columna con seccion eliptica o secciones en forma de L
0 secciones semi circulares entre otras formas irregulares con inercias irracionales.
El método de Poincaré cobra relevancia pues permite analizar sistemas por medio
de la reduccion de su dimensionalidad, si un analisis asi se lleva a cabo en
estructuras con mdltiples grados de libertad, se podrian encontrar patrones de
comportamiento muy diferentes a los que se entienden hoy en dia.

Con el avance tecnolégico existen métodos para utilizar la reduccion de
dimensionalidad y analizar de forma grafica dimensiones adicionales que no son
faciles de comprender a simple vista, métodos como el andlisis de los estados de
fases con escala de colores normalizada, los mapeos de Poincaré y nimero de
rotacion pueden ayudar significativamente a profundizar en el ADN de una
estructura para determinar el comportamiento general que no es perceptible por

intuicién o sentido comun.

Reconaocer el comportamiento cuasi-periodico del sistema oscilatorio a partir de su
relacion geométrica con materiales con comportamientos lineales, permite
complementar los estudios tradicionales que analizan la no linealidad de los
materiales.

La ingenieria civil estd en un camino hacia la homogeneizacion de conceptos de
analisis, lo que trae consigo la necesidad de incluir y contemplar cada vez mas
variables en los sistemas dindmicos, pues el avance tecnologico permite ahora
tener un campo de comprension mas amplio, y junto con ese avance en el analisis
de variables de un sistema, van a ir apareciendo comportamientos distintos como
en este caso el comportamiento cuasi periodico. Como ha sucedido en otras ramas
del andlisis no lineal, un comportamiento cuasi periddico se puede estudiar de
forma complementaria al analisis estadistico actual, ya que permitiria no solo

abordar el tema desde la probabilidad, sino que, conociendo las suficientes
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variables, se podria generar una regla general de comportamiento en las
estructuras.

1 Este estudio mejora nuestra comprension de sistemas dinamicos oscilatorios, como
las estructuras en el campo lineal, y permite explorar fenbmenos naturales mas
complejos, como los sismos. Identificar comportamientos cuasi-periédicos en
sistemas lineales facilita establecer relaciones entre un sistema dinamico
oscilatorio artificial como las estructuras y el dindmico estocéstico natural como los
sismos. Este enfoque contribuye significativamente a una comprension mas
profunda de la dinAmica de estos sistemas, acercandonos a una visién mas integral
de sus complejidades para en un futuro lograr una compatibilidad de energias entre
ambos fenédmenos.

9 El estado ultra sub arménico es una composicion frecuencial de los estados ultra
armonico y sub armonico y el comportamiento del sistema es asi mismo una
composicion general de los comportamientos sub arménicos y ultra armoénicos que
arrojen dicha relacién de frecuencias.

1 EIl analisis de sistemas deterministas que son susceptibles a las condiciones
iniciales es de vital importancia, pues otorga una perspectiva no solo de los
fendbmenos que tienen una probabilidad alta de ocurrencia, sino que permite ver
aquellos que asi no tengan una probabilidad de ocurrencia alta aun asi ocurren
bajo ciertos parametros.

1 la dinamica exacta de una edificacion debe ser ajustada una vez construido el
modelo pues asi se sabrd exactamente el tipo de comportamiento dinamico que
puede tener y que tan diferente sera su comportamiento real al del modelo tedrico.

9 En las condiciones de disefo basadas en la fisica tradicional, el oscilador realiza
recorridos que tienden a ser los mas extensos posibles debido a su comportamiento

cuasi-periodico.



134 Estudio de osciladores armdénicos de 2 grados de libertad

5.Bi bl i ograf?2a

Aguiar, R., & Pilatasig, J. (2020). Pushover con Acoplamiento de CEINCI-LAB y OpenSees.
https://www.researchgate.net/publication/343106104

Barbot, S. (2019). Slow-slip, slow earthquakes, period-two cycles, full and partial ruptures, and
deterministic chaos in a single asperity fault. Tectonophysics, 768.
https://doi.org/10.1016/j.tecto.2019.228171

Billah, K. Y., & Scanlan, R. H. (1991). Resonance, Tacoma Narrows bridge failure, and
undergraduate physics textbooks. American Journal of Physics, 59(2), 118i 124.
https://doi.org/10.1119/1.16590

Chopra, A. k. (2020). Dynamics of Structures 5th Edition Sl Units Anul K Chopra. In Journal of
Chemical Information and Modeling (Vol. 5, Issue 9).
http://dx.doi.org/10.1016/j.tws.2012.02.007

Ecologico, C. (2016). Pendulo Esferico. https://www.youtube.com/watch?v=NpEbHYVJLHk
Enrique, G. R. L. (2005). Notas de clase.
Gleick, J. (1987). CAOS LA CREACION DE UNA CIENCIA. 1, 518.

Hasselblatt, Boris., & Katok, A. B..(2003).A f i rst course in dynamicsb : with a
developments. Cambridge University Press.

Ikhouane, F., & Rodellar, J. (2007). Systems with Hysteresis.

Jimenez.R.Camilo A, Jaramillo C. Diego F, & Vargas B Miller J. (2006). Pendulo esferico Forzado
y amortiguado con masa variable. Revista Colombiana De Fisica, 38.

Jorge Hurtado. (2002). introduccion a la dinamica de estructuras.

Leyton, F. A., Hurtado, J. E., & Olivar, G. (2011). Bifurcations in Hysteresis Systems Due to
Vibrations and Impacts.

Lozano, A., Ortiz, P., Mej, E., & D, J. M. (2017). La Dinamica del Pendulo Doble. December, 11 15.
Reyes, G. (1998). Luis Enrique Garcia.

Robert L Devaney, Stephen Smale, & Morris W. Hirshch. (2004). Differential equations Dynamical
systems and an introduction to Caos.

Stephen, W. (2003). Introduction to applied nonlinear dynamical systems and chaos. In
Mathematics and Computers in Simulation (Vol. 33, Issue 1). https://doi.org/10.1016/0378-
4754(91)90060-g

Strogatz, S. H. (1994). NONLINEAR DYNAMICS AND CHAOS.



Capitulo 3 135

6.,ANE XOS

6.1 ANEXO 1

6.1.1 Solucion de la ecuacion diferencighomogénea no amortiguada

1) El elemento masa, representa las fuerzas inerciales de una estructura.

2) El elemento resorte, representa con la rigidez, la capacidad de almacenar la

energia potencial

SEA:
"Oi "Cz &ecuacion 1
0Q dzw & z— ecuacion 2
Para que estén en equilibrio estatico, se tiene que lograr:
G z— Q& mecuacion 3
Para trabajar estas ecuaciones, se suele hacer el siguiente reemplazo, sabiendo que:
0 — ecuacion 4
El término que corresponde a la fuerza del resorte se multiplica y se divide por m para
poder simplificar, de la siguiente manera.
Gz— Gz0 z® Tecuacions
Simplificando
— 0 zQ® Tecuaciéon6
Para sistemas de un grado de libertad donde no hay una fuerza aceleradora ni
amortiguamiento se dice que:
Debido a que todos los coeficientes que acompafan a las variables independientes son
constantes, las soluciones probablemente serdn funciones con derivadas que son
multiplos constantes de si mismas, como, por ejemplo:
WO 'Q ecuacion?
Al ser una ecuacion de segundo orden, y contar con dos raices, la solucién debe estar de

la forma, donde cada expresion tiene que ser linealmente independiente de la otra, por lo

gue no puede ser un multiplo de ella ni puede ser igual a cero.
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A demas la solucién general puede ser equivalente a la suma de sus partes.
WO 06pzQ 0¢z'Q ecuacién 8

Al intentar con esa solucion se tiene que:

ed 12Q ecuaciéon 9

(=& 1 Q ecuacién 10

Reemplazando en la ecuacion diferencial homogénea se tiene que:

i Q 0 'Q =0 ecuaciéon 11

Factorizando:

Q z i 0 =0 ecuacion 12

Como Q no puede ser igual a cero por definicién, entonces:
i 0 =0 ecuacion 13

A esto se le conoce como ecuacion caracteristica, la cual es equivalente a asignar una

variable segun el orden de las derivadas e igualarlas a cero para encontrar sus raices.

1 ’

i 0 MO z W p ecuacion 14
i ‘2 0 ecuacioén 15
Por lo tanto, la solucion general esta dada de la forma:
Do 0pzQ° 6¢z'Q * ecuacion 16
Segun las identidades trigonométricas de Euler, se tiene que:
0 wé Q@i Q¥ecuaciénl?
Por lo tanto, reemplazando en la ecuacién solucion, se tiene que:
WO 6pz GEDO @I QBO 6¢zZ WEIVO @i Q&0 O ecuacion 18
Agrupando por funciones trigopnométricas en comun se tiene que:
Mo wéEbDoz 6p 6¢ @i QB 6z 8p O¢ ecuacion 19
Se pueden proponer algunas constantes a proposito, con el fin de simplificar términos de
la siguiente manera:
Si C1=C2=0.5

(S

MO WEéEDOZp "AI QB 02 mecuacion 20

MO ®E b 6z pecuacion 21

Si C1=-0.5% y C2=0.5i
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Mo wéDoz mM2Q Qi QB OZ "Qecuacion 22

®o i Q& 0ecuacion 23

Como ambas son soluciones para ese sistema, y cumplen que son linealmente
independientes, se tiene que la solucion general esta dada por la suma de sus partes de
la siguiente manera.

’

OO 0pzYQH O 06¢z0 € i0 O ecuacion 24

Para despejar las constantes C1 Y C2 se reemplazan algunas condiciones iniciales.

Inicialmente podemos evaluar la funcién para un tiempo cero:

@1 0¢Zpecuacion 25

Donde observamos que la constante C2 es igual a la posicion en el tiempo cero.
Si derivamos la funcién una vez tenemos que:

e wz20pz0eéDO wWzOCzYQHd O ecuacion 26

Si nuevamente aplicamos condiciones iniciales para un tiempo cero tenemos:
et W z20pz0o € i ecuacion 27

et w Z Op ecuacion 28

—— 0Op ecuacioén 29

Por lo que al reemplazar en la ecuacién principal tenemos:

®» O zZ'YQH O Omz0o € 0 o ecuacion 30

6.2 ANEXO 2

6.2.1 Solucién de la ecuacién diferencial homogénea amortiguada

Cuando se tiene en cuenta el amortiguamiento, se agrega esta variable la cual llamaremos
(c) y se relaciona con la velocidad.

I3

dzmo oo ond Tmecuacionl
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Analizando la ecuacién caracteristica tenemos:

Gzi  o?i Q mecuacion 2

Sacando las raices con la formula cuadréatica tenemos que:
i " ecuacion 3

. W .,
| ——ecuacion4

Teniendo en cuenta esto, observamos que tenemos tres posibles casos, cuando el
amortiguamiento al cuadrado es mayor que cuatro veces la masa por la rigidez, se dice
gue tenemos una condicion sobre amortiguada, lo cual quiere decir que no hay
oscilaciones debido a que cuando hay una excitacién el amortiguamiento es tan alto que
lo devuelve a su estado de reposo en un tiempo muy corto.

® T4 Q Tmecuaciéon 5

Cuando el amortiguamiento al cuadrado es igual al término de la masa, tenemos que se
anula el radical, dejando en nuestra solucion dos raices repetidas, esto se denomina
también como amortiguamiento critico, ya que es el amortiguamiento exacto que se
necesita para volver al estado de reposo sin ninguna oscilacién Cc.

6® 1dQ mecuacion 6

Wt Qecuacion 7

o=
8.

6 O ¢Md& Cecuacion 8

ca — ecuacién 9

Os
S

I3

c¢a 0 ecuacion 10

o
€

La relacién entre amortiguamiento y amortiguamiento critico se describe con la letra griega

zita ,

, — ecuacion 11
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0 ¢, & UCecuacion 12

En la mayoria de los casos reales de interés en la ingenieria estructural, se tienen

estructuras sub amortiguadas, 6sea que, es menor que 1y por consecuencia:

© T14'Q mecuacion 13

Reemplazando en la ecuacién principal en términos de , , tenemos que:
dzwo ¢, AFwo Fwod Tmecuacion 14

Dividiendo sobre m se tiene que:

WO ¢, wo O ZwO Tecuacion 15

Por lo tanto, la ecuacién caracteristica quedaria de la forma:

i ¢, Ui Q Tmecuacion 16

ecuacion 17

Factorizando dentro de la raiz la expresion 40 , se puede sacar de la raiz, quedando de

la manera.

i —— ecuacion 18

i , 00 | p ecuacion 19

El interior de la raiz se puede dejar en términos de i multiplicando por -1

i , 00 | p ecuacion 20
i , 00 pp ecuacion 21
i , L 0UQp ecuacion 22

r

ip , 00 Qp ecuacion 23
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ic , L OUQp , ecuacion 24

Recordemos que, para este caso, la expresion dentro del radical ser& menor que uno, por
lo que tendremos una expresion en términos de nimeros imaginarios.

La solucion esta dada por la misma expresion de la vibracion no amortiguada, con la
diferencia que ahora se tiene un término real adicional que este dado por el coeficiente del
amortiguamiento.

WO 06pzQ 0¢z'Q ecuacion 25

Mo  6pzQ T8¢z Q ° ecuacion 26

Separando las variables tenemos que:

WO 0pzQ zQ 0cz'Q z'Q ~ ecuacion 27
Se puede factorizar el termino Q para reducir un poco la expresion:
Oo Q 0pz'Q - 0¢z'Q "~ ecuacién 28

Con las identidades de Euler tenemos:

0 wé @i Q¥ecuacion 29

WO Q z 6pz WEDO p Qi QdO p 6¢ 2
wéEivo p , @i QEvO p ,  ecuacion 30

Mo Q z dpzébo p 6pz2 @i Qdo p
6CEEO p 6cz'@i Qdo p ecuacion 31

Agrupando en funcién de senos y cosenos, se tiene que:

Mo Q z wéEbo p z p 6¢ @i QdoO p z op O¢
ecuacion 32

Se pueden anular los términos imaginarios al igual que en la situacién anterior, anulando
términos y encontrando dos soluciones reales linealmente independientes, que satisfagan

la ecuacion.

”ooN

Mo QO z wébo p z 6p 6¢ @i QdoO p z

Os
©

o.-
N

ecuacion 33
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3

Mo Q z 6pzwéboO p 6CZ2YQEL O p ecuacion 34

Se tiene que V2 p , se denomina la frecuencia amortiguada Wa, por lo tanto,
reemplazando se tiene que:

wo Q Z 0pzZwéE WO 0¢zZYQe @? o ecuacion 35

Las constantes C1 y C2 se pueden obtener de la misma manera anterior teniendo
condiciones iniciales.

Om  Q Z 0pzZwé T 0¢z2YQeé &? m ecuacion 36
QT Opecuacion 37

Derivando una vez podemos obtener la velocidad amortiguada la cual se puede igualar a
cero y obtener C2.

Tenemos la derivada de una multiplicacion de la forma.
Mw 6 wzZLWw UL ®?Z0 w ecuacion 38

06 Q ecuacién 39

e , 0 ecuacion 40

0 OpzZ@Eé @O 6CzYQ® OO ecuacion 41

D WWoPzZYQEHW 0 ww?o¢z0 & ww?o ecuacidn 42

(D) L, 0z 6pzREDMO 6CZYQBMZO0  Q W2 0pz Y Qe W7
0 WW?OCczo € ww?o ecuacion 43

o 0 Z 0 0CZ0E WY WOZopZYQEHDMY ,Z2wz0pz0 € W
Y ,Zwz20¢zYQ& ©?"Y ecuacion 44

Evaluando en X06(0o) Tenemos:
e z z .7z
0¢ —— ecuacion 45

Reemplazando en la ecuacion general, tenemos:

. N oo ¥ s oor w_ N z z .,
w0 Q Z WEWEWWO ——72YQew? 0 ecuacion 46
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Haciendo el reemplazo en términos de d, donde d es igual a —, la ecuacién nos queda de
la siguiente manera:

Ny e e e e s P Qe oo s
WO Q" 2z OO E Lo d)_d')z —ZwWE WE 2YQ® w?o

Donde:

t= tiempo

Wa= frecuencia natural amortiguada del oscilador.

Xo= Posicién inicial del oscilador respecto de su punto de equilibrio.
Yo=Vo= Velocidad inicial del oscilador en Xo.

, =Porcentaje de amortiguamiento del sistema respecto del amortiguamiento critico

d=constante del amortiguador dividido sobre la masa —

6.3 ANEXO 3

6.3.1 Corroboracién de la solucién del hamiltoniano en coordenadas accién angulo

Ahora, como corroboracion, podemos reemplazar las ecuaciones 108 y 109 en la ecuacion
del hamiltoniano 103 donde obtendremos ya las ecuaciones de hamilton para nuestras
nuevas variables liy —Q

06 A

1
J'Qz —— Ecuacion 1

N —2 1102 T Ecuacion 2
Simplificando los factores en comun:

06 ) 'Q 0K hE i—Q "OXQ i Q&"QEcuacion 3
Factorizando los terminos se tiene que:

06 0 Q 0X'Q GEé i—Q i 'Q&"Q Ecuacion 4

Aplicando identidades trigonometricas:
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06 M "Q "OX1I'Q p Ecuacion 5
—  'Gi0) IJ06
— —&® 1 Ecuacion 7

0 plt.

6.4 ANEXO 4

6.4.1 Corroboracion de solucion tradicional del sistemay transformacion a
coordenadas polares con un procedimiento alterno.

Para este caso el sistema de ecuaciones diferenciales al estar desacoplado esta dado
por:

op up Zap.
Ay 0 ¢z ox Ecuacion 1
Donde j=1,2

Al igual que en el sistema de un grado de libertad, en esta ocacion al estar los dos
grados de libertad desacoplados, se puede dejar cada una de las ecuaciones en terminos
de una variable y su correspondiente derivada como se muestra a continuacion:

®Q wEcuacion 2
wQ 0Qz®w Ecuacion 3

Si lo analizamos matricialmente, tendriamos un sistema de ecuaciones de la forma @
0 adonde X=(x1,y1,x2,y2) y la matriz A quedaria de la forma:

mT p M T

o Op T m T -

o} Ecuacion 4
T T T
T T ¢ T

Este sistema tiene eigen valores de laforma "2 0pw @ 0, con sus correspondiente
eigen vectores wp  phQ@ 0 phfit wax — miphQ O ¢ .

Si se realiza la transformacion lineal “YO Qo ¥ la transformacion lineal T pone el
sistema de la forma:
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T p T T

" 8w Op T m T i

Y z027Y . Ecuacion 5
T T T ¢
T T ¢ T

Por lo tanto en la forma canonica nuestro sistema de dos variables queda de la forma:
®»’Q 0 @0 Ecuacion 6
VQ 0 @wEcuacion 7

Por lo que para este caso la solucion general del sistema estara dada por:

ap O deG)éu'Jpr JpZi QBpzo
Up O . (pzi QBpPzO CPZWE DPZO X .
WO ‘p‘ N"up~”p‘ TOD,..p‘ Ecuacion 8
og O WZweELCzZo wgzi QvCZO
¢ O O ?2i QBcz0 wWpzwebgzoOQ

Luego de esto se propone trabajar en coordenadas polares con el fin de hacer mas
cortos los calculos del sistema multi-dimensional, por lo tanto se cambiaran las
coordenadas M0 Pori AR Para este caso j=1,2.

i wQ 0QEcuacion 9

Si derivamos esta ecuacion tenemos:

CzZi U0 cowQ cv QU &Fcuacion 10
Reemplazando la ecuacion 113

N M

CZi U0 coW W Q¢ DO Q nEcuacion 11

Por | o tanto rj6d=0 para cadatengemos:t ambi en
0 HeEQ —.

i Q-0 -0 -

i Q-0 —— Ecuacion 12

Finalmente encontramos que

—Q 0710
Asi que el sistema de ecuaciones en coordenadas polares queda de la manera
i n

-0 0 "®cuacion 13

S

anal

z
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6.5 ANEXO 5

El nimero de rotacioén es racional si, y solo si, f tiene por lo menos un punto periédico.

Demostracion: Si f tiene un punto periédico, se tiene que el nimero de rotacion es racional,

ahora se probara en otro sentido.

Suponga que el nimero de rotacion es racional, ” "Q -. Sea "Oun levantamiento de f.
porlotanto,” "O - QO ¢ Sea 'Ow Ow ™Qasipues,” & -yademas,
N © I Tt

Se llamara 'Ow "O w . Basta con ver que G tiene un punto fijo en R, pues esto

implicaria que el conjunto de puntos periddicos con periodo q de f no es vacio.

Se tienen 3 casos

a) Ow ™
b) Ow ™
c) Ow ™

De estos casos, se considera solamente el segundo caso pues el primero es trivial y el

tercero es analogo al segundo caso.

Como F es creciente, entonces G también lo es, por lo tanto:
m Om Omn E O

De esta manera, se tienen de nuevo, dos casos:

Sim Omn pparatodo € M 0 entonces™O T resulta ser una sucesion acotada y

mondétona, por lo tanto, es convergente.
O MO OOO GOEEREH
"Ow Ol ED m Il EO m o

Asi, G tiene un punto fijo.
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Ahora se va a suponer que existe Q mtalque™O m O p O p <.

Razonando inductivamente, 'O "Qpor lo tanto:
—— -—,esdecir,” O -

Lo cual es una contradiccion, yaque,” O Tt

Esto sugiere que este caso no se tiene, con lo cual, termina la prueba.

6.6 ANEXO 6

Demostracion: Si m"Q 11, entonces "Qtiene un punto fijo.
Si "Qno tiene puntos fijos y sea "O un levantamiento tal que "Omt N 1ip . Entonces,

O e @ paratodo @MY, yaque Ow N wimplicaria que wes un punto fijo de
"0

Porlotanto,m "Ow @ p paratodo @V Y. Dado que 'O | @s continuo y periédico,
alcanza su minimo y maximo. Por lo tanto, existeun 7 mtalquem 7 Ow w p
1 p paratodo N Y.

En particular, se puede tomar @ Om wWo6i O T ™Omnm mn B O ™

"O it para obtener

A medida que € © Hp, esto implica que m"O T, lo cual demuestra la afirmacién por

contrapositiva. ¢
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6.7 ANEXO 7 (Cddigo cap 2)

6.7.1 Cddigo 1 en Python (Analisis y graficas de oscilador forzado 1GDL)

import dash
from dash import dcc
from dash import html
import plotly.graph_objs as go
import pandas as pd
from dash.dependencies import Input , Output
import numpy as np
from dash import ctx
import plotly.express as px
app = dash.Dash()
app.layout=html.Div([
#GRAFICOS
html.Div([
html.Div([dcc.Graph(it i_Grafica0")], style={float"'middle’,' width':'33%', display" irtitoek }),
html.Div([dcc.Graph(it i_Grafical)], style={float"'middle’,'width":'33%','display" irtiteek}),
html.Div([dcc.Graph(id='"Mi_GraficaAD")], style={'float"'middle’,'width":'33%','display""ifdinek’}),
#SLIDERS
#VECTOR TIEMPO
html.Div([
dcc.Checklist(id = 'Cl4', options=[{"label":-WW", "value"
1.value=[],style={'width":'20%', display"‘inlidglock’, float" left’}),
dcc.Dropdown(['Raiz(Wo)','Wo*e','Wo*Pi',' Wo*Feigenbaum','Wo*Au'], id="DD0",
style={vidth"'80%, 'display"'inlineblock’, float" left'}),

1, style={'float"'middle’,'width":'50%", display"-'inlinblock?),
html.Div([
dcc.Checklist(id = 'CI5', options=[{"label": -\, "value": "1"},
1.value=[],style={'width":'20%', display"‘inlidglock’, float" left’}),
dcc.Dropdown(['Raiz(W)','W*e','W*Pi',' W*Feigenbaum','W*Au'], id="DD1',
style={'width"'80%,'display"'inlinélock, float"'left?}),

1, style={'float"'middle’,'width":'50%", display-'inlinblock?),

html.Div([
html.Label('Tiempo',style={'width":'10%','display"'inlisock'}),
dcc.Input(id="To',value=0,style={'width":'10%', 'display": indsleck’}),
dcc.Input(id="Tf',value=10,style={'width":'10%', 'display":'iniisieck}),
dcc.Input(id="St',value=0.01,style={'width":'10%", display"'irixheck'}),

1, style={'float"'middle’,'width':'50%','display":‘inlinblock}),
html.Div([
html.Label('Condiciones iniciales’,style={'width":'20%', 'display" idileek', float":'left'}),
dcc.Checklist(id = 'Cl1',options=[
{"label": "A,W*B", "value": "1"},
],value=[],
style={'width"'20%', display"inlin@lock’, float"'left’}),
dcc.Checklist(id = 'CI2', options=[{"label": "Usar M,K,C,", "value": "1"},
],value=["11,
style={width"'20%','display"-'inlineolock’, float':left}),
dcc.Checklist(id = 'CI3", options=[{"label": "Markers On/Off", "value": "1"},
J.value=[11],
style={width':20%',‘display"inlinélock', float':left}),

1, style={"aligritems": "center",'width':'50%",'display""inlinélock’}),
#SLIDERS
html.Div([
#SLIDER 1
html.Label('Maasa',style={'width":'20%','display"."inlibkock’, float"'center’}),
dcc.Input(id="M',value=36352,style={'width":'20%', 'display":'inibieck’}),
dcc.Slider(min=0, max=40000, step=50, value=2000, id="SM',
marks={
0: {label ‘0", 'style": {'color": #77b0b1'}},
10000: {label: 10 Ton’},
20000: {'label': '20 Ton'},
30000: {'label': ‘30 Ton'},
40000: {'label': '40 Ton', 'style": {'color"; '#f50'}}
h
tooltip={"placement": "bottom", “always_visible": True}),
#SLIDER 2
html.Label('Frecuencia Natural',style={'width":'20%', 'display":'infuheck’, float"'center?}),
dcc.Input(id="Wo',value=np.sqrt(6541113.4/36352),style={'width":'10%', 'display": blioek'}),
html.Button('Wo+', id="BTWo', n_clicks=0,style={'width":'5%','display"'idfileek'}),
html.Div(id="DWa',style={width'’50%'‘display" inliiock’}),
dcc.Slider(min=0nax=100, step=0.00001, value=49, id="SWo',
marks={
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0: {'label" ‘style”: {'color": '#77b0b1}},
25: {label’: 25,
50: {'label": '50,
75: {'label": '75%,
100: {label’: '100', 'style’: {"color": '#f50}}

tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True}),
#SLIDER 3

html.Label('%De amortiguamiento Zitha',style={'width":'25%', 'display"irtiteek’, float":'center}),
dcc.Slider(min=0, max=1, step=0.001, value=0, id="SZi',

marks=|
0: {'label’ ‘style’: {'color": '#77b0b1'}},
0.05: {label": '5%',

0.1: {label" '10%},
0.5: {label': '50%},
1: {'label’: '100%, 'style": {'color": '#f50'}}

tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True}),
#SLIDER 4
html.Label(‘Posicion inicial',style={'width":'20%'", 'display":'inlisieck’, float":'center'}),
dcc.Slider(mil , max=5, step=0.1, value=0.1, id="SXi',
marks=|
0: {label': '0 m', 'style": {'color": '‘#77b0b1'}},
1.25: {label': '1.25 m'},
2.5: {'label: '2.5 m?},
3.75: {label": '3.75 m},
5: {label: '5 m', 'style": {'color": '#f50}}
b

tooltip={"placement": "bottom", “always_visible": True}),

1, style={'float"'middle’,'width":'50%",'display""inlinblock}),
html.Div([
#SLIDER 1
html.Label('Rigidez',style={'width":'20%",'display"'inkibkeck', float":'center'}),
dcc.Input(id="K',value=6541113.4,style={'width"'20%', 'display"'iAiteek'}),
dcc.Slider(min=0, max=100000000, step=1, value=90424352, id="SK',
marks={
0: {label": ‘0", 'style": {'color": '#77b0b1%},
25000000: {label": '25x1076'},
50000000: {'label": '50x10"6'},
75000000: {'label": '75x10"6'},
100000000: {label: '100x10"6', 'style”: {'color": '#f507}
h
tooltip={"placement": "bottom", “always_visible": True}),
#SLIDER 2

html.Label('Frecuencia Actuante',style={'width":'20%','display"inbtek’, float':'center?}),
dcc.Input(id="W',value=50,style={'width"'10%', 'display"'intisieck'}),

html.Button('W+', id="BTW', n_clicks=0,style={'width":'5%",'display"'irbileek}),
html.Div(id="WeW',style={'width":'15%', 'display":"inlinelock?}),

dcc.Slider(min=0, max=100, step=0.001, value=20, id='SW'",

marks={
0: {label ‘0", 'style": {'color": "#77b0b1}},
25: {label": 25,

50: {'label': '50},
75: {label': 75,
100: {label": '100, 'style": {'color": '#f50}}

tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True}),
#SLIDER 3
html.Label('Factor Gamma',style={'width":'20%', 'display"
dcc.Slider(min=0, max=10, step=0.1, value=0, id='SFG",
marks={
0: {'label’: ‘0", 'style": {'color": ‘#77b0b1'}},
2.5: {label" '2.5%,
5: {label": '5'},
7.5: {label": '7.5%,
10: {label": '10', 'style": {'color': '#f50'}}
h
tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True}),
#SLIDER 4

‘ivideck’, float':'center'}),

html.Label('Velocidad Inicial' style={width':'20%', display"-inbleck’, float''center}),
dcc.Slider(min=0, max=100, step=0.01, value=.1, id="SVi,

marks={

0: {label: '0 m/s', 'style": {'color": '#77b0b1}},

25: {'label: '25 m/s'},

50: {'label': '50 m/s'},

75: {label’: '75 m/s},

100: {label’: '100 m/s', 'style": {'color": '#f50}}

h

tooltip={"placement": "bottom", “always_visible": True}),

1, style={'float"'middle’,'width":'50%",'display"inlinblock?}),

#GRAFICAS 2

html.Div([
html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica2')],style={'float"'top’}),
html.Diy[dcc.Graphit i_Grafica3")],style={'float":'bottom})],
style={'width":'50%",'display"inlin@lock}),

html.Div([
html.Div([dcc.Graph(i
html.Div([dcc.Graph(i

Mi_Grafica4')],style={'float"'top’}),
Mi_Grafica5')],style={'float"'bottom’})],
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style={'width":'50%",'display":'inlin@lock'}),

html.Div([
html.Div([dcc.Graph(id='"Mi_Grafica6')],style={'float"'top'}),],
style={'width"'100%','display"'inlinelock’}),

D

#CALLBACKS DE INPUT DE TEXTO
@app.callback(
Output('SM','value'),
Input('M','value'))
def MMasa(M1):
M1=float(M1)
return M1
@app.callback(
Output('K','value',allow_duplicate=True),
[Input('SWo','value’),Input('M','value')],prevent_initial_call=True)
def AdecuacionK(Wo,M):
K=M*Wo**2
return K
@app.callback(
Output('SK','value'),
Input(K','value’))
def MRig(K1):
K1=float(K1)
return K1
@app.callback(
Output('SWo','value',allow_duplicate=True),
Input('Wo','value')prevent_initial_call=True)
def MFrecuencia_natural(Wo1):
Wol=float(Wol)
return Wol
@app.callback(
Output('SWo','value',allow_duplicate=True),
[Input('SM','value’),Input('SK', 'value')],prevent_initial_call=True)
def MFrecuencia_natural(M,K):
M=float(M)
K=float(K)
Wol=np.sqrt(K/M)
return Wol
@app.callback(
Output('SW','value'),
Input('W','value'))
def Frecuencia_E(W1):
W1=float(W1)
return W1
#CALLBACKS BOTONES
@app.callback(
Output('Wo','value'),
[Input('SWo','step’), Input(BTWo','n_clicks'),Input(Wo','value’), Input(‘'Cl4', value’),
Input('DDO', 'value')])
def Womas(St,NC,V,Cl4,DDO0):

V=float(V)
if "BTWO0" == ctx.triggered_id:
V=V+St
if Cla==[17:
if DDO=="Raiz(Wo)"
V=np.sqrt(V)

elif DDO=="Wo*e":
V=V*np.exp(1)
elif DDO=="Wo*Pi":
V=V*np.pi
elif DDO=="Wo*Feigenbaum':
V=V*4.669201609102990671853203821578439
elif DDO=="Wo*Au":
V=V*1.618033988749895
else:
v=v
return V
@app.callback(
Output('W','value'),
[Input('SW','step’),Input('BTW','n_clicks’),Input('W",'value’),Input('CI5','value'),
Input('DD1','value')])
def Wmas(St,NC,V,CI5,DD1):
V=float(V)
if "BTW" == ctx.triggered_id:
V=V+St
if C 17:
if DD1=="Raiz(W)":
V=np.sqrt(V)
elif DD1=="W*e":
V=V*np.exp(1)
elif DD1=="W*Pi":
V=V*np.pi
elif DD1=="W*Feigenbaum':
V=V*4.669201609102990671853203821578439
elif DD1=="W*Au":
V=V*1.618033988749895
else:
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v=v
return V
#CALLBACKS PRINCIPALES
#GRAFICA 3D
@app.callback(
[Output('Mi_Grafica0', figure'),Output('Mi_Grafical', figure'),Output('Mi_Grafica2', figure’),
Output('Mi_Grafica3','figure’),Output('Mi_Grafica4','figure’),Output(‘Mi_Grafica5', figure’),
Output('Mi_GraficaAD', figure'),Output('Mi_Grafica6', figure'),Output('DWa', children’)],
[Input('SM','value’),Input('SK",'value'),Input('SWo','value'),Input('SW', 'value’),
Input('SZi','value'), Input('SFG','value'),Input('SXi','value'), Input('SVi', 'value’),
Input('To','value'),Input(‘Tf 'value'),Input('St','value'),Input('CI1','value'),Input('CI2','value'),
Input('CI3','value’)])
def Grafical(M,K,Wo,W,Zi,FG,Xo,Vo,To,Tf,St,ClI1,CI2,CI3):
df = pd.DataFrame()
df1 =pd.DataFrame()
M=float(M)
K=float(K)
Wo=float(Wo)
W=float(W)
Zi=float(Zi)
FG=float(FG)
To=float(To)
Tf=float(Tf)
St=float(St)
df['t]=None
df['X] = None

d=2"Zi*Wo
C=d*M

ASAWHFG/((WOH2-W*2)2+(d*W)*+2)
B=FGH(WOH2WH2)/(WOH2 -W2)#2+(d*W)*+2)

Wa=0.5*np.sqrt(4*Wo**2d**2)
if Cl1==["11:

Xo=A

Vo=W*B
else:

Xo=float(Xo)

Vo=float(Vo)
Cl=XeA
C2=(d*Xo/2+Vai*Al2-W*B)/Wa
C1b=C2*WeC1*d/2
C2b=C2*d/2+C1*Wa
df['t]=np.arange(To, Tf,St)
a=d/2+df[t]
Cu=np.cos(Wa*df['t])
Su=np.sin(Wa*df['t])
Cd=np.cos(W*df['t])
Sd=np.sin(W*df['t])
if Cl2==["17:

MM=M

KM=K

CM=C

PM=FG*M
else:

MM=1

KM=1

CM=1

PM=FG

#FLUJO ESTADO DE FASES Y EQUILIBRIO DINAMICO

difX] = KM*(np.exp(a)*(C1*Cu+C2*Su)+A*Cd+B*Sd)

dff'V] = CM*(np.exp(a)*(CutC1*d/2+ Wa*C2Su*(C1*Wa+C2*d/2)A*W*Sd+B*W+Cd)

dffA = MM*(np.exp(a)*(CuC1b*d/2-C2b*Wa)+Su*(C2b*dA1b*Wa))A*Cd*(W*2)-B*Sd*(W*+2))
dfSM1] = difXT+df[V'] +dfAT]

df['SM21] = PM*Sd

dff'SMT] = round(df'SM1Hf['SM21],5)

#POINCARE

pv=2*np.pi

AP=np.exp¢i*np.pi/W)

CP=np.cos(pv*Wa/W)

SP=np.sin(pv*Wa/W)

df1[t]=dfft]

dfA[X] = AP*(X0*(CP+d/(2*Wa)*SP)+V0*SP/Wa)+AREP+d/(2Wa)*A-W/Wa*B)*SP)+A

dL[V] = AP*({X0*SP*W0*+2)/Wa+Vo*(CRI(2*Wa)*SP))+APV*B*CP+SP*(AWa*Wor*2+B*d/2*W/Wa))+W*B
[s1,s2]=df1.shape

for iin range(s1):
dfLilocfi,1] = AP*(X0*(CP+d/(2*Wa)*SP)+V0*SP/Wa) +APEP-+d/(2*Wa)*A-W/Wa*B)*SP)+A
dfl.iloc[i,2] = AP*UX0*SP*W0*2)/War+Vo*(CRI/(2*Wa)*SP)) +APV*B*CP+SP*(A/Wa*Wo*2+B*d/2*W/Wa))+W*B
Xo=dfl.iloc[i,1]
Vo=dfL.iloci,2]

#Fin de poincare
figureO = px.line_3d(df,
figurel = px.line_3d(df,

arkers=False,title="Flujo en 3D")
,markers=False,titte='"Diagrama de energia 3D")

if Cl2==[17:
figure2 = px.line(df, x="t', X','V''A'SM2],markers=True)
figure2.update_layout(title='"Fuerzas Dinamicas Respecto del Tiempo',
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title_font=dict(size=
xaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)))
else:

figure2 = px.line(df, x="ty=['X",'V','A",'SM2'],markers=True)

figure2.update_layout(title="Posicion Velocidad y Aceleracion Vs Tiempo',
title_font=dict(size=30),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=20) title_font=dict(size=20)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)))

figure3 = px.line(df, x= 'V','A'l,markers=False)
figure3.update_layout(tite='Estado de fases Respecto a X',
title_font=dict(size=30),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)))
if CI3==["11:
figureAD = px.line_3d(df1, x="t, y="X', z="V',markers=Falsetitle="Poincare en 3D’
figure4 = px.line(dfl, x="X', y="V',markers=True)
figure4.update_layout(title='Seccion de Poincare’,
title_font=dict(size=30),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=20) title_font=dict(size=20)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)))
else:
figure4 = px.scatter(df1, x: y="V' title="Seccion de Poincare’)
figure4.update_layout(title='Seccion de Poincare’,
title_font=dict(size=30),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=20) title_font=dict(size=20)))
figureAD = px.scatter_3d(df1, x="t', y="X', z="V' tittle="Poincare en 3D
print(df)
#DIAGRAMA DE BIFURCACION
#%%capture
#%matplotlib inline
figure5 = px.line(df, x="V', y=['X'",'A",markers=False)
figure5.update_layout(tite="Estado de fases Respecto a V',
title_font=dict(size=30),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=20),title_font=dict(size=20)))
figure6 = go.Figure()

def LogisticMap() :

x=X0

v=Vo

iters=100

last=10

r=dff't]

z=W

az=1

for i in range (iters+last):
#x=z*(np.cos(r*x))
a=d/2*r
Cu=np.cos(Wa*r)
Su=np.sin(Wa*r)
Cd=np.cos(W*r)
Sd=np.sin(W*r)

X=(Np.exp(a)*((A)*Cu+((d*x/2+vd*A/2-W*B)/Wa)*Su)+A*Cd+B*Sd)
v=np.exp(a)*(Cu*(x-A)*d/2+Wa*((d*x/2+wd*A/2-W*B)/Wa)} Su*((xA)*Wa+((d*x/2+vd*A/2-W*B)/Wa)*d/2))-A*W*Sd+B*W*Cd
if i>=(iters):

figure6.add_trace(go.Scatter(x=r,y=x))

LogisticMap()

return figure0,figurel,figure2,figure3,figure4,figures,figureAD figure6,'Wa es igual a : "{}".format(Wa)
if __name__=="__main__"
app.run_server(debug=Truese_reloader=True,port=1153)

6.8 ANEXO 8 (Caodigo Cap 3)

6.8.1 Cddigo en Python 2 (Graficas y analisis de oscilador 2GDL)

#Grafica de 2GDL

from dash import State, callback, callback_context
import dash

from dash import dcc

from dash import html|

import plotly.graph_objs as go

import pandas as pd

from dash.dependencies import Input , Output
import numpy as np
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from dash import ctx
import plotly.express as px
import plotly.subplots as sp
app = dash.Dash()
app.layout=html.Div([
#GRAFICOS
html.Div([
html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica0")], style={'float"'middle’,'width":'33%','display" idtiteek’}),
html.Div([dcc.Graph(it i_Grafical)], style={'float"'middle’,'width":'33%','display" irtitoek}),
html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica2')], style={'float":'middle",'width':'33%','display". irtitoek}),
html.Div([
html.Label(’Xox y Vox',style={'width":'5%",'display"'intleck’, float":'center'}),
‘Xox',value=1,stylew{titl isplay'inlineblock?}),
ox',value=1,style={'width":'2%'", 'display":'iniisleck}),
html.Label('Xoy y Voy',style={'width":'5%",'display"inHoleck', float":'center?}),
dcc.Input(id="Xoy',value=1,style={'width"'2%', 'display":iniisleck’}),
dcc.Input(id="Voy',value=1,style={'width":'2%'",'display":‘infisleck}),
html.Label('Vector de tiempo Tof-Step',style={'width':'15%, display"‘inlirelock’, float":right}),

dcc.Input(id="Tst',value=10000,style={'width":'2%','display"infitack’, float":'right}),
dcc.Input(i ', value=10,style={'width":'2%",'display":'infinleck’, float":'right}),
dcc.Input(id="To',value=0,style={'width":'2%'",'display":infinleck', float":'right}),
html.Label('Vector de tiempo Fof-Step',style={'width"'15%",'display":'inlidelock’, float":'right}),

]value=['11],
style={'width":'12%",'display"inlinélock’, float":'left’})

D

html.Div([

html.Label(‘Frecuencia Natural en X',style={'width:'20%', display"‘ifdinek’, float":'center?}),
dcc.Input(id="Wox',value=11,style={'width":'20%', 'display"-'inibleck}),
html.Button('Wox+', id="BTWox', n_clicks=0,style={'width"'5%",'display" "ifilloek’}),
dcc.Slider(min=0, max=100, step=0.1, value=49, id="SWox',

marks={

0: {label": 'style”: {'color": "#77b0b1'}},
25: {!label: '25%,

50: {'label': '50,

75: {'label': '75%,

100: {'label": '100', 'style": {'color: '#f50}}
h

tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True},

),
html.Label(’Amortiguamiento Zitha en X',style={'width"'40%",'display": iditeek', float":'center}),
dcc.Input(id="Zitx',value=0.0,style={'width":'20%', 'display": inibieck'}),
html.Button('Zix+', id='BZx', n_clicks=0,style={'width":'5%",'display"'ifioek}),
dcc.Slider(min=0, max=1, step=0.01, value=0.0, id="Zix',

marks={

0: {'label': 'style': {'color": ‘#77b0b1'}},
2.5: {label '2.5%,

5: {'label': '5},

7.5: {label": '7.5%,

1: {label": "1, 'style: {'color": '#{507}

}

tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True},

)],style={float""'middle’ width''50%' 'display" ‘inlinblock’}),
html.Div([
html.Label('Frecuencia Natural en Y',style={'width":'20%",'display":'iiloek’, float":'center'}),
dcc.Input(id="Woy',value=11,style={'width"'20%", display":'inriieck'}),
html.Button('Woy+', id="BTWoy', n_clicks=0,style={'width"'5%",'display" irinek'}),
dcc.Slider(min=0, max=100, step=0.00001, value=49, id="SWoy',

marks={

0: {label': '0", 'style": {'color": ‘#77b0b1'},
25: {'label": '25%,

50: {'label': '50,

75: {'label': '75,

100: {'label": '100', 'style": {'color": '#f50}}
}

tooltip={"placement": "bottom", "always_visible": True}),

html.Label('Amortiguamiento Zitha en Y',style={'width"'40%",'display"ifileek’, float"'center}),
dcc.Input(id="Zity',value=0.0,style={'width":'20%", 'display":iribleck'}),
html.Button('Ziy+', id='BZy', n_clicks=0,style={'width":'5%",'display"'irioek'}),
dcc.Slider(min=0, max=1, step=0.01, value=0.0, id="Ziy",

marks={

0: {label': 0", 'style": {'color": "#77b0b1'}},

2.5: {label: '2.5%,

5: {label '5},

7.5: {label": '7.5%,

1: {'label": '1", 'style": {'color": '#f50'}}

b

tooltip={"placement":"bottom", “always_visible": True},

style={'float"'middle’,'width"'50%',display"'inlinblock’}
)
html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica3')], style={'float"'middle’,'width"'33%",'display": itileek}),
html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica4')], style={'float"'middle’,'width"'33%",'display": itileek’}),
html.Div([dcc.Graph(i i_Grafica5')], style={float"'middle’,'width':'33%', display"'irtitoek'}),
html.Div([dcc.Graph(it _Grafica6')], style={'float"'middle’,' width":'50%",'display" "irtitoek}),
html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica7")], style={'float"'middle’,'width":'50%",'display": itileek’}),
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html.Div([dcc.Graph(id="Mi_Grafica8')], style={'float":'middle’,'width":'100%', 'display"'ifiloek})
D

#FRECUENCIAS EN X
@app.callback(
Output('Wox', 'value’),
[Input('SWox','step’),Input(BTWox','n_clicks’),Input('Wox','value')])
def Womas(St,NC,V):
V=float(V)
if "BTWox" ==tx.triggered_id:
V=V+St
return V
@app.callback(
Output('SWox', 'value’),
Input('Wox','value'))
def Womas(V):
retun V
#FRECUENCIAS EN 'Y
@app.callback(
Output('Woy','value'),
[Input('SWoy",'step’), InpytBTWoy','n_clicks'),Input('Woy",'value')])
def Womas(St,NC,V):
V=float(V)
if "BTWoy"
V=V+St
return V
@app.callback(
Output('SWoy','value'),
Input('Woy','value'))
def Womas(V):
return V
#AMORTIGUAMIENTO EN X
@app.callback(
Output(‘Zitx','value'),
[Input(‘Zix','step’), Input('BZx','n_clicks'),Input(‘Zitx','value')])
def Womas(St,NC,V):
V=float(V)
if "BZx" == ctx.triggered_id:
V=V+St
return V
@app.callback(
Output(Zix','value’),
Input('Zitx','value'))
def Womas(V):
return V
@app.callback(
Output(‘Zitx','value',allow_duplicate=True),
Input(‘'Zix','value'),prevent_initial_call=True)
def Womas(V):
return V
#AMORTIGUAMIENTO EN Y
@app.callback(
Output(‘Zity','value'),
[Input(‘Ziy','step’),Input('BZy','n_clicks’),Input('Zity','value’)])
def Womas(St,NC,V):
V=float(V)
if "BZy" == ctx.triggered_id:
V=V+St
return V
@app.callback(
Output(‘Ziy,'value'),
Input('Zity','value'))
def Womas(V):
return V
@app.callback(
Output(‘Zity','value',allow_duplicate=True),
Input('Ziy','value'),prevent_initial_call=True)
def Womas(V):
return V
#CALLBACKS PRINCIPALES
#GRAFICA 3D
@app.callback(
[Output('Mi_Grafica0', figure'),Output(*Mi_Grafical' figure'),Output('Mi_Grafica2', figure’),
Output('Mi_Grafica3', figure’),Output('Mi_Grafica4', figure'), Output(‘Mi_Grafica5', figure’),
Output('Mi_Grafica6',figure’),Output('Mi_Grafica7", figure'), Output(‘Mi_Grafica8', figure’),
1
[Input('SWox','value'),Input('SWoy','value'), Input(‘Zix','value’),Input(‘Ziy', value’), Input("Xox','value’)
JInput('Vox', 'value'),Input(’Xoy','value'),Input('Voy','value'),Input(To', value'), Input(Tf, 'value’),
Input(‘Tst','value’),Input(‘'CI1', value')])
def Grafical(Wox,Woy,Zix,Ziy,Xox,Vox,Xoy,Voy,To,Tf,Tst,Cl1):
dfl = pd.DataFrame()
To=float(To)
Tf=float(Tf)
Tst=int(Tst)
M=1
Zi=0
Xox=float(Xox)
Vox=float(Vox)

ctx.triggered_id:
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Xoy=float(Xoy)

Voy=float(Voy)
dfi['t]=np.linspace(To, Tf, Tst)
#df1[t]=np.arange(To, Tf,St)
#VARIABLES EN EL SENTIDO X
dx=2*Zix*Wox

ax=dx/2*df1[t]

Wax=0.5*np.sqrt(4*Wox**2dx**2)
Cx=dx*M

C1x=Xox
C2x=(dx*Xox/2+Vox)/Wax
Clbx=C2x*Wag1x*dx/2
C2bx=C2x*dx/2+C1x*Wax
Cux=np.cos(Wax*df1[t])
Sux=np.sin(Wax*df1['t])
#VARIABLES EN EL SENTIDO Y
dy=2*Ziy*Woy

ay=dy/2*df1['t]

Way=0.5*np.sqrt(4*Woy**2dy**2)
Cy=dy*M

Cly=Xoy
C2y=(dy*Xoy/2+Voy)/Way
Clby=C2y*Wag1ly*dy/2
C2by=C2y*dy/2+Cly*Way
Cuy=np.cos(Way*df1['t])
Suy=np.sin(Way*df1['t])

df1['Xx] = (np.exp(ax)*(C1x*Cux+C2x*Sux))
df1['VXT] = (np.exfax)*(Cux*(C1lx*dx/2+Wax*C2xBux*(C1x*Wax+C2x*dx/2)))

dfi['Xy] = (np.exp(ay)*(C1ly*Cuy+C2y*Suy))
df1['Vy] = (np.exp(ay)*(CuyCly*dy/2+Way*C2ypuy*(Cly*Way+C2y*dy/2)))

df1['Xz']=np.sqrt(df1[ XxT*2+df1['Xy']**2)

df1['Xzn']=np.sqrt(df1[ Xx*2+df1['XyT*2)
df1['Vz']=np.sqrt(df1['VXT*2+df1['Vy']**2)

df1['Xz']=np.sqrt(df1[ XxT*2+df1['Xy'T**2)

#VELOCIDAD NORMALIZADA

df1['Vzn']=(df1['VZz'} np.min(df1['VZzT)) / (np.max(df1['VzPnp.min(df1['VzT))
#POSICION NORMALIZADA

df1['Xzn'l=(df1['Xz} np.min(df1['Xz7)) / (np.max(df1['XzInp.min(df1['Xz7))
dfi['size =0.1

if Cl1==[17:
figure3 = px.scatter_3d(df1, x="t', y="Xx', z='Xy'" title="Grafica de posicion en el tiempo',color="Vzn',size='size’)
figure3.update_layout(title='Grafica de posicion en el tiempo’,
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))
line_fig= px.line_3d(df1, x="t', y="Xx', z='Xy"title='Grafica de posicion en el tiempo')
for data in line_fig.data:
figure3.add_trace(data)
#SUBPLOTS
figure6 = sp.make_subplots(rows=1, cols=2, subplot_titles=('Fase de posigigh Xease de velocidad-Vy'"))
figure6.add_trace(px.scatter(df1, , y='Xy',color="Vzn').data[0], row=1, col=1)
figure6.add_trace(px.scatter(df1, x="Vx', y="Vy',color="Xzn’).data[0], row=1, col=2)
figure6.update_layout(title_text="Estados de fase de X y V', template="plotly_dark',
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25)title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))
figure6.update_layout(font=dict(size=20))

else:

figure3 = px.line_3d(df1, x="t, y="Xx', z="Xy'tile='Grafica de posicion en el tiempo’)

figure6 = sp.make_subplots(rows=1, cols=2, subplot_titles=("Fase de posi¢igh Xase de velocidad-Vy')

figure6.add_trace(px.line(df1, x="Xx', y="Xy").data[0], row=1, col=1)

figure6.add_trace(px.line(dfl, x="Vx', y="Vy').data[0], row=1, col=2)

figure6.update_layout(title_text='"Estados de fase de X y V', template="plotly_dark',
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))

figure6.update_layout(font=dict(size=20))

figure0 = px.line_3d(df1, y="Xx', z='Vx'title="Flujo de Posicion Velocidad en X')

figure0.update_layout(title="Flujo de Posicion Velocidad en X',
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))

figurel = px.line_3d(df1, x="t', y="Xy", z='Vy'title="Flujo de Posicion Velocidad en Y")

figurel.update_layout(title="Flujo de Posicion Velocidad en Y,
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25)title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))

figure2 = sp.make_subplots(rows=1, cols=2, subplot_titles=('Fase en X', 'Fase en Y"))

#SUBPLOTS
figure2.add_trace(px.line(df1, x="Xx',
figure2.add_trace(px.line(df1, x="Xy', y=

x').data[0], row=1, col=1)
'y").data[0], row=1, col=2)
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figure2.update_layout(title_text='"Estados de fade X vs V', template="plotly_dark’)
figure2.update_layout(
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))
figure2.update_layout(font=dict(size=25))

# Mostrar la figura

figure4 = px.line_3d(df1, x="Xx', y="Xy', z="Vx'title='Grafica de posicion y Vx )
figure4.update_layout(
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=10),title_font=dict(size=10)),

yaxis=dict(tickfont=dict(size=10) itle_font=dict(size=10)))

figure5 = px.line_3d(dfl, x="Xx', y="Xy', z="Vy'title='Grafica de posicion y Vy ')
figure5.update_layout(
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=10),title_font=dict(size=10)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=10) title_font=dict(size=10)))

figure7 = sp.make_subpldmews=1, cols=2, subplot_titles=('Fase dev) ‘Fase de Xyx'))
#SUBPLOTS
figure7.add_trace(px.line(df1, x="Xx', y="Vy').data[0], row=1, col=1)
figure7.add_trace(px.line(dfl, x="Xy", y="Vx').data[0], row=1, col=2)
figure7.update_layout(title_text='"Estados de fase de X vs V', template="plotly_dark')
figure7.update_layout(
title_font=dict(size=25),
xaxis=dict(tickfont=dict(size=25)title_font=dict(size=25)),
yaxis=dict(tickfont=dict(size=25),title_font=dict(size=25)))
figure7.update_layout(font=dict(size=25))
#NUMERO DE ROTACION

# Crear un vector con valores en un rango especifico
W1=Wox
W2=Woy
X =np.linspace(0, W1, Tst)
X1=X*2*np.pi
X2=np.floor(X)
X3=XIX2*2*np.pi
Y = np.linspace(0,W2, Tst)
Y1=Y*2*np.pi
Y2=np.floor(Y)
Y3=Y1Y2*2*np.pi
figure8 = px.scatter(x=X3, y=Y3, title="Toroide plano del flujo en coordenadas Polares")

pi_values = [0, 0.5 * np.pi, np.pi, 1.5 * np.pi* np.pi]

LAYt o8ta I' ®bn" bE b kHbE b bhXZ bo kHbE bH b8

figure8.update_xaxes(
range=[0, 2 * np.pil,

tickvals=pi_values,
ticktext=pi_labels,
GAltSYdaSEGID" Eb
)

figure8.update_yaxes(

range=[0, 2 * np.pi],
tickvals=pi_values,
ticktext=pi_labels,

GradGt SYyaSEGrpH: &b
)

return figure0,figurel,figure2,figure3,figure4,figures,figure6,figure7,figure8

if __name__=='__main__"
app.run_server(debug=True, use_reloader=False,port=1329)



