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Presentacion
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Carl F. Gauss, el “gran triangulo” y los funda-
mentos de la geometria del profesor FErhard
Scholz.
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en dos partes: el volumen anterior (mayo. 2015),
que contiene la primera parte, y el presente volu-
men (agosto, 2015), que contiene la segunda
parte.

Este articulo fue publicado originalmente co-
mo C. F. Gauss Prazisionsmessungen terrestri-
scher Dreiecke und seine Uberlequngen zur empi-
rischen Fundierung der Geometrie in den 1820er
Jahren, en Form, Zahl, Ordnung. Studien zur
Wissenschaftsgeschichte.  Festschrift  fur — Ivo
Schneider zum 65. Geburtstag, editado por R.
Seising, M. Folkerts v U. Hashagen (Steiner,
Stuttgart, 2004), paginas 355 380. Este articulo



fue publicado posteriormente en la Gaceta de la
Real Sociedad Matematica Espanola (RSME), vo-
lumen 8.3, paginas 683-712 en 2005, en traduc-
cién del profesor José Ferreirds, y es la version
que aqui reproducimos.

Agradecemos al Profesor Erhard Scholz por su
entusiasmo al aceptar nuestra invitacion, al pro-
fesor José Ferreir6s Dominguez por permitirnos
usar su traduccién y al profesor Adolfo Quirds,
Director de la Gaceta de la Real Sociedad Mate-
mética Espaniola (RSME), por permitirnos repro-
ducir este articulo.

Disfruten la lectura.

Victor Tapia
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Ciencia al Viento 13 (agosto, 2015)

Carl F. Gauss, el “gran triangulo”
y los fundamentos de la geometria. II

Erhard Scholz!

4. Determinacion del rango de la curvatura
espacial basada en mediciones terrestres

En el proyecto de evaluar la curvatura del es-
pacio mediante mediciones terrestres habia que
tener en cuenta, como es natural, algunos hechos
bien conocidos.

Consideraciéon 1. Para todo valor s, con
T < s < 3w, hay un triangulo esférico con la co-
rrespondiente suma angular o+ 3+ = s.

I Mathematik, Universitat Wuppertal, D-42097 Wup-
pertal, Alemania, scholz@math.uni-wuppertal.de
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Este conocido hecho basta ya para descartar
la posibilidad de aplicar directamente el método
para la determinacién de la curvatura mediante
mediciones de la suma angular en un tridngulo
plano (quiero decir sin tener en cuenta otra in-
formacion métrica sobre la superficie terrestre)
transfiriéndolo a tridngulos geodésicos. Estos tl-
timos pueden ser considerados, con suficiente pre-
cisién (Gauss, 1828, § 28), como triangulos esfé-
ricos.

Pero tampoco la consideracién de una infor-
macién métrica intrinseca sobre la superficie per-
mite acceder de golpe a una evaluacion de la cur-
vatura. Esto se debe a la

Consideracién 2. Las mediciones locales (de
la métrica) en una subvariedad bidimensional de
una variedad riemanniana no permiten inferir la
curvatura del espacio ambiente.

Basta pensar en la horosfera del espacio no-
euclidiano, que localmente arroja una geometria
euclidiana, o en una superficie gaussiana en el es-
pacio euclidiano, cuya geometria intrinseca no es
distinta de la de otra superficie isométrica en el
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espacio no—euclidiano, o bien inmersa en alguna
variedad riemanniana mas general. A esto se re-
fiere Breitenberger repetidamente al enfatizar que
los calculos de Gauss siempre presuponian la geo-
metria de Euclides, en lugar de someterla a con-
trastacion. Y es que una contrastacion sélo tiene
sentido si su resultado puede ser negativo.

Esta circunstancia, planteada con diversas
formulaciones, es considerada por varios autores
como una refutacion decisiva de la  posibilidad
misma de realizar una contrastacion de la estruc-
tura espacial euclidiana mediante mediciones te-
rrestres.  En seguida mostraremos que esto es
falso. Si fuera correcto, sin duda las declaraciones
de Gauss a comienzos de los afios 1820 (acerca
de la posibilidad tedrica de establecer con medi-
ciones “sobre la Tierra” una eventual desviacion
del espacio fisico con respecto a la geometria de
Euclides) descansarian en un error, remitiéndonos
a la “macula” de Seeliger sobre la imagen de
Gauss como “héroe” cientifico. Pero no se deben
sacar conclusiones con demasiada rapidez, y hay
que recordar la
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Consideracion 3. Si con base en la Tierra es
posible medir la suma angular de un gran tridn-
gulo plano extrinseco (o sea, que no yazca en la
superficie terrestre), o bien calcularla a partir de
las mediciones directas, entonces a partir de la
relacion para la suma angular de Gauss (1) se
obtiene informacion directa o indirecta acerca de
la curvatura espacial.

El tridngulo que designamos aqui como “ex-
trinseco” puede consistir en la conexién mediante
rayos de luz de cimas montafiosas (aqui B, H, I)
que sobresalgan de la superficie F' (esfera, elip-
soide o geoide) que representa matematicamente
la superficie terrestre, en cuyo caso es posible una
conexion visual directa entre ellos. En general, el
triangulo puede estar y estara inclinado, es de-
cir, no sera paralelo a los tres planos tangen-
ciales a F' en los puntos B,H,I € F' situados
ortogonalmente bajo las cimas. La ortogonalidad
puede considerarse definida mediante los efectos
de la gravedad (suponiendo que la geometria de
rayos de luz y la ortogonalidad con respecto a
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la gravedad sean compatibles)?. Se consideran
también los rayos de luz como la mejor realizacion
empirica de las geodésicas, lo cual obliga a rea-
lizar correcciones del andlisis de los datos medi-
dos considerando como fuentes de error las al-
teraciones en la propagacion de la luz debidas a
influencias atmosféricas e intentando compensar-
las. Esto representa una interpretacion fiel de la
practica de Gauss (y de otros actores posterio-
res)®. Por tanto, se trata en sentido estricto de
una geometria de rayos de luz depurada de in-
fluencias atmosféricas tanto como sea posible. Las
alturas de B, H, I sobre el elipsoide de referen-
cia empleado por Gauss correspondian a 1156 m
(Brocken), 508 m (Hohenhagen) y 916 m (Insels-
berg)*.

Una posible desviacion de la geometria lumi-

nica extrinseca con respecto al caso euclidiano
tendria efectos sobre la suma angular en el tridn-

2 La relacion de ortogonalidad viene pues considerada
en relacién al geoide, pero a los efectos de las considera-
ciones que siguen éste puede verse representado con sufi-
ciente aproximacion por el elipsoide de referencia.

3 Compérese también (Breitenberger. 1984, 282).

1 Datos tomados de (Breitenberger, 1984, 279. 283).
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gulo ABHI v. por tanto, sobre los angulos pro-
yectados sobre los correspondientes planos tan-
gencialesa F'en B, H, I. En la practica geodésica
no se miden los dngulos 3, 4, ¢ en el plano que
pasa por B, H, I, sino los angulos proyectados
ortogonalmente 3, 7, ¢. Esto es consecuencia
del procedimiento mismo de medicion, sin que re-
quiera calculos adicionales: tras “horizontalizar”
el teodolito, esto es, situar el instrumento sobre
el plano horizontal, se mide la diferencia angular
(“azimut”) entre la visual (dicho de manera mas
precisa, el plano vertical que pasa por la linea vi-
sual) y la direccién sur. Los angulos del triangulo
geodésico ABH I resultan de la diferencia entre
los azimuts de las correspondientes direcciones
BH, BI, etc.®.

5 Breitenberger describe el calculo de los 4ngulos a par-
tir de las mediciones azimutales de Gauss en (1984, 284).
Desgraciadamente, en otro parte ofrece una descripcién
erronea del modus operandi empleado por Gauss a la
hora de evaluar los resultados de las mediciones (op. cit..
280): de los cuatro pasos que describe, los dos primeros
estan formulados de una manera que mezcla la descripcion
tedrica y la evaluacion de lo medido en una manera con-
fusa. Esto tiene consecuencias para nosotros, va que en
nuestra discusion es decisivo diferenciar los resultados que
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Ahora hay que evaluar qué efecto tendria so-
bre los angulos geodésicos una pequena desvia-
cién de la geometria espacial extrinseca con res-
pecto a la métrica euclidiana, digamos una cur-
vatura (seccional constante) & (|&k| << 1, para
Gauss £ < 0). Para simplificar partiremos del
supuesto de que la informaciéon métrica de la su-
perficie terrestre F (curvatura media, curvaturas
principales del elipsoide) son conocidos por medio
de mediciones intrinsecas independientes, como
también lo son las coordenadas de los puntos B,
H, I del tridngulo y por tanto el drea F'(A) del
tridangulo geodésico ABH I obtenido por proyec-
cién de las visuales luminicas®. El dngulo A sélo

se obtienen a partir de mediciones directas de aquellos
que se obtienen por medio de un célculo tedrico. La
proyeccién de los dngulos sobre los planos tangenciales
estd en cierto modo “incorporada en el procedimiento de
medicién”, tal como se ha descrito anteriormente, y —
contra lo que escribe Breitenberger—— no es necesaria una
reduccién a estaciones de igual altura para determinar los
azimuts, ni una proyeccion de las visuales sobre la esfera.
Agradezco al Prof. Gerhard Heindl, matematico numérico
y especialista en geodesia, sus explicaciones acerca de la
medicién con teodolitos, faciles para él pero sumamente
utiles en el contexto de este trabajo.

6 Mas adelante discutiremos hasta qué punto esta sim-
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se desviara del valor euclidiano 5’0 en una canti-
dad pequena AB, y lo mismo ocurrira para los
deméds angulos, de modo que la desviacion < de la
suma angular sera:

/8 = BO+Aﬁ7
;7 = ’?O+A’7~
r = ZO—FAL,

~

Sott+i = 7,
A+ A+ AL = €.

Por medio de una consideracién de geometria
elemental y un desarrollo en serie, se demuestra
que las deformaciones angulares no-euclidianas
AB, etc., que hemos supuesto se traducen en la
proyeccion ortogonal, en una primera aproxima-
cién, en una variacién de los angulos medidos del
tridngulo geodésico afectada por un factor que es
aproximadamente 1 (véase el apéndice, ecuacion

plificacién se corresponde con la practica de medicién em-
pleada por Gauss.



14 Scholz, Gauss ---. 11

(5)). Por tanto obtenemos la

Consideracion 4a. Una pequena desviacion
de la suma angular en el tridngulo A = ABHI
con respecto al valor euclidiano ™ en la cantidad
£ = /%F(A) se traduce, en una buena primera
aprozimacion, en una desviacion de igual valor
de la suma de los dngulos medidos sobre la esfera

B, 7, t, con respecto al valor esférico esperado:

1
T R?
donde R es el radio terrestre medio y F(A) es el
drea del tridngulo /\.

B+y+e—m7 F(A)+¢, (2)

Y en la direccién inversa se deduce:

Consideracién 4b. Una curvatura espacial
extrinseca supuesta i se corresponde, al medir
“grandes” tridngulos geodésicos /\. con una por-
cion sistemdtica €' del “error de cierre” obtenido
para la suma angular recalculada para el caso
euclidiano. En una primera aproximacion. y para
un drea (). aquélla puede estimarse en:

& =k F(D). (3)
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Como ya se menciono al final del ultimo apar-
tado, el error de cierre en mediciones de triangulos
geodésicos estaba por encima del exceso esférico
hasta digamos 1820. Ya solo por ello hubiera
resultado imposible plantearse siquiera una eva-
luacién empirica de la curvatura del espacio al
modo de (3). A eso hay que anadir que la su-
posicion realizada anteriormente (obtencién de la
informacién métrica terrestre por medio de medi-
ciones intrinsecas, determinacion de las coorde-
nadas de los vértices mediante mediciones inde-
pendientes) no podia considerarse satisfecha por
las mediciones anteriores a Gauss, ya que el tridan-
gulo empleado para la prueba habria pertenecido
a la red geodésica y seria de una magnitud similar
a los triangulos de la red.

La situacién era otra con las mediciones de
Gauss. Los lados del “gran” triangulo ABHI
tenfan longitudes de 69 km (BH), 85 km (HI) v
107 km (BI), superando a los tridngulos usuales
en mediciones geodésicas por un factor de apro-
ximadamente 5 en dichas longitudes, y por un
orden de magnitud en lo relativo a la superfi-
cie; superaba asi también a los triangulos que se
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habian empleado para determinar la forma de la
Tierra (o los que sirvieron a Gauss para la co-
rreccién de datos). Si se considera que en el caso
de los reticulos de triangulos més pequenos no se
comprobaba una influencia de una eventual cur-
vatura del espacio, ni siquiera con los métodos de
medicién mejorados de Gauss, entonces hay bue-
nas razones para considerar los valores métricos
obtenidos por esa via como pertenecientes a la
geometria intrinseca de la superficie terrestre en
el sentido de la teoria de superficies de Gauss. Las
lineas visuales del reticulo, que discurrian por el
espacio ambiente, pertenecen obviamente a por-
ciones tan pequenas del espacio que éstas son re-
presentables en forma euclidiana. En el lenguaje
de las variedades riemannianas, esto significa que
cada uno de los tridangulos luminicos era repre-
sentable con suficiente precision (dentro de los
rangos de precision de las mediciones) en el es-
pacio tangencial a la variedad, como para con-
siderar al triangulo geodésico que cae bajo aquél
como parte de una esfera euclidiana.

Ademas, Gauss habia puesto especial cuidado
en medir el gran triangulo de manera individual
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y con la mayor precision, y sin que la determi-
nacion de sus datos basicos se incluyera en la
compensacién de los reticulos geodésicos de la red
propia que discurria hacia Hamburgo al norte, al
sur en el Electorado de Hessen y se ligaba con
ella, dirigida por su colega Gerling, ni de la situa-
da al oeste en los Paises Bajos, bajo la direccion
del barén von Krayenhoff (Gerardy, 1955). Asi
pues, Gauss habia tenido cuidado en sus métodos
para que el gran tridngulo cayera fuera de las re-
des de referencia y fuera asi “metodolégicamente
extrinseco” a ellas. En la misma medida, tiene
fundamento aplicar lo expuesto en las considera-
ciones 4a 'y 4b al tridngulo gaussiano ABHI (o
respectivamente al tridngulo ABHI).

Con un drea F'(A) ~ 2920 km? 7, y un error de
cierre ¢/ ~ 0,6”, un simple célculo aproximado®
ofrece para la curvatura espacial |k| = 1/r? la
cota

" Dato obtenido por medio de un calculo a partir del
valor ofrecido por Gauss de 14.86" para el exceso angu-
lar esférico y de su valor de R ~ 6370 km para el radio
terrestre.

8 Ya que F/R? =~ 14",y F/r? < 0,6, tenemos r/R >
\/ﬁ/ 0.6 ~ 5.
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r>5R=~3-10"km,
o respectivamente

k| < 107 km 2. (4)

Resultaba pues perfectamente posible dar una
cota superior para la curvatura espacial en fun-
cién de las mediciones geodésicas de Gauss. Esto
se debia no s6lo al aumento de la precisién en
aproximadamente un orden de magnitud, sino
también a que Gauss habia organizado cuidadosa-
mente sus mediciones, de modo que las considera-
ciones de control como la anterior tuvieran una
justificacién metodoldgica. Si el espacio fisico
tenia una curvatura, se sabia ahora que la cota
inferior para el radio de curvatura estaba sin duda
considerablemente méas alld del radio terrestre:
r > HR. Desde el punto de vista astronémico
este valor resulta risible por lo pequeno, pero debe
tenerse en cuenta que hasta 1838 no hubo valores
confiables para mediciones de la paralaje, y por
tanto cualquier intento de emplear las mediciones



Ciencia al Viento 13 (agosto. 2015) 19

astrondmicas para una acotacion cuantitativa de
la curvatura espacial quedaba  literalimente
suspendido en el aire (o mejor, “en el éter”).

Para las consideraciones anteriores hemos em-
pleado métodos tedricos y conceptos que no esta-
ban a disposicion de Gauss. Queda pues discutir
qué aspectos del andlisis “modernizado” (aunque
ya fuera planteable desde 1854) que hemos ex-
puesto podian haber resultado accesibles para el
propio Gauss con sus métodos.

5. ;{Qué es lo que Gauss podia estimar?

Resulta claro que Gauss no conocia en los anos
1820 ninguna variedad tridimensional riemannia-
na en forma precisa y desarrollada (ni siquiera
de curvatura constante), pero es igualmente claro
por su correspondencia que desde al menos 1816
estaba convencido de la posibilidad légica v con-
ceptual de desarrollar en forma consistente una

9

geometria no euclidiana”. Esto nunca ha sido

cuestionado por los historiadores de la ciencia.

9 (Stéckel. 1918). o también (Reichardt. 1976. 25ss).
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Es bien sabido también que, a ese respecto, le in-
teresaba especialmente cémo las relaciones métri-
cas conocidas de la geometria de Euclides, por
ejemplo el teorema de la suma angular, experi-
mentan modificaciones. Una afirmacién como la
antes citada que realizé a Taurinus (“Si la geome-
tria no-euclidiana fuera la verdadera, y si aque-
lla constante estuviera ligada de algin modo a
las cantidades que caen en el dominio de nues-
tras mediciones sobre la Tierra o en el cielo, seria
posible determinarla a posteriori’) puede pues ser
interpretada en el sentido de la consideracion 3,
sin traicionar un apice la perspectiva gaussiana.
Dicho brevemente:

La consideracion 3 estaba clara para Gauss.

De igual manera, Gauss no necesitaba poner
sus ideas en el marco de una teoria desarrollada
de las variedades riemannianas para ver que la
geometria no-euclidiana puede aproximarse a es-
cala pequena por medio de la geometria de
Euclides, en particular —y con tanta mayor pre-
cisién— cuanto mas pequena sea la “constante”
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C' = |k| << 1, va se trate del caso plano o del
espacio.

Por ello resultaba natural, desde su perspec-
tiva, considerar los datos terrestres que habia me-
dido como buenas aproximaciones a las propieda-
des de la geometria intrinseca de la superficie
terrestre: se trataba de emplearlos para consid-
eraciones de control sobre los fundamentos empi-
ricos, vy estaba considerando la geometria del es-
pacio fisico como no-euclidiana, pero con C' gran-
de. Esto no es ninguna contradiccién metodold-
gica, sino un procedimiento legitimo y bien fun-
dado para la ciencia empirica y matemaética.

Como en lo “muy” pequeno la geometria eucli-
diana es valida para el espacio fisico con gran pre-
cision, incluso suponiendo que C' > 0, era y es ob-
vio que la proyeccién de los angulos del triangulo
luminico ABH]I puede ser aproximada de ma-

nera euclidiana!®. Gauss podia sentirse justifi-

10 Los célculos aproximados pueden realizarse, natural-
mente, también sin espacios tangentes a variedades. Basta
con formularlo de otra manera (desde nuestro punto de
vista, de un modo mas prolijo). Al realizar la proyeccién
en los vértices del tridangulo, se trata de la representacion
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ado -cuando menos en un sentido heuristico-

al asumir que. en ese proceso, una pequena des-
viacion en la suma angular del triangulo luminico
se reflejarfa proporcionalmente (y con un factor
de proporcionalidad en torno a 1) sobre las medi-
ciones realizadas con teodolito del triangulo geo-
désico ABHI. Si es que se planted la cuestion
con mas precision, conseguir una estimacion como
la que exponemos en el apéndice le resultaria un
problema de los que se resuelven “tomando el
café”. Considerando juntos el comentario a
Taurinus, el citado por Sartorius y otros simi-
lares, v leyéndolos en el contexto de sus trabajos
de geodesia en los primeros anos 1820, no puede
uno dudar que Gauss se planteo cuestiones de este
tipo. Queda para las lectoras y lectores valorar
si Gauss se ocup6 precisamente del problema que
discutimos aqui, en tanto no aparezcan documen-
tos manuscritos que puedan servir para aclararlo
definitivamente. En cuanto a mi, creo que las

de regiones espaciales del orden de 1 m (en cada una de las
tres dimensiones). Basta con realizar la proveccién sobre
un plano paralelo al plano tangente al geoide a través del
punto en que se mide. donde se encuentra el teodolito.
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fuentes disponibles y la reconstruccion ofrecida de
la perspectiva tedrica que Gauss podia tener su-
ministran una buena demostracion historica por
indicios.

Podemos pues afirmar:

El contenido de las consideraciones 4a y 4b
era accesible para Gauss cuando menocs a
nivel heuristico. A la vista de sus comen-
tarios sobre el significado empirica de las
cuestiones fundamentales de la geometria,
y tomandolos en serio, hay que concluir que
Gauss debe haberse planteado la cuestion
que nos ha ocupado, o alguna similar.

Llegamos asi a la conclusion de que para
Gauss era bastante natural comprobar si, para
los tridngulos més grandes que cabe medir sobre
la Tierra, se aprecia una porcion sistematica del
error de cierre que sugeriria una desviacion de la
curvatura espacial con respecto a 0, perceptible
va a nivel terrestre. Tras las mediciones de 1823,
la respuesta a esta cuestion resulté ser claramente
negativa. Los errores de cierre de algunos tridn-
gulos pequenos de la red de Hannover eran en



24 Scholz, Gauss ---. 11

ocasiones mayores de 1”7, superando pues conside-
rablemente el del “gran tridngulo™: e incluso el
“error medio” de las correcciones direccionales
para toda la red, obtenidas por calculos com-
pensatorios (sin considerar el gran tridangulo), era
de unos 0,48”, segtin le comunicé Gauss a Bessel
en noviembre de 1823, por lo que resultaba ser
poco menor que el del triangulo ABHI.

Pero queda todavia sopesar una pregunta cri-
tica: jpor qué no existe ninguna indicacién de que
Gauss intentara medir directamente los angulos
del triangulo luminico ABHI, sies que realmente
estaba interesado en comprobar en su caso la
magnitud de la curvatura espacial?'? ;No habria
sido esto mas simple que tomar en cuenta todas
esas complicadas reflexiones, acerca de la relacion
entre geometria euclidiana y no-—euclidiana, que
hemos debido discutir aqui y que han irritado
tanto la discusién entre historiadores? Esa ausen-
cia de toda prueba de una medicion directa de los

' (Gauss, Werke, IX, 366). citado también en
(Breitenberger. 1984, 282).

12 De nuevo es una pregunta de Jeremyv Gray que va
directamente al nicleo de esta historia.
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angulos del “gran triangulo” plano, ;no es un in-
dicio de que todo fue de otro modo, y que Gauss
no pretendia obtener nada mas que un mejor
error de cierre, yendo mas alla de sus predecesores
pero precisamente solo en el marco de la geodesia
tradicional?

Esta pregunta se acerca mucho al nucleo de
nuestras reflexiones, pero sigue sin constituir una
nueva objecién (jla dltima?) a la credibilidad
de lo que Sartorius nos cuenta sobre las refle-
xiones y estimaciones de Gauss en relacion a la
medicién de 1823. Debemos hacernos una idea
de qué es lo que Gauss deberia haber puesto en
practica a fin de medir directamente los dangulos
del triangulo plano ABHI. La menor de las
dificultades habria sido lograr que resultase del
agrado del rey Georg IV financiar un tercer retén
de medicién (cosa probablemente nada facil, ya
que no tendria ninguna utilidad geodésica). Las
mediciones con heliotropo no sélo hacen nece-
sario un retén de medicion en el punto princi-
pal (el Hohenhagen al tratarse de la medicion del
angulo /BHI ) sino que requieren otros dos en
los restantes vértices (el Brocken y el Inselsberg
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en este caso), a fin de establecer los heliotropos
necesarios para marcar la direccion de la lineas
visuales. Sin embargo, el principal problema hu-
biera sido otro: se habria requerido un instru-
mento de medicion totalmente nuevo, que per-
mitiera establecer dos ejes Opticos y medirlos de
manera simultdnea o en rapida sucesion, para lue-
go medir con la mayor precisién el angulo entre
ellos sobre un plano inclinado. Resulta imposi-
ble realizar una medicion de este tipo con un
teodolito, incluso con la version mejorada del pro-
pio Gauss'.

13 En este punto tiene una especial importancia la ex-
posiciéon confusa de Breitenberger (1984, 280) acerca de
los pasos supuestamente seguidos por Gauss en sus medi-
ciones y cédlculos (véase la nota 4). Esa exposicién sugiere
que el medir los dngulos del tridngulo luminico seria lo
primero metodolégicamente, y que los angulos proyecta-
dos del tridngulo geodésico se obtendrian por calculo en
un “segundo paso”. Pero en realidad la proyeccién sobre
el plano tangente esta, como si dijéramos, incorporada en
el proceso de medir a través de la disposicion horizontal
del teodolito. Con el teodolito resulta imposible medir
directamente los angulos del triangulo luminico, ya que
estan inclinados con respecto a él. Ademads, no es nece-
sario calcular estos angulos para el empleo de las medi-
ciones en geodesia, ni tampoco para su empleo en relacién
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Por tanto. podemos afirmar: el método indi-
cado en el informe de Sartorius. de emplear el
propio error de cierre como criterio para el rango
de la curvatura espacial, sigue siendo notable-
mente mas simple en el marco de los instrumentos
de medicion disponibles y aplicable mediante una
ligera mejora de los métodos usuales de medicion
geodésica (eleccién de un “gran” tridngulo y se-
paracion del resto de la red, medicién de trian-
gulos independientes con la mayor precisién al-
canzable). Vale la pena enfatizar una vez mas
que en ese proceso no era necesario recalcular
los dngulos del tridngulo luminico ABHI™, sino

a la validez de la geometria de Euclides, siempre que se
emplee el criterio de cierre tal como quedo explicado an-
teriormente.

14 De haber querido hacerlo sobre la base de mediciones
con teodolito, se habria necesitado una precision mucho
mayor de la que cabia obtener para determinar el angulo
de inclinacion tan pequeno del triangulo relativo al plano
tangente al campo gravitatorio terrestre. Los angulos de
elevacién son medibles “hoy” (2003) con buenos instru-
mentos hasta 0,1”; pero serfan inittiles para la determi-
nacién del dngulo de inclinacién del tridngulo ABHI,
porque la refraccion atmosférica es muy dificil de contro-
lar en recorridos tan largos. Por eso el error sistematico
haria que el resultado para angulos de elevacién pequenos
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que sélo debia tenerse en cuenta la desviacion de
la suma angular. En cambio resultaba ser una
cuestion de gusto, o respondia en todo caso a
consideraciones intuitivas o de comparacién di-
recta, la decision de indicar el error de cierre con
respecto al valor esperado de la suma angu-
lar esférica (180°0'14,85---") 0 a la suma angular
plana eliminando el exceso esférico (“dos angulos
rectos”).

El resultado de estas consideraciones retros-
pectivas arroja pues una nueva confirmacion de
que el criterio indicado por Sartorius constituye
un método de comprobacién sumamente significa-
tivo.

Todo esto, por supuesto, sélo es valido si uno
esta dispuesto a considerar la pregunta de Gauss
por el posible orden de magnitud de la curvatura
espacial en relacion “a las cantidades que caen
en el dominio de nuestras mediciones sobre la
Tierra”, como un problema con sentido.

fuera simplemente inutilizable (debo estas informaciones
al Prof. Heindl).
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6. Resumen y conclusién

Gauss solo habria tenido motivos para seguir
investigando la cuestién de una eventual prueba
terrestre de la curvatura del espacio fisico, des-
pués de 1823, si para el gran triangulo hubiera
aparecido un error de cierre negativo suficiente-
mente grande. De hecho, la correccion para cada
uno de los angulos calculada a partir del error
de cierre (negativo) era de 0,2" y, por tanto, caia
por debajo del “error medio (cuadrético)” de la
correccion por compensacién de las direcciones
(desviacién esténdar empirica o = 0,48”) que
Gauss habia tenido que aplicar al compensar su
red geodésical®. Desde el punto de vista del siglo
XX, esto es, de la teoria de la relatividad general,

15 ; Podria ser que Gauss hubiera establecido esta com-
paracion en sus discusiones orales con Sartorius von
Waltershausen? Quizd seria temerario afirmarlo, pero
desde luego no se puede descartar. Ya en su corresponden-
cia con Olbers, carta del 2 de noviembre de 1823, Gauss
indicaba el valor de 0,48” como “error medio de todas
las direcciones, entendido al modo de mi Theoria com-
binationis”, con respecto a la compensacion de todos los
tridngulos principales de las mediciones de 1821 a 1823
(Gauss—Olbers II, 260).
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Dibujo de Gauss realizado por su alumno Listing,
al parecer en 1832.
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este resultado negativo 1o es ninguna sorpresa.
Estimando los efectos del campo gravitatorio de
la Tierra para la geometria luminica de un trian-
gulo del orden de magnitud del triangulo ABHI,
para una métrica de Schwarzschild, nos vemos lle-
vados a una suma angular de 7+3-107'* (Richter,
2000)'¢. Resulta pues una correccién relativista
(positiva) de los angulos del orden de 107", o sea,
todavia cuatro 6rdenes de magnitud por debajo
del efecto de no esfericidad calculado por Gauss
en las Disquisitiones circa superficies curvas, apli-
cando el teorema de Legendre generalizado.

Nada de esto era previsible a priori en los
comienzos del siglo XIX. Si hubiera resultado de
otra manera, si Gauss hubiera encontrado una
desviacion significativa de la suma angular, na-
turalmente habria hecho falta mucho mas que una
sola estimacién para un unico gran triangulo. La
aparicién de un efecto tal, que Gauss no pudo ex-
cluir a priori hasta 1823 1824, habria sido sélo
el preludio de un nuevo proyecto mas amplio de
medicion de la curvatura espacial. Quedaria por

16 Agradezco a Breitenberger el haberme indicado esta
referencia.
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discutir las mejoras en la medicion de datos te-
rrestres, en la eleccién de puestos de observacion
adecuados para “grandes” triangulos y en la de-
terminacion de sus coordenadas, en la exclusion
de efectos atmosféricos, en los métodos de medi-
cién aplicados a los angulos, etc., que se hubieran
necesitado en el marco de ese proyecto ficticio de
“medicién terrestre de la curvatura espacial”l’.
Pero es un falso argumento decir que todo esto
hubiera resultado metodolégicamente imposible;
y tampoco ayuda mucho que individuos de gene-
raciones posteriores, mas sabios, agiten la cabeza
diciendo que alguien de la estatura de Gauss no
podia bajo ningun concepto buscar a escala te-
rrestre —y no a escala astronomica— posibles
efectos de la curvatura; esto pasa por alto la situa-
cion histérica de los anos 1820, cuando no existia
una informacion de la paralaje digna de crédito,
y no podia saberse cuando estarian disponibles.

Las mediciones (terrestres) del propio Gauss

17 A esto hay que anadir, claro, que bajo el supuesto
ficticio de que el efecto de la curvatura espacial fuera ob-
servable. la desviacién de las sumas angulares hubiera sido
positiva.



Ciencia al Viento 13 (agosto, 2015) 33

fueron, entre 1823 y 1838, la informacion mas
confiable para la determinacion empirica de una
cota superior, o una inferior, al valor de la cur-
vatura espacial

C>5R~10"km.

Como hemos mostrado, basta un simple cal-
culo de tres lineas, facil desde el punto de vista de
los métodos de Gauss, para poner la estimacion
gaussiana de dicha cota trasmitida por Sartorius
en la forma de la ecuacién (4).

También resulta facil comprender por qué las
afirmaciones de Gauss acerca del orden de magni-
tud de la constante de la geometria no-euclidiana
(v, por tanto, de la curvatura espacial) variaron
durante el analisis de los datos de la campana
de medicién de Hannover, y cambiaron definiti-
vamente a partir de mediados de los anos 1820.
En un principio Gauss tenia la expectativa de que
la no-euclidianidad deberia percibirse, al menos,
al nivel astronémico. Asi se expreso en una carta
a Gertling del 16 de marzo de 1819, dis-
cutiendo criticamente unos pasajes del abo-
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t!®. Schweikart hipotéticamente

asumio que el radio de la curvatura C' (expresan-
donos en terminologia moderna) de la geometria
no—cuclidiana era idéntico al semi-radio de la
Tierra, C' = R/2. Gauss protesté y comentd a
Gerling:

gado Schweikar

“... pues aunque soy muy capaz de pensar
que la geometria de Euclides no es correcta,
de acuerdo con nuestras observaciones as-
tronémicas la constante citada deberia ser
muchisimo més grande [unermesslichviel
grosser| que el radio terrestre”. (Gauss,
Werke VIII, 182)

La campana de mediciones del grado en el
reino de Hannover ofrecia a Gauss la ocasion de
comprobar empiricamente esta expectativa. Asi
no parece una casualidad que, exactamente du-
rante el trabajo de evaluacion de datos de esta

18 Agradezco a R. Torretti y J. Ferreirés por llamarme la
atencién sobre esta carta y sobre la necesidad de precisar
en este punto de mi discusién con respecto a la versién
original de este articulo en la Schneider Festschrift.



Ciencia al Viento 13 (agosto, 2015) 35

campana. Gauss admitiese la posibilidad hipoteé-
tica de una comprobacion empirica de la geome-
tria mediante mediciones terrestres en la carta a
Taurinus que tantas veces hemos citado. Esta
carta es de noviembre de 1824, un ano después
de la medicién del triangulo ABH I, pero todavia
durante los trabajos de calculo®.

Una vez concluidas las estimaciones, Gauss
sabia mds. Ahora su estimacion general, ya ex-
presada en la carta citada a Gerling de 1819, es-
taba fundada empiricamente y con una cota infe-
rior a dicha constante. En el verano de 1831 es-
cribfa en una exposicion —muy detallada para lo
habitual en él- - de sus opiniones sobre la geome-
tria no—euclidiana a H. C. Schumacher, en rela-
cién a aquella “constante” (ahora llamada &):

% [es] una constante --- de la que sabemos
por la experiencia que debe ser inmensa-

19 Las mediciones de la red todavia estaban en curso
durante todo el ano 1824, las estimaciones fundamentales
se obtuvieron ya en enero de 1825 (Gauss a Schumacher,
7 de enero de 1825), los cédlculos compensatorios fueron
culminados en mayo de 1825 (carta a Olbers. 14 de mayo
de 1826): véase (Gerardy. 1955, 100-103).
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mente grande frente a todo lo que podemos
medir. En la geometria de Euclides se hace
infinita. (Gauss, Werke VIII, 215; citado
segun Reichardt, 1976, 35)

A la luz de la evidencia que hemos reunido
aqui, se trata, bajo las diferentes formulaciones
en que Gauss considera la posibilidad de com-
probar empiricamente la “constante”, no de una
indecision suya, como a veces se ha afirmado, sino
de diferencias bien formuladas que revelan un de-
sarrollo en el tiempo de aquello que Gauss podia
considerar conocido con seguridad.

Es obvio que esto vale también para el giro
hacia mediciones astrondémicas para determinar
la curvatura. A fines de los afos 1820 estaba
claro para él que la constante |k| se hallaba por
debajo de lo estimable por medio de mediciones
“sobre la Tierra” (léase mediciones geodésicas).
Era natural que dirigiera su mirada con mas in-

tensidad hacia las posibilidades de comprobacién
astronémica. Lo problematico era que, al ob-
servar directamente la aberracién de la luz, se
produce (por influencia del movimiento terrestre
sobre el vector direccién del rayo incidente) un
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cambio de posicién aparente mas grande (en el
orden de magnitud de 1”) que el propio efecto de
la paralaje trigonométrico (cuyo orden de mag-
nitud es menor o igual a 0,1”). A pesar de este
problema, resaltado ya por J. Bradley en 1729, a
comienzos del siglo XIX hubo varios anuncios de
“mediciones de la paralaje” en el orden de 1”, que
fueron considerados discutibles, con razon, por los
astronomos. Para Gauss eran todos indiscutible-
mente incorrectos. La situacién se modificé sélo
en el ano 1838, con el éxito de F. W. Bessel al
determinar la paralaje de 61 Cygni en relacion a
otras dos estrellas cercanas (0,314”+0,02). Pron-
to siguieron otras mediciones de la paralaje (esta-
bles) segiin el mismo método, de W. Struve y T.
Henderson, entre otras estrellas para a Centauri
(unos 0,6”)%.

Lobachevskii habia estimado ya la curvatura
espacial en 1830, con un argumento idealizado
pero bien fundado tedéricamente. Sin embargo, al
hacerlo se basé en una de esas “observaciones de
la paralaje” problematicas (de 1,24” para Sirio)?!.

20 Véase (North, 1997, 254, 279).
21 (Lobatchevskii, 1829-1830/1898. 22ss): véase
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Sabemos que Gauss comenzd a estudiar los
trabajos de Lobachevskii hacia 1841, tras haber
empezado a estudiar ruso en 1838. Es pues muy
posible, e incluso habria que asumirlo dado su
interés en el asunto, que haya conocido las co-
rrespondientes reflexiones de Lobachevskii en los
anos 1840. Dadas las nuevas condiciones empiri-
cas en la medicion de las paralajes, desde 1838 se
daban todas las circunstancias para tratar el pro-
blema de la curvatura del espacio de una mane-
ra nueva y precisa mediante mediciones astroné-
micas. De nuevo existe un testigo, esta vez B.
Listing, que nos ha dado informes de cémo Gauss
hablo de esta cuestion durante los anos 1840 en su
seminario??. En estos afos, mencionar una posi-
ble determinacién de la curvatura por medio de
mediciones terrestres ya no tenfa ningun sentido.

Probablemente Bernhard Riemann supo de
este nuevo planteamiento del problema de esti-

(Daniels, 1975).

22 Listing s6lo informé del asunto oralmente a sus es-
tudiantes, contandoles sus recuerdos en los anos 1870
(Hoppe. 1925). Hay que agradecer a Breitenberger que
haya vuelto a recordar esta informacion (Breitenberger.
1984, 289).
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mar la curvatura mediante mediciones de la para-
laje, bien directamente de su esquivo maestro,
bien indirectamente a través de personas de su
circulo. Lo cierto es que en su leccion de habili-
tacion (1854) ofrecié un argumento breve pero
muy preciso con respecto a la estimacion de la
curvatura segun mediciones astronomicas. Esto
es lo que escribid:

Supuesto que los cuerpos existen indepen-
dientemente de la posicién, la medida de
la curvatura es en todas partes constante, y
entonces se sigue de las mediciones astroné-
micas que no puede ser diferente de cero;
en todo caso, su valor reciproco deberia ser
un area frente a la cual la regién accesible
a nuestros telescopios tendria que resultar
despreciable. (Riemann, 2000, 15-16)

Haciendo una reconstruccién  natural®,

Riemann aplicé a observaciones astrondmicas la
misma idea que Gauss habia empleado en la es-
timacién a partir de mediciones terrestres, soélo

23 Una publicacién mia sobre este tema estd en pre-
paracion.
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que con mejores fundamentos tedricos gracias a su
geometria de las variedades (riemannianas). Ob-
tuvo asi una cota que indicé solo de forma ver-
bal, pero bien precisa. K. Schwarzschild volvio
a obtener esta estimacion de manera indepen-
diente y con un argumento algo diferente, pero
con idéntico resultado para el caso hiperbdlico:
r > 4A - 10° radios de la drbita terrestre
(siendo r el “radio” de la curvatura espacial)
(Schwarzschild, 1900, 345). Los calculos a par-
tir de las paralajes astronémicas arrojaban pues
estimaciones del radio de curvatura que supera-
ban la cota de Gauss en 10 6rdenes de magnitud
(jdisminuyendo la “constante” gaussiana C' = |k
en 20 6rdenes de magnitud!). Vistos desde esta
perspectiva, es natural que los resultados de las
mediciones de Gauss en los anos 1820 parecieran
totalmente obsoletos. Pero es obvio que esto no
podia saberse de antemano.

Se abria ahora un nuevo capitulo en la his-
toria de la determinaciéon empirica de la estruc-
tura métrica del espacio, en una situacién aun
totalmente prerelativista. Sin embargo, segun la
opinién de M. Schemmel. las consideraciones de
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Schwarzschild sobre la geometria no euclidiana
en la astronomia (Schwarzschild, 1900) fueron un
preparativo para su rapida admisiéon de la teoria
de la relatividad —excepcional entre los astré-
nomos— y su colaboracién en el asunto dieciséis
anos mas tarde (Schwarzschild, 1916a, 1916b).
Asi pues, parece haber conexiones histoéricas indi-
rectas entre las reflexiones sobre la determinacion
empirica de la estructura espacial en el siglo XIX
y las de la teoria de la relatividad general, si bien
por vias muy distintas de las que A. Miller creyo
en su dia que debia suponer.

Apéndice. Sobre la fundamentacién
de la consideracion 4

Si designamos con v el angulo de inclinacion
del plano del triangulo ABHI en el punto B con
respecto a la normal al geoide, el dangulo 3 en el
triangulo inclinado y el angulo /3 proyectado sobre
el plano tangente estan en la relacion

. (@) tan(3/2)

2) " sinv

sin v
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Empleando las abreviaturas

C = . 20=Po,

h = ApB, z=z2+h=p,
obtenemos

B(z) = 2 arctan <c tan <%>> :

Un desarrollo en serie en torno a zp nos da,
para [y = 2arctan(c tan zo/2):

c (1 + tan? (%))
1 + 2 tan? (529)

B(z) = Bo + h+o(h). (5)

En el “gran” triangulo de Gauss, v difiere en
menos de 0,5° de un dngulo recto; ¢ es diferente
de 1 sélo en el orden de magnitud de 107°. El
coeficiente del término lineal en el desarrollo en
serie es, por tanto, con muy buena aproximacion
c=1.
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