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Resumen

En este trabajo se estudian las conexiones entre las FD-relaciones, las funciones submodula-
res y los espacios topolégicos finitos. Los resultados obtenidos estédn basados en [7] y [18]. Se
interpretan las propiedades de los operadores de clausura de un espacio topolégico en térmi-
nos de las FD-relaciones y las funciones submodulares, como también algunos conceptos y
propiedades tales como: puntos de acumulacién, punto exterior, conjunto cerrado, conjunto
denso y axiomas de separacion. Por ultimo, se muestran algunos algoritmos que calculan los
valores de las funciones submodulares relacionadas con topologias.

Abstract

In this paper we study the connections among FD-relations, submodular functions and finite
topological spaces. The results that we show are based in [7] and [18]. We interpret the
properties of closure operators of finite topological spaces, in terms of FD-relations and
submodular functions, we also characterize concepts and properties such that: accumulation
points, exterior point, closed set, dense set and separation axioms. Finally, we show some
algorithms that determine the values of the submodular functions related with topologies.
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Introduccion

Las estructuras de dependencia funcional comunmente conocidas como FD-relaciones, son
estructuras matematicas propias de la Teoria de las bases de datos, introducidas por Arms-
trong en [1], aunque se han utilizado para comprender otra clase de dependencias entre
objetos, tales como: reticulos distributivos, conjunto de atributos de una relacién, variables
aleatorias, redes, matroides y topologias entre otros [Ver [7]].

La definicién de FD-relacién que se utiliza en este trabajo es la que presenta Matus en [7].
Alli el autor, da la defincion de FD-relacion por medio de un sistema de axiomas desde un
punto de vista conjuntista de la siguiente manera: Sea E un conjunto finito, una FD-relacién
N es un subconjunto de 2% x 2¥ que satisface:

(FD1) I C J C E, entonces (J,I) € N,
(FD2) (1,J),(J,K) € N, entonces (I, K) € N,

(FD3) (1,J),(I,K) € N, entonces (I,JUK) € N.

Un operador ¢ : 2F — 2 es de clausura si satisface las siguientes propiedades:
(CL1) I C ¢(I) Proyeccion,
(CL2) I C J, entonces ¢(I) C ¢(J) Monotonia,

(CL3) ¢(I) = ¢(c(I)) Idempotencia.

Si el operador de clausura satisface ademas las propiedades:
(CT4) c(¢) =,

(CT5) (U L) = Up=y eUi)-
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Entonces, ¢ define un espacio topoldgico.

Uno de los resultados més interesantes que se presentan en [7] y [18] es la relacién biunivoca
entre las FD-relaciones y los operadores de clausura. Este resultado es el punto de partida
para la realizaciéon de este trabajo, el cual tiene como objetivo principal establecer las bases
de las conexiones o puentes entre las FD-relaciones, las funciones submodulares y los espacios
topoldgicos finitos.

Un subconjunto destacable de las funciones submodulares son los polimatroides, los cuales
surgen como una generalizacién de la funcién rango de los matroides. Estos tienen aplica-
ciones en la Teoria de Grafos, Teoria de Juegos y algunos problemas de optimizacién lineal
los cuales se resuelven mediante algoritmos tipo Greedy [Ver [6]]. Ademads, los polimatroides
permiten definir las desigualdades basicas de la Teoria de la Informacion conocidas como De-
sigualdades Shannon [Ver [16]]. En este trabajo, se presentan polimatroides los cuales estan
relacionados con la coleccién de conjuntos cerrados, conjuntos abiertos y los operadores de
clausura de espacios topoldgicos finitos.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: en el capitulo 1, se presenta una
introduccion a las definiciones y resultados bésicos de los principales temas que se abordan
en el trabajo: FD-Relaciones, Operadores de Clausura y Funciones Submodulares.

En el capitulo 2, se muestra la relacion biunivoca entre los operadores de clausura y las
FD-relaciones. Ademads, se definen FD-relaciones y operadores de clausura a partir de las
funciones submodulares.

En el capitulo 3, se interpretan las propiedades (CT4) y (CT5) de los operadores de clausura
de espacios topoldgicos finitos en las FD-relaciones y las funciones submodulares. De igual
manera conceptos y propiedades de los espacios topoldgicos finitos tales como: conjunto ce-
rrado, conjunto denso, puntos de acumulacion, punto exterior y axiomas de separacion.

En el capitulo 4, se caracterizan las topologias para las cuales el operador de clausura define
un matroide (topologias matroidales) y se dan caracterizaciones de matroides para los cuales
su operador de clausura define un espacio topoldgico (matroides topoldgicos).

Los aportes del presente trabajo son los siguientes:

= Se caracteriza la FD-relacién mas pequena por contenencia, en términos de la cantidad
de elementos del conjunto soporte.

= Se demuestra que las funciones submodulares no decrecientes determinan un cono
CONvexo.



Se demuestra que para cada FD-relacién N, existe una funcién submodular f a valor
entero tal que N' = N.

Se caracterizan los espacios topoldgicos finitos y los conceptos: conjunto cerrado, punto
de acumulacion, punto exterior, conjunto denso y axiomas de separacion Ty, T, regular
y normal mediante las FD-relaciones y las funciones submodulares.

Se construyen las funciones submodulares f; y f, las cuales se encuentran relacionadas
con los conjuntos abiertos y el operador de clausura de una topologia, respectivamente.

Se interpretan las funciones f(X|Y) e I(X AY) para los polimatroides fz, f, v f.

Se describen los operadores de clausura de topologias que definen matroides.






CAPITULO 1

Definiciones, notacion, teoremas basicos y preliminares

En este capitulo se presenta una introduccion a los principales temas que son soporte de este
trabajo: F'D-Relaciones, Operadores de Clausura y Funciones Submodulares. En cuanto a las
FD-relaciones o relaciones de dependencia funcional, se siguen los lineamientos de [7] y [18].
Para los operadores de clausura, se estudian los espacios topoldgicos y los matroides. Para
el estudio de las funciones submodulares se siguen los lineamientos de [6] y [16].

1.1. FD-relaciones

Las Estructuras de Dependencia Funcional o FD-relaciones, son estructuras matematicas
que aparecen principalmente en las relaciones de la Teoria de las bases de datos, aunque se
han utilizado para comprender otra clase de dependencia entre objetos tales como: reticulos
distributivos, conjunto de atributos de una relacion, variables aleatorias, redes, matroides y
topologias entre otros [Ver [7]].

Los axiomas que definen las estructuras de dependencia funcional, fueron introducidos por
William Ward Armstrong en [1], de la siguiente manera: Sea R(A, DEP), un esquema de
relacion, donde A es el conjunto de atributos de la relacién y DEP es el conjunto de depen-
dencias entre los atributos. Sean X y Y atributos de U, una FD-relacién definida sobre U
satisface los axiomas:

Reflexividad. X — X
Proyectividad. Si X — Y y Z CY, entonces X — Z.

Aumentatividad. Si X — Y y X C Z, entonces Z — Y.
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Aditividad. Si X - Y y Z — V. entonces XUZ - Y UV.

Transitividad. Si X — Y yY — Z, entonces X — Z.

Frantisek Matus en [7], presenta una coleccién de axiomas equivalentes a los de Armstrong
desde un punto de vista conjuntista, y son los que se utilizan en este trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea E un conjunto finito. Diremos que N° C 2F x 2% es una FD-relacién
sobre E, si satisface:

(FD1) I C J C E, entonces (J,I1) € N,
(FD2) (1,J),(J,K) € N, entonces (I,K) € N,
(FD3) (I,J),(I,K) € N, entonces (I,JUK) € N.

El conjunto E se denomina el conjunto soporte de la FD-relacion. Si el conjunto E es infinito
la condicion (FD3), se escribe como:

(FD3%*) (I,Jy\) € N, para todo X\ € A implica (I,UxepJy) € N. [Ver [18]].

Ejemplo 1.1.1. Sea E un conjunto finito. La FD-relacion mds pequena, corresponde a la
coleccion de aquellas parejas en 28 x 2F cuya sequnda componente, es un subconjunto de la
primera componente. Esta FD-relacion se notard por Ng. Observe que la FD-relacién Ny,
es la generada por (FD1) y por consiguiente cualquier otra FD-relacion definida sobre E,
deberd contener a Ng.

Sea E = {a,b}. La FD-relacion mds pequena que se puede definir sobre E se muestra a
continuacion,

Ne ={(¢,9), ({a}, 9), {b}, ¢), {a, b}, 6), ({a}, {a}),({b}, {b}), ({a, b}, {a}),
({a, b}, {b}), ({a, b}, {a, b})}.

Proposicién 1.1.1. El nimero de elementos en N es 3F1.

Demostracion. Tal como se ilustré en el Ejemplo 1.1.1, la FD-relacién N, consiste de todas
las parejas cuya segunda componente es un subconjunto de la primera componente. Entonces,
si I C F, hay

1|

Z 1] — 9l

k

k=0
elementos en N cuya primera componente es I. Para calcular el nimero total de elementos
en Ng se tiene en cuenta cada subconjunto de F obteniendo

|E|

el =3 (1) =3 (1)

k=0
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Una pregunta abierta, consiste en determinar el nimero de FD-relaciones no isomorfas que es
posible definir sobre un conjunto finito. La Tabla 1-1!, muestra este ntimero para conjuntos
con n elementos, 0 < n < 4.

n | Numero total | FD no isomorfas
0 1 1

1 2 2

2 7 5

3 61 19

4 2480 184

Tabla 1-1: Nimero de FD-relaciones para 0 < n < 4.

@

Figura 1-1: Representacién grafica de la FD-relacién del Ejemplo 1.1.1. Por simplicidad,
los elementos (I,1) no se representan graficamente. Ademds, los conjuntos
{e1,€ea,...,€e,} se notan por ejey. .. e,.

Las FD-relaciones con soporte finito, se representan graficamente por medio de un grafo
dirigido, la pareja (I, J) en la FD-relacién se representa mediante una flecha que parte desde
el punto [ y llega al punto J. [Ver Figura 1.1]

1.2. Operadores de clausura

Uno de los objetos mas conocidos en matemaéticas son los operadores de clausura. Estos,
permiten definir ciertas estructuras matematicas, entre las cuales se encuentran los espacios
topoldgicos y los matroides, que se estudiaran en esta seccion.

!Tabla obtenida de [7]
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Definicién 1.2.1. Sea E un conjunto. Diremos que el operador c : 2F — 2F es de clausura,
si dados I,J C E:

(CL1) I C ¢(I) Proyeccion,
(CL2) I C J, entonces c¢(I) C ¢(J) Monotonia,

(CL3) ¢(I) = c(c(I)) Idempotencia.

Ejemplo 1.2.1. Sea E = {a,b}. Los siguientes son los operadores de clausura no isomorfos
que se pueden definir sobre E:

e 2F 5 9F ¢y 2F 5 9F
e 6 0
{a} — {a} {a} — {a,b}
{b} — {b} {b} > {a,b}
{a7 b} = {@7 b} {CL7 b} — {CL, b}

ey 28 — oF ey 2F 5 oF
@ ta. b} ¢+ {a}
{a} — {a,b} {a} — {a}
{0} = {a,b} {b} > {a,b}
{av b} = {CL, b} {a, b} — {CL, b}

Cs - 2F 5 oF
¢ — {a}
{a} = {a, b}
{0} = {a, b}
{a,b} — {a,b}

Se invita al lector a comparar el numero de FD-relaciones y el numero de operadores de
clausura que es posible definir sobre un conjunto finito.
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1.2.1. Espacios topoldgicos

En esta seccion, se introducen conceptos basicos de topologia tales como: conjuntos abier-
tos, conjuntos cerrados, operador de adherencia, punto adherente, punto de acumulacion
y axiomas de separacion, con el fin de definirlos posteriormente en términos de funciones
submodulares y FD-relaciones.

Definicién 1.2.2. Una topologia 7 sobre un conjunto E, es un subconjunto de 2F que
satisface:

(ET1) si {Ox}ren C 7, entonces |J,cp Or € 7,
(ET2) si {Ox}1-, C 7, entonces N}_,0; € T.
(ET3) E, ¢ €.

Los elementos de T se denominan conjuntos abiertos, los complementos de los conjuntos
abiertos se denominan conjuntos cerrados. La pareja (E,T) se denomina espacio topoldgico.

Informalmente, puede decirse que una topologia 7, es cualquier coleccién de subconjuntos
de E cerrada para uniones arbitrarias e intersecciones finitas.

Ejemplo 1.2.2. Dado un conjunto E,

1. la coleccion P(E) de todos los subconjuntos de E es una topologia sobre E que recibe el
nombre de topologia discreta. La pareja (E,P(E)) recibe el nombre de espacio topoldgico
discreto. La topologia discreta es la topologia con la mayor cantidad de abiertos.

2. La coleccion {¢, E} es una topologia sobre E que recibe el nombre de topologia grosera.
La pareja (E,{¢, E}) recibe el nombre de espacio topoldgico grosero. La topologia grosera
es la topologia con la menor cantidad de abiertos.

Es posible definir la nocién de topologia a partir de la coleccién de conjuntos cerrados. Dado
un conjunto E y una familia C de subconjuntos de E cerrada para intersecciones arbitrarias
y uniones finitas, se define la topologia 7 como la coleccién de todos los A€, (complemento
del conjunto A), con A € C.

Proposicion 1.2.1. 7 es una topologia sobre E, si y solo si, el conjunto

C={A:A=0° para algin O € T} (1-2)
satisface:
1. o, E €C,

2. si {Ax}ren € C, entonces [\,cp A €C, ¥y
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3. si {A\}, C C, entonces U A; € C.

Demostracion. Ver [9] y [13]. O
Definicién 1.2.3. Sea (E,7T) un espacio topoldgico.

1. Sea V C FE, se dirda que V es una vecindad de © € FE, si exriste U € 1 tal que
x € U C V. Se notard por V,, a una vecindad del punto x y por V(z) al conjunto de
todas las vecindades de x.

2. Para cada I C FE, se define la adherencia de I, como
I= ﬂ{F : Fes cerrado, I C F'}, (1-3)

es decir, I es el cerrado mds pequeno que contiene a I.

Proposicién 1.2.2. Sea 7 una topologia sobre E. El operador ¢, : 28 — 2F tal que c.(I) =T
es un operador de clausura.

Demostracion. Sean I,J C E. Por definicién de ¢,, I C 1. Si I C J, se tiene que [ y
como I es el cerrado més pequeiio que contiene a I, entonces I C J,y I = 1. O

N
<l

La definicion actual de espacio topoldgico mediante el operador de clausura, fue introducida
por Kazimierz Kuratowski, en su tesis Doctoral 1921, alli Kuratowski da los axiomas y realiza
una discusién de la clausura en conjuntos arbitrarios de manera brillante. [Ver [15].]

Proposicién 1.2.3. Sea E un conjunto, y c : 28 — 2F un operador de clausura. Entonces, c
es el operador de clausura de una unica topologia sobre E, si y sélo si, satisface las siguientes
condiciones:

(CT4) c(¢) =9,

(CT5) c(Ukzr k) = Ugy ei)-

Los conjuntos cerrados son aquellos conjuntos para los cuales ¢(A) = A.

Demostracion. Ver [9] y [13]. O

Ejemplo 1.2.3. Los operadores de clausura ¢ y co del Ejemplo 1.2.1, definen los espacios
topolégicos discreto y grosero, respectivamente.

Definicién 1.2.4. Si (E,7) es un espacio topolégico, una base para T es una subfamilia
B C 7, tal que para cualquier conjunto U abierto y cualquier punto x € U, existe B € B tal
que x € B CU. Es decir, cada conjunto abierto es una union de elementos en B.
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Teorema 1.2.1. Sea E un conjunto. B C P(E) es una base de una topologia para E, si y
solo si, se cumple

1. E=\J{B:BeB).

2. Para cualquier par de conjuntos U yV en Byx e UNV, existe BE€ B conx € B C
UNV. Esto es, UNV es union de elementos de B para todo par de conjuntos U y V
en B.

Demostracion. Ver [9] y [13]. O

La “posicion”de un punto respecto a un conjunto, es de gran importancia, pues permite
caracterizar y determinar completamente los espacios topologicos.

Definicién 1.2.5. Sean (E,T) un espacio topolégico, AC E y b€ E. Se dird que:

1. b es un punto adherente o adherido a A, si b no puede ser separado del conjunto A por
ninguna de sus vecindades. Es decir, para toda V, se tiene V, N A # ¢.

2. b es un punto de acumulacion de A, o, b es un punto limite del conjunto A, si para
cualquier Vy, se tiene (V,—{b})NA # ¢. Es decir, cada vecindad del punto b contiene puntos
de A diferentes de b, de donde b € c¢(A — {b}). El conjunto de puntos de acumulacion de
A se denota por A°.

3. b estd en el interior de A, si existe un conjunto abierto U tal que b € U C A. El conjunto
de puntos interiores de A se denotard por A.

4. b es exterior a A, si existe una vecindad Vj tal que V, C A°. El conjunto de puntos
exteriores a A se denotard por Ext(A).

5. b es un punto frontera de A, si para toda Vj, se tiene V, A # ¢ y VN A® # ¢. El conjunto
de puntos frontera de A se denotard por Fr(A).

Proposicién 1.2.4. Sean (E,T) un espacio topoldgico y A C E, A es el mayor abierto
contenido en A.

Corolario 1.2.1. Sea (E,T) un espacio topoldgico, A C E es un conjunto abierto, si y solo
si, A= A.

Definicién 1.2.6. Sean (E,T) un espacio topolégico y A C E, el conjunto A se dice denso
st para cualquier V,, de cualquier x € E se tiene V, N A # ¢.

En espacios topoldgicos es interesante determinar, cuando puntos y/o conjuntos cerrados
pueden ser separados, por medio de conjuntos abiertos. Este tipo de separaciones se estudian
bajo la denominacion de aziomas de separacion, Ty, k = 0,1,2,3,4, Normales o Regulares.
En el caso finito, los axiomas de separacion se reducen a las caracterizaciones de los espacios
Ty, T1, Normales y Regulares, ya que 77 = T;, = 1T5 = Tj.
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Definicién 1.2.7. 1. Un espacio topoldgico (E,T), es Ty o de Kolmogoroff, si y sdlo s,
dados x,z € E con x # z existe un conjunto U abierto que contiene a x y no contiene a
z, o, existe un conjunto V abierto que contiene a z, y no contiene a x.

2. Un espacio topolégico (E,T) es Ty o accesible, si y sdlo si, dados x,z € E con x # z

existen conguntos U y V' abiertos que contienen a x y z, respectivamente, ademds z ¢ U,
re¢V.

3. Un espacio topoldgico (E,T), es Ty o de Hausdorff, si y sdlo si, dados x,z € E con
x # z existen conjuntos U y V' abiertos que contienen a x, y z respectivamente, y ademds

Unv = ¢.

4. Un espacio topolégico (E,T) es regular, si y solo si, para cualquier x € E y cualquier
F C FE cerrado con x ¢ F, existen un par de conjuntos U y V' abiertos y disyuntos que
contienen a x y a F, respectivamente.

5. Un espacio topoldgico (E,T) se dice normal, si y sélo si, para cada par de conjuntos F
y G cerrados y disyuntos, existen un par de conjuntos U y V' abiertos y disyuntos, que
contienen a F y a G, respectivamente.

6. Un espacio topoldgico (E,T) que es reqular y ademds Ty, se denomina espacio Ts.

7. Un espacio topoldgico (E,T) que es normal y ademds Ty, se dice Tj.

1.2.2. Matroides

Los Matroides fueron introducidos inicialmente por Whitney en 1935, para intentar captu-
rar abstractamente la idea de dependencia e independencia lineal, de élgebra lineal. [Ver
[11]]. Aunque los matroides han sido trabajados cldsicamente en el caso finito, en 1966 Rado
pidié la elaboracién de una teoria para matroides infinitos. El desafio de Rado caus6 que va-
rios autores a finales de la década del 60 sugirieran numerosas definiciones para éstos. [Ver[3]].

Por conveniencia, en esta seccién E denotard un conjunto finito, y el conjunto unitario {a}
serd notado simplemente por a.

Definicién 1.2.8. Un matroide M es una pareja (E,Z), donde T es una coleccion de sub-
conjuntos de E, que satisface las siguientes condiciones:

(1) p .
(12) SiI€Z yI' CI, entonces I' € T.

(13) Si 1,1, €T y| I, |<| Iy |, entonces eziste un elemento e en I\ I tal que Iy Ue € T.
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El conjunto E se denomina el soporte del matroide M. Los elementos de Z son los conjuntos
independientes del matroide M. Si un elemento no estd en I, se dice dependiente. Un con-
Junto mazimal independiente, respecto al orden parcial definido por C sobre L, se denomina
una base del matroide, la coleccion de todas las bases del matroide M se denota por B(M).
Un conjunto dependiente minimal es llamado circuito, la coleccion de todos los circuitos del
matroide M se denota por C(M).

Ejemplo 1.2.4. Sea E = {a,b}. Listamos a continuacion la coleccion de independientes que
se pueden definir sobre E:

Iy = {¢},

Iy = {¢,{a}},

Zs = {¢,{a}. {b}},

Ly ={¢.{a},{b},{a,b}}.

La definicién de matroide, tiene equivalentes axiométicos en términos de circuitos, bases,
funcién rango y operador de clausura como se vera a continuacion.

Proposicién 1.2.5. Sea C una coleccion de subconjuntos de un conjunto E. Entonces, C
es la coleccion de circuitos de un matroide sobre E, si y solo si, satisface las siguientes
condiciones:

(C1) 9o ¢C.
(C2) Si Cy y Cy son elementos de C y Cy C Csy, entonces Cy = Cs.

(C3) Si Cy y Cy son elementos distintos de C y e € Cy N Cy, entonces existe un elemento

Cs de C tal que C5 C (C1UCy) \ e.
Demostracion. Ver [10]. O

Proposicion 1.2.6. Sea B una coleccion de subconjuntos de un conjunto E. Entonces, B es
la coleccion de bases de un matroide sobre E, si y solo si, satisface las siguientes condiciones:

(B1) B es no vacio.

(B2) Si By y By son elementos de B y x € By — By, entonces existe un elemento y € By — By
tal que (B —x)Uy € B.

Demostracion. Ver [10]. O

Para la definicién de la funcién rango de un matroide M = (FE,Z), se hace necesario construir
un matroide a partir de un subconjunto X del soporte y una nueva coleccién de indepen-
dientes que dependan de Z y X.
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Proposicién 1.2.7. Sean M = (E,Z) un matroide y X C E. Considere el conjunto
T|X:={ICX:IeT) (1-4)

entonces M | X = (X,Z | X) define un matroide, el cual se denomina la restriccion de M
por X.

Definicién 1.2.9. Una funcién r : 28 — Z* se dice la funcién rango de un matroide,

si para cada X C E, r(X) estd determinado por el nimero de elementos en una base del
matroide M | X.

Una forma alterna para calcular r(X) consiste en determinar el tamafno del independiente
mas grande contenido en X. Esta forma resulta ser equivalente a la definiciéon anterior.

Proposicién 1.2.8. Una funcién r : 28 — Z7% es la funcién rango de un matroide sobre
E, siy solo si, r satisface las siguientes propiedades:

(R1) Si X C E, entonces 0 <r(X) <| X |[.
(R2) Si X CY CE, entonces r(X) <r(Y).
(R3) Si X, Y son subconjuntos de E, entonces
r(XUY)+r(XNY)<rX)+rY). (1-5)

Demostracion. Ver [10]. O
A partir de la funcién rango de un matroide se define el operador de clausura.
Definicién 1.2.10. La funcién c : 28 — 2F | definida para todo X C E, por

c(X)={zxeEF:r(XUx)=r(X)}, (1-6)
se denomina el operador de clausura de un matroide.

Proposicién 1.2.9. Una funcién c : 2 — 2F es el operador de clausura de un matroide
sobre E, si y solo si, ¢ satisface las siguientes condiciones:

(CL1) Si X C E, entonces X C ¢(X).
(CL2) Si X CY C E, entonces ¢(X) C c(Y).
(CL3) Si X C E, entonces c(c¢(X)) = ¢(X).

(CL4) SiXCE, z€FEyycc(XUzx)—c(X), entonces x € ¢(X Uy).

La propiedad (CL4) se conoce comiunmente como la propiedad de intercambio de Mac Lane-
Steinitz.

Demostracion. Ver [10]. O
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1.3. Funciones submodulares

Un tépico mas general que las funciones rango de las matroides, son las funciones submodu-
lares, las cuales aparecen en la Teoria de Grafos, Teoria de Juegos y algunos problemas de
optimizacion lineal donde se destaca su uso en el Algoritmo Greedy. [Ver [6]].

Tal como en la secciéon anterior, F denotard un conjunto finito.
Definicién 1.3.1. Sean E un conjunto y f : 2¥ — R una funcién. Entonces,

1. f se dice submodular si,
f(A)+ f(B) > f(AUB) + f(AN B), para todo A,B C E. (1-7)

La funcion f, se dice supermodular, st —f es submodular y f es modular, si es submodular
y supermodular.

2. f es no decreciente, si para todo AC B C E, f(A) < f(B).

Proposicion 1.3.1. El conjunto de todas las funciones submodulares, no decrecientes defi-
nidas sobre E forman un cono convexo que denotaremos por Cg.

Demostracion. Sean E un conjunto, f y ¢ dos funciones submodulares, no decrecientes
definidas sobre 2¥ y a, 8 ntimeros reales positivos. Entonces, si A, B C F,

(af +Bg)(A) + (af + Bg)(B)
= af(A) +af(B) + Bg(A) + Byg(B)
> a(f(AUB)+ f(AN B)) + B(g(AU B) + g(AN B))
= (af + B9)(AU B) + (af + Bg)(AN B).

La funcién submodular («f+/5g) es no decreciente, pues es suma de funciones no decrecientes
y «, [ son nimeros reales positivos. O

Teorema 1.3.1. Sea f : 2% — R. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
1. f es submodular.

2. Para todo A C E y para todo x,z € E — A, x # z se tiene:
f(AU{z}) = f(A) =2 F(AU{z, 2}) — F(AU{a}).
3. Para todo A,BC E con AC B yz€ FE— B se tiene:

fLAU{z}) = f(A) = f(BU{z}) — f(B).
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4. Para todo A,B,C C E con AC By BNC = ¢ se tiene:

fLAUC) = f(A) = f(BUC) = f(B).

Demostracion. Ver [6]. O

Las funciones submodulares no decrecientes con la propiedad adicional, que evaluadas en el
conjunto vacio, su valor es cero reciben el nombre de Polimatroides.

Definicién 1.3.2. Sea E un conjunto finito y f : 28 — R una funcién. Diremos que el
par (E, f) es un polimatroide, si satisface las siguientes propiedades:

(P1) f(¢) =0.
(P2) f es submodular y no decreciente.
(P3) Si A, B,C C E, entonces

fLAUC)+ f(BUQC) > f(C)+ f(AUBUQ).

Proposicién 1.3.2. Las propiedades (P1) y (P2) son equivalentes a (P1) y (P3).

Demostracion. Ver [16]. O

A continuacién se definen funciones que se originan a partir de funciones polimatroides y se
ilustran algunas desigualdades que satisfacen los polimatroides, conocidas como las desigual-
dades de Shannon. [Ver [16] y [2]]. Si f es un polimatroide y X,Y, Z C F, se notara f(X,Y)
en vez de f(XUY).

Definicién 1.3.3. St f es un polimatroide sobre E y XY, Z C E, se define

FXTY) = (X, Y) = f(Y) (1-8)
IXAY) = f(X) = f(X]Y) (1-9)
IXANY [ 2):=[(X]2)-[(X]Y,2) (1-10)
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Proposicién 1.3.3. Si f es un polimatroide, entonces f satisface:
f(¢)=0 (1-11)
f(X)>0 (1-12)
FX 1Y) >0 (1-13)
I(XAY)>0 (1-14)
fXN2)+fY [ 2) = [(X,Y | Z) (1-15)
JX.Z|Y) = [(X|Y) > f(X]Y,2) (1-16)
IXAY) = f(X)+ f(Y) = f(X)Y) (1-17)
IXANY | 2)=f(X,2)+ f(Y.Z)— f(Z) — f(X,Y,2) (1-18)
IXANY,2)=1(XNZ)+1(XNY | Z) (1-19)
IXAY |Z)>0 (1-20)
X, 2)+ [(Y,Z) > f(Z) + f(X,Y, Z) (1-21)
Demostracion. Ver [16]. O






CAPITULO 2

FD-relaciones, operadores de clausura y funciones submodulares

En este capitulo se presenta la relacion que existe entre las FD-relaciones, los operadores de
clausura y las funciones submodulares. En lo que sigue, el conjunto E denotara un conjunto
finito y el conjunto unitario {a}, se denotard por a o su notacién usual {a}.

2.1. FD-relaciones y operadores de clausura

Una observacién interesante presentada en [7] y desarrollada en [18], es la biyeccién que existe
entre las FD-relaciones y los operadores de clausura. En la siguiente proposicién, se define
el operador de clausura de una FD-relacién, y la FD-relacién de un operador de clausura.

Proposicién 2.1.1. 1. Sea N C 2F x 2F una FD-relacidn, el operador

()= |J 7 (2-1)
(

I,J)eN
es de clausura.
2. Sea ¢ un operador de clausura sobre E. Entonces,
N ={(I,]) €2 x2F . JC ()} (2-2)
es una FD-relacion.

Demostracion. 1. Se mostrara que ¢y, satisface las propiedades de la definiciéon 1.2.1.

(CL1) Como (I,1) € N, entonces I C cpr(I).
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(CL2) Si I C Jy z € cy(I), entonces por (FD1) (J,I) € N, y por la definicién del
operador ¢y, (I,z) € N. Luego por (FD2), (J,xz) € N, es decir, x € cp(J).

(CL3) Se mostrara ahora que, ey (1) = ca(en(1)).
D) Siz € ey(en([)), entonces (car(I),z) € N. Ahora, como cpy(I) C cp(I) por

(FD1) se tendra que (I,cn(I)) € N, entonces (I,z) € N por (FD2), es decir,
x € cen(1).

C) La contenencia se sigue directamente de (CL1) y (CL2).

2. Se mostrard que N, satisface las propiedades de la definicién 1.1.1.
(FD1) Si J C I, entonces J C ¢(I), es decir (I,J) € N,.
(FD2) Si(1,J),(J,K) € N, entonces J C ¢(I) y K C ¢(J), por (CL2) y (CL3) se tiene
que, ¢(J) Cc(e(I)) = (1), ast K C ¢(I), es decir (I, K) € N..

(FD3) Si (1,J),(I,K) € N, entonces J C ¢(I) y K C ¢(I), luego JU K € ¢(I), de
donde (I, JUK) € N..
[

Notacién 2.1.1. Se notard por cyr, al operador de clausura definido por la FD-relacién N .
N, denotard, la FD-relacion que determina el operador de clausura ¢ y N, la FD-relacion
que determina el operador de clausura cyr. cy, denotard el operador de clausura que define
la FD-relacion N..

Ejemplo 2.1.1. Sean E = {a,b,c} y la FD-relacion con soporte E definida por:

N =NgU{({a}.{c}), {a}, {a, c}),({b}, {c}), ({0}, {b, c}), ({a, b}, {c}),
({a,b},{b,c}), ({a, b}, {a, ¢}), ({a, b}, {a, b, c})}-

Entonces, el operador de clausura cp estd determinado por:

ey 28 5 2F
o=@
{a} = {a,c}
{0} = {b,c}
{c} = {c}
{a,b} — {a,b,c}
{a,c} — {a,c}
{b,c} — {b,c}
{a,b,c} — {a,b,c}



2.2 FD-relaciones, operadores de clausura y funciones submodulares 17

Note que en el ejemplo anterior, la FD-relacién N, coincide con la FD-relacién inicial. La
siguiente proposicién muestra que para toda FD-relacién N se cumple la igualdad N, = N,
y que para todo operador de clausura c, se satisface la igualdad ¢ = cy,.

Proposicién 2.1.2. 1. Si N es una FD-relacion, entonces N = N,,.

2. 51 ¢ es un operador de clausura, entonces ¢ = cy,.

Demostracion. 1. Sea N una FD-relacién con soporte E.

(I,J) e N Jeen(I) & (1,)) € Ny,

2. Sea c un operador de clausura definido sobre 2%.
recl)e (I,z) e N. e x €y,
m

De este modo, cualquier resultado que se presente desde el punto de vista de las FD-
relaciones, tiene su equivalente en términos de operadores de clausura y viceversa.

2.2. FD-relaciones, operadores de clausura y funciones
submodulares

En la siguientes proposiciones, se mostrara cémo definir FD-relaciones u operadores de clau-
sura a partir de funciones submodulares no decrecientes. Ademas, se construird una funcién
submodular no decreciente, a valor entero, asociada a una FD-relacién (operador de clausura)
especifica.

Puesto que no existe una biyeccién entre las FD-relaciones (operadores de clausura) y las fun-
ciones submodulares no decrecientes, se definird una particion sobre el conjunto de funciones
submodulares no decrecientes.

Proposicién 2.2.1. 1. Sea f una funcion submodular no decreciente sobre un conjunto E.
Entonces, el conjunto

Ny = {(1,J) €2 x 27 : f(I) = f(1U J)} (2-3)

es una F'D-relacion.
2. Sea f una funcion submodular no decreciente sobre un conjunto E. Entonces, el conjunto
er(l) = {z € B f(I) = f(TU)} (2-4)

es un operador de clausura.
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Para la demostracion de la proposicion 2.2.1, se utilizara el siguiente lema, el cual surge
como una generalizacion de un resultado de la teoria de matroides.

Lema 2.2.1. Si f : 28 — R es una funcion submodular, no decreciente, y X,Y C E tal
que para todoy € Y — X, f(X Uy) = f(X), entonces f(XUY) = f(X).

Demostracion. La demostracién se realiza mediante induccién sobre el niimero de elementos
en Y — X. Si|Y — X| =1 no hay nada que probar. Supongamos que la afirmacién es cierta
para todo X, Y C E, con |Y — X|=n—-1,n>2. SeaY — X = {y1,¥2,...,Yn}, entonces
por hipdtesis de induccion

JX)+ f(X) = F(X U{y vz yn1}) + (X U), (2-5)

luego por ser f una funcién submodular no decreciente

FXU{yp2, -y ) + (X Uya) 2 F(XUY) + f(X) = 2f(X). (2-6)
Es decir, f(XUY) = f(X). O
Se demuestra a continuacion la proposicion 2.2.1.

Demostracion. 1. Se mostrard que Ny satisface las propiedades de la definicién 1.1.1.
(FD1) Sean J C I C E, entonces f(I) = f(IUJ), luego (I,J) € Ns.
(FD2) Si (I,J),(J,K) € N¢, entonces f(I) = f(IUJ)y f(J) = f(JUK), aplicando la
submodularidad y el no decrecimiento de la funcion f;
JUUJ)+ f(JUK) > fUUJUK)+ f(JUUINK))> f(IUK)+ f(J),
es decir,
F)+ ) =fIUJ)+ f(JUK) > fIUK)+ f(J),

de donde f(I) > f(I U K) y como f es no decreciente f(I) = f(I U K), luego
([,K) GNf.

(FD3) Si (I,J),(I,K) € Ny, entonces f(I) = f(IUJ) = f(IUK), de donde por la
submodularidad y el no decrecimiento de la funcién f,

fI)+fU)=fIUJ)+ fIUK)
fUUJUK)+ f(IU(JNK))
f

>
> f(JUK)+ f(I).

Asi, f(I) = f(JUK) y (I, JUK) € N.

2. Veamos que c; satisface las propiedades de la definicién 1.2.1.
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(CL1) Se sigue directamente de la definicién del operador c;.

(CL2) Supongamos que I C J y sea x € c¢(I). Entonces
F(I) = f(I L),
por la submodularidad de la funcion f,
JUUJ)+ f(HUz)> fHUJUz)+ f(IU(JNx)) > f(JUz)+ f(I).

Por lo tanto,
f)+ f1) = f(JUz) + f(I)
de aqui

f(J) > f(JUz).

Pero por el no decrecimiento de la funcién f,

f(JUz) = f(J)

de donde f(JUz) = f(J) y por lo tanto = € c¢(J), luego c¢(I) C cs(J).
(CL3) Se mostrara que cs(I) = cp(cs(1)).

D) Seax € cf(cp(l)), estoes f(cp(I)) = f(cp(I) Ux)). Entonces, por el lema 2.2.1 y
la definicién de ¢f, f(cp(I)Ux) = f(I), pero por ser f no decreciente, f(cs(I)Uz) >
fIUx) > f(I),es decir, f(I)=f(IUx)yz € cp(]).

C) Se sigue directamente de (CL1) y (C'L2).
0

Ahora, dada una FD-relacién N, (o un operador de clausura ¢), nos preguntamos si existe
una, ninguna o varias funciones submodulares que la definan, es decir tal que N' = N}, (¢ =
cr). En lo que sigue, las proposiciones estaran enunciadas para FD-relaciones, recordando
que éstas tendran un unico operador de clausura que las define.

La siguiente proposicién muestra la existencia de una funcién submodular, no decreciente, a
valor entero, que define una FD-relacién dada.

Proposicién 2.2.2. Para cada FD-relacidn N, existe por lo menos una funcion submodular
[, no decreciente a valor entero, tal que N'= N.

Demostracion. Para mostrar que la proposicion es valida, se construye una funcion f7, sub-
modular, no decreciente a valor entero y se muestra que N' = Ny,.

Sea N una FD-relacién con soporte E, consideremos el conjunto

C={Ie2”:ev()= |J J=1}, (2-7)
(I,J)eN
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y definamos para todo I C F, y cada J € C, la funcion

g 28 > 7
(2-8)
I'— q;(I) = qe(I = J),
donde
ge - 2E — 7
07 Si[:¢7 (2_9)
I'—qy(I) = .
1, sil# .

Note que la funcién ¢; es submodular, pues si A, B C E
1.SiA—J=¢y B—J=¢, entonces (AUB) —J =¢, (AN B) — J = ¢ luego

q7(A) +q;(B) = ¢;(AUB) + ¢;(AN B) = 0.

2.85MA—-J=¢y B—J#¢,entonces (AUB) —J # ¢, (AN B) — J = ¢ luego

q;(A)+q;(B) =q;(AUB) +¢;(ANB) =1.

3.SiA—J# ¢y B—J# ¢, entonces (AUB) —J # ¢, (ANB) —J 2D ¢ luego

2=q;(A) +qs(B) > ¢;,(AU B) + ¢;(AN B).

Ademas, la funcién ¢; es no decreciente, si A C B C E, entonces q;(A) < ¢;(B), pues
A—JCB-—J.

Por 1ltimo, se define la funcién,
fZ : 2E — 7
T fo(I) =Y (D). (2-10)

Jec

La funcién f7 es submodular no decreciente, debido a que es suma de funciones submodulares
no decrecientes.
A continuacién, se mostrard que N' = Np,.

C) Sea (I,K) € N, entonces por la proposicién 2.1.1, K C cy([). Veamos que ¢;(I) =
q;(I UK), para cada J € C

1. si gs(I) = 1, entonces g4(I —J) =1, es decir, I —J # ¢, luego {UK) —J # ¢y
(I UK)—J)=1, de donde ¢;({ UK) = 1.
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2. Sigy(I) =0, entonces I — J = ¢, es decir, I C J luego, cpr(I) — J = ¢ (pues si z €
ey (I)—J, entonces (I,x) € Ny como I C J, (J,I) € N, luego por (FD2), (J,z) € N,
de donde = € cyr(J) = J contradiciendo = € cpr(I) — J), y como K C cp(I) se tiene
que K — J = ¢, esto es ¢;(K) = 0. Como I — J = ¢, entonces ¢;({ UK) = q;() = 0.

Ahora,

f2(1) =Y qs(1)

JeC

=Y @ UK) (2-11)

Jec
= fz(IUK).

Luego por la proposicién 2.2.1. (I, K) € Ny,.

D) Sea (I,K) € Ny, entonces fz(I) = fz(IUK), estoes > ;ccqs(1) = > jec @ (TUK). Vea-
mos que ¢;(I) = g;(I UK) para todo J € C. Supongamos que para algin J € C, ¢;(I) =0y
¢/ (IUK) =1, como fz(I) = fz(IUK), debera existir J' tal que ¢y () =1y qr(I/UK) =0,
es decir I — J # ¢, de donde (I UK) — J" # ¢, de aqui ¢ (I UK) = 1 # 0. Entonces,
q;(I) =q;(I UK) para todo J € C.

Veamos ahora que, (I, K) e N.Si I C E, se tieneque I € Co I ¢ C;

1. Si I € C entonces, q;(I) = ¢(IUK) =0, de donde (/UK) —1 =K — I = ¢, luego
K CI,asipor (FD1), (I,K) e N

2. Si I ¢ C entonces, cpr(I) € C, luego qepy1)(I) = qepyy(I U K) = 0, de donde (/U K) —
env(I)=K —cn(I)=¢,asi K Cen(I) y (I,K) €N.

m
De este modo, se mostré que para una FD-relacién N es posible definir una funcién submo-
dular no decreciente a valor entero fz, tal que N' = N,.
En el siguiente ejemplo, se mostrara que la funcion submodular fz no es tnica.

Ejemplo 2.2.1. Sean E = {a,b,c} y la FD-relacion

N = Neu{({a}, {c})({a}, {a, c})({a, b}, {c}), ({a, b}, {a, c}), ({a, b}, {b, c}), ({a, b}, {a, b, c})}.

Inicialmente se determinard la funcion submodular, no decreciente fz definida en la demos-
tracion de la proposicion 2.2.2. Para ello, se considera el conjunto

C={lec2":cy(]) = U J =1} ={¢,{b}, {c},{a,c},{b,c}, {a,b,c}}. (2-12)

(I,J)eN
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Asi la funcion fz, (2 —10), estd determinada por:
f2(9) = 46(0) + 43 (9) + ¢4} (9) + Gac} (9) + ¢bc} (D) + G} (¢)
=0
fz{a}) = as({a}) + apy({a}) + g ({a}) + ey ({a}) + gy ({a}) + qranc({a})
=4
£2(06) = a6 {8) + ag ({81) + 0 ({B1) + gt () + a0y (£51) + e (1)
=3
Fo(eD) = ao(ted) + an(eD) + agay () + aguar () + apa({ed) + agana(fe)
=2
fol{a,b) = asl{a, b)) + ay ({a,51) + agey (0, 0}) + ey ({0, }) + agog ({a,b})+
Q{a,b,c}({a7 b}) =9
fa{a, c}) = gs({a, e}) + gy ({a, c}) + g ({a, ¢}) + qraey({a, ¢}) + gy ({a, c})+
Q{a,b,c}({aa C}) =4
fz({b,c}) = qs({b, c}) + qpy ({0, c}) + qey ({6, €}) + qraey ({65 €}) + g3 ({0, cH)+
Ganet({b;c}) = 4
fZ({a’ bv C}) = Q¢({CL, bv C}) + Q{b}({a’ bv C}) + Q{c}({a7 bv C}) + Q{a,c}({av b> C}> + Q{b,c}({aa b> C})+
Yfapey({a,b,c}) = 5.
Consideremos ahora la funcion submodular
f:28 >R
=0

16
{a} — In62 — 6—21112

2
{b} = In62 — 6—211&2

{c} — In62 — Z—gln2
{a,b} — In62
1
{a,c} — In62 — 6—211&2
{b,c} — In62 — 6%1n2

{a,b,c} — In62.

Aplicando la proposicién 2.2.1, se puede mostrar que la FD-relacién Ny definida a partir de
f, coincide con la FD-relacién N.
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De este modo, tenemos dos funciones submodulares, no decrecientes que definen la misma
FD-relacion, en las siguientes definiciones y proposiciones se muestra que el nimero de
funciones submodulares que definen la misma FD-relacion no es finito.

Definicion 2.2.1. Dada una FD-relacion N, se define A\(N'), como el subconjunto de fun-
ciones submodulares no decrecientes tales que Ny = N,

AN) = {f N} = N} (2-13)

Note que la anterior forma de definir A(N'), permite construir una particiéon sobre el conjunto
de funciones submodulares no decrecientes, mediante la siguiente relaciéon de equivalencia.
Sean f y g funciones submodulares no decrecientes, entonces f esta relacionado con g,

(f ~g), siysélosi, Ny = N.

Proposicién 2.2.3. Sean N una FD-relacion y f € A(N). Si « es un nimero real positivo,
entonces [+« y af son funciones submodulares no decrecientes en A(N').

Demostracion. Sean N una FD-relacién, f € A(N) e (I,J) € Ny, es decir, f(I) = f(IUJ),
de donde f(I) + o = f(IUJ) + a, luego Nyiq = Ny. Ademads, af(I) = af(I U J) para
a > 0, entonces N p = Ny. O

De la anterior proposicién se puede concluir que el conjunto A\(N) es invariante bajo trasla-
ciones y dilataciones o contracciones.

Proposicién 2.2.4. El conjunto \(N') es cerrado bajo la suma usual entre funciones.

Demostracion. Sean N una FD-relacion con soporte E, y f, g funciones en A(N), si (I, J) €
N, entonces f(I) = f(IUJ)y g(I) =g(IUJ), de donde (f+g)(I) = (f+9)(TUJ), es
decir N' = Ny

O






CAPITULO 3

Espacios topoldgicos finitos desde las FD-relaciones y las funciones

submodulares

En este capitulo se dan propiedades que deben cumplir las FD-relaciones y las funciones
submodulares para que los operadores de clausura cy y cyr, definan un espacio topolégico
finito. Ademas, se caracterizan algunos conceptos y propiedades de los espacios topolégicos
finitos en términos de las FD-relaciones y las funciones submodulares.

En los resultados que se presentan en este capitulo, se utilizan frecuentemente las proposi-
ciones 2.1.1 y 2.2.1, las cuales relacionan las FD-relaciones, los operadores de clausura y las
funciones submodulares. Ademaés, E denotara un conjunto finito, ¢, el operador de clausura
del espacio topoldgico (E,7) y N, la FD-relacién que se obtiene a partir del operador de
clausura c;, es decir, N, = N .

3.1. Espacios topoldgicos finitos

Los operadores de clausura definen una gran variedad de estructuras matematicas [Ver [18]],
entre éstas se encuentran los espacios topolégicos. Un operador de clausura ¢, que define un
espacio topoldgico (E, 7), satisface las propiedades adicionales:

(CT4) c(¢) = ¢,

(CT5) (Uit In) = U=y (L)

En esta seccién se extienden las propiedades (CT4) y (CT5) en términos de las funciones
submodulares y las FD-relaciones. Esta interpretacién permite plantear puentes entre la to-
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pologia y un tipo especial de funciones submodulares llamadas polimatroides.

Proposicién 3.1.1. La FD-relacion N, con soporte E, satisface las propiedades adicionales:

(FD4) Si(¢,J) € N, para algin J C E, entonces J = ¢,

.....

con (I, Jy) € N; para todo k=1,... n.

Ademds, si una FD-relacion N satisface (FD4) y (FD5), entonces el operador de clausura
ey satisface (CT4) y (CT5), es decir, ¢ es el operador de clausura de una topologia.

Demostracion. Sea N, la FD-relacién con soporte E y ¢, = ¢y, el operador de clausura de
la topologfa 7. Se mostrard que N, satisface (F'D4) y (FD5).

(FD4) Si (¢, J) € N;, por la proposicién 2.1.1, y la propiedad (C'T4),
J Cen, (9) = ¢. (3-1)

(FD5) Si (U,—, Ik, J) € N, entonces por la proposicién 2.1.1, y la propiedad (CT5),
J Cer (Ui I) = Up—; ¢-(Ix), luego existen conjuntos Ji, k = 1,2,...,n, tales que
J = UZ:l Jk y Jk g C([k), €S decir, ([k, Jk) c NT.

Por dltimo se mostrard, que si la FD-relaciéon N satisface (FD4) y (FD5), entonces cy
satisface (CT4) y (CT5).

(CT4) Se sigue de la propiedad (F'D4), cx(9) = Uy pyen J = ¢-

(CT5) Veamos que cn (Up_; L) = Uiy en(Ix)

C) Sea = € cn (Up_; Ix), entonces por la proposicién 2.1.1, (Up_, I, z) € Noy, = N,
luego por la propiedad (F'D5), (I, z) € N paraalgin k = 1,...,n, asi € ey (1)
y por consiguiente = € | J,_, ear(Iy).
D) Como I C U;_, Iy, entonces por la propiedad de monotonia para operadores de
clausura, ey (Ix) C en (Up—y Li), luego Ur_; en (k) € en (Up—; Ix)-
[

Proposicién 3.1.2. Si f es una funcidn submodular no decreciente en \(N,), entonces f
satisface las siguientes condiciones:

(T4) Si JC E vy f(p) = f(J), entonces J = ¢.

(T5) Si f(Uioy In) = (Ui, In U J), entonces existe una coleccion {Jy k=1, , tal que,
W Ji con f(Iy) = f(I U Ji) para todo k =1,...n.

=1,...
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Ademdas, si una funcion submodular no decreciente f satisface (T4) y (T5), entonces el
operador de clausura ¢y satisface (CT4) y (CT5), es decir, ¢y es el operador de clausura de
una topologia.

Demostracion. Sean N, una FD-relacién con soporte E'y f € A(N,). Se mostrara que f
satisface las propiedades (74) y (T'5).

(T4) Supongamos que f(¢) = f(J), para algin J C E. Por la proposicién 2.2.1, (¢, J) € N,.
Entonces, por la propiedad (F'D4) de la proposicion 3.1.1, J = ¢.

(T5) Si f(Up—; Ix) = f (Up_, I U J), entonces por la proposicién 2.2.1, (U;_, I, J) € N,
y por la propiedad (FD5) de la proposicion 3.1.1, existe una coleccién {Ji }r=1..
que, J = Up_, Jr con (Iy, Ji) € Ny, luego como f € A(N;) se sigue que f(I) =
f(Ix U Jg), para todo k =1,...,n.

Por tltimo, se mostrard que si la funcién submodular f satisface (T4) y (7'5), entonces el
operador de clausura cy, satisface (CT4) y (CT5).

(CT4) Se sigue directamente de la proposicién 2.2.1 y la propiedad (7'4).

(CT5) Veamos ahora que ey, (Up_; Ix) = Up_1 en; (In)-
C) Sea z € cn; (Ui Ix). Por la proposicién 2.2.1, f(Up_ Ie) = f(Upy Ik Uz),
entonces por (15), f(I) = f([x Ux) para algin k = 1,...,n, asl € cp; (Ix), es
decir, z € Uy_; en; (1)
D) Se sigue de la propiedad de monotonfa para los operadores de clausura y cy;, es un
operador de clausura.

]

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la siguiente funcion f a valor entero, definida sobre el con-
gunto E ={a,b,c},

f:28 57
o0
{a} — 2
{b} — 3
{c} —4
{a,b} — 4
{a,c} — 4
{b,c} —» 5
{a,b,c} — 5.
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La funcion f es una funcion submodular no decreciente que satisface (T'4) y (T5). El operador
de clausura cy asociado a la funcion submodular, no decreciente f estd determinado por:

cr e oF _ oF
o0

{a} — {a}

{0} — {0}

{c} = {a,c}
{a,b} — {a,b}
{a,c} — {a,c}
{b,c} — {a,b,c}

{a,b,c} — {a,b,c},

cy es el operador de clausura de la topologia:

T= {¢7 {a}7 {b}’ {a7 b}v {a7 C}, {a7 b, C}}
De este modo, se mostré que las FD-relaciones y las funciones submodulares que satisfacen

ciertas propiedades definen el operador de clausura de un espacio topoldgico finito.

3.1.1. Algunos conceptos de espacios topolégicos finitos

En las siguientes proposiciones, caracterizaremos definiciones y propiedades de los espacios
topoldgicos finitos, mediante FD-relaciones y funciones submodulares.

Proposicién 3.1.3. Sean (E,7T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura, f €
AN,) y F C E, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es un conjunto cerrado.
2. (F,J) e N, siysdlosi, JCF.

3. f(F)=f(FUJ), siysdlo si, J CF.

Demostracion.

El conjunto F es cerrado < ¢ (F) = F
& (F,J) e N,, paracada JCF
< f(F)= f(FUJ), paracadaJ CF.
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Proposicién 3.1.4. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura, f €
AN,) y b€ E, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. b es un punto de acumulacion del conjunto A.
2. (A—{b},b) e N...
5. (4) = f(A—{5}).

Demostracion.

b es un punto de acumulacién del conjunto A < b € ¢, (A — {b})
< (A—{b},b) e N;
& f(A) = f(A—{b}).

]

Proposicién 3.1.5. Sean, (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura y A C E,
entonces

e (A) = AU A (3-2)

Demostracion. Sea x € ¢, (A). Si © € A, entonces por la propiedad de monotonia en ope-
radores de clausura, = € ¢, (A). Siz ¢ A, x € A%, entonces z € ¢.(A —x) C ¢.(A). Luego
cr(A) =AU A~ O

Proposicién 3.1.6. Sea (E, T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura, f € A\(N;)
y A C E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un conjunto cerrado.
2. (A, A%) e V..

3. f(A) = f(AU A%).

Demostracion.

A un conjunto cerrado < ¢, (A) = A
S ACA
& (A A% e N,
& f(A) = f(AU AY).
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Proposicién 3.1.7. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura, f €
AN,), AC E ybe E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. b es exterior a A.

2. (Ab) ¢ N

3. f(A) < f(AUD).

Demostracion.
b es un punto exterior del conjunto A < b ¢ ¢, (A)
& (A,0) ¢ N;
< f(A) < f(AUD).

]

Proposicién 3.1.8. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de adherencia, f €
AN,) y A C E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es denso.

2. (A E) € N,.

Demostracion.

A es un conjunto denso < ¢, (A) = F
& para f € AN,), f(A) = f(E).

]

Ejemplo 3.1.2. Consideremos la funcion f submodular, no decreciente a valor entero, de-
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finida sobre el conjunto E = {a,b,c,d};

f:28 57
o0
{a} — 4
{b} — 4
{c} — 4
{d} — 4
{a,b} — 6
{a,c} — 6
{a,d} — 6
{b,c} — 6
{b,d} — 6
{c,d} — 4
{a,b,c} — T
{a,b,d} — 7
{a,¢,d} — 6
{b,c,d} — 6
{a,b,c,d} — 7.

La funcion f satisface las propiedades (T4) y (T'5), es decir ¢y es el operador de clausura de
una topologia. Entonces,

~

. el conjunto {a,d} no es cerrado, puesto que f({a,d}) = f({a,c,d}), pero {c} € {a,d}.

2. Elpunto a, no es un punto de acumulacion del conjunto {a, c,d}, debido a que f({a,c,d}) #

f({e.d}).
3. Los conjuntos densos son {a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}.
4. El punto ¢ no es exterior al conjunto {a,b,d}, puesto que f(a,b,d) = f(a,b,c,d).

5. La coleccion de conjuntos cerrados es:

{6, {a},{b},{a,b},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d},{a,b,c,d}}.

3.1.2. Axiomas de separacion

A continuacién se caracterizan los espacios topologicos Ty, T7, regular y normal por medio
de las FD-relaciones y las funciones submodulares.
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Proposicién 3.1.9. 1. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura, y f
una funcion submodular no decreciente en \(N.). Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

I.

II

II1

v

(E,T) es un espacio topoldgico T.

. Para todo v,z € E con x # z, © ¢ ¢, (2), 0, z ¢ ¢, (x).

Para todo x,z € E con x # z, (,2) ¢ N,, o, (2,2) & N,.
Para todo x,z € E conx # z, f(x) < f(xUz), o, f(2) < f(x U z).

2. Sean (E,T) un espacio topoldgico, y [ una funcién submodular no decreciente en A(N).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I.

II.

III.

(E,T) es un espacio topoldgico T;.
Para todo x,z € E conx # z, (x,z) ¢ N7, y, (z,2) ¢ N..
Para todo x,z € E conx # z, f(z) < f(xUz) y f(2) < f(x U2).

3. Sean (E,T) un espacio topoldgico, y [ una funcidn submodular no decreciente en \(N).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I.

II.

IIT.

(E,T) es un espacio topoldgico regqular.

Si F es un conjunto cerrado y x € E tal que x ¢ F, existen un par de conjuntos U
y V disyuntos y abiertos tales que (V¢,x) € N, y (U, F) € N,.

Si ' es un conjunto cerrado y x € E tal que x ¢ F, existen un par de conjuntos U
y V disyuntos y abiertos tales que f(V°¢) = F(VeUzx) y f(U°) = F(U°UF).

4. Sean (E,T) un espacio topoldgico, y f una funcion submodular no decreciente en A(N).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I.

IT.

III.

(E,T) es un espacio topoldgico normal.

Si F,G C E, son cerrados y disyuntos, existen un par de conjuntos U y V disyuntos

y abiertos, tales que (V, F) e N; y (U, G) € N,.

St F,G C FE, son cerrados, existen conjuntos U, V disyuntos y abiertos tal que

fVe) = f(VeurF)y f(U°) = fUUG).

Demostracion. 1. Sean x,z € E con x # z, y (E,T) un espacio topologico Ty con operador
de clausura c,. Entonces, sin pérdida de generalidad existe un conjunto abierto U tal que
reUyz¢gU,siy sdlo si,

2 & c.(v) e (1,2) ¢ N,
& flz) < flzUz)

& 2 ¢ cf(x) = cr(x).
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2. Sean, (F,T) un espacio topoldgico T} y ¢, su operador de clausura. Entonces, para todo
x,z € E con x # z, existen conjuntos o vecindades abiertas U, y V, tales que z ¢ U, y
x ¢V, siy solo si,

2¢ (), y vge(z), & (x,2) Ny (2,2) N
< flx) < flxUz) y f(z) < flzU2).

3. Sean, (E,T) un espacio topolégico regular y ¢, su operador de clausura. Entonces, para
todo conjunto cerrado F' C E y x ¢ F, existen un par de conjuntos abiertos y disyuntos
U y V que contienen a x y a F' respectivamente tales que,

rec,(V9, y FCc (U%, & (V&z)eN,, y (USF)eN;
e f(V)=fVUx), v fU)=[fUUF).

4. Sean, (E,T) un espacio topoldgico normal y ¢, su operador de clausura. Entonces, para
todo par de conjuntos cerrados y disyuntos F' y (G, existen un par de conjuntos abiertos
y disyuntos U y V' que contienen a F'y GG respectivamente tales que;

FCVe, y GCU®, & (VS FYeN., y, (U,G)eN:
& f(V)=f(VUF), y, f(U)=fUUG).
0

Ejemplo 3.1.3. La funcion submodular del Ejemplo 3.1.2, define el operador de clausura
cf, de una topologia regular.

3.2. Funciones submodulares a valor entero relacionadas
con espacios topoldgicos finitos

Se ha mostrado que las funciones submodulares que cumplan las propiedades adicionales
(T4) y (T5), definen el operador de clausura de una topologia. En esta seccién se cons-
truirén las funciones fz, f, v f, submodulares, no decrecientes a valor entero, que satisfacen
las propiedades (74) y (7'5). Ademds, se mostrard que para la funcién submodular f se
satistace la igualdad ¢; = ¢; y por lo tanto fz y ferN).

La funcién f7, fue construida en la demostracién de la Proposicién 2.2.2. A continuacién
se presenta un algoritmo que permite calcular los valores de la funcién f7, partiendo de la
coleccion de conjuntos cerrados de un espacio topoldgico.

Definicién 3.2.1. Sea c : 2¥ — 2F un operador de clausura. Entonces, la familia

C={ICE:c(l)=1} (3-3)
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se denomina sistema clausura. Note que si ¢ es el operador de clausura de una topologia,
entonces C representa la coleccion de conjuntos de cerrados, en este caso notaremos el sistema
clausura C por C,.

Algorithm 1 Determinar la funcién submodular, no decreciente a valor entero

f222E—>Z

Require: Un conjunto finito £ y un sistema clausura C,.
Ensure: Para cada I C E y cada J € C,,

fo() = (1),
JeCr

for I C E, Je(C,do

q;: 28 > 7
I—>QJ<I) :qd)([—J).
donde ¢, : 28 — Z

0, sil—J=¢,

QAL“D:{1 ST—J+#0¢.

end for

Note que, si C, es la coleccién de conjuntos cerrados del espacio topologico (E,7), e I C E,
entonces: si J € Cr y qs(I) = qo(I — J) =1, se deberd tener que I ¢ J, de donde claramente

f2(I) =" (1),

Jel,

es el nimero de conjuntos cerrados que no tienen como subconjunto a [
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Ejemplo 3.2.1. Sea E = {a,b,c}, consideremos el operador de clausura definido sobre E,

ey 2F 5 oF
o=@
{a} — {a}
{0} = {b,c}
{c} = {b,c}
{a,b} — {a,b,c}
{a,c} — {a,b,c}
{b,c} — {b,c}
{a,b,c} — {a,b,c}

Entonces, la funcion submodular no decreciente f7, esta definida por;

fu(9) =0
f2({a}) = ¢s({a}) + @a({a}) + @e({a}) + qare({a})
f2({b}) Z ;({b}) +4a({b}) + @e({0}) + qane({0})
fa({c}) z c21¢({c}) +da({c}) + @e({c}) + qare({c})
fz({a;b}) z c21¢({a, b}) + aa({a, b}) + @e({a, 0}) + qave({a, b})
fz({a,c}) Z ;({m ct) + @a({a, c}) + @e({a, ¢}) + qane({a, ¢})
f2({b,¢}) z ;({ba c}) + aa({b, c}) + abe({b, c}) + dave({, c})
fa({a;b,c}) z c21¢({a, b,c}) + qa({a, b, ¢}) + @e({a, b, c}) + qae({a, b, c})
=3

Siguiendo los lineamientos de la construccion para la funciéon submodular f7, es valido pen-
sar en una funciéon submodular, que cuente el nimero de elementos en la topologia que no
tengan como subconjunto a I, para ello se construira una funcién supermodular decreciente,

la cual transformaremos en la funcién submodular deseada.
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Definicién 3.2.2. Sea 7 una topologia definida sobre E, se define

fr:28 = Z
I 1) =33,00). (3-4)
Jer
donde
q;:28 = 7Z
_ 0, sil¢J, (3-5)
I a,00) = {1, si[i J

Note que por la forma en que fue construida la funcién f7, el valor f7, (1) determina el nimero
de elementos en la topologia que tienen como subconjunto a I.

Ejemplo 3.2.2. Sea E = {a,b, c}, consideremos la topologia T definida sobre E,

T = {(ba {a}v {b}> {a’ b}v {b> C}a {a7 b? C}} (3_6)

Entonces, la funcion f}, estd definida por;

f2(0) = 4,({0}) + %({0}) + G ({0}) + Tu({0}) + T ({0}) + Turc({0})

fz({a}) Z;({a}) +4.({a}) + @({a}) + qu({a}) + G({a}) + Gu({a})
f2({0}) z ;({b}) +2.({0}) + g, ({b}) + 7w ({0}) + Ge({b}) + T ({0})
f2{c}) z ;({c}) +2.({ch) + a({ch) + 7w{ch) + @({c}) + Tun({c})
fz({a,b}) Z ;({a, b}) +q.({a,b}) + @,({a, 0}) + Gy ({a, b}) + Ge({@, b}) + Gup({a, b})
fz{a,c}) Z ;({m ct) +7.({a, c}) + G ({a, ¢}) + @w({a, ¢}) + @ ({a, ¢}) + Gupe({a, ¢})
f2({b,c}) z;,({b, 1) + 2.0, ¢}) + ({6, ¢}) + T ({b; ¢}) + T ({b; ¢}) + Tune ({0, ¢})
=2

f%({a’ b> C}> = %({a, b7 C}) + Qa({av b> C}) + ab({a7 bv C}) + qab({% b7 C}) + abc({av b7 C})
+ aabc({a7 b, C}) =1

Proposicion 3.2.1. La funcion f}, definida en la definicion 3.2.2, es supermodular y decre-
ciente.
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Demostracion. Sea (E,T) un espacio topolégico, se mostrara inicialmente que la funcién g,
es supermodular para cada J € 7. Sean A, B C E:

1. SSACJy BCJ,entonces ANB C AU B C J, luego,
2=7,(A)+q,(B)=q,(AUB) +q,(AN B). (3-7)
2.S1ACJy B¢ J, entonces AUBZ J,y AN B C A luego,
1=73,(A)+7,(B) =q,(AUB) +q,(AN B). (3-8)
3.SiA¢ Jy B ¢Z J,entonces AUB ¢ J, y AN B podria ser un subconjunto de .J, luego
0=7,;(4)+7;(B) <q;(AUB)+q;(ANB) < 1. (3-9)

De aqui, la funcién g; es supermodular y por consiguiente la funcién f7, también lo es pues
es suma de funciones supermodulares, las cuales determinan un cono convexo.

Ahora, si A C B C E entonces, G,(B) < g,;(A) para todo J € 7, y por consiguiente, la
funcion f}, es decreciente. O

Note que la funcién f}, alcanza su maximo valor en f},(¢), este hecho y la proposicién 3.2.1,
nos permite definir la siguiente funcion

f-:28 57
I — fr(I) = fz(¢) = fz(1).

la cual resulta ser submodular y no decreciente. Ademas, el valor f,(I) determina el nimero

(3-10)

de elementos en la topologia que no tienen como subconjunto a 1.

Ejemplo 3.2.3. Sea E = {a,b,c} y la topologia T definida sobre E:

7= {¢,{a}, {b}. {a,0}, {b,c}, {a, b, c}}.

La funcion f; estd determinada por:

f-(¢) =0

fr({a}) =3

f-({b}) =2

fr({c}) = 4

fr({a,b}) = 4
f({a,c}) =
f=({b,c}) =
)=

f+({a, b, ¢}

4



38 3 Espacios topolégicos, FD-relaciones y funciones submodulares

Una observacién importante en la funcién submodular f;, es que ¢s, # ¢, y por lo tanto

f & AN,

A continuacion se presenta el Algoritmo que permite calcular los valores de la funcion f;.

Algorithm 2 Determinar la funciéon submodular, no decreciente a valor entero

.28 57

Require: Un espacio topolégico (E, 7).
Ensure: Para cada I C F y cada J € T,

for I CE, JeTdo

GJ:QE—>Z
0, sil¢J,
1, silCJ.

end for

En el capitulo 2 se mostrd, que dada una FD-relacién N la funcién fz € A(N), es decir, N =
Ny, 0 lo que es equivalente ¢ = ¢p,. A continuacién se construye una funcién submodular
no decreciente f para la cual f € A(N), solamente si ¢y es el operador de clausura de un
espacio topologico,

Definicién 3.2.3. Sea (E,T) un espacio topolégico y ¢, su operador de clausura. Se define

257

— (3-11)
= f(I) = |e(1)].
Proposicién 3.2.2. La funcion f : 2% — 7, es submodular y no decreciente.

Demostracion. Sean c, el operador de clausura de una topologia definido sobre el conjunto
E v A, B C E. Entonces, por el principio de inclusiéon y exclusién de la teoria de conjuntos
y la propiedad

(CT5) cr(Umy k) = Ugzy e (),
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se tiene que:

J(AUB) + f(ANB) = e

(
= |e;(A) U (B)| + e (AN B)|
= ler(A)] + |er(B)] = [er(A) N er(B)] + |er (AN B))
< Jer(A)] + |er(B)] = ler(A) N er(B)] + [er(A) N e-(B)]
= f(4) + F(B).
Si A C B, ¢.(A) C ¢ (B) por la propiedad de monotonia de los operadores de clausura,
entonces f(A) = |c;(A)| < |e-(B)| = f(B). O

Proposicién 3.2.3. Sean (E,T) un espacio topoldgico, ¢, su operador de clausura y £ la

funcion submodular no decreciente de la definicion 3.2.3. Entonces, cz(I) = c.(I) para todo
I CE.

Demostracion. Se mostrara que para el operador de clausura ¢, del espacio topolégico (F, T)
se satisface la igualdad

(1) = ep(1).
C) Sean I C E'y x € ¢, (I), por la propiedad de monotonia para los operadores de clausura,
c-(z) C e (I) entonces,
c;({Uz) =c,(I)Uc(x) = c (1),
es decir, f(I) = f(I Uz) y por la proposicién 2.2.1, z € c¢7(I).
D) Sean I C E'y x € c¢(I), es decir,

(1) =le;(D)| = F(TUz) = |er(I) Uer ()], (3-12)

entonces ¢, (z) C ¢.(I) y por consiguiente x € ¢, (I).

3.2.1. Relacién de las funciones f7, f, y f, con propiedades de los
polimatroides

Las funciones submodulares no decrecientes fz,f- y f, estudiadas anteriormente, tienen la
propiedad adicional que evaluadas en el conjunto vacio, su valor es cero. El conjunto de
funciones submodulares no decrecientes, con esta propiedad adicional reciben el nombre de
Polimatroides.

En esta seccion se ilustra la interpretacién de las funciones

FXTY) = F(XY) = f(Y)

(3-13)
I(X AY) = f(X) ~ f(X|Y)

cuando el polimatroide f es la funcién fz, fr y f.
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Ejemplo 3.2.4. Consideremos el operador de clausura

¢, 2F — oF
oo
{a} — {a}
{0} = {b,c}
{c} = {b,c}
{a,b} — {a,b,c}
{a,c} — {a,b,c}
{b,c} — {b,c}
{a,b,c} — {a,b,c}

rapidamente se puede ver que el sistema clausura o el conjunto de cerrados de la topologia
estd determinado por C = {¢,{a}, {b,c},{a,b,c}}, consideremos ademds la funcion submo-

dular fz asociada

f2(9)
f2({a})
f2({b})
fz({c}) =
f2({a,b}) =
) =

)=

) =

I
l\Dl\Dl\DO

fz({a,c}
fz({b, ¢}
fz({a,b,c}

Las Tablas 3 — 1 y 3 — 2 determinan los valores de las funciones fz(X|Y) e (X NY).
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Jo(X|Y) | ¢ | {a} | {b} | {c} | {a,b} | {a,c} | {b,c} | {a,b,c}
¢ ol oo o] o 0 0 0
{fa} |2l 011 o 0 1 0
My 2/ 1[0 o0o] o 0 0 0
{cty 2l 11271071 o 0 0 0
{ab} [3] 1 [ 1 [ 1] 0 0 1 0
{acy [3] 11117 o0 0 1 0
et 127100 o 0 0 0
{abey 3] 1 [ 1 [ 1] o 0 1 0

Tabla 3-1: Célculo de valores para la funcién fz(X|Y) = fz(X,Y) — fz(Y). El conjunto X
corresponde a la fila, y el conjunto Y corresponde a la columna.

IXAY) | ¢ | {a} | {b} | {c} | {ab} | {ac} | {bec} | {ab.c}
o) 0 0 0 0 0 0 0 0
al o] 2 | 1 [ 1] 2 2 1 2
by o] 1| 2| 2] 2 2 2 2
{cb o] 1] 2 2] 2 2 2 2
faby |0 2 2] 2 3 3 2 3
{a,c} 0] 2 2 2 3 3 2 3
{bey O] 1 | 2] 2| 2 2 2 2
{a,b,c} |0 ] 2 2 2 3 3 2 3

Tabla 3-2: Célculo de valores para la funcién I(X AY) = fz(X) — fz(X[|Y).

Note que, I(X NY') determina el nimero de conjuntos cerrados, que no tienen a X, ni a'Y
como subconjuntos, .

Proposiciéon 3.2.4. Sean (E,T) un espacio topolégico y fz la funcion submodular no decre-
ciente asociada. Entonces,

I(XAY) = fz(X) — f2(X]Y)
determina el numero de conjuntos cerrados, que no tienen a X ni a'Y como subconjuntos.

Demostracion. Sean T una topologia definida sobre el conjunto £ y C la coleccién de cerrados
de la topologia, siguiendo la construccién de la funcién f7, (Ver Algoritmo 3.2), se tiene que
para [ C F,

fz(” = ZQJU%

JeC
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donde

QJ:2E—>Z
0, silCJ,

I —q;(I)=
1) {1, siIzJ.
Entonces, si X, Y C E

I(XNY) = fo(X) — fz(X]Y)
= Jo(X) + f2(Y) = fo(X,Y)

=Y w(X) + (V) — s(X,Y).
JeC

Fijando J € C, se tiene que:

1. Si qy(X) =0y q(Y) =0, entonces X C JyY C J,asi XUY C J, es decir,
¢;(X UY) =0, de donde

0(X)+q;(Y) —q(X,Y) =0.

2.8 ¢;(X) =0y qs(Y) =1, entonces X C JyY ¢ J, asi XUY ¢ J, es decir,
q;(XUY) =1, de donde

0(X)+ (V) — q(X,Y) = 0.

3. 51 qs(X) =1y q(Y) =0, entonces X ¢ Jy Y CJ,ast XUY & J, es decir,
(X UY) =1, de donde

a(X)+q(Y) = q,(X,Y) =0.

4. 81 ¢7(X) =1y q(Y) =1, entonces X € JyY € J,asi XUY ¢ J, es decir,
q;(XUY) =1, de donde

0 (X)+q,(Y) —q,(X,Y) = 1.
De este modo, el valor ¢;(X)+¢;(Y) —qs(X,Y) =1 solo cuando X € Jy Y € J. Entonces

I(X NY) ZQJ )+ q(Y)—q;(X,Y),
Jec

determina el nimero de conjuntos cerrados, que no tienen a X ni a ¥ como subconjuntos. [
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Corolario 3.2.1. Sean (E,T) un espacio topoldgico y fz la funcion submodular no decre-
ciente asociada. Entonces,

Jo(X[Y) = fo(X,Y) = fu(Y)

determina el niumero de conjuntos cerrados, que no tienen a X como subconjunto, menos el
numero de conjuntos cerrados, que no tienen a X ni a'Y como subconjuntos.

Proposicién 3.2.5. Sean (E,T) un espacio topoldgico y f- la funcion submodular no decre-
ciente asociada. Entonces,

determina el numero de conjuntos abiertos que no tienen a X ni a'Y como subconjuntos.
Demostracion. La demostracion es similar a la realizada en la proposicién 3.2.4. ]

Corolario 3.2.2. Sean (E,T) un espacio topoldgico y f. la funcion submodular no decre-
ciente asociada. Entonces,

[-(XY) = (X)) = f(Y)
determina el numero de conjuntos abiertos que mo tienen a X como subconjunto, menos el
numero de conjuntos abiertos que no tienen a X ni a'Y como subconjuntos.

Para el polimatroide f la interpretacién de las funciones I(X AY) y f(X]|Y) es la siguiente.

Proposicién 3.2.6. Sean (E,T) un espacio topoldgico y f la funcion submodular no decre-
ciente asociada. Entonces,

I(X AY) = F(X) = F(X|Y)

determina el cardinal de c;(X) Nec(Y).

Demostracion.
(X AY) = f(X) - [(X]Y)
= [(X)+ F(Y) = J(X,Y)
= [(X)+ F(Y) = F(X) = F(Y) + [e-(X) Ne(Y)]

]

Corolario 3.2.3. Sean (E,T) un espacio topoldgico y f la funcién submodular no decreciente
asociada. Entonces,

JXY) = F(X,Y) = [(Y)

determina el cardinal de c;(X) menos el cardinal de c.(X) N e (Y).
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Uno de los modos de describir los polimatroides es por medio de su poliedro independiente
y el poliedro base, los cuales se pueden representar graficamente si el conjunto soporte tiene
2 0 3 elementos.

Definicién 3.2.4. Dado un polimatroide (E, f) se define el poliedro independiente P (f)
por
pi(f) ={9 R :g>0,9(X)< f(X) para cada X C E} (3-14)

donde para cada X C E y g € RF,

g(X)=> gle) y g(¢)=0. (3-15)

ecX

Se define ademds, el poliedro base B(f) por
B(f)={g € P:(f) : 9(E) = f(E)}. (3-16)

En el siguiente ejemplo, se muestra el polimatroide y el poliedro base para el polimatroide f,,
asociado a las diferentes topologias que se pueden definir sobre un conjunto de 3 elementos.

Ejemplo 3.2.5. Sea E = {a,b,c},

Figura 3-1: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcién submodular f.,
cuando 7 es la topologia grosera.

Figura 3-2: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcion submodular f,
cuando 7 es la topologia discreta.
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2

Figura 3-3: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcién submodular f.,

cuando 7 = {¢, {a}, {b},{a,b},{b,c}, E}.

pe

Figura 3-4: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcién submodular f.,

cuando 7 = {¢, {a}, {b},{a, b}, E}.

%

Figura 3-5: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcion submodular f,,

cuando 7 = {¢,{a},{a,b},{a,c}, E}.

b7

Figura 3-6: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcion submodular f,
cuando 7 = {¢, {a}, {b,c}, E'}.
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Figura 3-7: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcion submodular f,,

cuando 7 = {¢,{a},{a,b}, E}.

Figura 3-8: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcién submodular f.,

cuando 7 = {¢, {a, b}, E'}.

Figura 3-9: Poliedro independiente y poliedro base asociado a la funcion submodular f,,
cuando 7 = {¢, {a}, E'}.
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3.3. Funcién submodular no decreciente de entropia
asociada a una topologia

En esta seccion, se estudiaran de manera general las funciones de entropia, las cuales son
funciones submodulares, propias de la teoria de la informacion y se asociara una funcion de
entropia a una FD-relacién N .

La entropia representa una medida de la incertidumbre asociada con cierta variable aleatoria
y por tanto la cantidad de informacién. Las nociones de entropia para un ntmero finito de
variables aleatorias, e informacién mutua para dos variables aleatorias en Teoria de la infor-
macién fueron introducidas inicialmente por Claude E. Shannon en [17]. Se notara H(X,Y)
en vez de H(X UY).

Sean X,Y, Z variables aleatorias discretas con funciéon de probabilidad
p(xiy;,zk) = Pr{X =x,,Y =y;, Z = z} (3-17)
se define
p(xi, ;) - Zp iy Yj» 1)

:Uwzk Zp :Ezay]azk:
y]>zk Zp :Ezay]azk:
= Zp xiayﬁzk

ik
) = Zp(xzaijzk)

ik

,J

p(aily;) = %m(%) #0

plzoysle) = %pu £0

P(ﬂfi,ypzk)
p(xi|y'7zkz) = —,p(y‘72’1c) # 0
! p<ijzk) ’
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Definicién 3.3.1.

La entropia H(X) de una variable aleatoria X se define como
— > pl:)log, p(xs),

la base del logaritmo puede ser cualquier o > 1.
Por simplicidad se tomard log, como el logaritmo natural In.
Definicién 3.3.2. Sean X,Y wvariables aleatorias, se define:

1. La entropia mutua H(X,Y') por

H(X,Y) ==Y plai,y;) np(xi, ;).

12

2. La entropia condicional de X dado Y por

H(X]Y) = Zp i, y;) In p(zily;).

i\j
3. La informacion mutua entre X y Y por

I(X NY) prz,y] P, y;)

4. La informacion mutua condicional entre X y Y dado Z por

Yoy

(s, y5]2)
(X AY|Z) U .
2= 2 plap )

0,4,k

Teorema 3.3.1. 1.
HX|Y)=H(X,Y)—-H(Y).

2.
I(XAY)=H(X)- HX|Y).
3.
(X AY|Z) = H(X|Z) — H(X|Y, Z).
/.
H(X|Y,Z)=H(X,Y,Z)— H(Y, Z).
5.

I(XAY|Z)>0

(3-18)

(3-19)

(3-20)

(3-21)

(3-22)

(3-23)

(3-24)

(3-25)

(3-26)

(3-27)
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Demostracion. Ver [2]. O
Teorema 3.3.2. La funcion de entropia es una funcion polimatroide.

Demostracion. Se mostrara que la funcién de entropia H satisface las propiedades (P1) y
(P3) de la definicién 1.3.2.

(P1) H(¢) =0, suponiendo que 0ln0 = 0.

(P3) Por demostrar
H(X,Z)+ H(Y,Z) > H(Z) + H(X,Y, Z).

0< I(XAY|Z) = H(X|Z) - H(X|Y, Z)
= H(X|Z) - [H(X,Y,Z) — H(Y, Z)]
— H(X|Z) - H(X,Y,Z)+ H(Y, Z)
— H(X,Z)— H(Z) - H(X,Y,Z) + H(Y, Z).

]

De este modo las desigualdades estudiadas en la proposicién 1.3.3, se pueden escribir para
funciones de entropia como:

(X A (Y, 2)
I(XAY | Z
H(X,Z)+H(Y,Z

I(XANZ)+I(XAY | Z)

H(¢) =0
H(X)>0
H(X|Y)=>0
I(XAY)>0
HX|Z)+H(Y |Z)> HX,Y | Z)
HX,Z|Y)>H(X |Y)>H(X|Y,Z)
I XANY)=HX)+H(Y)-HX,Y)
IXANY | Z2)=H(X,Z)+H(Y,Z)—H(Z)—-H(X,Y,Z)
)
)
)

>0
> H(Z)+ H(X,Y, Z).

Es posible asociar a una FD-relacién A, una funcién de entropia r4. [Ver [18]]. El subindice
A en la funcién se refiere al conjunto para el cual se satisface que Ny = N, ,.

Sea N una FD-relacién con soporte F, vy sea p el nimero de elementos en 2% x 2 que no
pertenecen a N7, X; = {1,2,...,2p} parai € E,y X; = [[,.; X;, por simplicidad X = Xp.
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Adem4s, identifiquemos cada pareja (I,.J) ¢ N, con un tnico nimero k, k = 1,2,...,py
definamos 227!, 2?* € X de la siguiente manera:
2?*71 = 2k — 1,para cada i € E (3-28)
2k — 1, sit€cn. (1),
22 = x-(0) (3-29)
2k, en otro caso.

donde

cN, = U J
(

I,J)eN-
es el operador de clausura de la FD-relacién N.

Sea A={z"€ X :n=1,2,...,2p}, y definamos la relacién de equivalencia
R} ={(z,y) € Ax A:x; =1y}, (3-30)

la cual para cada I C E, induce la particién A/R# sobre el conjunto A.
Se define la funcién de entropia, r4 : 2 — R

Gl 1G]
ra(l) =— — In —. (3-31)
2 A"
I
Note que por la construccién del vector 2z € X, se tiene que |G| es 1 0 2.
Observacion 3.3.1. 1. Como N, es una FD-relacion que proviene del operador de clau-
sura de un espacio topoldgico, entonces N, es un subconjunto propio de 2F x 2F.

2. Sing = |en.(I)], entonces el nimero de parejas en 2 x 2F que tienen como primera
componente a I y no estan en N, estd dado por:

Fy = 2Bl _gn1, (3-32)

3. El niimero de clases en AJ/R} con dos elementos es;

Si= > E (3-33)

Teen, (J)
y por consiguiente el niimero de clases en A/R3 con un elementos es |A| — 25;.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores podemos escribir la funcién r4 de la siguiente

maneras:
G|, |G
ral)=— > :—/l:ln% (3-34)
GeA/RY
2 2 1 1
s (—m—) ~ (4] - 28 (—m—) 335
_ 20y In|Al. (3-36)

|A]
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El siguiente algoritmo, obtiene los valores de la funcién ry4, a partir de una FD-relacién N,
o, del operador de clausura c;.

Algorithm 3 Determinar la funcién submodular de entropia

TAIQE—>R

Require: Una FD-relaciéon N, definida sobre un conjunto finito E.
Ensure: Paracada I C E,

In|A| — 251 In 2, si I # ¢,
TA(I):{ Al T

0, sil = ¢.
for I C F, do
e, = |J 7
(I,J)eN
nr = len, (1)]
end for
for I C F, do
Fr=2IFl _gni
Aj=2) Fy.
Ie2F
end for

for ICE, I+#¢ do

St

I
(]
3

ICen, (J)

end for
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Ejemplo 3.3.1. Sea E = {a,b,c}, consideremos el operador de clausura
¢, 2F — oF
¢
{a} = {a,c}
{b} — {b}
{c} = {c}
{a,b} — {a,b,c}
{a,c} — {a,c}
{b,c} — {b,c}
{a,b,c} — {a,b,c}

Para cada I C E calculemos Fp;

Fy=8-1=7
Fay=8—4=14
Fp =8—-2=6
Frg =8-2=06
Frapy =8—8=0
Frae =8—4=4
Frg=8—4=4

Flape) =8—8=0.

Por lo anterior tenemos que:

Al =2) F

ICE
= 62.

Ahora para cada I C E calculemos St;

Stay = Fray + Frapy + Flaey + Fiapey =8
Sy = Froy + Flapy + Foey + Flapey = 10
Sty = Fray + Fiey + Frapy + Flaey + Fioey + Frapey = 18
Stapy = Frapy + Frapey =0
Stacr = Flay + Frapy + Flaey + Fiapey =8
Stvey = Flapy + Fioey + Flape =4
Stapey = Flapey =0
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Finalmente obtenemos la funcion

TAZQN%R
o0

16
{a} — In62 — 6—21n2

2
{b} — In62 — 6—(2)11&2

{c} — In62 — %lrﬁ
{a,b} — In62
1
{a,c} — In62 — 6—21n2

8
{b,c} —In62 — 6—21n2
{a,b,c} — In62.

Observacion 3.3.2. 1. En el método anterior, |A| es dos veces el nimero de elementos en
2F % 2F que no pertenecen a la FD-relacion N .

2. 1 CE es cerrado, siy solo si, Fy = 21F1 —2lll.
3. I C FE es denso, siy solo si, Fr =0.

Proposicién 3.3.1. Sean N, una FD-relacion con soporte E e I C E, tales que ¢.(I) = E,
entonces

ra(l) =ra(E)=In|A|.

Demostracion. Para ver que r4(I) = ra(E) = In|A|, se mostrara que S; = 0 si ¢, (I) = E.
Como

Sp= Y F, (3-37)

note que si I C ¢, (J), por hipdtesis £ = ¢.(I) C ¢,(J). Asi, S = >, Fy tal que ¢,(J) = E,
pero para los J C E tal que ¢.(J) = E, F; = 0, de donde S; = 0 y por lo tanto ra(l) =
ra(E) =In|Al. O

Proposicién 3.3.2. Sean N, una FD-relacion con soporte E e I,J C E, tales que c.(I) =
c-(J), entonces
ra(l) =ra(J).

Demostracion. Es suficiente mostrar que Sy = Sy si ¢ () = ¢, (J). Puesto que,

Sr= Y Fx, (3-38)
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Ahora, si I C ¢, (K) entonces, ¢, (I) C ¢ .(K), luego como ¢, (I) = c.(J) se tiene que
J € ¢.(K), es decir para todo K C FE tal que I € ¢, (K) se tiene que J € ¢, (K). Del mismo
modo se puede mostrar que para cada M C FE, si J € ¢, (M), entonces I € ¢, (M), luego
S; =Sy, entonces r4(I) = ra(J). O

3.4. Calculo de las funciones f7, f. y 74 en espacios
topologicos con 2 y 3 elementos

En esta seccién se calculan los valores de las funciones fz, f. y r4 para los diferentes espacios
topoldgicos que se definen sobre un conjunto de 2 y 3 elementos.

Sea E = {a,b}. Las topologias no isomorfas que se pueden definir sobre E son:

7 = {¢,{a,b}}
T2 = {¢v {a}’ {b}v {av b}}
T3 = {¢7 {a}7 {a> b}}7

y los valores de las funciones f7, f; v 74, se calculan a continuacion

Jz T1 | T2 | T3
¢
{a}
{b}
{ab}

Tabla 3-3: Calculo de valores para el polimatroide fz : 2 — Z, donde E = {a, b}.

=== O

wWiNn N O
NN O

Jr T1 | T2 | T3
[0) 00| O0
{a} 1121
{b} 12| 2
{a,b} 13| 2

Tabla 3-4: Calculo de valores para el polimatroide f, : 2€ — Z, donde E = {a, b}.
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rA 1 72 73
¢ |0 0 0
{fa} |In6 | Inl4 —2In2 In 10
{b} |In6|nl4—2mn2|Inl0—2In2
{a,b} | In6 In 14 In 10

Tabla 3-5: Calculo de valores para la funcién de entropia r4 : 28 — R, donde E = {a,b}.

Sea E = {a,b,c}. Las topologias no isomorfas que se pueden definir sobre F son:

71 ={¢,{a,b,c}t}

7 = {0, {a},{b}, {c} . {a,b},{a, c},{b,c} . {a,b,c}}
73 = {¢.{a}, {b} . {a, b}, {b,c},{a, b, c}}

71 = {0, {a}, {0}, {a, b}, {a,b,c}}

75 = {¢.{a},{a, b}, {a,c},{a,b,c}}

76 = {0, {a},{b.c},{a,b,c}}

7 = {9, {a}, {a, b}, {a,b,c}}

75 ={¢,{a,b},{a,b,c}}

19 = {¢,{a}, {a,b,c}}.

Los valores de las funciones f7, f; v 74, se muestran a continuacion

Iz TL | T2 | T3 | T4 | T5 | T6 | T7 | T8 | T9
) 000 ]O0O]O0OJO[O]O0]|O
{a} 114133142322
{b} 11414322221
{c} 1142122111
{a,b} 11654143 |3 |22
{a,c} 116143413322
{b,c} 116141313 |2]22]1
{abe} |1 | 7|5 |4]|4|3|3][2]2

Tabla 3-6: Calculo de valores para el polimatroide fz : 2¥ — Z, donde E = {a, b, c}.
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Ir T | T2 | T3 | Ta | T5 | T | T7 | T8 | T9

¢ olof[ojo[0O[O0O|O|O]|DO
fa} |1 4|3 |2|1]2]1]1]1
b}y |1]4]22[3]2|2]1]2
{c} 14443213 ]2]2
{fab} |16 [4][3[3[3]2]1]2
{fac} | 1|6 |5[4]|3[3|3]2]2
{bey |16 4442322
{fabey | 1| 7[5 44]3]3[2]2

Tabla 3-7: Calculo de valores para el polimatroide f, : 28 — Z, donde E = {a, b, c}.

_7 -7—1
: In38 — 5 In
‘ - -3 In58 — 5 In2 1n 46 In50 — £ 1n2 In 42 In 26 2
Inl4 | In74 — 3z In2 In62—37In2 | In 26 I (: 2 e % n

7 10 _ 12 _ 31n2
{b} |Inl4|In74- % In2|In62— 52| In58— 22 | Ind6 — ? In2 | In50 % In2 | In42 o In AT e
74— Y12 [ 62— 22 | ms8— 22 [Ind6— 32 | 50— Fn2 | Ind2— 52 (1026 — S n?2 | _189
i o In42 In 26 In38 — +1n2
Inl4 [ In74— =12 In 58 In 46 In 50 b
_a" 1 In 42 In 26 In38— £1n2
19
bt In38 — %1{12
C

[In14 | 50
14 | In7d— 4£1n2 | n62— 2In2 | In58 — 55In2 In 46 In5
i n58 — 22 | In46 — 52 | n50 — Zn2 md2— Sm2| 26 |
2 n% |

Inl4 | In74 — %11}2 In62 — %1112
In 62

In 46

Tabla 3-8: Calculo de valores para el polimatroide 74 : 28 — R, donde E = {a, b, c}.



CAPITULO 4

Topologias y matroides

Entre las estructuras matematicas que definen los operadores de clausura se encuentran los
espacios topolégicos y los matroides [Ver [18]]. De este modo, es natural preguntarse bajo
qué condiciones un operador de clausura que define un matroide, define una topologia (Ma-
troides Topoldgicas), y reciprocamente, es decir, cuando un operador de clausura que define
una topologia define un matroide (7Topologias Matroidales). En este capitulo, se describen
completamente los matroides topolégicos y se muestran caracterizaciones a las topologias
matroidales.

E denotara un conjunto finito y el conjunto unitario {a}, serd notado por a o por su notacién
usual {a}.

4.1. Topologias matroidales y matroides topolégicos

Un operador de clausura c : 28 — 2F, define un matroide, si satisface la propiedad adicional
(CL4) SiICE, x€E,y,y€cIUx)—c(I), entonces z € c¢({ Uy).

Ahora, si ¢ es el operador de clausura de una topologia, la propiedad (C'L4) puede escribirse
también como:

(CL4)’ Sean z,y € E, y € c¢(x), si y sblo si, x € ¢(y).

La afirmacion anterior, es el punto de partida para caracterizar las topologias cuyo operador
de clausura define un matroide, este tipo de topologias se han nombrado como Topologias
Matroidales.
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El siguiente ejemplo muestra que no toda topologia es matroidal, es decir que el operador
de clausura de una topologia no siempre define un matroide.

Ejemplo 4.1.1. 1. Sea E un conjunto finito y 7, la topologia punto incluido, es decir,
,={ICE:pel, o I=a¢},
Sea £ ={1,2,3} yp=2. Asi,

Ty = {¢a {2}7 {17 2}7 {27 3}7 {1’ 2, 3}}

Entonces, el operador de clausura ¢ de esta topologia no satisface la propiedad (C'L4).
Note que 1 € ¢(2) = {1,2,3} pero 2 ¢ ¢(1) = {1}.

2. Sean E = {1,2}, T la topologia Sierpinski, es decir T = {¢p,{1},{1,2}}, y ¢ el operador
de clausura de la topologia. Note que 2 € ¢(1) = {1,2} pero 1 ¢ ¢(2) = {2}.

Proposicién 4.1.1. El operador de clausura de un espacio topoldgico Ty satisface (C'L4).

Demostracion. Sean (FE,T) un espacio topoldgico T} y ¢ su operador de clausura, entonces
para cada a € E se tiene que c(a) = {a}, luego para a € E, e [ C N;

1. Si{a} C¢(I), entonces c({a}) — c(I) = {a} — c(I) = ¢.
2. Si {a} & c(I), entonces c¢({a}) — c(I) = {a} — c(I) = {a}.
En ambos casos se satisface la propiedad (C'L4). O

Para mostrar que los espacios topoldgicos regulares satisfacen la propiedad (C'L4), se hara uso
de las siguientes caracterizaciones.

Teorema 4.1.1. Sea (E,T) un espacio topolégico, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. (E,T) es un espacio topoldgico reqular.
2. Sean U € T ya € U, entonces existe V € T tal quea € V y (V) C U.

Lema 4.1.1. Para todo espacio topoldgico reqular finito, si A es un conjunto abierto, en-
tonces A es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sean (E,7) un espacio topoldgico regular. Para cada x € E sea

U.=()U.

Uer,
zelU

la coleccién {U,}.cr es una base de la topologia y U, se denomina un abierto bésico de la
topologia. Entonces, para x € E y U, un abierto basico por el teorema 4.1.1, existe V' un
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conjunto abierto tal que x € V' y ¢(V) C U,, pero como U, es un abierto basico, tenemos
que U, =V es decir U, es un conjunto cerrado.

Como A = J,c4 Uz, entonces A es unién finita de conjuntos cerrados y por lo tanto A es
cerrado. O

Proposicion 4.1.2. Todo espacio topologico reqular finito, tiene una base formada por con-
Juntos disyuntos dos a dos.

Demostracion. Sean (E,T) un espacio topolégico regular, z € E'y U, = ﬂUeT, U, un abierto

tal que x € U,. Considere ademds, y € E, luego y ¢ U, o, y € U,. Si sucede lo primero,
entonces por el lema 4.1.1, U, es cerrado, y existen conjuntos abiertos y disyuntos V' y W,
tales que U, C V y y € W. Sin pérdida de generalidad podemos suponer U, =V y W = U,
donde U, = ﬂUG{? U, es un conjunto abierto.

ye

Ahora, siy € U, sea U, = ﬂUeT U, un conjunto abierto tal que y € Uy, note que U, C U,
eu

pues U, es una vecindad ablerta de y. Ademas, por el lema 4.1.1, U, es un conjunto cerrado.
Si x € Uy, entonces U, = U,. Si x ¢ U, existen conjuntos abiertos y disyuntos V' y W
tales que x € Vy U, € W, pero U, C U, C V, luego V' y W no son conjuntos disyuntos,
ast U, = U,. O

Proposicion 4.1.3. El operador de clausura de un espacio topoldogico reqular finito satisface
la propiedad

(CL4) x € c(y), si y sdlo si, y € c(x).

Demostracion. Sean (E,T) un espacio topolégico regular y ¢ su operador de clausura. Con-
sidere ademas, =,y € F, tales que y € ¢(x) y = ¢ c(y). Entonces, como (£, 7T) es un espacio
topologico regular, existen U,V conjuntos abiertos y disyuntos en la topologia, tales que
x € Uy c(y) C V, puesto que para espacios topoldgicos regulares finitos, todo conjunto
abierto es un conjunto cerrado, entonces y ¢ c(z) pero esto contradice el hecho de que
y € c(x), entonces = € c(y). O

Una de las caracterizaciones para espacios topoldgicos regulares finitos, es que poseen una
base disyunta la cual se puede determinar por las particiones no vacias realizadas sobre un
conjunto de n elementos, este hecho nos permitird dar una descripciéon acerca del tipo de
matroide que define el operador de clausura de una topologia regular.
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Ejemplo 4.1.2. Sea E = {a,b,c}, las siguientes son las posibles particiones no isomorfas
que se pueden hacer del conjunto,

Figura 4-1: Representacion de las posibles particiones no isomorfas de un conjunto de 3
elementos

De este modo, es posible construir 3 bases para espacios topologicos a saber:

Bl = {{a}v {b}7 {C}}
By = {{a,b},{c}}
Bs = {{a,b,c}}.

Las cuales son bases de los espacios topoldgicos requlares, que tienen como conjunto de abier-
tos respectivamente a:

T = {¢7 {CL}, {b}’ {C}w {a’ b}7 {CL, 6}7 {b’ C}v {a7 bv C}}
T2 = {¢> {CL, b}7 {C}7 {a7 b> C}}
3 = {¢,{a,b,c}}.

Y el operador de clausura de los espacios topoldgicos anteriores define los matroides grdficos
de la figura 4-2.

o
]
@]
0]

Figura 4-2: Matroides construidos a partir del operador de adherencia de los espacios
topoldgicos regulares que tienen como conjunto de abiertos a 7, T v T3
respectivamente.
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Proposicién 4.1.4. El operador de clausura de un espacio topologico finito que satisface
(CLA4), es el operador de clausura de una topologia regular.

Demostracion. Sean (E,T) un espacio topoldgico finito y ¢ el operador de clausura. Suponga
que c satisface la propiedad

(CL4) y € c(x), siy sélo si, x € c(y).

Sean F'un conjunto cerrado y x ¢ F'. Note que para cada z ¢ F, c(2)NF = ¢, (siy € ¢(z)NF,
entonces por (CL4), z € c(y) C F), Sea

U= U c(z),

z¢ F

el cual es un conjunto cerrado por ser (E,7) un espacio topolégico finito, ademas U = F*
entonces U¢ es un conjunto abierto que contiene a F' y no contiene a x y F¢ es un conjunto
abierto que contiene a x y no contiene a F, ademas U N F* = ¢. Asi el espacio topolégico
(E,T) es regular. O

Ahora, si c es el operador de clausura de un matroide, nos preguntamos cuando este operador
define un espacio topoldgico, es decir satisface las propiedades

(CT4) c(¢) = ¢,
(CT5) C(UZ:1 I,) = UZ:1 (1)

A continuacién se muestran casos particulares en los cuales el operador de clausura de un
matroide es el operador de clausura de una topologia.

Proposicién 4.1.5. Dado un matroide M = (E,J) con funcion rango r, sir({a}) = 0 para

algin a € E, entonces el operador clausura ¢ de la matroide no define una topologia sobre
E.

Demostracion. Sea a € F, tal que r{a} = 0, entonces {a} es un circuito, es decir,
{a} C {0}
De aqui, c{¢} # ¢. Luego ¢ no define un espacio topoldgico. O

Proposicién 4.1.6. 1. Dado un matroide M = (E,J) con funcion rango r, si r{E} = |E|,
entonces el operador clausura ¢ del matroide define la topologia discreta sobre el conjunto

E.

2. Dado un matroide M = (E,J) con funcion rango r, si v(FE) = 1, entonces el operador
clausura ¢ del matroide define la topologia grosera sobre E.



62 4 Topologias y matroides

Demostracion. 1. Como r(E) = |E|, entonces E es una base para el matroide M = (E,J).
Asi, para todo A C F, se tiene que A € J. Luego ¢(A) = A, es decir ¢ define la topologia
discreta.

2. Como r(E) = 1, entonces para todo A C E, A # ¢, se tiene que r(A) = 1 y como

c(A) = E, entonces c¢ define la topologia grosera.
O



Conclusiones y Recomendaciones

La realizacién de este trabajo ha surgido como continuacion al trabajo desarrollado por Raul
E, Varela [18], acerca de las FD-relaciones. En dicho trabajo, el autor plantea la pregunta
acerca de la conexion entre los espacios topoldgicos y las FD-relaciones, con el fin de estudiar
la relacién de estas estructuras con la Teoria de Codificacién de Redes.

Con el objetivo de dar respuesta al problema planteado por Varela, en este trabajo se esta-
blecen las bases para las conexiones entre las FD-relaciones, las funciones submodulares y los
espacios topologicos finitos. Lo anterior permite caracterizar conceptos tales como: conjunto
cerrado, conjunto denso, puntos de acumulacién, punto exterior y los axiomas de separacién
en términos de las FD-relaciones y las funciones submodulares. Ademas, se determinaron
algoritmos que permiten obtener los valores de funciones polimatroides especificas, que se
encuentran relacionadas con los conjuntos cerrados, conjuntos abiertos y el operador de clau-
sura de una topologia.

Durante la realizacion del trabajo surgieron algunas preguntas las cuales podrian ser abor-
dadas en futuras investigaciones.

1. Determinar un método mediante el cual se obtengan las FD-relaciones diferentes sobre
un conjunto de n elementos.

2. Describir el cono convexo que determina el conjunto de funciones submodulares que
definen un espacio topolégico dado.

3. Verificar qué otras propiedades y conceptos basicos de topologia pueden ser caracteri-
zados mediante FD-relaciones y funciones submodulares.

4. Caracterizar el poliedro independiente y el poliedro base de las funciones submodulares
que definen el operador de clausura de una topologia.

5. Determinar funciones submodulares no decrecientes que estén relacionadas con propie-
dades de los espacios topoldgicos.
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. Dar una buena interpretacion a la funcion de entropia r 4, para los espacios topoldgicos.
. Hacer uso de las desigualdades Shannon, para caracterizar propiedades de la topologia.
. Generalizar los resultados obtenidos en este trabajo a espacios topoldgicos infinitos.

. Entre los teoremas que relacionan los matroides y las funciones submodulares se en-
cuentra el Teorema de Edmonds y Rota (1966), el cual permite asociar a cualquier
funcién submodular, no decreciente a valor entero un matroide. Ademas, si f es un
polimatroide, el rango del matroide » queda completamente determinado, mediante la
siguiente relacién

r(X)=min{f(Y)+|Y - X|: Y C X}

Si (E,7) es un espacio topolégico y fz, o, f» o f es el polimatroide asociado entonces,
el Teorema de Edmonds y Rota permite asociar un matroide al espacio topologico. La
pregunta que se plantea es determinar si existe alguna relacién entre el matroide y el
espacio topologico.

A continuacién se presenta el Teorema de Edmonds y Rota y se da un ejemplo para
un espacio topoldgico.

Proposicién 1.7. Sea f una funcién submodular no decreciente de 2F en 7. Sea
C(f) ={C C E : C es minimal, no vacio y f(C) < |C|}. Entonces, C(f) es la colec-

cion de circuitos de un matroide sobre E.

Demostracion. Ver [10]. O

Corolario 1.1. Sea Z; = {I C E : |I'| < f(I')}, para todo subconjunto |I'| no vacio
de I. Entonces, Iy es la coleccion de independientes de un matroide sobre E.

Denotaremos el matroide con conjunto de independientes Zy por My = (E,Zy).

Definicién 1.1. 1. Sea M = (E,Z) un matroide con funcion rango r, se define 6(M)
como el subconjunto de funciones submodulares no decrecientes definido por

2. Sea M = (E,T) un matroide con funcion rango r, se define §*(M) como el subcon-
Junto de funciones submodulares en §(M) tal que f(¢) = 0.

Proposicién 1.8. Teorema de Edmonds y Rota. Sea f un polimatroide entero sobre
2. 8i X C E, entonces su rango r¢(X) en M; estd dado por

re(X) =min{f(Y)+]Y - X|:Y C X}
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Ejemplo 1.3. Sea E = {a,b,c,d} y la topologia T definida sobre E por:

T ={¢,{a,b},{a,b,c},{a,b,c}}.
El polimatroide f, asociado estd determinado por,

fr:28 57
o0

{a} =1
{b} — 1
{c} — 2
{d} —3
{a,b} — 1
{a,c} — 2
{a,d} — 3
{b,c} — 2
{b,d} — 3
{¢,d} — 3
{a,b,c} — 2
{a,b,d} — 3
{a,¢,d} — 3
{b,c,d} — 3
{a,b,c,d} — 3.

Asi por el Corolario 1.1, El matroide My que define el polimatroide f, tiene como
conjunto de independientes a,

Iy, = {9, {a}, {b}, {c}, {d},{a, c}, {a,d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}, {a, ¢, d}, {b, ¢, d} }.
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