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Resumen

En el presente trabajo, se tratan cuestiones tales como el buen planteamiento local en los espacios
de Sobolev, espacios anisotrópicos con pesos y la existencia de ondas solitarias para el problema de
valor inicial asociado a la ecuación:

ut − ∂x
(
D1+α
x ±D1+β

y

)
u+ upux = 0,

donde 0 ≤ α, β ≤ 1 y p ∈ Z+, x, y, t ∈ R.

Palabras clave: EDP, Ecuación Z-K, Espacios de Sobolev,Espacios de Sobolev con pesos, Buen planteamiento

local.

Title

The Cauchy problem associated to a generalization of the Zakharov-Kuznetsov
equation.

Abstract

The present work, deals with issues such as the local well-posedness in the Sobolev spaces, weighted
anisotropic spaces and the existence of solitary waves, for the initial value problem associated to:

ut − ∂x
(
D1+α
x ±D1+β

y

)
u+ upux = 0,

where 0 ≤ α, β ≤ 1 y p ∈ Z+, x, y, t ∈ R.
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Introducción
Las ecuaciones no lineales de evolución, son ecuaciones diferenciales parciales, en las que una de sus
variables independientes es el tiempo. Son utilizadas en gran medida para modelar fenómenos de la
mecánica de fluidos (ver [57]), la fibra óptica (ver [1], [37]) y la física del estado sólido (ver [60]), entre
otras. Unas de las ecuaciones más importantes, de éste tipo, en la física son: La ecuación Korteweg-de
Vries (KdV) (ver [45]), la ecuación de Schrödinger (ver [32]), la ecuación de Boussinesq (ver [9], [53]),
la ecuación Benjamin-Ono (BO) (ver [3], [64]) y la ecuación Benjamin-Bona-Mahony (ver [4]), debido
a los fenómenos que ellas modelan. El interés que tienen dichas ecuaciones, desde el punto de vista
de las matemáticas, radica en el estudio de temas tales como, el buen planteamiento local y global,
existencia y estabilidad de ondas solitarias, principios de continuación única, por mencionar algunos
de ellos. Tales problemas por su alta relevancia han sido abordados por diferentes autores, para la
ecuación de Boussinesq (ver [7], [21], [24], [43]), para la ecuación KdV (ver [22], [31], [35], [39], [40],
[41]) y para la ecuación BO (ver [23], [25], [32], [34],[76]).

En las últimas décadas la ecuación (ZK),

ut + ∂x∆u+ uux = 0, (0-1)

obtenida por Zakharov y Kuznetsov (ver [77]), en el contexto de las ondas acústicas iónicas en plas-
mas magnéticos, la cual es una extensión multi-dimensional de la ecuación KdV (ver [46], [47]), ha
sido objeto de amplia investigación. Por ejemplo, el buen planteamiento del Problema de Valor Ini-
cial (en adelante P.V.I) asociado a (0-1) se aborda empleando diferentes técnicas, las cuales dependen
del espacio en el que se trate el problema: En [20], se prueba el buen planteamiento local y global
del P.V.I asociado a (0-1) enHm(R2) param entero ym ≥ 1, adaptando la técnica de Kenig, Ponce
y Vega para la ecuación KdV en [39] (allí se combinan el efecto regularizante tipo Kato, estimativas
tipo Strichartz, estimativas de la función maximal junto con un principio de contracción). En [5], em-
pleando un principio de contracción, se obtiene el buen planteamiento local y global enH1(R2) del
P.V.I asociado a la ecuación (0-1) modificada, es decir, cuando la no linealidad es de la forma u2ux. En
[54] se trató la ecuación ZK enHs(R3), mostrando que el P.V.I asociado a ésta, está bien planteado
para s > 9/8, adaptando la técnica de Koch y Tzvetkov en [44] para la ecuación BO (allí se emplean
estimativas tipo Strichartz localizadas, junto con un argumento de compacidad). En [52] se adapta
la técnica de Ionescu y Kenig desarrollada para la ecuación KP-I en [30] (Strichartz localizados en
tiempo-frecuencia), para así probar que el P.V.I asociado a (0-1) es bien planteado enHs(R×T) para
s > 3/2; resultado que sería mejorado posteriormente en [70], ya que, combinando la técnica de Ke-
nig, Ponce y Vega con estimativas para funciones localizadas en fase y pesos en tiempo, se establece
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que el problema está bien planteado localmente para s > 1. En [51] una adaptación de la técnica de
Kenig, Ponce y Vega, permite probar que el problema generalizado (cuando la no linealidad es de la
forma upux y p ∈ Z+), es bien planteado localmente para s > 3/4 con 2 ≤ p ≤ 7 y para s > 3

2p−4

con p ≥ 8, allí también se obtiene que la solución es global para s > 53/63 con p = 2 y para s = 1

con p ≥ 3, ambos resultados con condiciones adicionales sobre el dato inicial. En [69] se demuestra
el buen planteamiento local del problema generalizado para s > 1/4 con p = 2, para s > 5/12 con
p = 3 y para s > 1 − 2/p con p ≥ 4 (empleando la técnica de Kenig, Ponce y Vega). Mientras que,
en [28] y [59] obtuvieron de manera independiente que el P.V.I asociado a (0-1), es localmente bien
planteado para s > 1/2 en Hs(R2), haciendo uso de los espacios de Bourgain; además en [59] se
demuestra que el problema está bien planteado globalmente paraH1(R× T) yHs(R3) con s > 1.
En [49] se prueba el buen planteamiento para s > 5/3 en Hs(T2) del P.V.I asociado a la ecuación
ZK, empleando estimativas tipo Strichartz localizadas en tiempo. De manera más reciente en [42] se
probó que el P.V.I asociado a (0-1) está bien planteado localmente para s > −1/4 y globalmente en
L2(R2), estos resultados fueron obtenidos haciendo uso de una versión no lineal de la desigualdad
Loomis-Whitney; en elmismo trabajo semuestra que el problema estámal planteado para s < −1/4.

En los espacios con pesos hay diferentes aportes, por ejemplo, en [10] se demuestra el buen plan-
teamiento local del P.V.I asociado a (0-1) en Hs(R2) ∩ L2((1 + x2 + y2)s/2dxdy), para s > 3/4,
esto se logra adaptando las ideas de Faminskii en [20]. En [26] se establece el buen planteamiento en
Hs(R2) ∩ L2((1 + |x|2r1 + |y|2r2)dxdy), para s > 3/4 y r1, r2 > 0 tales que, máx{r1, r2} ≤ s/2,
obteniendo un resultado válido para el problema general, inspirados en las ideas de Famisnskii en
[20], junto con la estimativa del conmutador entre los pesos y el grupo asociado al P.V.I.

La existencia y estabilidad de ondas solitarias para la ecuación (0-1), con no linealidad generalizada,
son tratadas en [15], mientras que, un interesante principio de continuación única del P.V.I asociado
a (0-1) se muestra en [66].

Otra ecuación que recientemente ha despertado mucho interés, en la comunidad académica, es la
ecuación con dispersión generalizada BO-ZK,

ut +D1+α
x ux + uxyy = uux, con 0 ≤ α ≤ 1, (0-2)

pues tiene dos casos particulares muy interesantes: Caso α = 1, es la ya mencionada ZK. Caso α = 0,
es una ecuación que surge en el contexto de la electromigración en nanoconductores delgados so-
bre un sustrato dieléctrico, la cual fue introducida en [48] y [33], y recibe el nombre de BO-ZK. Para
éste modelo en particular, por ejemplo, en [18] y [19], se prueba el buen planteamiento del P.V.I aso-
ciado en Hs(R2) para s > 2 (vía regularización parabólica), junto con la existencia y estabilidad
de ondas solitarias. En [11], se prueba el buen planteamiento del P.V.I asociado a la ecuación BO-ZK
(empleando el método de regularización parabólica) en Hs1,s2(R2) para s1 ≥ s2 > 2, como tam-
bién, propiedades de persistencia de la solución, buen planteamiento del P.V.I asociado a la ecuación
BO-ZK, e incluso, se establecen principios de continuación única para el problema en mención, en
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Hs(R2) ∩ L2 ((1 + x2 + y2)rdxdy), para s > 2, r ≥ 0 y s ≥ 2r. En [12], se adapta la técnica de
Koch y Tzvetkov, paramejorar los resultados obtenidos en [11], mostrando que el buen planteamiento
se tiene enHs(R2) para s > 11/8, y en los espacios con pesos,Hs(R2)∩L2 ((1 + x2 + y2)rdxdy),
tanto para s > 11/8 y r ∈ [0, 11/16], como para s ≥ 2r y r ∈ (11/16, 1]. En [68] se obtiene el
buen planteamiento, en los espacios con pesos antes mencionados, para s ≥ r y r ∈ [0, 3] (s > 5/3),
y si r ∈ [3, 4) el buen planteamiento se tiene en el mismo espacio, siempre que φ̂(0, 0) = 0. En
[62], gracias a un argumento de compacidad, se prueba el buen planteamiento del P.V.I asociado a la
ecuación BO-ZK enHs(R2) para s > 5/4.

Para el P.V.I asociado a (0-2), el argumento utilizado en [74] (localización en tiempo en pequeños
intervalos dependientes de la frecuencia y la transversalidad), conlleva al buen planteamiento en
Hs(R2) para s > 3

2
− α y 0 ≤ α < 1. En [13], los autores prueban la persistencia de la solución en

espacios anisotrópicos con pesos anisotrópicos de la formaH(1+α)s,2s(R2) ∩ L2 (x2s1 + y2r2dxdy),
y principios de continuación única, basados en los resultados de buen planteamiento obtenidos pre-
viamente en [71] (empleando estimativas bilineales y espacios de Bourgain).

La importancia de las ecuaciones ZK yBO-ZK, junto con los trabajos antesmencionados, hanmotivado
a plantear la siguiente versión generalizada, tanto en la no linealidad, como en la dispersión, de la
ecuación Zakharov - Kuznetsov,

ut − ∂x(D
1+α
x ±D1+β

y )u+ upux = 0, (0-3)

con 0 ≤ α, β ≤ 1 y p ∈ Z+, dondeD1+α
x es la derivada homogénea, de orden 1 + α en la variable

x, definida vía transformada de Fourier por: D̂1+α
x u(ξ, η) := |ξ|1+αû(ξ, η), análogamente se define

D1+β
y para la variable y. Esta generalización cuenta con el signo positivo, con el cual se contemplan

las ecuaciones ZK y BO-ZK, y con el signo negativo, para el cual no hay un modelo conocido en la
literatura, pero genera gran interés ya que hace del modelo uno del tipo hiperbólico.

Así pues, en el trabajo se tratará el P.V.I asociado a (0-3) en diferentes espacios, para probar su buen
planteamiento con técnicas “clásicas”, siguiendo la noción de buen planteamiento establecida por T.
Kato en [35], y que puede ser consultada en la Nota 1.1.

La estructura del trabajo es la siguiente: En el primer capítulo se enuncian las definiciones y los resul-
tados básicos para el desarrollo del trabajo.

En el segundo capítulo, se emplean el Teorema del punto fijo de Banach y la técnica de regularización
parabólica (ver [32]), obteniendo como resultados principales los dos siguientes teoremas:

Teorema 2.1.
Sean 0 ≤ α, β ≤ 1, p ∈ Z+, µ > 0 y s > 1. Entonces, el P.V.I (2-2) es localmente bien planteado en
Hs(R2).
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Teorema 2.7.
Sean 0 ≤ α, β ≤ 1, p ∈ Z+ y s > 2. Entonces, el P.V.I (2-1) es localmente bien planteado enHs(R2).

Además, se establece el buen planteamiento global del problema regularizado en espacios de Sobo-
lev, incluso con índices negativos, para el caso p = 1.

En el tercer capítulo, haciendo uso de la técnica de Kenig, Ponce y Vega se establecen los siguientes
resultados:

Teorema 3.4.
Sean β = 1, 0 < α ≤ 1, p = 1 y u0 ∈ Hs (R2) , s > 11−2α

12
. Entonces, existen T = T (||u0||s) > 0

y una única solución u ∈ C ([0, T ] : Hs(R2)), del P.V.I (2-1), la cual satisface (3-55) - (3-57). Además, si
T ′ ∈ (0, T ), existe una vecindad V de u0 enHs(R2) tal que, la aplicación dato inicial - solución de V a la
clase definida por (3-55) - (3-57) es Lipschitz.

Teorema 3.5.
Sean β = 1, 0 < α ≤ 1, p = 2 y u0 ∈ Hs (R2) , s > 11−2α

12
. Entonces, existen T = T (||u0||s) > 0

y una única solución u ∈ C ([0, T ] : Hs(R2)), del P.V.I (2-1), la cual satisface (3-69) - (3-71). Además, si
T ′ ∈ (0, T ), existe una vecindad V de u0 enHs(R2) tal que, la aplicación dato inicial - solución de V a la
clase definida por (3-69) - (3-71) es Lipschitz.

Además, en éste capítulo se muestra que las soluciones de P.V.I garantizadas por los Teoremas 3.4 y
3.5 pueden ser extendidas a cualquier intervalo [0, T ], siempre que el dato inicial sea un elemento de
H1(R2).

En el cuarto capítulo, se obtiene el buen planteamiento del P.V.I asociado a (0-3) enXs,Hs1,s2(R2) y
Xs1,s2 (espacios que se hallan en las Definiciones 1.7 y 1.8), siguiendo un argumento de compacidad,
como en empleado por Koch y Tzvetkov en [44]. Los resultados más relevantes allí consignados son:

Teorema 4.1.
Sean β = 1, 0 < α ≤ 1, φ ∈ Xs, p = 1 y s > 15+7α

4(2+α)
. Entonces, existen T = T (∥φ∥Xs) > 0 y una

única solución u de (2-1) tales que, u ∈ C([0, T ] : Xs) y u, ux uy ∈ L1
TL

∞
xy. Además, la aplicación dato

inicial - solución es continua.

Teorema 4.3.
Sean β = 1, 0 < α ≤ 1, φ ∈ Xs1,s2(R2), p = 1 y r ∈ [15 + 7α, 16 + 8α]. Si s1 > r

4(2+α)
y

s2 >
3r

2(r−3−α) , existen un tiempo T (∥φ∥Xs1,s2 , s1, s2) > 0 y una única solución u de (2-1) tales que,
u ∈ C([0, T ] : Xs1,s2) y u, ux, uy ∈ L1

TL
∞
xy y la aplicación dato inicial - solución es continua.

En el quinto capítulo, se prueba el buen planteamiento del P.V.I asociado a (0-3) en los espacios
de Sobolev anisotrópicos con pesos anisotrópicos (exhibidos en la Definición 1.7), y los resultados
obtenidos fueron los siguientes:
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Teorema 5.1.
Sean 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, s1, s2 > 2, p ∈ Z+:

1. Si φ ∈ F s1,s2
r,0 (R2) y 0 ≤ r < 5

2
+ α, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en

F s1,s2
r,0 (R2), siempre que s1 ≥ r(1 + α) y s2 ≥ r(1 + β).

2. Si φ ∈ Ḟ s1,s2
r,0 (R2) y 5

2
+ α ≤ r < 7

2
+ α, el PVI asociado a (2-1) es localmente bien planteado en

Ḟ s1,s2
r,0 (R2), siempre que s1 ≥ r(1 + α) y s2 ≥ r(1 + β).

Teorema 5.2.
Sean 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, s1, s2 > 2, p ∈ Z+:

1. Si φ ∈ F s1,s2
0,r (R2) y 0 ≤ r < β + 3

2
, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en

F s1,s2
0,r (R2), siempre que s1, s2 ≥ r(1 + β).

2. Si φ ∈ Ḟ s1,s2
0,r (R2) y 3

2
+ β ≤ r < 5

2
+ β, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en

Ḟ s1,s2
0,r (R2), siempre que s1, s2 ≥ r(1 + β).

En elmismo capítulo, también se demuestran los siguientes principios de continuación única, del P.V.I
asociado a (0-3):

Teorema 5.3.
Sean 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, s1, s2 > 2, p = 1, φ ∈ F s1,s2

5
2
+α,0

(R2), s1 ≥ r(1 + α) y s2 ≥ r(1 + β),

para 2 ≤ r < 5
2
+ α. Si la solución u de (2-1), la cual pertenece al espacio F s1,s2

r,0 (R2), cumple para los
tiempos t1 < t2 < T que, u(ti) ∈ F s1,s2

5
2
+α,0

(R2) para i = 1, 2, entonces û(0, η, t) = 0 para casi toda

η ∈ R y t ∈ [0, T ].

Teorema 5.4.
Sean 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, s1, s2 > 2, p = 1, φ ∈ Ḟ s1,s2

7
2
+α,0

(R2) y 5
2
+ α ≤ r < 7

2
+ α, con

s1 ≥ r(1 + α) y s2 ≥ r(1 + β). Si la solución u de (2-1), que pertenece a F s1,s2
r,0 (R2), cumple para los

tiempos t1 < t2 < t3 < T que, u(ti) ∈ Ḟ s1,s2
7
2
+α,0

(R2) para i = 1, 2, 3, entonces u ≡ 0.

Teorema 5.5.
Sean 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, s1, s2 > 2, p = 1, φ ∈ F s1,s2

0, 3
2
+β

(R2) y 1 ≤ r ≤ β + 3
2
, con

s1, s2 ≥ r(1 + β). Si la solución u de (2-1), quien es un elemento de F s1,s2
0,r (R2), cumple para los tiempos

t1 < t2 < T que, u(ti) ∈ F s1,s2
0, 3

2
+β

(R2) para i = 1, 2, y además
∫
(2uuxx + φx)dy ≥ 0, entonces u ≡ 0.

Y en la última sección del mismo capítulo, se emplean los resultados obtenidos en el capítulo 4, para
mostrar una mejora en los teoremas de buen planteamiento enunciados para los espacios anisotró-
picos con pesos anisotrópicos, como se ve en los dos siguientes teoremas:

Teorema 5.6.
Sean β = 1, 0 < α < 1, p = 1, ⟨x⟩θφ ∈ L2(R2), φ ∈ Xs1,s2 , donde s1 > r

4(2+α)
y s2 > 3r

2(r−3−α)
para r ∈ [15 + 7α, 16 + 8α].
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1. Si s1 ≥ 1 + α, el P.V.I (2-1) está localmente bien planteado en F s1,s2
θ,0 (R2), para 0 < θ ≤ r

8(2+α)
.

2. Si s1 ≥ 1+α y s2 ≥ 2θ, el P.V.I (2-1) está localmente bien planteado enF s1,s2
θ,0 (R2), para r

8(2+α)
<

θ ≤ 1.

Teorema 5.7.
Sean β = 1, 0 < α < 1, p = 1, ⟨y⟩θφ ∈ L2(R2), φ ∈ Xs1,s2 donde s1 > r

4(2+α)
y s2 > 3r

2(r−3−α)
para r ∈ [15 + 7α, 16 + 8α]. Si s1 ≥ 2θ y s2 ≥ 2θ, el P.V.I (2-1) está localmente bien planteado en
F s1,s2

0,θ (R2).

El último capítulo está inspirado en los resultados obtenidos sobre ondas solitarias en [15], [18], [19]
y [48], y el objetivo principal de éste, es probar el siguiente resultado:

Teorema 6.1.
Para 0 ≤ α, β ≤ 1, existen ondas solitarias de la forma u(x, y, t) = ϕ(x− ct, y) asociadas a la ecuación
(2-1), en dos casos:

Caso 1: 0 ≤ α ≤ 1, β = 1 y p = 1, 2, 3, si ϕ ∈ H
1+α
2
,1.

Caso 2: α = β, 0 ≤ α ≤ 1 y p = 1, 2, si ϕ ∈ H
1+α
2 .



1 Preliminares

En este capítulo se dan a conocer la notación, las definiciones básicas y los resultados fundamentales
empleados en el presente trabajo.

Definición 1.1.
C∞(Rn) es el espacio de funciones definidas enRn a valor complejo, continuas, que tienden a cero en infinito,
es decir,

C∞(Rn) :=

{
f : Rn → C | f es continua y lím

|x|→∞
f(x) = 0

}
Definición 1.2.

El espacio S(Rn) :=

{
f ∈ C∞(Rn) | ||f ||αβ = sup

x∈Rn

∣∣xα∂βf(x)∣∣ <∞, para todo α, β ∈ Nn

}
, se

conoce como el espacio de Schwartz.

Definición 1.3.
El espacio de las distribuciones temperadas, consiste en los funcionales continuos del espacio de Schwartz, es
decir, es el espacio S ′(Rn).

Definición 1.4.
Los espacios de Sobolev de tipo L2 se definen para s ∈ R como sigue:

Hs(Rn) :=
{
f ∈ S ′(Rn) | (1 + |ξ|2)s/2f̂ ∈ L2(Rn, dξ)

}
,

cuya norma es dada por:

||f ||2s :=
∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ.

Y la transformada de Fourier de φ ∈ S(R2) se define así:

φ̂(ξ, η) :=
1

2π

∫
R2

φ(x, y)e−i(xξ+yη)dxdy.

Lema 1.1 (Lema de Sobolev).
Para s ∈ R y k ∈ N
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1. Si s > k + n
2
y Ck

∞(Rn) es el espacio de las funciones con k derivadas parciales continuas, las cuales
se anulan en el infinito, entonces Hs(Rn) está inmerso continuamente en Ck

∞(Rn), es decir, si f ∈
Hs(Rn) entonces, después de una posible modificación de f en un conjunto de medida cero, f ∈
Ck

∞(Rn) y existe una constante positiva Cs tal que,

||f ||Ck
∞(Rn) =

∑
|α|≤k

sup
x∈Rn

|∂αf(x)| ≤ Cs||f ||s.

2. Si s > n
2
,Hs(Rn) es un Álgebra de Banch, es decir, existe Cs > 0 tal que

||fg||s ≤ Cs||f ||s||g||s.

.

Demostración. Ver [53, Teorema 3.2, p. 47] y [53, Teorema 3.5, p. 51].

Teorema 1.1 (Desigualdad de Gronwall).
Sean x,Ψ y χ funciones reales continuas, definidas en [a, b] con χ(t) ≥ 0, para todo t ∈ [a, b]. Si

x(t) ≤ Ψ(t) +

∫ t

a

χ(s)x(s)ds, t ∈ [a, b],

entonces,

x(t) ≤ Ψ(t) +

∫ t

a

χ(s)Ψ(s)e
∫ t
s χ(u)duds.

Además, siΨ es constante y

x(t) ≤ Ψ+

∫ t

a

χ(s)x(s)ds,

entonces,
x(t) ≤ Ψe

∫ t
a χ(u)du,

para t ∈ [a, b].

Demostración. Ver por ejemplo [16, Teorema 1, p. 1] y [16, Corolario 3, p. 3] o [29, Lema 1.6, p. 7] y [29,
Consecuencia 2, p. 8].

Definición 1.5.
La transformada de Hilbert (notada medianteH), se define de la siguiente manera:

Hf(x) = 1

π
lím
ϵ→∞

∫
|y|>ϵ

f(x− y)

y
dy.

Definición 1.6.
Para g ∈ S ′ (Ω), se definen los operadores Jsx,J

s
y , J

s,Ds
x yDs

y como sigue:

Ĵsxg (ξ, η) =
(
1 + ξ2

) s
2 ĝ (ξ, η) .
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Ĵsyg (ξ, η) =
(
1 + η2

) s
2 ĝ (ξ, η) .

Ĵsg (ξ, η) =
(
1 + ξ2 + η2

) s
2 ĝ (ξ, η) .

D̂s
xg = |ξ|sĝ.

D̂s
yg = |η|sĝ.

Lema 1.2 (Kato-Ponce).
Si f, g ∈ S (Rn) para 1 < p <∞, s > 0, existe una constante C = C(n, p, s) tal que,

∥Js(fg)− f(Jsg)∥Lp(Rn) ≤ C
[
∥∇f∥L∞(Rn)

∥∥Js−1g
∥∥
Lp(Rn)

+ ∥Jsf∥Lp(Rn) ∥g∥L∞(Rn)

]
.

Demostración. Ver [36, Lema X1, p. 902].

Los casos excepcionales del siguiente teorema, no se consideran ya que no se emplean durante el
trabajo.

Teorema 1.2 (Gagliardo - Nirenberg).
Sean f : Rn → R, 1 ≤ q, r ≤ ∞, j,m ∈ N y θ un numero real, tales que,

1

p
=
j

n
+ θ

(
1

r
− m

n

)
+ (1− θ)

1

q
,

y j
m

≤ θ ≤ 1. Entonces,
∥∇jf∥Lp ≤ C∥∇mf∥θLr∥f∥1−θLq .

Demostración. Ver [63, Teorema, p. 125].

Definición 1.7.
Los espacios de Sobolev anisotrópicos se definen como sigue:

Hs1,s2
(
R2
)
:=
{
f ∈ S ′(R2) | ∥f∥s1,s2 <∞

}
,

donde

∥f∥s1,s2 =
(∫

R

∫
R
(1 + |ξ|s1 + |η|s2)2

∣∣∣f̂(ξ, η)∣∣∣2 dξdη) 1
2

.

Mientras que, los espacios anisotrópicos con pesos anisotrópicos F s1,s2
r1,r2

vienen definidos como,

F s1,s2
r1,r2

(
R2
)
:= Hs1,s2

(
R2
)
∩ L2

r1,r2

(
R2
)
,

donde,

∥f∥L2
r1,r2

=

(∫
R2

(
1 + |x|2r1 + |y|2r2

)
|f(x, y)|2dxdy

) 1
2

∼
∥∥∥(1 + |x|2r1 + |y|2r2

) 1
2 f
∥∥∥
0

∼ ∥(1 + |x|r1 + |y|r2) f∥0 ,

considerando ∥ · ∥0 como en la Definición 1.4. Por lo tanto,

∥f∥Fs1,s2
r1,r2

∼ ∥f∥s1,s2 + ∥f∥L2
r1,r2

.
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Definición 1.8.
Los espaciosXs yXs1,s2 se definen por sus normas

∥f∥Xs = ∥Jsyf∥0 + ∥Jsxf∥0

y
∥f∥Xs1,s2 = ∥Js1x f∥0 + ∥Js2y f∥0,

respectivamente.

Cabe resaltar que dichas normas son equivalentes a las normas de los espaciosHs yHs1,s2 , es decir,

∥f∥Xs ∼ ∥f∥Hs

y
∥f∥Xs1,s2 ∼ ∥f∥Hs1,s2 .

Lema 1.3.
Sean a y b números reales positivos. Si Ju = (1− ∂2u)

1
2 y ⟨v⟩ = (1 + v2)

1
2 , para cualquier θ ∈ (0, 1)

1.
∣∣Jθau (⟨v⟩(1−θ)bf)∣∣ ≤ c|⟨v⟩bf |1−θ|Jauf |θ ≤ (1− θ)|⟨v⟩bf |+ θ|Jauf |.

2.
∣∣⟨v⟩(1−θ)b (Jθau f)∣∣ ≤ c|⟨v⟩bf |1−θ|Jauf |θ ≤ (1− θ)|⟨v⟩bf |+ θ|Jauf |.

Demostración. Ver [25, Lema 2.8, p. 771] o [27, Lema 1, p. 443] y [61, Lema 4, p. 1217].

Lema 1.4.
Sea f una función enR tal que, ella y sus derivadas hasta de ordenn+1 están enL2(R) y además f (j)(0) = 0

para j = 0, 1, . . . , n. Entonces, existe una función g ∈ L2(R) tal que, f = xn+1g y

g(x) =

∫ 1

0

(1− t)n

n!
f (n+1)(xt)dt,

||g||0 =
∥∥∥∥ f

xn+1

∥∥∥∥
0

≤ Cn
∥∥f (n+1)

∥∥
0
.

Si a esto se le añade la suposición que f (n+1) tiene derivada fraccionaria de orden α en L2(R),

∥Dαg∥0 ≤
∥∥∥∥Dα

(
f

xn+1

)∥∥∥∥
0

≤ C
∥∥Dn+1+αf

∥∥
0
.

Demostración. Ver [58, Lema 2.0.31, p. 14] y [58, Corolario 2.0.32, p. 14].

Definición 1.9.
Para cada b ∈ (0, 1) y f medible en Rn a valores complejos, la derivada de Stein de orden b se define para
cada x ∈ R como sigue:

Dbf(x) :=

(∫
Rn

|f(x)− f(y)|2

|x− y|n+2b
dy

) 1
2

.
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Teorema 1.3.

Si b ∈ (0, 1) y
2n

n+ 2b
≤ p <∞, entonces f ∈ Lpb(Rn) si y sólo si

1. f ∈ Lp(Rn).

2. Dbf ∈ Lp(Rn).

Además,
||f ||b,p :=

∥∥∥(1−∇)
b
2f
∥∥∥
p
∼ ||f ||p + ||Dbf ||p.

Demostración. Ver [75, Teorema 1, p. 1].

Teorema 1.4.
Sean b ∈ (0, 1), 1 ≤ p <∞ y f, g : Rn → C funciones medibles. Entonces,

1. Db(fg)(x) ≤ ∥f∥∞ Dbg(x) + |g(x)|Dbf(x).

2.
∥∥Db(fg)

∥∥
Lp ≤ ∥f∥∞ ∥Dg∥Lp +

∥∥gDbf
∥∥
Lp .

3.
∥∥Db(fg)

∥∥
L2 ≤ ∥fDg∥L2 +

∥∥gDbf
∥∥
L2 .

4.
∥∥Dbf

∥∥
L2 ≤ C

∥∥Dbf
∥∥
L2 .

Demostración. Ver [61, Teoremas C y D, p. 1212].

Proposición 1.1.
Si f̂(0, η) = 0 y 0 < α < 1,∥∥∥Dα

ξ

(
sgn(ξ)f̂

)∥∥∥
L2

≤
∥∥∥f̂∥∥∥

L2
+
∥∥∥Dξf̂

∥∥∥
L2
.

Demostración. Ver [6, Proposición 2.19, p. 16].

Lema 1.5.
Si b ∈ (0, 1) y 1 + β ≥ 1,

Db
ξ

(
e−it(ξ|ξ|

1+α±ξ|η|1+β)
)
≤ tb|ξ|b(1+α) + t

b
2+α + tb|η|b(1+β). (1-1)

Demostración. Como consecuencia del Teorema 1.4, se tiene que

Db
ξ

(
e−it(ξ|ξ|

1+α±ξ|η|1+β)
)
≤ Db

ξ

(
e−itξ|ξ|

1+α
)
+Db

ξ

(
e−itξ|η|

1+β
)
= A+B.

Para acotarA yB, se emplea un argumento estándar para este tipo de derivadas:

A2 =

∫ ∣∣∣e−itξ|ξ|1+α − e−it(ξ+z)|ξ+z|
1+α
∣∣∣2

|z|1+2b
dz

=t
−1
2+α

∫ ∣∣∣∣∣e−i
(
t

1
2+α ξ|t

1
2+α ξ|1+α

)
− e

−i
((

t
1

2+α ξ+w

)
|t

1
2+α ξ+w|1+α

)∣∣∣∣∣
2

|t
−1
2+αw|1+2b

dw

=t
2b

2+α I
(
t

1
2+α ξ

)
.
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El objetivo será acotar I(y). Primero, se consideran los valores |y| ≥ 1, así, R se puede escribir
como la unión de B1 y B2, los cuales se definen como sigue: B1 = {w ∈ R | |w| < |y|−(1+α)} y
B2 = {w ∈ R | |w| ≥ |y|−(1+α)}, el Teorema del valor medio implica lo siguiente:

I(y) =

∫
R

∣∣∣e−iy(|y|1+α) − e−i((y+w)|y+w|
1+α)

∣∣∣2
|w|1+2b

dw

=

∫
B1

∣∣∣e−iy(|y|1+α) − e−i((y+w)|y+w|
1+α)

∣∣∣2
|w|1+2b

dw +

∫
B2

∣∣∣e−iy(|y|1+α) − e−i((y+w)|y+w|
1+α)

∣∣∣2
|w|1+2b

dw

≤

∫
B1

∣∣∣w(2 + α)y1+αeiy|y|
1+α
∣∣∣2

|w|1+2b
dw + 8

∫ ∞

|y|−(1+α)

dw

w1+2b

=2(2 + α)2|y|2(1+α)
∫ |y|−(1+α)

0

w1−2bdw + 8

∫ ∞

|y|−(1+α)

dw

w1+2b
≤ C|y|2b(1+α).

Si ahora se estudia el caso en que |y| < 1, se escribiráR como la unión de los conjuntosB1 = {w ∈
R | |w| < |y|},B2 = {w ∈ R ||w| ≥ |y|−(1+α)} yB3 = {w ∈ R | |y| < |w| < |y|−(1+α)}, ya que, el
argumento es similar al anterior, se muestra únicamente la integral sobreB3:∫

B3

∣∣∣e−iy(|y|1+α) − e−i((y+w)|y+w|
1+α)

∣∣∣2
|w|1+2b

dw ≤
∫ 1

|y|
w1−2bdw + 8

∫ |y|−(1+α)

1

w−1−2bdw ≤ C.

Por lo anterior,A satisface lo siguiente:

A ≤ C
(
tb|ξ|b(1+α) + t

b
2+α

)
.

Para acotarB, el procedimiento es análogo al anterior:

B2 =

∫ ∣∣∣e−itξ|η|1+β − e−it(ξ+z)|η|
1+β
∣∣∣2

|z|1+2b
dz

=
(
t|η|1+β

)2b∫ ∣∣∣e−itξ|η|1+β − e−i(tξ|η|
1+β+w)

∣∣∣2
|w|1+2b

dw =
(
t|η|1+β

)2b
I2
(
tξ|η|1+β

)
.

El procedimiento para acotar I2(y), sigue las mismas ideas del caso anterior, obteniendo que:

I2(y) ≤ C
(
t|η|1+β

)2b
.

Así,
B ≤ Ctb|η|b(1+β).

De lo que se sigue el resultado.
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Lema 1.6.
Si b ∈ (0, 1), y 1 + β ≥ 1,

Db
η

(
e−it(ξ|ξ|

1+α±ξ|η|1+β)
)
≤ tb|ξ|b|η|bβ + t

b
1+β |ξ|b. (1-2)

Demostración. La demostración sigue las ideas expuestas en el Lema anterior, motivo por el cual será
omitida.

Proposición 1.2.
Sea χ ∈ C∞

0 una función que χ ≡ 1 en (−1, 1) y supp χ ⊆ [−2, 2], para b ∈ (0, 1) y θ > 0,

Db
(
|ξ|θχ(ξ)

)
(η) ∼


c|η|θ−b + c1, θ ̸= b, |η| ≪ 1

c(−ln|η|)1/2, θ = b, |η| ≪ 1
c

|η|1/2+b , |η| ≫ 1

yDb
(
|ξ|θχ(ξ)

)
(·) continua en η ∈ R− {0}. En particular, se tiene que

Db
(
|ξ|θχ(ξ)

)
∈ L2(R) si y sólo si b < θ +

1

2
. (1-3)

Un resultado similar se obtiene paraDb
(
|ξ|θsgn(ξ)χ(ξ)

)
.

Demostración. Ver [25, Proposición 2.9, p. 771].

Proposición 1.3.

1. Sea ϕ ∈ L∞(R) con ∂αξ ϕ ∈ L2(R), para α = 1, 2. Entonces para todo θ ∈ (0, 1)

∥[Jθ;ϕ]f∥0 ≤ cθ,ϕ∥f∥0.

2. Si η ∈ (0, 1],
∥[Jη; f ]g∥0 ≤ c∥∂̂xf∥L1∥g∥0.

Demostración. Ver [25, Proposición 2.4, p. 770].

Proposición 1.4.
Sea k ∈ Z+, si |ϕ(k)(x)| ≥ 1 para todo x ∈ [a, b], y ϕ′(x) monótona en el caso k = 1, entonces∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)
∣∣∣∣ ≤ ckλ

−1/k. (1-4)

Demostración. Ver [53, Proposición 1.5, p. 13].

Corolario 1.1 (Van der Corput).
Sea k ∈ Z+, si |ϕ(k)(x)| ≥ 1 para todo x ∈ [a, b], y ϕ′(x) monótona en el caso k = 1, entonces∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ckλ
−1/k

(
∥f∥L∞

+ ∥f ′∥L1

)
. (1-5)
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Demostración. Ver [53, Corolario 1.1, p. 14].

El siguiente lema se empleará para lograr realizar las estimativas de la función maximal, para el caso
β = 1.

Lema 1.7.
Para cualquier y, t, ξ ∈ R, con t, ξ ̸= 0, se tiene∫

R
ei(tξη

2+yη)dη =

√
π

|tξ|
e−i

y2

4tξ ei
π
4
sgn(tξ). (1-6)

Demostración. Es consecuencia del Teorema de Cauchy.

Lema 1.8 (Cantidades conservadas).
Para el P.V.I. (2-1) las siguientes son cantidades conservadas:

∥u∥0 = ∥φ∥0 . (1-7)

Y

1

2

∫∫ (
D

1+α
2

x u
)2

±
(
D

1+β
2

y u

)2

− 2up+2

(p+ 1) (p+ 2)
dxdy (1-8)

=
1

2

∫∫ (
D

1+α
2

x φ
)2

±
(
D

1+β
2

y φ

)2

− 2φp+2

(p+ 1) (p+ 2)
dxdy.

Demostración. Su demostración sigue un argumento estándar, por lo que será omitida.

Lema 1.9.
Sean s1, s2 ∈ R+ tales que, 1

s1
+ 1

s2
< 2. Entonces,Hs1,s2(R2) ⊆ C∞(R2) y la inclusión es continua.

Demostración. Ver [73, Lema 2.1, p. 5].

Lema 1.10.
Sean s1, s2 ∈ R+ tales que, 1

s1
+ 1

s2
< 2. Entonces, el espacioHs1,s2(R2) es un álgebra de Banach.

Demostración. Ver [6, Proposición 4.3, p. 32].

Definición 1.10 (Descomposición Littlewood - Paley).
Para descomponer una función g, se definen los operadoresQj

x yQk
y , para j, k = 0, 1, . . ., como sigue:

(̂Q0
xg)(ξ, η) := χ[0,1)(|ξ|)ĝ(ξ, η), (̂Qj

xg)(ξ, η) = χ[2j−1,2j)(|ξ|)ĝ(ξ, η) si j ≥ 1,

y

(̂Q0
yg)(ξ, η) := χ[0,1)(|η|)ĝ(ξ, η), (̂Qk

yg)(ξ, η) = χ[2k−1,2k)(|η|)ĝ(ξ, η) si k ≥ 1,

donde, χA es la función característica del conjuntoA.



16 1 Preliminares

Por lo tanto, g puede reescribirse como sigue:

ĝ(ξ, η) =
∞∑
k=0

∞∑
j=0

̂(Qk
yQ

j
xg)(ξ, η). (1-9)

(1-9) implica lo siguiente:

∥g∥20 ∼
∑
k,j≥0

∥∥Qj
xQ

k
yg
∥∥2
0
.

∥Jsxg∥
2
0 +

∥∥Jsyg∥∥20 ∼ ∑
k≥0,j≥1

(
2j
)2s ∥∥Qj

xQ
k
yg
∥∥2
0
+

∑
k≥1,j≥0

(
2k
)2s ∥∥Qj

xQ
k
yg
∥∥2
0
+
∑
k,j≥0

∥∥Qj
xQ

k
yg
∥∥2
0
.

(1-10)

Teorema 1.5.
Si 1 < p <∞ y 0 < s < 1,

∥Jsx(fg)∥Lp
xy

≤ C(∥Jsxf∥L∞
xy
∥g∥Lp

xy
+ ∥f∥L∞

xy
∥Jsxg∥Lp

xy
).

Demostración. Consecuencia de los resultados obtenidos en [39, Teorema A 12, p. 614].

Proposición 1.5.
Sean α ∈ [0, 1), β ∈ (0, 1) con α + β ∈ [0, 1]. Entonces, para p, q ∈ (1,∞) y para todo δ > 1

q
, existe

c = c(α, β, p, q, δ) > 0 tal que,

∥Dα
x [D

β
x ; a]D

1−(α+β)
x f∥p ≤ c∥Jδ∂xa∥q∥f∥p.

Demostración. Ver [14, Proposición 3.2, p. 12].

Lema 1.11.
SeanDs1f ∈ Lp yDs2f ∈ Lq, entonces para todo θ ∈ [0, 1], Dsf ∈ Lp se tiene que,

∥Dsf∥Lr ≤ Cp,q,s2∥Ds1f∥θLp∥Ds2f∥1−θLq ,

para s = θs1 + (1− θ)s2 y 1
r
= θ

p
+ 1−θ

q
.

Demostración. Ver [58, Lema 2.0.4, p. 5].

Lema 1.12.
Si H es la transformada de Hilbert, entonces para p ∈ (1,∞) y l,m ∈ Z+, existe un c = c(p, l,m) > 0

tal que,

∥∂lx[H; a]∂mx f∥p ≤ c∥∂m+l
x a∥∞∥f∥p.

Demostración. Ver [14, Lema 3.1, p. 10].
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Lema 1.13.
Sean α, b > 0. Si Jαxif(x1, x2), ⟨xj⟩

bf(x1, x2) ∈ L2(R2), entonces para cualquier β ∈ (0, 1) se tiene
que,

∥Jαβxi (⟨xj⟩
(1−β)bf)∥L2

xi
≤ c∥⟨xj⟩bf∥1−βL2

xi

∥Jαxif∥
β
L2
xi

, para i, j = 1, 2.

La desigualdad también es válida para ⟨·⟩N , con la constante c independiente deN , donde

⟨·⟩N =

{
⟨·⟩ si · ≤ N

2N si · ≥ 3N

paraN ∈ Z+, y ⟨·⟩N es una función suave, no decreciente en |·|, que además satisface ⟨·⟩′N ≤ 1 y |⟨·⟩′′N(·)| ≤
c∂2⟨·⟩.

Demostración. Ver [13, Lema 2.12, p. 1078].

Proposición 1.6.
Para 0 ≤ p < 4, α ≥ p

p+4
y f ∈ Hα,1(R2), existe una constante c tal que:

∥f∥p+2
Lp+2 ≤ c∥f∥

α(p+4)−p
2α

0 ∥Dα
xf∥

p
2α
0 ∥fy∥p/20 ,

en particular,
∥f∥Lp+2 ≤ ∥f∥α,1.

Demostración. Ver [6, Proposición 2.20, p. 22].

Lema 1.14 (Principio de Compacidad concentrada).
Sea (ρn)n una sucesión de funciones no negativas enL

1(RN), tales que,
∫∞
−∞ ρn(x) = λ para todo n y algún

λ > 0. Entonces, existe una sub-sucesión (ρnk
)k que satisface una de las siguientes tres condiciones:

1. (Compacidad) Existe yk ∈ RN para k = 1, 2, · · · tal que ρnk
(· + yk) está concentrada, es decir,

para cualquier ϵ > 0, existeR > 0 tal que,∫
|x−yk|≤R

ρnk
(x)dx ≥ λ− ϵ.

2. (Desvanecimiento) Para cualquierR > 0,

lím
k→∞

sup
y∈RN

∫
|x−y|≤R

ρnk
(x)dx = 0.

3. (Dicotomía) Existe α ∈ (0, λ) tal que, para cualquier ϵ > 0, existen k0 ≥ 1 y ρ1nk
, ρ2nk

≥ 0

elementos de L1(RN), tales que, para k ≥ k0,

∥ρnk
− (ρ1nk

+ ρ2nk
)∥L1 ≤ ϵ;

∣∣∣∣∫
RN

ρ1k(x)dx− α

∣∣∣∣ ≤ ϵ;

∣∣∣∣∫
RN

ρ2k(x)dx− (λ− α)

∣∣∣∣ ≤ ϵ.

Además, suppρ1nk
∩ suppρ2nk

= ∅, y dist(suppρ1k, suppρ2k) → ∞ cuando k → ∞.
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Demostración. Ver [55, Lema I.1, p. 115] y [56].

Nota 1.1.

En el trabajo se entenderá que la integral sin límites de integración, representa a la integral sobre todo
el conjunto de los reales, es decir, ∫

f(x)dx =

∫
R
f(x)dx.

Los símbolos ≤, <,≥, > representarán incluso las desigualdades que tienen múltiplos constantes de
algún término, y dichas constantes no influyen en el resultado de manera importante, es decir,

f ≤ kg se podrá notar como f ≤ g.

La noción de buen planteamiento que se tendrá en cuenta en el trabajo es la siguiente:

SeanX y Y espacios de Banach tales que, Y ↪→ X . Considerando el P.V.I{
∂tu(x, t) = F (t, u(x, t)) ∈ X

u(x, 0) = φ(x) ∈ Y,
(1-11)

donde F : [0, T ] × Y → X es una función continua. Se dirá que el P.V.I (1-11) es localmente bien
planteado, si:

1. Para todo φ ∈ Y , existen T (φ) > 0 y u ∈ C([0, T ] : Y ), tal que u(0) = φ y además u
satisface (1-11).

2. Existe una única u ∈ C([0, T ] : Y ) solución de (1-11).

3. La aplicación φ→ u ∈ C([0, T ] : Y ) es continua.

Además, si se llega a dar el caso que T = ∞ se dirá que el problema es globalmente bien planteado.
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El eje central de este capítulo, es mostrar que el problema de Cauchy asociado al P.V.I de la generali-
zación de la ecuación Z-K {

ut − ∂x(D
1+α
x u±D1+β

y u) + upux = 0

u(0) = φ ∈ Hs(R2),
(2-1)

con 0 ≤ α, β ≤ 1 y p ∈ Z+ , satisface el Teorema 2.7.

Para ello, se emplea la técnica de regularización parabólica, para la cual, es necesario considerar la
siguiente perturbación del problema (2-1):{

ut − ∂x(D
1+α
x u±D1+β

y u) + upux = −µ(∂2x + ∂2y)
2u

u(0) = φ ∈ Hs(R2),
(2-2)

con 0 ≤ α, β ≤ 1 y p ∈ Z+ y µ > 0. Mediante un argumento de contracción se muestra que éste
problema satisface el Teorema 2.1. Posteriormente, se obtiene la independencia del tiempo de exis-
tencia de la solución del problema regularizado (2-2) de los parámetros s y µ, y finalmente, siguiendo
un argumento del tipo Bona-Smith se muestra el buen planteamiento de (2-1).

Con esto en mente, se tratará el problema lineal asociado a (2-2), el cual se define de la siguiente
manera: {

ut = ∂x(D
1+α
x u±D1+β

y u)− µ(∂2x + ∂2y)
2u

u(0) = φ ∈ Hs(R2),
(2-3)

y cuya solución está dada por:
u = Vµ(t)φ := etAµφ,

donde
Aµ := ∂x(D

1+α
x ±D1+β

y )− µ(∂2x + ∂2y)
2.

Con esto enmente, el presente capítulo se divide en cuatro secciones; el objetivo de la primera sección
es probar el buen planteamiento de (2-2), bajo las condiciones del Teorema 2.1. La segunda se centra
en mostrar el buen planteamiento de (2-1), bajo las condiciones dadas en el Teorema 2.7. La tercera
sección, tiene como fin, probar el buen planteamiento local de (2-2) (con p = 1), en espacios de
baja regularidad según lo establecido en los Teoremas 2.8 y 2.9. Mientras que, en la última sección, se
obtienen los resultados necesarios, para mostrar el buen planteamiento global de (2-2) (con p = 1),
cuando s ≥ 1 y s ∈ (−2, 1), como se enuncia en los Teoremas 2.10 y 2.11, respectivamente.
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2.1. Buen planteamiento para µ > 0

A continuación se presentarán propiedades regularizantes de (Vµ(t))t≥0, µ > 0, las cuales ayudan a
controlar la norma de la solución de (2-2) y (2-3).

Lema 2.1 (Desigualdad de regularización).
Sean µ > 0, t > 0, s ∈ R y λ ≥ 0. Entonces, para φ ∈ Hs(R2) se tiene que

||Vµ(t)φ||s+λ ≤ C||φ||s, (2-4)

dondeAµ := ∂x(D
1+α
x ±D1+β

y )− µ(∂2x + ∂2y)
2 y C = Cλ

(
1 + 1

tµ

)λ/4
.

Demostración.

||Vµ(t)φ||2s+λ

=

∫∫
(1 + |ξ|2 + |η|2)s+λ

∣∣∣∣et[−iξ(ξ1+α±η1+β)−µ(ξ2+η2)2]
∣∣∣∣2|φ̂(ξ, η)|2dξdη

=

∫∫
(1 + |ξ|2 + |η|2)s+λe−2tµ(ξ2+η2)2|φ̂(ξ, η)|2dξdη

≤ sup
(ξ,η)∈R2

{
(1 + |ξ|2 + |η|2)λe−2tµ(ξ2+η2)2

} ∫∫
(1 + |ξ|2 + |η|2)s|φ̂(ξ, η)|2dξdη

≤ ||φ||2s sup
(ξ,η)∈R2

{
(1 + |ξ|2λ + |η|2λ)e−2tµ(ξ2+η2)2

}
. (2-5)

Se procederá a acotar cada uno de los sumandos dentro del supremo en (2-5). El primero de ellos no
presenta dificultad alguna, ya que,

e−2tµ(ξ2+η2)2 ≤ 1, (2-6)

cuando t ≥ 0. Para el segundo sumando, se define la siguiente función:

f(ξ) := |ξ|2λe−2tµ(ξ2+η2)2 ≤ |ξ|2λe−2tµξ4 ,

la cual es par, por lo que, basta acotarla para los valores de ξ ≥ 0, así:

f ′(ξ) = 2ξ2λ−1(λ− 4tµξ4) = 0,

considerando,

ξ∗ =

(
λ

4tµ

)1/4

,

f tiene un máximo global en ξ∗, cuyo valor es:

f(ξ∗) =

(
λ

4tµ

)λ/2
e−λ/2 = Kλ

(
1

tµ

)λ/2
. (2-7)
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Para el término restante, se realiza un procedimiento análogo al del segundo sumando, obteniendo
lo siguiente:

|η|2λe−2tµ(ξ2+η2)2 ≤ |η|2λe−2tµη4 ≤ Kλ

(
1

tµ

)λ/2
. (2-8)

De (2-6) - (2-8) se sigue que

||Vµ(t)φ||2s+λ ≤ ||φ||2s sup
(ξ,η)∈R2

{
(1 + |ξ|2λ + |η|2λ)e−2tµ(ξ2+η2)2

}
≤ ||φ||2sC2

λ

(
1 +

1

tµ

)λ/2
,

o equivalentemente.

||Vµ(t)φ||s+λ ≤ ||φ||sCλ
(
1 +

1

tµ

)λ/4
.

Para mostrar el buen planteamiento local de (2-2) en los espacios de Sobolev, con s > 1, se procede
como en [32], de modo que, se requiere probar el siguiente resultado:

Lema 2.2.
Para cada s > 1, µ > 0, T > 0 y u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)), la ecuación integral,

u(t) = Vµ(t)φ−
∫ t

0

Vµ(t− t′)up(t′)∂xu(t
′)dt′, (2-9)

es equivalente al problema (2-2), en el siguiente sentido, u satisface (2-9) si y sólo si u ∈ C1([0, T ] :

Hs−4(R2)) y

lím
h→0

∣∣∣∣∣∣∣∣u(t+ h)− u(t)

h
− Aµu(t)− up(t)∂xu(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
s−4

= 0, (2-10)

para todo t ∈ [0, T ]. Cuando t = 0 o t = T , el límite se toma por la derecha o izquierda, respectivamente.

Demostración. Si u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) satisface (2-9), se tiene lo siguiente:

u(t+ h)− u(t)

h
=
1

h
[Vµ(t+ h)− Vµ(t)]φ+

1

h

∫ t+h

t

Vµ(t+ h− t′)up(t′)∂xu(t
′)dt′

+
1

h

∫ t

0

[Vµ(t+ h− t′)− Vµt]u
p(t′)∂xu(t

′)dt′.

Tomando el límite en cada sumando y aplicando las propiedades de Vµ, el Teorema del valor medio
para integrales y el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue implican que:

lím
h→0

1

h
[Vµ(t+ h)− Vµ(t)]φ = AµVµ(t)φ,

lím
h→0

1

h

∫ t+h

t

Vµ(t+ h− t′)up(t′)∂xu(t
′)dt′ = Vµ(0)u

p(t)∂xu(t) = up(t)∂xu(t),
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y

lím
h→0

1

h

∫ t

0

[Vµ(t+ h− t′)− Vµ(t− t′)]up(t′)∂xu(t
′)dt′ = Aµ

∫ t

0

Vµ(t− t′)up(t′)∂xu(t
′)dt′.

Por lo tanto,
∂tu(t) = Aµu(t) + up(t)∂xu(t).

Recíprocamente, si u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) ∩ C1([0, T ] : Hs−4(R2)) y satisface (2-10), entonces,

∂tu− Aµu = up∂xu,

por lo tanto,

d

dt′
[Vµ(t− t′)u(t′)] =− AµVµ(t− t′)u(t′) + Vµ(t− t′)∂t′u(t

′)

=Vµ(t− t′)up(t′)∂xu(t
′).

El resultado es consecuencia del Teorema fundamental del cálculo.

Ahora, se definirá el operador que representa la ecuación integral asociada a (2-2):

Ψ(u(t)) := Vµ(t)φ−
∫ t

0

Vµ(t− t′)up(t′)∂xu(t
′)dt′, (2-11)

para u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)), cuya norma es:

||u||s,∞ := sup
[0,T ]

||u(t)||s.

Para utilizar el Teorema del punto fijo de Banach, se trabajará en la bola cerrada

X(T,M) := {u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) | ||u(t)− Vµ(t)φ||s ≤M},

la cual, al ser dotada de la métrica:

d(u, v) = sup
t∈[0,T ]

||u(t)− v(t)||s = ∥u− v∥s,∞,

resulta ser un espacio métrico completo, motivo por el cual se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.1.

1. Si u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)), s > 1, entonces Ψ(u) ∈ C((0, T ] : Hs(R2)).

2. Existe T > 0 tal que, si u ∈ X(T,M), entonces Ψ(u) ∈ X(T,M).

3. Existe T > 0 tal que, Ψ es una contracción en X(T,M).

Demostración.
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1. Esta prueba se divide en dos etapas: La primera de ellas, consiste en ver que la imagen de u
mediante Ψ pertenece al espacioHs(R2):

||Ψ(u)||s ≤ ||Vµ(t)φ||s +
∫ t

0

||Vµ(t− t′)up(t′)∂xu(t
′)||(s−1)+1dt

′

≤ ||φ||s +
C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

(t− t′)µ

)1/4

||∂xup+1(t′)||s−1dt
′

≤ ||φ||s +
C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

(t− t′)µ

)1/4

||up+1(t′)||sdt′

≤ ||φ||s +
C

p+ 1
sup
t∈[0,T ]

||u(t)||p+1
s (T + T 3/4µ−1/4).

La segunda etapa, tiene como fin probar la continuidad de Ψ :

||Ψ(u(t+ h))− Ψ(u(t))||s ≤
∣∣∣∣(Vµ(t+ h)− Vµ(t))φ

∣∣∣∣
s︸ ︷︷ ︸

I

+
1

p+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣[Vµ(t+ h− t′)− Vµ(t− t′)]∂xu
p+1(t′)

∣∣∣∣
s
dt′︸ ︷︷ ︸

II

+
1

p+ 1

∫ t+h

t

∣∣∣∣Vµ(t+ h− t′)∂xu
p+1(t′)

∣∣∣∣
s
dt′︸ ︷︷ ︸

III

.

De modo que, los sumandos II y III se acotan de la siguiente manera:

II ≤ 1

p+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣Vµ(t− t′)∂x[Vµ(h)− 1]up+1(t′)
∣∣∣∣
s
dt′, (2-12)

y

III ≤ h

p+ 1

∣∣∣∣Vµ(t+ h− t∗)∂xu
p+1(t∗)

∣∣∣∣
s
, para algún t∗ ∈ [t, t+ h]. (2-13)

Al tomar el límite h→ 0, de las propiedades deVµ(t) se sigue que I tiende a cero. El sumando
II , acotado en (2-12), tiende a cero en vista de desigualdad (2.1) y el Teoremade la convergencia
dominada de Lebesgue. Mientras que, el sumando III , acotado en (2-13), tiende a cero como
consecuencia del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

2. Se procederá a mostrar que existe un T > 0 tal que Ψ : X(T,M) → X(T,M). Para ello, debe
tenerse presente la siguiente desigualdad:

||u||s − ||φ||s ≤ ||u||s − ||Vµ(t)φ||s ≤ ||u− Vµ(t)φ||s ≤M, (2-14)
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siempre que s > 1. Por lo tanto,

||Ψ(u)− Vµ(t)φ||s =
∣∣∣∣∣∣∣∣Vµ(t)φ− 1

p+ 1

∫ t

0

Vµ(t− t′)∂xu
p+1dt′ − Vµ(t)φ

∣∣∣∣∣∣∣∣
s

≤ 1

p+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣Vµ(t− t′)∂xu
p+1
∣∣∣∣
s−1+1

dt′

≤ C

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4

||u||p+1
s dt′

≤ C(M + ||φ||s)p+1(T + µ− 1
4T

3
4 )

= (M + ||φ||s)p+1F (T ), (2-15)

donde, F es continua y creciente en el intervalo [0, T ], y cumple además que F (0) = 0, por
tanto, existe T ′

1 ∈ [0, T ] tal que,

F (T ′
1) ≤

M

C(M + ||φ||s)p+1
. (2-16)

3. El siguiente argumento, prueba que Ψ una contracción:

∣∣∣∣Ψ(u)− Ψ(v)
∣∣∣∣
s
=

∣∣∣∣∣∣∣∣Vµ(t)φ− 1

p+ 1

∫ t

0

Vµ(t− t′)∂xu
p+1dt′

− Vµ(t)φ+
1

p+ 1

∫ t

0

Vµ(t− t′)∂xv
p+1dt′

∣∣∣∣∣∣∣∣
s

≤ 1

p+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣Vµ(t− t′)∂x(u
p+1 − vp+1)

∣∣∣∣
s
dt′

≤ C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣up+1 − vp+1

∣∣∣∣
s
dt′

≤ C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4
∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑

j=0

up−jvj
∣∣∣∣∣∣∣∣
s

∣∣∣∣u− v
∣∣∣∣
s
dt′

≤
(
M + ||φ||s

)p∣∣∣∣u− v
∣∣∣∣
s,∞(T + µ− 1

4T
3
4 )

= (M + ||φ||s
)p∣∣∣∣u− v

∣∣∣∣
s,∞F (T ). (2-17)

Como en el caso anterior,F es continua y creciente en el intervalo [0, T ], y cumple queF (0) =
0, por lo tanto, existe T ′

2,∈ [0, T ] tal que,

F (T ′
2)(M + ||φ||s

)p∣∣∣∣u− v
∣∣∣∣
s,∞ < 1. (2-18)

Ahora bien, tomando T = min{T ′
1, T

′
2} se tiene que, en el espacio X(T,M), la aplicación Ψ

es una contracción, por lo tanto, el Teorema del punto fijo de Banach, garantiza que existe una
única solución para (2-2) enX(T,M).
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El resultado anterior, permite garantizar la existencia de solución al problema (2-2) enHs(R2) (para
s > 1), pero, su unicidad se da únicamente en X(T,M), por lo que, debe estudiarse la unicidad de
la solución en Hs(R2), así como también, la dependencia continua respecto al dato inicial en dicho
espacio.

La unicidad de la solución del P.V.I (2-2) en C([0, T ] : Hs(R2)), para s > 1, es consecuencia del
siguiente resultado:

Proposición 2.2.
El P.V.I. (2-2) posee una única solución en el espacioC([0, T ] : Hs(R2)), si 0 ≤ α, β ≤ 1, p ∈ Z+, µ > 0

y s > 1.

Demostración. Sean u, v ∈ C([0, T ] : Hs), dos soluciones de la ecuación (2-2) con datos iniciales
u(0) = φ y v(0) = ψ, entonces,

||u(t)− v(t)||s

=

∣∣∣∣∣∣∣∣Vµ(t)φ− 1

p+ 1

∫ t

0

Vµ(t− t′)∂xu
p+1dt′ −

(
Vµ(t)ψ − 1

p+ 1

∫ t

0

Vµ(t− t′)∂xv
p+1dt′

)∣∣∣∣∣∣∣∣
s

≤
∣∣∣∣Vµ(t)(φ− ψ)

∣∣∣∣
s
+

1

p+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0

Vµ(t− t′)∂x(u
p+1 − vp+1)dt′

∣∣∣∣∣∣∣∣
s

≤
∣∣∣∣φ− ψ

∣∣∣∣
s
+

1

p+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣∣∣∣∣Vµ(t− t′)∂x(u
p+1 − vp+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
s

dt′

≤
∣∣∣∣φ− ψ

∣∣∣∣
s
+

C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣∂x(up+1 − vp+1)

∣∣∣∣
s−1

dt′

≤
∣∣∣∣φ− ψ

∣∣∣∣
s
+

C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣up+1 − vp+1

∣∣∣∣
s
dt′

≤
∣∣∣∣φ− ψ

∣∣∣∣
s
+

C

p+ 1

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣u− v

∣∣∣∣
s

∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
j=0

up−jvj
∣∣∣∣∣∣∣∣
s

dt′

≤
∣∣∣∣φ− ψ

∣∣∣∣
s
+ C

p∑
j=0

∣∣∣∣up−jvj∣∣∣∣
s,∞

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣u− v

∣∣∣∣
s
dt′

≤
∣∣∣∣φ− ψ

∣∣∣∣
s
+ C

p∑
j=0

∣∣∣∣u∣∣∣∣p−j
s,∞

∣∣∣∣v∣∣∣∣j
s,∞

∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣u− v

∣∣∣∣
s
dt′. (2-19)

La desigualdad de Gronwall implica el resultado.

Para mostrar el buen planteamiento local del problema (2-2), hace falta probar la dependencia con-
tinua respecto al dato inicial, resultado obtenido en la siguiente proposición.
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Proposición 2.3.
Si 0 ≤ α, β ≤ 1, p ∈ Z+, µ > 0 y s > 1, entonces la solución de la ecuación (2-2) depende continuamente
del dato inicial dado.

Demostración. Sean (un) y u una familia de soluciones de (2-2), obtenidas realizando el proceso an-
terior, con datos iniciales (φn) yφ respectivamente. En la Proposición 2.1, se mostró que el tiempo de
existencia de la solución Tn, depende de la norma del dato inicial, ||φn||s, de modo que, φn → φ im-
plica que Tn → T , escrito de otro modo, para todo ϵ > 0 existeN ∈ N tal que, si n ≥ N, T − ϵ <

Tn < T + ϵ. Eligiendo ϵ adecuadamente, por ejemplo ϵ = T/2, se sigue que Tn > T/2 > 0, para
todo n ≥ N . Por lo tanto un está definida en el intervalo [0, T/2], así que, al seguir las ideas usadas
para mostrar la Proposición 2.2, se tiene que:

||u(t)− un(t)||s ≤
∣∣∣∣φ− φn

∣∣∣∣
s
+ C

p∑
j=0

∣∣∣∣u∣∣∣∣p−j
s,∞

∣∣∣∣un∣∣∣∣js,∞ ∫ t

0

(
1 +

1

µ(t− t′)

) 1
4 ∣∣∣∣u− un

∣∣∣∣
s
dt′.

(2-20)
La desigualdad de Gronwall implica el resultado.

Por lo tanto, ya se tienen todas las herramientas necesarias para probar el Teorema 2.1:

Demostración del Teorema 2.1: Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.1, 2.2 y 2.3.

La solución enHs(R2), para s > 1, del problema (2-2) garantizada por el Teorema 2.1, cumple con la
siguiente propiedad de regularización:

Proposición 2.4 (Regularización de la solución).
Si s > 1 y φ ∈ Hs es el dato inicial de la solución u del PVI (2-2) garantizada por el Teorema 2.1, entonces
u ∈ C((0, T ] : H∞).

Demostración. Observe lo siguiente:

||u||s+θ ≤
∣∣∣∣Vµ(t)φ

∣∣∣∣
s+θ

+
1

p+ 1

∫ t

0

∣∣∣∣Vµ(t− t′)∂x(u
p+1)

∣∣∣∣
s+θ
dt′, (2-21)

la desigualdad de regularización (2.1), con s− 1 en lugar de s y λ = 1 + θ, transforma (2-21) en:

||u||s+θ ≤
∣∣∣∣Vµ(t)φ

∣∣∣∣
s+θ

+ C

∫ t

0

(
1 +

1 + θ

µ(t− t′)

) 1+θ
4 ∣∣∣∣∂x(up+1)

∣∣∣∣
s−1

dt′

≤||Vµ(t)φ||s+θ + C

∫ t

0

(
1 +

1 + θ

µ(t− t′)

) 1+θ
4 ∣∣∣∣u∣∣∣∣p+1

s
dt′.

Aplicando nuevamente la desigualdad de regularización (Lema 2.1), se obtiene que,

||u||s+θ ≤ C

(
θ

4tµ

) θ
4

||φ||s + C

∫ t

0

(
1 + θ

µ(t− t′)

) 1+θ
4 ∣∣∣∣u∣∣∣∣p+1

s
dt′ <∞, (2-22)

siempre y cuando 1+θ
4
< 1 , es decir, θ < 3. Iterando este proceso se obtiene el resultado.
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2.2. Buen planteamiento para µ = 0

Los resultados que se desarrollan en esta sección, servirán para probar el Teorema 2.7. El primer re-
sultado que se establece para lograr este cometido, prueba que el tiempo de existencia de la solución
no depende de µ.

Lema 2.3.
Sean 0 ≤ α, β ≤ 1, p ∈ Z+, s > 2, µ > 0 y uµ ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) solución del problema (2-2) con
dato inicial φ ∈ Hs(R2). Entonces, existen Ts = T (s, ||φn||s) > 0 yM > 0, independientes de µ, tales
que, uµ ∈ C((0, Ts] : H

s(R2)) y supt∈[0,Ts] ||uµ(t)||s ≤M .

Demostración. De la Proposición 2.4, se sigue que uµ ∈ C((0, Tµ] : H
∞(R2)), para µ > 0, luego,

(uµ, ∂t(uµ))s + µ(uµ,∆
2uµ)s = (uµ, ∂x(D

1+α
x ±D1+β

y )uµ)s − (uµ, u
p
µ∂xuµ)s. (2-23)

Dada la antisimetría del operador ∂x(D1+α
x ±D1+β

y ), el primer sumando del lado derecho de (2-23)
es nulo.

Para el segundo sumando del lado derecho de (2-23), el Lema 1.2 implica que:

(uµ, u
p
µ∂xuµ)s ≤C||∂xupµ||s−1||uµ||2s

≤C||upµ||s||uµ||2s
≤C||uµ||p+2

s . (2-24)

De (2-23) y (2-24), se sigue,

1

2

d

dt
||uµ||2s + µ||∆uµ||2s ≤ C||uµ||p+2

s ,

por lo tanto,

1

2

d

dt
||uµ||2s ≤ C||uµ||p+2

s . (2-25)

Si ρ ∈ C([0, T ∗) : [0,∞)), es la solución maximal de
dρ

dt
= 2Cρ

p+2
2

ρ(0) = ||φ||2s,
(2-26)

ρ se define de la siguientemanera: ρ(t) = ||φ||2s(1−Cpt||φ||ps)
− 2

p y T ∗ = (Cp||φ||ps)−1. Por lo tanto,
el tiempo de existencia Tµ de la función uµ se puede extender hasta cualquier T ∈ (0, T ∗), para cada
µ > 0, y además

||uµ||2s < ρ(t). (2-27)
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El siguiente objetivo es mostrar que el tiempo de existencia de la solución es independiente de s.

Lema 2.4.
Sean 0 ≤ α, β ≤ 1, p ∈ Z+, s > 2, µ > 0 y uµ ∈ C ([0, Ts+1 (φ)] : H

s+1 (R2)) la solución
correspondiente de (2-2), que está definida en el intervalo independiente de µ, [0, Ts+1 (φ)], donde φ ∈
Hs+1 (R2) es el dato inicial. Entonces uµ puede ser extendida, de ser necesario, al intervalo [0, Ts], con φ
visto como un elemento deHs (R2).

Demostración. Como Ts ≥ Ts+1, de (2-23) se sigue que,

∂t ∥uµ∥2s+1 ≤
∣∣(uµ (t) , upµ∂x (uµ (t)))∣∣ . (2-28)

El Lema 1.2, implica∣∣(uµ (t) , upµ∂x (uµ (t)))∣∣ ≤ C
(
∥uµ∥ps ∥uµ∥

2
s+1 +

∥∥∂x (upµ)∥∥s ∥uµ∥s ∥uµ∥s+1

)
≤ C

(
∥uµ∥ps ∥uµ∥

2
s+1 + p ∥uµ∥p−1

s ∥uµ∥s+1 ∥uµ∥s ∥uµ∥s+1

)
≤ C ∥uµ∥ps ∥uµ∥

2
s+1 .

Integrando (2-28), respecto a t, se tiene la siguiente desigualdad:

∥uµ∥2s+1 ≤ ∥φ∥2s+1 + sup
[0,Ts+1]

∥uµ∥ps
∫ t

0

∥uµ∥2s+1 dt
′. (2-29)

De la desigualdad de Gronwall se tiene lo siguiente: ∥uµ∥2s+1 ≤ C ∥φ∥2s+1, y por el procedimiento de
extensión realizado anteriormente se obtiene el resultado.

Para probar la dependencia continua, es necesario establecer un resultado previo. Para φn y φ∞ ∈
Hs(R2) tales que φn → φ∞, para cada n fijo, existe una única solución del P.V.I (2-2), uµ,n en el
espacio C ([0, T ] : Hs(R2)), con µ > 0, y con tiempo de existencia Ts,n(φ) > 0 (independiente
de µ), cuyo dato inicial es φn. Además, el tiempo tiene independencia de s, según el Lema 2.4. Tal
resultado es el siguiente:

Lema 2.5.
Bajo las consideraciones anteriores, para T ∈ (0, Ts,∞) fijo, existenNs ∈ Z+ yM > 0 tales que, Ts,n ≥ T

para n ≥ Ns y ||uµ,n(t)||s ≤M , para todo t ∈ [0, T ].

Demostración. Del mismo modo en que se obtuvo (2-25), se tiene la siguiente desigualdad:

1

2

d

dt
||uµ,n||2s ≤ C||uµ,n||p+2

s . (2-30)

Por lo tanto, ||uµ,n(t)||2s < ρ(t), para cada t ∈ (0, T ), con 0 < T < T ∗
n , y T ∗

n = (Cp||φn||ps)−1,

siendo ρ(t) = ||φn||2s(1− Cpt||φn||ps)
− 2

p , es decir,

||uµ,n(t)||s ≤ sup
t∈[0,T ]

√
ρ(t) =M.
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Ahora, se procede a mostrar que lím
µ↓0

uµ = u0 existe, y satisface (2-2) enHs(R2) débilmente.

Teorema 2.2.
Para s > 2 y φ ∈ Hs(R2), existen T > 0 y una función u0 ∈ Cw ([0, T ] : H

s) ∩ C1
w ([0, T ] : H

s−3)

tales que, u0 (0) = φ y u0 satisface la ecuación diferencial en el sentido débil, es decir, para todo ψ ∈ Hs−3

y t ∈ [0, T ] se tiene que,

∂t (u0, ψ)s−3 =
(
∂x
(
D1+α
x ±D1+β

y

)
u0 (t)− up0 (t) ∂xu0 (t) , ψ

)
s−3

,

o de manera equivalente

(u0, ψ)s−3 = (φ, ψ)s−3 +

∫ t

0

(
∂x
(
D1+α
x ±D1+β

y

)
u0 (t

′)− up0 (t
′) ∂xu0 (t

′) , ψ
)
,

y además
∥u0 (t)∥s ≤ ρ (t) .

Demostración. Primero, se mostrará que la familia (uµ (t))µ>0 es una red de Cauchy en L
2 (R2):

1

2
∂t ∥uµ − uγ∥20 = −

(
uµ − uγ,∆

2 (µuµ − γuγ)
)

(2-31)(
uµ − uγ, ∂x

(
D1+α
x uµ −D1+β

y uµ
)
− ∂x

(
D1+α
x uγ +D1+β

y uγ
))

(2-32)

−
(
uµ − uγ, u

p
µ∂x (uµ)− upγ∂x (uγ)

)
. (2-33)

Para acotar el lado derecho de (2-31), se debe hacer uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de
la siguiente desigualdad:(

uµ − uγ,∆
2 (µuµ − γuγ)

)
=
(
uµ − uγ, µ∆

2 (uµ − uγ)
)
+ (µ− γ)

(
uµ − uγ,∆

2uγ
)

≤ |γ − µ|
(
∥uµ∥2 + ∥uγ∥2

)
∥uγ∥2 .

El sumando (2-32) es cero, pues, el operador ∂x(D1+α
x ±D1+β

y ) es antisimétrico.

Mientras que, (2-33) es equivalente a:

1

2(p+ 1)

(
∂x(uµ − uγ)

2,

p−1∑
j=1

ujµu
p−j
γ

)
,

lo cual es acotado, en vista de la siguiente desigualdad:

1

(p+ 1)
∥uµ − uγ∥20

∥∥∥∥∥∂x
p−1∑
j=1

ujµu
p−j
γ

∥∥∥∥∥
∞

≤ 1

2 (p+ 1)
∥uµ − uγ∥20

∥∥∥∥∥
p−1∑
j=1

ujµu
p−j
γ

∥∥∥∥∥
s

.

Por el Lema 2.4, considerandoM = sup
[0,T ]

√
ρ (t), y la desigualdad de Gronwall, se tiene que

∥uµ − uγ∥0 ≤ C |µ− γ| .
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Por la completitud deL2 (R2), existeu0 ∈ C ([0, T ] : L2 (R2)) la cual satisface la siguiente ecuación:

lím
µ↓0

sup
[0,T ]

∥uµ (t)− u0 (t)∥0 = 0.

Ahora, se pretende mostrar que (uµ (t))µ>0 es una red de Cauchy débil en Hs (R2). Para ello, se
consideran φ ∈ Hs (R2) , ϵ > 0 y φϵ ∈ S tales que, ∥φ− φϵ∥s ≤ ϵ. Así,

|(uµ − uγ, φ)|s = |(uµ − uγ, φ− φϵ + φϵ)|s
≤
(
∥uµ∥s + ∥uγ∥s

)
∥φ− φϵ∥s + ∥uµ − uγ∥0

∥∥(1 + ∂2x
)s
φϵ
∥∥
0

≤ 2Mϵ+ C |µ− γ| . (2-34)

Dado que,Hs (R2) es un espacio reflexivo, él es débilmente completo, por lo que, existe un elemento
u0 ∈ Cw ([0, T ] : H

s (R× T)) tal que,

lím
µ↓0

(uµ (t) , φ)s = (v, φ)s .

ComoL2 (R2) = (L2 (R))′ ⊆ (Hs (R2))
′, la unicidad del límite implica que u0 (t) = v (t), para todo

t ∈ [0, T ]. Además, del Lema 2.4, se tiene lo siguiente:

||u0(t)||s = sup
||Ψ ||s=1

∣∣ (u0(t), Ψ) ∣∣ = sup
||Ψ ||s=1

lím
µ↓0

∣∣ (uµ(t), Ψ) ∣∣ ≤ ρ(t) ≤M,

para t ∈ [0, T ].

Resta mostrar que u0 ∈ C1
w ([0, T ] ;H

s−3). Para tal fin, se considera Ψ ∈ Hs−3, y así,

(uµ(t), Ψ)s−3

= (φ, Ψ)s−3 +

∫ t

0

(
µ∆2uµ(t

′) + ∂x(D
1+α
x uµ ±D1+β

y uµ)− uµ(t
′)p∂xuµ(t

′), Ψ
)
s−3

dt′,

para cada t ∈ [0, Ts]. Dado que, uµ ⇀ u0 enHs(R2), se tiene que,∆2uµ ⇀ ∆2u0 enHs−2(R2), el
término ∂x(D1+α

x uµ ± D1+β
y uµ) ⇀ ∂x(D

1+α
x u0 ± D1+β

y u0) en Hs−3(R2) y upµ∂xuµ ⇀ up0∂xu0 en
Hs(R2), de manera uniforme en [0, Ts]. Así que, al hacer que µ ↓ 0 se tiene lo siguiente:

(u0(t), Ψ)s−3 = (φ, Ψ)s−3 +

∫ t

0

(
∂x(D

1+α
x uµ ±D1+β

y uµ)− uµ(t
′)p∂xuµ(t

′), Ψ
)
s−3

dt′,

para todo t ∈ [0, Ts]. La integral∫ t

0

(
∂x(D

1+α
x u0 ±D1+β

y u0)− u0(t
′)p∂xu0(t

′)
)
dt′

tiene sentido como una integral de Bochner, y en vista del Teorema de Pettis, u0 se puede escribir
como sigue:

u0(t) = φ+

∫ t

0

(
−∂x(D1+α

x u0 ±D1+β
y u0)− u0(t

′)p∂xu0(t
′)
)
dt′. (2-35)
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Por lo tanto,
∂tu0(t) = ∂x(D

1+α
x u0 ±D1+β

y u0)− u0(t
′)p∂xu0(t

′), (2-36)

existe para casi todo t ∈ [0, T ], y como u0(0) = φ, entonces, u0 es solución débil del problema.

Los siguientes resultados tienen como objetivo, mostrar la unicidad de la solución:

Teorema 2.3.
Sean T > 0 fijo, s > 2, φ1, φ2 ∈ Hs(R2) y u1, u2 : [0, T ] → Hs(R2), funciones acotadas tales que,
u1(0) = φ1 y u2(0) = φ2, y además

u1, u2 ∈ C
(
[0, T ] : L2(R2)

)
∩ Cw

(
[0, T ] : Hs(R2)

)
∩ AC

(
[0, Ts] : H

s−3(R2)
)
.

Entonces
||u1(t)− u2(t)||0 ≤ ||φ1 − φ2||0etL0(M,M),

yM = máx

{
sup
[0,T ]

||u1(t)||s, sup
[0,T ]

||u2(t)||s

}
.

Demostración. Como s > 2, entonces s − 3 > −s, de modo que Hs−3 ↪→ H−s, por lo tanto, para
w = u1 − u2 y cada t ∈ [0, T ] fijo, se tiene que

1

h
((w(t+ h), w(t+ h))− (w(t), w(t)))0

=

(
w(t+ h)− w(t)

h
,w(t+ h)

)
0

+

(
w(t+ h)− w(t)

h
,w(t)

)
0

=

⟨
w(t+ h)− w(t)

h
,w(t+ h)

⟩
s

+

⟨
w(t+ h)− w(t)

h
,w(t)

⟩
s

, (2-37)

donde, h es tal que t + h ∈ [0, T ], y ⟨·, ·⟩s es el paréntesis de dualidad en Hs(R2). Dado que, t ∈
[0, T ] → w(t) ∈ Hs(R2) es acotada, y como

∂tw(t) = lím
h→0

w(t+ h)− w(t)

h
= ∂x(D

1+α
x w ±D1+β

y w)− (u1(t)
p∂xu1(t)− u2(t)

p∂xu2(t)) ,

se tiene lo siguiente:

d

dt
||w(t)||20 = −2 ⟨u1(t)p∂xu1(t)− u2(t)

p∂xu2(t), w(t)⟩s
= −2 (u1(t)

p∂xu1(t)− u2(t)
p∂xu2(t), w(t))0 .

Por lo tanto, al sumar y restarup2∂xu1 dentro del producto interno, y aplicar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene la siguiente desigualdad:

d

dt
||w(t)||20 ≤ L0 (∥u1∥s , ∥u2∥s) ||w||

2
0,

dondeL0 (∥u1∥s , ∥u2∥s) =
∥∥∥∑p−1

j=1 u
j
1u

p−j
2

∥∥∥
s
∥u1∥s+∥u2∥ps . El resultado se sigue de la desigualdad

de Gronwall.
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Teorema 2.4.
Sean φ ∈ Hs(R2) y s > 2. Entonces, existen un tiempo T > 0 y una única u0 ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) que
satisface (2-1).

Demostración. El Teorema 2.3 garantiza la unicidad.

Para probar que u0 ∈ C([0, T ] : Hs(R2)), se consideraΨ ∈ Hs(R2) tal que, ||Ψ ||s = 1. Del Teorema
2.2, se obtiene: ∣∣(u0(t), Ψ)s∣∣ ≤ ||u0(t)||s ≤ ρ(t),

por lo tanto, para toda Ψ ∈ Hs(R2), se tiene que,∣∣(φ, Ψ)s∣∣ = lím
t↓0

∣∣ (u0(t), Ψ)s ∣∣
= lím inf

t↓0

∣∣ (u0(t), Ψ)s ∣∣
≤ lím inf

t↓0
∥u0(t)∥s

≤ lím sup
t↓0

∥u0(t)∥s

≤ lím sup
t↓0

√
ρ(t)

= ∥φ∥s . (2-38)

Tomando el supremo en (2-38), sobre ∥Ψ∥s = 1, se obtiene lo siguiente:

lím inf
t↓0

∥u0(t)∥s = lím sup
t↓0

∥u0(t)∥s = lím sup
t↓0

√
ρ(t) = ∥φ∥s ,

de lo que se sigue,

lím
t↓0

∥u0(t)∥s = ∥φ∥s .

Como, u0(t)⇀ φ enHs(R2), entonces

lím
t↓0

u0(t) = φ, enHs(R2).

Si t’ es un elemento fijo de (0, T ), existen T̃ > 0 y una única v ∈ Cw

([
0, T̃

]
: Hs(R2)

)
∩

C1
w

([
0, T̃

]
: Hs−3(R2)

)
, las cuales satisfacen

∂tv(t)− ∂x
(
D1+α
x +D1+β

y

)
v(t) + v(t)pv(t) = 0

v(x, y, 0) = u0(t’).
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La unicidad implica que v(t) = u(t + t’), y como v es continua a derecha de t = 0, entonces u
es continua a derecha de t = t’. Como (2-2) es invariante bajo el cambio de variables (t, x, y) →
(t’− t,−x,−y), la única solución del problema

∂tw(t)v − ∂x
(
D1+α
x +D1+β

y

)
w(t) + w(t)pw(t) = 0

w(x, y, 0) = ũ(t’),

es continua a derecha de w(t, x, y) = u(t’− t,−x,−y), lo cual implica la continuidad de u0.

Los siguientes resultados se basan en el argumento llevado a cabo por Bona y Smith en [8], para
obtener la dependencia continua y así el buen planteamiento del P.V.I (2-1) enHs(R2), para s > 2.

Lema 2.6.
Si φ ∈ Hs(R2), s > 2, se definen para τ ∈ R+, las siguientes funciones

φτ = e[−τ(1−∆)
s
2 ]φ =

(
e−τ(1+ξ

2+η2)
s
2 φ̂
)∨

, (2-39)

entonces lím
τ↓0

||φτ − φ||s = 0 y

||φτ ||s+1 ≤

[
1 +

(
1

sτ

) 2
s

] 1
2

||φ||s. (2-40)

Además las funciones φτ forman una red de Cauchy en L2(R2).

Demostración. Como

lím
τ↓0

||φτ − φ||s = lím
τ↓0

∫∫
(1 + ξ2 + η2)s

∣∣∣e−τ(1+ξ2+η2) s2 φ̂− φ̂
∣∣∣2 dξdη, (2-41)

para probar que (2-41) tiende a cero, basta observar lo siguiente:

(1 + ξ2 + η2)s
∣∣∣e−τ(1+ξ2+η2) s2 − 1

∣∣∣2 |φ̂|2 ≤ 4(1 + ξ2 + η2)s|φ̂|2,

y que lím
τ↓0

∣∣∣e−τ(1+ξ2+η2) s2 − 1
∣∣∣ = 0. Así el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, implica

el resultado.

Para mostrar que φτ está acotada enHs+1, se emplean las propiedades del supremo, y se maximiza
la función f(x) = x2e−2τx2 , como sigue:

||φτ ||2s+1 =

∫∫
(1 + ξ2 + η2)s+1

∣∣∣e−τ(1+ξ2+η2) s2 φ̂∣∣∣2 dξdη
= sup

(ξ,η)

(1 + ξ2 + η2)e−2τ(1+ξ2+η2)
s
2 ||φ||2s

≤

(
1 + sup

(ξ,η)

ξ2e−2τ(1+ξ2+η2)
s
2 + sup

(ξ,η)

η2e−2τ(1+ξ2+η2)
s
2

)
||φ||2s

≤

(
1 + 2

(
1

τs

) 2
s

e−
2
s

)
||φ||2s,
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por lo tanto,

||φτ ||2s+1 ≤ C

[
1 +

(
1

sτ

) 2
s

] 1
2

||φ||2s. (2-42)

Resta mostrar que las funciones φτ forman una red de Cauchy en L2(R2). Para ello, se emplea el

Teorema del valor medio en la función f(x) = e−x(1+ξ
2+η2)

s
2 , así:

||φτ − φθ||20 =
∫∫ ∣∣∣e−τ(1+ξ2+η2) s2 φ̂− e−θ(1+ξ

2+η2)
s
2 φ̂
∣∣∣2 dξdη

≤|τ − θ|2
∫∫

|(1 + ξ2 + η2)
s
2 |2|φ̂|2dξdη,

por lo tanto,
||φτ − φθ||0 ≤ |τ − θ|||φ||s. (2-43)

De lo que se sigue el resultado.

Ahora bien, si φn → φ∞ en Hs(R2), para las aproximaciones φτ definidas en (2-39), se tienen so-
luciones respectivas uτµ,n. Como φτn → φn cuando τ ↓ 0, para n = 1, 2, . . . ,∞ fijo, siguiendo el
argumento usado para probar el Lema 2.5, es posible establecer un intervalo de existencia [0, T ] para
todas estas soluciones independiente de s, siempre que n sea suficientemente grande y τ convenien-
temente pequeño. También se puede hallar una cotaM para las soluciones enHs(R2), así

||uτµ,n||s ≤M, para t ∈ [0, T ]. (2-44)

Teorema 2.5.
Sean φ, φn ∈ Hs(R2) con s > 2, µ > 0, φτn, u

τ
µ,n como antes. Entonces, 0 ≤ θ ≤ τ , existen C > 0 y

0 < η < 1 tales que, para todo t ∈ [0, T ], n suficientemente grande y τ << 1, se tiene que

||uτµ,n − uθµ,n||s ≤ C
[
||φτ − φθ||s + τ 1−η

]
. (2-45)

Demostración. Sean τ0 yN0 tales que, uτµ,n(t) está definida en [0, T ], para 0 < τ < τ0 y n ≥ N0, así

∂t||uτµ,n − uθµ,n||2s ≤ 2
(
uτµ,n − uθµ,n, (u

τ
µ,n)

p∂xu
τ
µ,n − (uθµ,n)

p∂xu
θ
µ,n

)
≤ 2

[∣∣(uτµ,n − uθµ,n, (u
θ
µ,n)

p∂x
(
uτµ,n − uθµ,n

))∣∣
+
∣∣(uτµ,n − uθµ,n,

(
(uτµ,n)

p − (uθµ,n)
p
)
∂xu

τ
µ,n

)∣∣] . (2-46)

La acotación del primer sumando de (2-46), es consecuencia del Lema 1.2, como se ve en seguida:∣∣(uτµ,n − uθµ,n, (u
θ
µ,n)

p∂x
(
uτµ,n − uθµ,n

))∣∣ ≤ C||uθµ,n||ps||uτµ,n − uθµ,n||2s ≤ CMp||uτµ,n − uθµ,n||2s.
(2-47)

Para acotar el segundo sumando de (2-46), se emplean las desigualdades de Cauchy-Schwartz y el
Lema 1.2, así:∣∣ (uτµ,n − uθµ,n,

(
(uτµ,n)

p − (uθµ,n)
p
)
∂xu

τ
µ,n

) ∣∣
≤ C||uτµ,n − uθµ,n||s

[∣∣∣∣(uτµ,n)p − (uθµ,n)
p
∣∣∣∣
s
||uτµ,n||s +

∣∣∣∣(uτµ,n)p − (uθµ,n)
p
∣∣∣∣
s0
||uτµ,n||s+1

]
, (2-48)
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siempre que, 1
2
< s0 < s0 + 1 < s.

El primer sumando del lado derecho de (2-48), es acotado en vista de (2-44), como se puede ver a
continuación:

||uτµ,n − uθµ,n||s
∣∣∣∣(uτµ,n)p − (uθµ,n)

p
∣∣∣∣
s
||uτµ,n||s

≤ ||uτµ,n − uθµ,n||2s
∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑

j=0

(
uτµ,n

)j (
uθµ,n

)p−j ∣∣∣∣∣∣∣∣
s

||uτµ,n||s (2-49)

≤ CM ||uτµ,n − uθµ,n||2s. (2-50)

Para acotar el segundo sumando del lado derecho de (2-48), se debe tener en cuenta la siguiente
desigualdad:

∂t||uτµ,n||2s+1 ≤ 2
∣∣ (uτµ,n, (uτµ,n)p ∂xuτµ,n) ∣∣

≤ C||uτµ,n||s||uτµ,n||2s+1 ≤ CM ||uτµ,n||2s+1. (2-51)

De modo que por (2-40), (2-51) y la desigualdad de Gronwall se tiene que,

||uτµ,n||s+1 ≤ C||φτ ||s+1 ≤ C||φ||sτ−
1
2 , (2-52)

para τ ≤ τ0.

Ahora, para acotar el término
∣∣∣∣(uτµ,n)p − (uθµ,n)

p
∣∣∣∣
s0
, se emplea el siguiente argumento:

∣∣∣∣(uτµ,n)p − (uθµ,n)
p
∣∣∣∣
s0
≤ ||uτµ,n − uθµ,n||s0

∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
j=0

(
uτµ,n

)j (
uθµ,n

)p−j ∣∣∣∣∣∣∣∣
s0

≤ C||uτµ,n − uθµ,n||λs ||uτµ,n − uθµ,n||1−λ0

≤ C(2M)λ||uτµ,n − uθµ,n||1−λ0 , (2-53)

para λ = s0
s
. Por lo tanto, ahora debe hallarse una cota para ||uτµ,n − uθµ,n||0, así:

∂t||uτµ,n − uθµ,n||20 = 2
(
uτµ,n − uθµ,n,

(
uτµ,n

)p
∂xu

τ
µ,n −

(
uθµ,n

)p
∂xu

θ
µ,n

)
=

2

p+ 1

(
uτµ,n − uθµ,n, ∂x

((
uτµ,n

)p+1 −
(
uθµ,n

)p+1
))

= − 2

p+ 1

(
∂x
(
uτµ,n − uθµ,n

)
,
(
uτµ,n − uθµ,n

) p∑
j=0

(
uτµ,n

)j (
uθµ,n

)p−j)

≤ 1

p+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
j=0

(
uτµ,n

)j (
uθµ,n

)p−j ∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
||uτµ,n − uθµ,n||20

≤ CMp

p+ 1
||uτµ,n − uθµ,n||20. (2-54)
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Así pues, la desigualdad de Gronwall garantiza lo siguiente:

||uτµ,n − uθµ,n||20 ≤ C||φτ − φθ||20. (2-55)

Por lo tanto, para 0 < θ ≤ τ∣∣∣∣(uτµ,n)p − (uθµ,n)
p
∣∣∣∣
s0
||uτµ,n||s+1 ≤ C||φτ − φθ||1−

s0
s

0 ||φ||sτ−
1
2

≤ C||φ||2−
s0
s

s τ 1−
s0+1

s . (2-56)

De (2-46) - (2-49), (2-52), (2-53) y (2-56) se sigue que,

∂t||uτµ,n − uθµ,n||2s ≤ C
[
||uτµ,n − uθµ,n||2s + τ 1−

s0+1
s

]
.

El resultado es consecuencia de la desigualdad de Gronwall.

Gracias a estos resultados, es posible mostrar la dependencia continua de las soluciones del P.V.I
(2-2):

Teorema 2.6.
Sean φn ∈ Hs(R2), n = 1, 2, . . . ,∞ tales que φn → φ∞ enHs(R2), y u0,n ∈ C ([0, Tn] : H

s(R2))

sus correspondientes soluciones del P.V.I (2-1), para s > 2. Entonces para cualquier T ′
∞ ∈ (0, T∞), existe

unN0 tal que, Tn ≥ T ′
∞ para todo n ≥ N0 y

lím
n→∞

sup
[0,T∞]

∥u0,n(t)− u0,∞(t)∥s = 0. (2-57)

Demostración. Seanφτn, n = 1, 2, . . . ,∞ como en el Teorema 2.5, y uτµ,n, sus correspondientes solu-
ciones del P.V.I (2-1), con tiempos de existencia Ts,n. Como consecuencia de los resultados probados
en esta sección, para T ∈ (0, T∞), uτµ,n ∈ C ([0, T ] : Hs(R2)), si n es suficientemente grande y τ es
suficientemente pequeño. Note lo siguiente:

(u0,n − u0,∞, Ψ)s = lím
µ↓0

(uµ,n − uµ,∞, Ψ)s

= lím
µ↓0

(
uµ,n − uτµ,n, Ψ

)
s
+
(
uτµ,n − uτµ,∞, Ψ

)
s
+
(
uτµ,∞ − uµ,∞, Ψ

)
s

= lím
µ↓0

[(
uµ,n − uτµ,n, Ψ

)
s
+
(
uτµ,m − uµ,m, Ψ

)
s

]
+
(
uτ0,n − uτ0,∞, Ψ

)
s
, (2-58)

como consecuencia del Teorema 2.5, para ϵ > 0, se la siguiente desigualdad:∣∣∣∣ (uµ,n − uτµ,n, Ψ
)
s
+
(
uµ,m − uτµ,m, Ψ

)
s

∣∣∣∣ ≤ ϵ ∥Ψ∥s , (2-59)

para µ > 0 y τ > 0 adecuadamente pequeños. Por lo tanto,∣∣ (u0,n − u0,∞, Ψ)s
∣∣ ≤ (ϵ+ ∥∥uτ0,n − uτ0,∞

∥∥
s

)
∥Ψ∥s , (2-60)
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para cada Ψ ∈ Hs (R2). Así que, tomando el supremo sobre ∥Ψ∥s = 1, en (2-60), se obtiene la
siguiente desigualdad:

∥u0,n − u0,∞∥s ≤ ϵ+
∥∥uτ0,n − uτ0,∞

∥∥
s
, (2-61)

siempre que τ > 0 y lo suficientemente pequeño.

El segundo sumando del lado derecho de (2-61), satisface que,∥∥uτ0,n − uτ0,∞
∥∥
s
≤ 2M∥φ0,n − φ0,∞∥.

De lo que se sigue el resultado.

Con la teoría desarrollada en el capítulo, se tienen los elementos requeridos para demostrar el Teo-
rema 2.7:

Demostración del Teorema 2.7: El resultado es consecuencia de los Teoremas 2.3, 2.4 y 2.6.

2.3. Índices con baja regularidad
En esta sección se considerará de nuevo el problema regularizado (2-2), y se mostrará su buen plan-
teamiento enHs(R2) para s ∈ (−2, 2].

2.3.1. Buen planteamiento local para s = 1

Para poder obtener el buen planteamiento local de (2-2) en H1(R2), se debe probar el siguiente
resultado, y seguir las ideas desarrolladas en la primera sección de éste capítulo.

Lema 2.7.
Si µ > 0, t > 0, s ∈ R+ y φ ∈ L1(R2), entonces

∥Vµ(t)φ∥s ≤ C ∥φ∥L1 .

Demostración. Considerando

∥Vµ(t)φ∥2s ≤
∫∫

(1 + ξ2 + η2)se−2µt(ξ2+η2)2φ̂dξdη

≤ ∥φ̂∥2L∞

∫∫
(1 + ξ2 + η2)se−2µt(ξ2+η2)2dξdη

≤ ∥φ̂∥2L∞

(∫∫
(ξ2 + η2)se−2µt(ξ2+η2)2dξdη +

∫∫
e−2µt(ξ2+η2)2dξdη

)
= ∥φ̂∥2L∞ (A1 + A2) .
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Para acotar A1, se utiliza el cambio de coordenadas a polares, y una sustitución simple para obtener
lo siguiente:

A1 =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

r2se−2µtr4rdθdr

= C(µt)−
s+1
2

∫ ∞

0

x
s−1
2 e−xdx (2-62)

= C(µt)−
s+1
2 Γ

(
s+ 1

2

)
.

El términoA2, se puede ver como un caso particular deA1, tomando s = 0.

Por lo tanto,

∥Vµ(t)φ∥s ≤ ∥φ̂∥L∞

(
(µt)−

1
4 + (µt)−

s+1
4

)
≤
(
(µt)−

1
4 + (µt)−

s+1
4

)
∥φ∥L1 .

Teorema 2.8.
Sean 0 ≤ α, β ≤ 1, p = 1 y µ > 0, entonces el problema (2-2) está localmente bien planteado enH1(R2).

Demostración. La demostración emplea el Teorema del punto fijo de Banach, demodo que, es análoga
a la del Teorema 2.1, por lo cual será omitida.

2.3.2. Buen planteamiento local para s ∈ (−2, 2)

Ahora, se presentará el buen planteamiento local de (2-2) en los espacios de Sobolev con baja regu-
laridad, para tal fin se consideran los espacios

Xs
T = {u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) | ∥u∥Xs

T
<∞},

donde T > 0, s ∈ R. La norma en dicho espacio se define así:

∥u∥Xs
T
= sup

t∈[0,T ]

{
∥u(t)∥s + t

|s|
4 ∥u(t)∥0

}
.

El objetivo de ésta sección, se alcanza siguiendo los resultados obtenidos en [17], y un argumento
similar al de la primera sección del presente capítulo, por lo tanto, basta considerar las siguientes
estimativas para el grupo:

∥Vµ(t)φ∥Xs
T
≤ ∥Vµ(t)φ∥s + t

s
4 ∥Vµ(t)φ∥0 ≤

(
1 + Cs

(
T |s| + µ− |s|

4

))
∥φ∥s,

y ∥∥∥∥∫ t

0

Vµ (t− t′) ∂xu
2dt′
∥∥∥∥
Xs
T

≤
∥∥∥∥∫ t

0

Vµ (t− t′) ∂xu
2dt′
∥∥∥∥
s

+ t
s
4

∥∥∥∥∫ t

0

Vµ (t− t′) ∂xu
2dt′
∥∥∥∥
0

≤
((
µ− (s+2)

4 + µ− 1
2

)
T

2−|s|
4 + µ− 1

4T
3
4

)
∥u∥2Xs

T
.
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Teorema 2.9.
Si 0 ≤ α, β ≤ 1, p = 1, µ > 0, s ∈ (−2, 2) y φ ∈ Hs(R2), entonces existen T = T (∥φ∥s) > 0 y una
única función u ∈ Xs

T la cual es solución de (2-2), y además u ∈ C ((0, T ) : Hr(R2)) para todo r > 0 y
con aplicación dato inicial - solución continua.

Demostración. Se sigue de un procedimiento similar al realizado para probar el Teorema 2.1.

2.4. Buen planteamiento global del problema regularizado
para s > −2

Con el objetivo de mostrar el buen planteamiento global del P.V.I (2-2) con µ > 0 y p = 1 enHs(R2)

para s ≥ 1, se requieren las siguientes acotaciones:

∥φ∥20 = ∥u(t)∥20 + µ

∫ t

0

∥∆u∥20dt′, (2-63)

∥∂xu∥20 ≤ ∥∂xφ∥20 e
ϵ−2T , (2-64)

y
∥∂yu∥20 ≤ ∥∂yφ∥20 e

ϵ−2T . (2-65)

(2-63) es consecuencia de hacer producto interno en L2(R2) de (2-2) con u y de la integración por
partes.

Las estimativas (2-64) y (2-65) se obtienen de manera similar, por lo que se mostrará únicamente la
forma de hallar la primera de ellas. Para ello, se deriva la ecuación (2-2) con respecto a la variable x
y luego se hace el producto interno en L2(R2) con ux, así, al notar v = ux, y al aplicar la desigualdad
de Gagliardo - Nirenberg (Teorema 1.2) en dos ocasiones, se obtiene lo siguiente:

d

dt
∥v(t)∥20 ≤ −µ∥∆v(t)∥20 + ∥φ∥0∥∆v(t)∥0∥v(t)∥0. (2-66)

Como
∥φ∥0∥∆v(t)∥0∥v(t)∥0 ≤ ϵ2∥φ∥20∥∆v(t)∥20 + ϵ−2∥v(t)∥20,

(2-66) se transforma en:

d

dt
∥v(t)∥20 ≤

(
ϵ2∥φ∥20 − µ

)
∥∆v(t)∥20 + ϵ−2∥v(t)∥20.

Eligiendo un valor para ϵ adecuado, para que satisfaga la desigualdad: ϵ2∥φ∥20 < µ, se obtiene:

d

dt
∥v(t)∥20 ≤ ϵ−2∥v(t)∥20.

Por lo tanto, la desigualdad de Gronwall implica la siguiente desigualdad:

∥∂xu(t)∥20 = ∥v(t)∥20 ≤ ∥∂xφ∥20 e
ϵ−2T .
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En vista de las estimativas probadas en esta sección, se puede establecer el buenplanteamiento global
enH1(R) del P.V.I (2-2).

Teorema 2.10.
Si 0 ≤ α, β ≤ 1, µ > 0, p = 1 y s ≥ 1, entonces el P.V.I (2-2) está globalmente bien planteado en
Hs(R2).

Demostración. La prueba enH1(R2), se sigue de (2-63) - (2-65).Mientras que el resultado para s > 1

se sigue de la desigualdad de regularización∥∥etAµf
∥∥
1+λ

≤ t−
λ+2
4 ∥f∥21,

proveniente de la ecuación integral, con 0 < λ < 1. De lo que se sigue el resultado.

El último resultado del presente capítulo pretende mostrar el buen planteamiento global para s ∈
(−2, 1), µ > 0, p = 1 en el espacioXs

T .

Teorema 2.11.
Si 0 ≤ α, β ≤ 1, µ > 0, p = 1 y s ∈ (−2, 1), entonces el P.V.I (2-2) está globalmente bien planteado en
Xs
T .

Demostración. Si u es la solución de (2-2) dada por el Teorema 2.9, entonces

∥u∥Xs
T ′ < MT ′ ,

para T ′ ∈ (0, T ). Como u(T ′) ∈ H1(R2), el Teorema 2.10 implica que, la solución ũ del P.V.I (2-2)
con dato inicial u(T ′) es global, y por la unicidad de la solución se tiene lo siguiente: u(T ′+t) = ũ(t),
para t ∈ [0, T − T ′], por lo tanto,

∥u∥Xs
T
≤ ∥u∥Xs

T ′ + ∥u (T ′ + ·)∥Xs
T−T ′

≤MT ′ +
(
1 + (T − T ′)

|s|/4
)

sup
[0,T−T ′]

∥ũ(t)∥1.
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El objetivo principal de éste capítulo, es mejorar los resultados de buen planteamiento para el P.V.I
(2-1), obtenidos en el capítulo anterior. Para ello, se empleará la técnica de Kenig, Ponce y Vega, la
cual consiste en obtener las estimativas lineales conocidas como el efecto regularizante tipo Kato,
la estimativa tipo Strichartz y la estimativa de la función maximal, con el fin de controlar los térmi-
nos no lineales que implican derivadas fraccionarias, en el argumento de contracción utilizado para
mostrar el buen planteamiento (ver [39]). Así que, para lograr cumplir tal meta, el capítulo se ha divi-
dido en cuatro secciones, la primera de ellas, tiene como fin mostrar el efecto regularizante tipo Kato
(Teorema 3.1), siguiendo los resultados obtenidos en [20] y [35]. En la segunda sección, se aborda
el problema de hallar la estimativa tipo Strichartz (Teorema 3.2), siguiendo las ideas expuestas [38]
y [50] . En la tercera sección, se modifican los argumentos en [20] y [39], para así, hallar la estima-
tiva de la función maximal (Teorema 3.3). En la última sección de éste capítulo se muestra el buen
planteamiento local de (2-1), según lo establecido en el Teorema 3.4.

3.1. Estimativa tipo efecto regularizante de Kato

Para estudiar el efecto regularizante tipo Kato (nombre empleado en honor al descubrimiento rea-
lizado por T. Kato en [35], para la ecuación KdV), se sigue un argumento estándar, por ejemplo, el
expuesto por Famisnkii en [20], para la ecuación Z-K.

Teorema 3.1.
Sean α, β ≥ 0. Si f ∈ L2 (R2),

∥∥∥D 1+α
2

x V(t)f
∥∥∥
L∞
x L2

yt

≤ c ∥f∥L2
xy
. (3-1)

Además, ∥∥∥∥D 1+β
2

y V(t)f
∥∥∥∥
L∞
x L2

yt

≤ c ∥f∥L2
xy
. (3-2)

Demostración. Paramostrar (3-1), se supone que f ∈ S (R2). Considerando θ = ξ|ξ|1+α+ξ|η|1+β =
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φη(ξ), la cual es una función invertible, luego, φ−1
η (θ) = ξ. Realizando una sustitución se tiene que:

Dx

1+α
2 V(t)f(x, y)

=

∫∫
|ξ|

1+α
2 ei(t(ξ|ξ|

1+α+ξ|η|1+β)+xξ+yη)f̂(ξ, η)dξdη

=

∫∫
|φ−1
η (θ)|

1+α
2 ei(t(φ

−1
η (θ)|φ−1

η (θ)|1+α+φ−1
η (θ)|η|1+β)+xφ−1

η (θ)+yη)f̂
(
φ−1
η (θ), η

) (
φ−1
η (θ)

)′
dθdη

=
(
|φ−1
η (θ)|

1+α
2 eixφ

−1
η (θ)f̂

(
φ−1
η (θ), η

) (
φ−1
η (θ)

)′)∨
(t, y),

por lo tanto,

∥∥∥D 1+α
2

x V(t)f(x, y)
∥∥∥2
L2
ty

=

∥∥∥∥(|φ−1
η (θ)|

1+α
2 eixφ

−1
η (θ)f̂

(
φ−1
η (θ), η

) (
φ−1
η (θ)

)′)∨
(t, y)

∥∥∥∥2
L2
ty

=
∥∥∥|φ−1

η (θ)|
1+α
2 eixφ

−1
η (θ)f̂

(
φ−1
η (θ), η

) (
φ−1
η (θ)

)′∥∥∥2
L2
θη

=

∫∫
|φ−1
η (θ)|1+α

∣∣∣f̂ (φ−1
η (θ), η

)∣∣∣2 ∣∣∣(φ−1
η (θ)

)′∣∣∣2 dθdη
=

∫∫
|ξ|1+α

∣∣∣f̂(ξ, η)∣∣∣2 (φη(ξ))
′∣∣(φη(ξ))′∣∣2dξdη

=

∫∫
|ξ|1+α

∣∣∣f̂ (ξ, η)∣∣∣2 1

(2 + α) |ξ|1+α + |η|1+β
dξdη

≤
∫∫ ∣∣∣f̂ (ξ, η)∣∣∣2 dξdη = ∥f∥2L2

xy
.

Para obtener (3-2) se siguen las mismas ideas, pero en lugar de tener |ξ|1+α como factor, se tiene
|η|1+β .

Nota 3.1.
Si se consideran el signo positivo en V(t), junto con α = β = 1, el resultado coincide con el Teorema 2.2
probado por Faminskii en [20].

3.2. Estimativa tipo Strichartz
Como se desea ajustar el argumento empleado por Linares y Pastor para la ecuación Z-K en [50], el
cual es una adaptación de la técnica de Kenig, Ponce y Vega (ver [38]), se requiere aplicar el Corolario
1.1 (Lema de Van der Corput) y el Lema 1.7, esto implica que, el grupo en la variable η se debe tener
exponente de orden 2, por lo que, en adelante se trabajará con la condición β = 1.

El siguiente resultado, es clave para mostrar la estimativa tipo Strichartz:
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Lema 3.1.
Si ϵ < 1

2
, α ≥ 0 y

It(x, y) =

∫∫
|ξ|ϵeit(ξ|ξ|1+α+ξ|η|2+xξ+yη)dξdη,

entonces,
|It(x, y)| ≤

c

|t|
3+α+2ϵ
2(2+α)

.

Demostración. Sea

χa(x) =

{
1 si |x| ≤ a

0 si |x| > a
.

Suponiendo que t > 0, al aplicar la Proposición 1.4, junto con el Lema 1.7, se obtiene lo siguiente:

|It(x, y)| =
∣∣∣∣ líma→∞

lím
b→∞

∫∫
|ξ|ϵei(t(ξ|ξ|1+α+ξ|η|2)+xξ+yη)χa(ξ)χb(η)dξdη

∣∣∣∣
≤ lím

a→∞

1

t1/2

∣∣∣∣∫ |ξ|ϵ−1/2ei(t|ξ|
2+αsgn(ξ)+xξ)χa(ξ)dξ

∣∣∣∣
≤ lím

a→∞

1

t1/2

∣∣∣∣∫ |v|ϵ−1/2

t
ϵ−1/2
2+α

ei(|v|
2+αsgn(v)+xvt−1/(2+α))χat1/(2+α)(v)

1

t1/(2+α)
dv

∣∣∣∣
= lím

a→∞

1

t
3+α+2ϵ
2(2+α)

∣∣∣∣∫ |v|ϵ−1/2ei(t|v|
2+αsgn(v)+xvt−1/(2+α))χat1/(2+α)(v)dv

∣∣∣∣
= lím

a→∞

1

t
3+α+2ϵ
2(2+α)

Kt(x, v).

El objetivo será mostrar que, Kt(x, v) es acotada por una constante la cual no depende de x, v y t.
Para ello, se considera θ ∈ C∞

0 tal que, si |v| ≤ 1, θ(v) = 1, y θ(v) = 0 para |v| > 2, así:

Kt(x, v) ≤
∣∣∣∣∫ |v|ϵ−1/2ei(t|v|

2+αsgn(v)+xvt−1/(2+α))χat1/(2+α)(v) (θ(v)) dv

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ |v|ϵ−1/2ei(|v|
2+αsgn(v)+xvt−1/(2+α))χat1/(2+α)(v) (1− θ(v)) dv

∣∣∣∣
=K1

t (x, v) +K2
t (x, v).

K1
t (x, v) es acotada, pues, la exponencial también lo es, así,

K1
t (x, v) ≤

∫
|v|ϵ−1/2χat1/(2+α)(v) (θ(v)) dv < c.

Para acotarK2
t (x, v), se utiliza el Corolario 1.1, definiendo las funciones:

ϕx,t(v) :=|v|2+αsgn(v) + x
v

t1/(2+α)
,
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y

fx,t(v) :=|v|ϵ−1/2χat1/(2+α)(v) (1− θ(v)) .

Como, f satisface que supp(f) =
[
−at1/(2+α),−1

]
∪
[
1, at1/(2+α)

]
, f ∈ C2, |f | < c1 para cada

v ∈ R,

∥fx,t∥∞ = sup
v∈R

|v|ϵ−1/2χat1/(2+α)(v) (1− θ(v)) < c2.

Mientras que, la derivada de f , se acota en L1(R), como sigue:

∥∥f ′
x,t(v)

∥∥
L1(R) =

∣∣∣∣ϵ− 1

2

∣∣∣∣ ∫ |v|ϵ−3/2χat1/(2+α)(v) (1− θ(v)) dv

= |2ϵ− 1|
∫ at1/(2+α)

1

vϵ−3/2dv

< |2ϵ− 1|
∫ ∞

1

vϵ−3/2dv < c3, .

para ϵ < 1
2
. Las derivadas de la función ϕx,t son:

ϕ′
x,t(v) = (2 + α)|v|1+α + x

t1/(2+α),

y

ϕ′′
x,t(v) = (1 + α)(2 + α)|v|αsgn(v).

Ésta última derivada satisface que |ϕ′′
x,t(v)| ≥ (1 + α)(2 + α) > 1, para v ∈ supp(f), por lo tanto,

el Corolario 1.1 implica lo siguiente:

K2
t =

∣∣∣∣∫ |v|ϵ−1/2ei(|v|
2+αsgn(v)+xvt−1/(2+α))χat1/(2+α)(v) (1− θ(v)) dv

∣∣∣∣ ≤ c.

Obteniendo así, el resultado deseado.

Nota 3.2.
Considerando ϵ = 0 y α = 1, el resultado coincide con el Lema 2.1 de [20].

Lema 3.2.
Si 0 ≤ ϵ < 1

2
, α ≥ 0 y 0 ≤ θ ≤ 1,

∥Dθϵ
x V(t)f∥Lp

xy
≤ c|t|−θ

3+α+2ϵ
2(2+α) ∥f∥

Lp′
xy
,

donde p = 2
1−θ y 1

p
+ 1

p′
= 1.
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Demostración. Considerando la familia analítica de operadores Tθ+iγf = Dθϵ+iγ
x V(t)f , del Lema 3.1,

se sigue que:

∥T1+iγf∥L∞
xy

= ∥It ∗ f∥L∞
xy

≤ ∥It∥L∞
xy
∥f∥L1

xy

≤ c

|t|
3+α+2ϵ
2(2+α)

∥f∥L1
xy
.

De las propiedades deV(t), se tiene lo siguiente:

∥Tiγf∥L2
xy

= ∥Diγ
x V(t)f∥L2

xy
= ∥Diγ

x f∥L2
xy

= ∥f∥L2
xy
,

por lo tanto, el Teorema de interpolación de Stein (ver [53]), implica el resultado.

El siguiente resultado muestra la estimativa tipo Strichartz asociada a (2-1).

Teorema 3.2.
Si 0 ≤ ϵ < 1/2, α ≥ 0 y 0 ≤ θ ≤ 1,

∥Dθϵ/2
x V(t)f∥Lq

tL
p
xy

≤ c∥f∥L2
xy
, (3-3)

con 1
p
+ 1

p′
= 1

q
+ 1

q′
= 1, p = 2

1−θ y 2
q
= θ 3+α+2ϵ

2(2+α)
.

Demostración. El resultado es consecuencia del siguiente argumento de dualidad:∥∥∥D θϵ
2
x V(t)f

∥∥∥
Lq
tL

p
xy

= sup
1=∥g∥

L
q′
t L

p′
xy

∣∣∣∣∫∫ (∫ D
θϵ
2
x V(t)f(x, y)g(x, y, t)dt

)
dxdy

∣∣∣∣
≤ ∥f∥L2

xy

∥∥∥∥∫ D
θϵ
2
x V(t)g(x, y, t)dt

∥∥∥∥
L2
xy

.

Ahora,∥∥∥∥∫ D
θϵ
2
x V(t)g(x, y, t)dt

∥∥∥∥2
L2
xy

=

∫∫ (∫
D

θϵ
2
x V(t)g(·, ·, t)dt

)(∫
D

θϵ
2
x V(τ)g(·, ·, τ)dτ

)
dxdy

≤ ∥g∥
Lq′
t L

p′
xy

∥∥∥∥∫ DθϵV(t− τ)g(·, τ)dτ
∥∥∥∥
Lq
tL

p
xy

.

El lema anterior y el Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev, en la variable t, implican que∥∥∥∥∫ DθϵV(t− τ)g(·, τ)dτ
∥∥∥∥
Lq
tL

p
xy

≤
∥∥∥∥∫ ∥∥∥DθϵV(t− τ)g(·, τ)

∥∥∥
Lp
xy

dτ

∥∥∥∥
Lq
t

≤
∥∥∥∥∫ |t− τ |−θ

3+α+2ϵ
2(2+α) ∥g∥

Lp′
xy
dτ

∥∥∥∥
Lq
t

≤ ∥g∥
Lq′
t L

p′
xy
.
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Como una consecuencia inmediata, de la estimativa tipo Strichartz, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.1.
1.

∥V(t)f∥L2
TL

∞
xy

≤ cT δ
∥∥D−ϵ/2

x f
∥∥
L2
xy
, (3-4)

dados α ≥ 0, 0 ≤ ϵ < 1
2
y δ = 1+α−2ϵ

4(2+α)
.

2.
∥V(t)f∥

L
9/4
T L∞

xy
≤ cT γ

∥∥D−ϵ/2
x f

∥∥
L2
xy
, (3-5)

para α ≥ 4/7, 0 ≤ ϵ < 1
2
y γ = 5+7α−18ϵ

36(2+α)
. El resultado es válido aún para 0 ≤ α ≤ 4/7, siempre

que 0 ≤ ϵ < 5+7α
18

.

3.
∥V(t)f∥L3

TL
∞
xy

≤ c ∥f∥L2
xy
, (3-6)

con α ≥ 0 y 0 ≤ ϵ < 1
2
,

Demostración. Considerando r y r′ como exponentes conjugados.

1. La desigualdad de Hölder y el Teorema 3.2
(
con θ = 1, δ = 1

2r′
, r′ = 2(2+α)

1+α−2ϵ
, r = 2(2+α)

3+α+2ϵ
, p =

∞, q = 2r
)
, implican que∥∥Dϵ/2

x V(t)f
∥∥
L2
T
≤
∥∥Dϵ/2

x V(t)f
∥∥
L2r
T
∥1∥L2r′

T

≤ T
1

2r′
∥∥Dϵ/2V(t)f

∥∥
L2r
T L∞

xy

≤ T
1

2r′ ∥f∥L2
xy
.

Si se consideraD−ϵ/2
x f en lugar de f , se obtiene el resultado deseado.

2. Nuevamente, la desigualdad de Hölder, junto con el Teorema 3.2
(
con θ = 1, γ = 4

9r′
, r′ =

16(2+α)
5+7α+18ϵ

, r = 16(2+α)
9(3+α+2ϵ)

, p = ∞, q = 9r
4

)
, implican que

∥Dϵ/2
x V(t)f∥

L
9/4
T L∞

xy
=

(∫ T

0

∥Dϵ/2
x V(t)f∥9/4L′

xy
dt

)4/9

≤ T
4

9r′ ∥Dϵ/2
x V(t)f∥

L
9r/4
T L∞

xy
.

Por lo tanto, la misma consideración del numeral anterior implica el resultado.

3. Basta considerar el caso en que θ = 1 y ϵ = 0, en el Teorema 3.2 para obtener el resultado
deseado.

Nota 3.3.
Los resultados obtenidos durante ésta sección, son válidos para el caso incluso en que α ≥ 1, involucrando
así otros problemas relevantes en la matemática, por ejemplo, cuando se tiene la derivada de quinto orden, es
decir, α = 3.
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3.3. Estimativa de la función maximal
La última de las estimativas lineales que suele considerarse es la de supt∈[0,T ] |V(t)(·)|, más conocida
como la estimativa de la función maximal. Para lograr ésta acotación, se seguirán las ideas expuestas
en [20] y adaptadas en [65] para el caso ∂x(∆ +H∂x). Como en las estimativas desarrolladas en la
sección anterior, se estudiará el caso en que β = 1, además 0 < α ≤ 1 y únicamente el signo “+”
en el símbolo, es decir, V(t) = ei(t(ξ|ξ|

1+α+ξη2)), ya que se emplearán el Lema 1.7 y el Corolario 1.1, lo
cual sería imposible en otro caso.

Para poder acotar el término antes mencionado se requieren unas consideraciones previas. Con esto
en mente se elige µ ∈ C∞(R) tal que,

µ(x) =

{
0 si x ≤ 0

1 si x ≥ 1
,

y que,
µ(|ξ| − 1) + µ(2− |ξ|) = 1. (3-7)

La sucesión de funciones ψk(ξ, η) definida por,

ψ0(ξ, η) = µ(2− |ξ|)µ(2− |η|)
ψk(ξ, η) = µ(2k+1 − |ξ|)µ(2k+1 − |η|)µ(|η| − 2k + 1)

+µ(2k+1 − |ξ|)µ(|ξ| − 2k + 1)µ(2k − |η|), para k ≥ 1,

satisface la identidad

ψ0(ξ, η) + ψ1(ξ, η) + · · ·+ ψk(ξ, η) = µ(2k+1 − |ξ|)µ(2k+1 − |η|),

y además,
∞∑
k=0

ψk(ξ, η) = 1. (3-8)

Por otro lado, para f ∈ L2 (R2), se define el siguiente operador:

Bkf := (ψ
1/2
k f̂)∨. (3-9)

Si (ξ, η) ∈ supp(ψk),

2k − 1 < |ξ| < 2k+1 ó 2k − 1 < |η| < 2k+1,

así que 22k < 2(1 + ξ2 + η2), y
∥Bkf∥L2 ≤ c2−ks∥f∥s. (3-10)

Observe que, el grupo unitarioV(t) puede reescribirse utilizando los operadoresBk como sigue:

V(t)f(x, y) =
∞∑
k=0

V(t)B2
kf(x, y). (3-11)

De modo que, para hallar la estimativa de la función maximal, basta con acotar la parte interna de la
serie definida en (3-11). Para tal fin será necesario establecer el siguiente lema.
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Lema 3.3.
SeanT > 0, t ∈ [0, T ], (x, y) ∈ R2, k ∈ Z+∪{0} y a, b ≤ 2k+1. Entonces existen una constante C(T ) >
0 y una funciónHk,T > 0 tales que,∣∣∣∣∫∫ ei(t(ξ|ξ|

1+α+ξη2)+xξ+yη)µ(a− |ξ|)µ(b− |η|)dξdη
∣∣∣∣ ≤ Hk,T (|x|), (3-12)

para 0 < α ≤ 1, donde ∫ ∞

0

Hk,T (x)dx ≤ C(T )2
11−2α

6
k(k + 1)2. (3-13)

Demostración. Para a ≥ 3, se tiene lo siguiente:

µ(a− |ξ|)µ(2− |ξ|) = µ(2− |ξ|),

y de (3-7) se sigue que,

µ(a− |ξ|) = µ(a− |ξ|)µ(|ξ| − 1) + µ(2− |ξ|).

Por lo anterior, la integral de (3-12) se puede escribir como la suma de las dos integrales que se pre-
sentan a continuación:

J :=

∫∫
ei(t(ξ|ξ|

1+α+ξη2)+xξ+yη)µ(a− |ξ|)µ(|ξ| − 1)µ(b− |η|)dξdη,

y

J0 :=

∫∫
ei(t(ξ|ξ|

1+α+ξη2)+xξ+yη)µ(2− |ξ|)µ(b− |η|)dξdη.

Así que, es necesario acotar tanto J como J0. Para lograr tal objetivo, la idea en ambos casos será
dividir el conjunto de los reales, en diferentes subconjuntos, de tal forma que las estimaciones reali-
zadas sobre éstos (bien sea de J o J0) satisfagan (3-13).

Para estimar J se considera, sin pérdida de generalidad, T ≥ 1 y se definen las siguientes funciones:

ψ(ξ) := µ(a− |ξ|)µ(|ξ| − 1) y ψ2(η) := µ(b− |η|),

cuyos soportes vienen dados por{ξ | 1 ≤ |ξ| ≤ a} y {η | |η| ≤ b}, respectivamente.

Considerando |x| ≤ 2−k/2,∣∣∣∣∫∫ ei(t(ξ|ξ|
1+α+ξη2)+xξ+yη)ψ(ξ)ψ2(η)dξdη

∣∣∣∣ ≤ ∫∫ ψ(ξ)ψ2(η)dξdη ≤ c22k.

Ahora, se analizará el comportamiento de J en el conjunto x ≥ 2−k/2 o x ≤ −máx{2−k/2, 32t22k}.
Considerando (ξ, η) tal que ξ ∈ supp(ψ) y η ∈ supp(ψ2), se definirá la función:

φ1(ξ, η) := t(ξ|ξ|1+α + ξη2) + xξ,
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para probar la siguiente desigualdad:

|φ1ξ(ξ, η)| ≥ máx

{
|x|
2
, t
(
(2 + α)|ξ|1+α + η2

)}
. (3-14)

Si x ≥ 2−k/2 > 0,

|φ1ξ| =
∣∣t((2 + α)|ξ|1+α + η2) + x

∣∣ ≥ t((2 + α)|ξ|1+α + η2).

También se tiene que,

|φ1ξ| ≥
|x|
2
.

Considerando el caso en que x ≤ −máx
{
2−k/2, 32t22k

}
, x < 0, la siguiente acotación es inmedia-

ta:
|x| ≥ máx{2−k/2, 32t22k} ≥ 32t22k.

Como ξ ∈ [−a,−1] ∪ [1, a], η ∈ [−b, b] y a, b ≤ 2k+1, se satisface la siguiente cadena de desigual-
dades:

t((2 + α)|ξ|1+α + η2) ≤ t((2 + α)22k+2 + 22k+2) ≤ 16t22k,

por lo tanto,
|x|
2

≥ 16t22k ≥ t((2 + α)|ξ|1+α + η2).

De lo anterior, se tiene que,

|φ1ξ| = |t((2 + α)|ξ|1+α + η2) + x|
≥ |x| − |t((2 + α)|ξ|1+α + η2)|
= |x|/2 + |x|/2− t((2 + α)|ξ|1+α + η2)

≥ |x|
2
,

lo cual implica (3-14).

Para acotar la integral J se integrará por partes, obteniendo lo siguiente:

J =

∫∫
ei(φ1(ξ,η)+yη)ψ(ξ)ψ2(η)dξdη

=

∫∫
eiyηψ2(η)

(∫
ψ(ξ)

iφ1ξ(ξ, η)
eiφ1(ξ,η)iφ1ξ(ξ, η)dξ

)
dη (3-15)

=

∫∫
eiyηψ2(η)

(
eiφ1(ξ,η)

ψ(ξ)

iφ1ξ(ξ, η)

∣∣∣∣
∂ suppψ

−
∫
eiφ1(ξ,η)∂ξ

(
ψ(ξ)

iφ1ξ(ξ, η)

)
dξ

)
dη,

así,

|J | ≤
∫
ψ2(η)

(∫ ∣∣∣∣∂ξ ( ψ(ξ)

φ1ξ(ξ, η)

)∣∣∣∣ dξ) dη. (3-16)



50 3 Estimativas lineales

Para 2−k/2 ≤ |x| ≤ 1, se probará la siguiente desigualdad:

|J | ≤ c2k(k + 1)|x|−1. (3-17)

(3-14) implica lo siguiente:∫ ∣∣∣∣∂ξ ( ψ(ξ)

φ1ξ(ξ, η)

)∣∣∣∣ dξ ≤ ∫ ∣∣∣∣ ψξφ1ξ

∣∣∣∣ dξ + ∫
∣∣∣∣∣ψφ1ξξ

φ2
1ξ

∣∣∣∣∣ dξ
≤ 2

|x|

∫
|ψξ|dξ +

2

|x|

∫
t((2 + α)(1 + α)|ξ|α)

(2 + α)tξ1+α
dξ

≤ c

|x|
+

2(1 + α)

|x|

∫ a

1

1

|ξ|
dξ

≤ c

|x|
+

2(1 + α)

|x|
2(k + 1) ln(2)

≤ c(k + 1)|x|−1, (3-18)

por lo tanto, de (3-16) y (3-18) se sigue (3-17).

Se probará que para |x| ≥ 1, es válida la siguiente desigualdad:

|J | ≤ c2kx−2. (3-19)

Al integrar por partes, se obtiene:

|J | ≤
∫
ψ2 (η)

(∫ ∣∣∣∣∂ξ ( 1

φ1ξ (ξ)
∂ξ

(
ψ (ξ)

φ1ξ (ξ, η)

))∣∣∣∣ dξ) dη. (3-20)

Analizando el comportamiento de J̃ , la integral interna de (3-20), se observa que

|J̃ | ≤
∫ ∣∣∣∣ψξξφ2

1ξ

∣∣∣∣dξ + 3

∫ ∣∣∣∣ψξφ1ξξ

φ3
1ξ

∣∣∣∣dξ + ∫ ∣∣∣∣ψφ1ξξξ

φ3
1ξ

∣∣∣∣dξ + 3

∫ ∣∣∣∣ψφ2
1ξξ

φ4
1ξ

∣∣∣∣dξ
:= J̃1 + J̃2 + J̃3 + J̃4.

Por lo tanto, se procederá a acotar cada uno de los sumandos obtenidos anteriormente.

J̃1 ≤
4

|x|2

∫
|ψξξ|dξ ≤

c

|x|2
. (3-21)

Como |ξ| > 1,

J̃2 ≤
12

|x|2

∫ ∣∣∣∣ψξφ1ξξ

φ1ξ

∣∣∣∣ dξ ≤ 12

|x|2

∫
|ψξ|t((2 + α)(1 + α)|ξ|α)

(2 + α)tξ1+α
dξ

≤ c

|x|2

∫
|ψξ|
|ξ|

dξ ≤ c

|x|2

∫
|ψξ|dξ ≤

c

|x|2
. (3-22)
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El tercer sumando J̃3, es acotado, en vista de la siguiente cadena de desigualdades:

J̃3 ≤
c

|x|2

∫
ψt|ξ|α−1

tξ1+α
dξ ≤ c

|x|2

∫ a

1

1

ξ2
dξ ≤ c

|x|2
. (3-23)

Mientras que, el último de los sumandos acota como sigue:

J̃4 ≤
c

|x|2

∫
ψ · (t|ξ|α)2

(tξ1+α)2
dξ ≤ c

|x|2

∫ a

1

1

ξ2
dξ ≤ c

|x|2
. (3-24)

Por lo tanto, las desigualdades (3-21) - (3-24) implican (3-20).

Lo que permite definir la funciónHk,T en los intervalos estudiados hasta el momento, como:

Hk,T (x) =


c22k si |x| ≤ 2−k/2

c(k+1)2k

|x| si (x > 2−k/2 ∨ x < −máx{2−k/2, 32t22k}) ∧ (2−k/2 ≤ |x| ≤ 1)

c2kx−2 si (x > 2−k/2 ∨ x < −máx{2−k/2, 32t22k}) ∧ (|x| ≥ 1).

Ahora, se estudiará la manera de acotar J cuando−32t22k < x < −2−k/2. Para ello, se reescribe J
como sigue:

J =

∫
ei(t(ξ|ξ|

1+α)+xξ)ψ(ξ)

(∫
ei(tξη

2+yη)ψ2(η)dη

)
dξ

=

∫
ei(t(ξ|ξ|

1+α)+xξ)ψ(ξ)(It ∗ ψ∨
2 )(y)dξ

=

∫
Φ(y − z)

(∫ (
π

t|ξ|

)1/2

ei(tξ|ξ|
1+α+xξ− z2

4ξt
+π

4
sgn(ξ))ψ(ξ)dξ

)
dz, (3-25)

donde It(y) =
∫
ei(tξη

2+yη)dη, y la última igualdad es consecuencia del Lema 1.7 y de considerar
Φ̂(η) = ψ2(η).

Primero que todo, se considerará la integral interna de (3-25), la cual se notará como J1, y se estudia-
rán los dos siguientes casos: z2 ≥ x2/6 y z2 ≤ x2/6.

Caso 1 (z2 ≥ x2/6):
Se considerarán los conjuntos:

Ω1 =

{
ξ | ξ2 > |x|

32t

}
y Ω2 =

{
ξ | ξ2 ≤ |x|

32t

}
.

Para obtener la estimativa de J1 en el conjunto Ω1 se define la siguiente función:

φ(ξ) := t(ξ|ξ|1+α) + xξ − z2

4ξt
,
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la cual satisface que,

φξξξ = (2 + α)(1 + α)(α)t|ξ|α−1 +
3z2

2ξ4t
≥ (2 + α)(1 + α)(α)t2(k+1)(α−1) > 0,

como |ξ| ≤ a ≤ 2k+1, entonces 2(k+1)(α−1) ≤ |ξ|α−1.

Del Corolario 1.1, se tiene lo siguiente:

|J1| =

∣∣∣∣∣
∫
Ω1

(
π

t|ξ|

)1/2

eiφ(ξ)ei
π
4
sgn(ξ)ψ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣
≤ ct−

1
32

k(1−α)
3

∥∥∥∥∥
(
π

t|ξ|

)1/2

ψ

∥∥∥∥∥
L∞
Ω1

+

∥∥∥∥∥∂ξ
((

π

t|ξ|

)1/2

ψ

)∥∥∥∥∥
L1
Ω1


≤ ct−

5
62

k(1−α)
3

[∥∥∥∥ ψ

|ξ|1/2

∥∥∥∥
L∞
Ω1

+

∥∥∥∥ ψξ
|ξ|1/2

∥∥∥∥
L1
Ω1

+

∥∥∥∥ ψ

|ξ|3/2

∥∥∥∥
L1
Ω1

]

≤ t−
5
62

k(1−α)
3

[
(32t)1/4

|x|1/4
+

∫
Ω1∩suppψ

ψ

|ξ|3/2
dξ

]
≤ t−

5
62

k(1−α)
3

(32t)1/4

|x|1/4

≤ t−
7
122

k(1−α)
3

|x|1/4

≤ c
2

9−2α
6

k

|x| 56
. (3-26)

Para acotar J1 sobre la región Ω2, se debe tener presente la siguiente acotación:

φξ = t(2 + α)|ξ|1+α + x+
z2

4tξ2

≥ t(2 + α)|ξ|1+α + x+
3z2

16t

32t

|x|
+

z2

16tξ2

= t(2 + α)|ξ|1+α + x+
6z2

|x|
+

z2

16tξ2

≥ t(2 + α)|ξ|1+α + z2

16tξ2
, (3-27)

por lo tanto,

φξ ≥ t(2 + α)|ξ|1+α + z2

16tξ2
≥ t(2 + α)|ξ|1+α + x2

96tξ2
. (3-28)
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Para la segunda derivada de φ, se observa que:

|φξξ| ≤ t(2 + α)(1 + α)|ξ|α + z2

2|ξ|3t

≤ (2 + α)(1 + α)
t2|ξ|3+α + z2

|ξ|3t
. (3-29)

Por tanto, al multiplicar por un uno adecuado e integrar por partes J1, se obtiene lo siguiente:

J1 =

∫
Ω2

(
π

t|ξ|

)1/2

eiφ(ξ)ei
π
4
sgn(ξ) ψ(ξ)

iφξ(ξ)
iφξ(ξ)dξ

=

(
π

t|ξ|

)1/2

ei
π
4
sgn(ξ) ψ(ξ)

iφξ(ξ)
eiφ(ξ)

∣∣∣∣
∂Ω2

−
∫
Ω2

∂ξ

((
π

t|ξ|

)1/2
ψ(ξ)

iφξ(ξ)

)
eiφ(ξ)ei

π
4
sgn(ξ)dξ,

de lo que se sigue,

|J1| ≤
c

t1/2

(
ψ(ξ)

|ξ|1/2|φξ|

∣∣∣∣
∂Ω2

)
+

c

t1/2

∫
Ω2

∣∣∣∣∂ξ ( ψ(ξ)

|ξ|1/2φξ(ξ)

)∣∣∣∣ dξ := L1 + L2.

Para acotar, el primero de los sumandos antes definidos se deberán tener presentes tanto (3-28),
como el hecho que 2−k/2 < |x| < 22k32t implica 2−k/2

32t
< |x|

32t
< 22k, obteniendo así:

L1 ≤
c

t1/2

 ψ(ξ)

|ξ|1/2(2 + α)t|ξ|1+α

∣∣∣∣
√

|x|
32t

1

 ≤ c

t(3−2α)/4|x|(3+2α)/4
≤ c

2(3−2α)k/2

|x|3/2
.

Para el sumando L2, se deben tener en cuenta (3-28) y (3-29), pues,

L2 ≤
c

t1/2

∫
Ω2

|ψξ|
|ξ|1/2|φξ|

dξ +
c

t1/2

∫
Ω2

ψ

|ξ|3/2|φξ|
dξ +

c

t1/2

∫
Ω2

ψ|φξξ|
|ξ|1/2φ2

ξ

dξ :=M1 +M2 +M3,

(3-28) implica que

M1 ≤
c

t1/2

∫
Ω2

|ψξ|96ξ2t
|ξ|1/2x2

dξ = c
t1/2

x2

∫
Ω2

|ψξ||ξ|3/2dξ ≤ c
t1/2

x2
|x|3/4

t3/4
≤ c

2k/2

|x|3/2
,

y que

M2 ≤ c
t1/2

x2

∫
Ω2

|ξ|1/2dξ = c
t1/2

x2
ξ3/2
∣∣∣∣
√

|x|
32t

1

≤ c

t1/4|x|5/4
≤ c

2k/2

|x|3/2
.

El términoM3, se acota como sigue:

M3 ≤
c

t1/2

∫
Ω2

1

|ξ|1/2
tξ2

t2|ξ|3+α + z2
t2|ξ|3+α + z2

|ξ|3t
tξ2

x2
dξ ≤ c

2k/2

|x|3/2
.
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Obteniendo así la acotación de J1 en Ω2.

Caso 2 (z2 ≤ x2/6):
Para z2 = px2, donde 0 < p ≤ 1

6
, se definen los siguientes conjuntos:

Ω3 =

{
ξ | ξ2 > |x|

10t

}
,Ω4 =

{
ξ | p|x|

2t
< ξ2 ≤ |x|

10t

}
y Ω5 =

{
ξ | ξ2 ≤ p|x|

2t

}
.

Para el conjuntoΩ3, se siguen las mismas ideas que se usaron para acotar la función enΩ1 y obtener
(3-26), por lo tanto,

|J1| ≤ c
2

9−2α
6

k

|x| 56
.

Para controlar |J1| en Ω4, se debe tener presente que |ξ| ≥ 1, así,

φξ(ξ) = (2 + α)t|ξ|1+α + x+
z2

4tξ2
≤ 5t|ξ|2 + x+

z2

4tξ2
:= ϑ(ξ),

un argumento de concavidad sobre ϑmostrará la acotación de φξ. Como,

ϑ

((
p|x|
2t

)1/2
)

=
|x|
2

(5p− 1) = ϑ

((
|x|
10t

)1/2
)

≤ −|x|
12
,

y como ϑξξ = 10t+ 3z2

2tξ4
> 0, entonces, para todo ξ ∈ Ω4 se cumple:

ϑ(ξ) ≤ −|x|
12
, (3-30)

de lo que se deduce la siguiente desigualdad:

|φξ(ξ)| ≥
|x|
12
. (3-31)

Ahora, se establecerá una acotación para φξξ:

|φξξ| =
∣∣∣∣(2 + α)(1 + α)t|ξ|αsgn(ξ)− z2

2ξ3t

∣∣∣∣
≤ 6t|ξ|α + z2

2|ξ|t
2t

p|x|

≤ c

(
t|ξ|+ |x|

|ξ|

)
. (3-32)

Estas cotas serán útiles para poder hallar la estimación que corresponde a |J1| en esta región, como
se puede ver enseguida:

|J1| ≤
c

t1/2

[(
ψ

|ξ|1/2|φξ|

∣∣∣∣
∂Ω4

)
+

∫
Ω4

∣∣∣∣∂ξ ( ψ

|ξ|1/2φξ

)∣∣∣∣ dξ
]

≤ c

t1/2

[(
ψ(ξ)

|ξ|1/2|φξ|

∣∣∣∣
∂Ω4

)
+

∫
Ω4

|ψξ|
|ξ|1/2|φξ|

dξ +

∫
Ω4

ψ

|ξ|3/2|φξ|
dξ +

∫
Ω4

ψ|φξξ|
|ξ|1/2φ2

ξ

dξ

]
:=M1 +M2 +M3 +M4.
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El primer sumando cumple que,
M1 ≤

c

t1/2|x|
.

Para el segundo sumando, se debe tener en cuenta (3-31), así

M2 ≤
c

t1/2|x|

∫
Ω4

|ψξ|dξ ≤
c

t1/2|x|
.

El tercer sumando no presenta dificultades, dada la definición de ψ y (3-31),

M3 ≤
c

t1/2|x|

∫
Ω4

ψ

|ξ|3/2
dξ ≤ c

t1/2|x|

∫ ∞

1

1

|ξ|3/2
dξ ≤ c

t1/2|x|
.

Para el último sumando, deben tenerse presentes la definición de Ω4 y (3-32),

|J1| ≤
c

t1/2

∫
Ω4

ψ

|ξ|1/2|x|2

(
t|ξ|+ |x|

|ξ|

)
dξ

=
c

t1/2|x|

∫
Ω4

ψ

|ξ|1/2
t|ξ|
|x|

dξ +
c

t1/2|x|

∫
Ω4

ψ

|ξ|3/2
dξ

≤ c

t1/2|x|

∫ ∞

1

1

|ξ|3/2
dξ

≤ c

t1/2|x|
.

Por lo que en Ω4

|J1| ≤ c
2k

|x|3/2
.

Para obtener la acotación en la región Ω5, se estudiará primero el caso en que ξ > 1, y se tendrá en
cuenta que

φξξ(ξ) = (2 + α)(1 + α)|ξ|α − z2

2tξ3
≤ 8tξ − z2

2tξ3
:= ϑ1(ξ).

Al acotar ϑ1 se obtiene lo siguiente:

ϑ1

((
p|x|
2t

)1/2
)

=
8√
2
t1/2p1/2|x|1/2 −

√
2|x|1/2t1/2 1

p1/2

=
√
2t1/2|x|1/2 (4p− 1)

√
p

< 0,

por lo tanto,

φξξ

((
p|x|
2t

)1/2
)

≤ Cpt
1/2x1/2.

Ahora se estudiará la acotación para ξ < −1,

φξξ

((
p|x|
2t

)1/2
)

= −(2 + α)(1 + α)p
1+α
2 t|x|α/2 + |x|1/2(2t) 1+α

2

(2t)α/2p1/2

< C̃pt
1/2|x|1/2 < 0
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Como,

φξξξ(ξ) = (2 + α)(1 + α)αt|ξ|α−1 +
3z2

2ξ4
≥ 0,

se sigue que |φξξ| ≥ Mt1/2|x|1/2, dondeM = mín{|Cp|, |C̃p|} > 0. Por lo tanto, el Corolario 1.1
implica que,

|J1| = |
∫
Ω5

(
π

t|ξ|

)1/2

eiφ(ξ)ei
π
4
sgn ξψ(ξ)dξ|

≤ c
(
t1/2|x|1/2

)−1/2

∥∥∥∥∥
(
π

t|ξ|

)1/2

ψ

∥∥∥∥∥
L∞
Ω5

+

∥∥∥∥∥∂ξ
((

π

t|ξ|

)1/2

ψ

)∥∥∥∥∥
L1
Ω5


≤ ct−3/4|x|−1/4

(
∥ψ∥L∞

Ω5
+ ∥ψξ∥L1

Ω5

)
≤ c

23k/2

|x|
.

Así pues, para−32t22k < x < −2−k/2 se define,

Hk,T (x) := c(k + 1)
(
2

9−2α
6

k|x|
−5
6 + 2

3−2α
2

k|x|−3/2 + 2
3k
2 |x|−1

)
para la cual es válida la siguiente desigualdad:

|J | ≤ ∥Φ∥1∥J1∥L∞
z
≤ Hk,T (x),

y además,Hk,T satisface (3-13).

Para mostrar que J0 =
∫∫

ei(t(ξ|ξ|
1+α+ξη2)+xξ+yη)µ(2 − |ξ|)µ(b − |η|)dξdη es acotada, vale la pena

recordar que ψ0(ξ) = µ(2− |ξ|) y supp(ψ0) = {ξ | |ξ| ≤ 2}.

Al considerar los valores de x tales que |x| ≤ 160T , se observa lo siguiente:

|J0| ≤
∫∫

ψ0(ξ)ψ2(η)dξdη ≤ c2k (3-33)

Ahora, se considerarán los valores de x que cumplen x ≥ 160T o x ≤ −máx{160T, 32t22k}, con la
intención de probar que :

|J0| ≤
c2k

x2
. (3-34)

Para tal fin, se define la siguiente función:

φ0(ξ, η) := t(ξ|ξ|1+α + ξη2) + xξ.

Si x ≥ 160T ,
|φ0ξ| = t((2 + α)|ξ|1+α + η2) + x ≥ x

2
.
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Ahora, como x ≤ −máx{160T, 32t22k}, entonces |x| ≥ 32t22k, y dado que b ≤ 2k+1, se tiene la
siguiente desigualdad:

t((2 + α)|ξ|1+α + η2) ≤ t((3)22 + 22k+2) ≤ 16t22k ≤ |x|
2
,

por lo tanto,

|φ0ξ| = |t((2 + α)|ξ|1+α + η2) + x|
≥ |x| − |t((2 + α)|ξ|1+α + η)2|

=
|x|
2

+
|x|
2

− |t((2 + α)|ξ|1+α + η)2|

≥ |x|
2
.

Mostrando así que,

|φ0ξ(ξ, η)| ≥
|x|
2
. (3-35)

Como x ≥ 160T o x ≤ −máx{160T, 32t22k} y en vista de (3-35), entonces |φ0ξ| ̸= 0. Por lo tanto,
para acotar J0 en este conjunto, se sigue que,

|J0| =
∣∣∣∣∫∫ eiφ0(ξ)ψ0(ξ)ψ2(η)dξdη

∣∣∣∣
≤
∫ b

−b
ψ2(η)

∣∣∣∣∫ 2

−2

eiφ0(ξ)ψ0(ξ)dξ

∣∣∣∣ dη.
La integral interna es la que debe acotarse. Para ello, se dividirá la integral en dos intervalos, para
evitar los problemas que trae el valor absoluto y luego se integrará por partes, como se puede ver en
seguida:

∫ 2

−2

eiφ0(ξ)ψ0(ξ)dξ =

∫ 0

−2

eiφ0(ξ)ψ0(ξ)dξ +

∫ 2

0

eiφ0(ξ)ψ0(ξ)dξ

=
eiφ0

iφ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

) ∣∣∣∣0
−2

−
∫ 0

−2

eiφ0∂ξ

(
1

iφ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

))
dξ

+
eiφ0

iφ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

) ∣∣∣∣2
0

−
∫ 2

0

eiφ0∂ξ

(
1

iφ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

))
dξ

= −
∫ 0

−2

eiφ0∂ξ

(
1

iφ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

))
dξ −

∫ 2

0

eiφ0∂ξ

(
1

iφ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

))
dξ

:= A1 + A2.
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En vista de la similitud de los procedimientos para acotar los sumandos, se acotará únicamenteA2,

|A2| ≤
∫ 2

0

∣∣∣∣∂ξ ( 1

φ0ξ

∂ξ

(
ψ0

φ0ξ

)) ∣∣∣∣dξ
≤
∫ 2

0

∣∣∣∣ψ0ξξ

φ2
0ξ

∣∣∣∣dξ + 3

∫ 2

0

∣∣∣∣ψ0ξφ0ξξ

φ3
0ξ

∣∣∣∣dξ + ∫ 2

0

∣∣∣∣ψ0φ0ξξξ

φ3
0ξ

∣∣∣∣dξ + 3

∫ 2

0

∣∣∣∣ψ0φ
2
0ξξ

φ4
0ξ

∣∣∣∣dξ
:= A21 + A22 + A23 + A24.

El primer sumando no representa ninguna dificultad, pues (3-35) implica que,

A21 ≤
c

x2

∫ 2

0

|ψ0ξξ|dξ ≤
c

x2
.

Para acotar los sumandos que hacen falta, se debe tener presente que |x| ≥ 160T , así:

A22 ≤
c

|x|3

∫ 2

0

|ψ0ξφ0ξξ|dξ ≤
c

x2
1

|x|

∫ 2

0

t(2 + α)(1 + α)|ξ|αdξ ≤ ct

160Tx2
≤ c

x2
.

A23 ≤
c(2 + α)(1 + α)αt

x2160T

∫ 2

0

ψ0

|ξ|α
dξ ≤ c

x2
.

Y el último sumando, se acota como sigue:

A24 ≤
c

x2(160T )2

∫ 2

0

|ψ0φ
2
0ξξ|dξ ≤

c

x2
.

De las desigualdades anteriores se deduce (3-34).

El objetivo ahora será acotar J0 en el intervalo −32t22k < x < −160T . Para ello, se reescribirá J0
como sigue:

J0 =

∫
Φ(y − z)

(∫ (
π

t|ξ|

)1/2

ei(t(ξ|ξ|
1+α)+xξ− z2

4ξt
+π

4
sgn(ξ))ψ0(ξ)dξ

)
dz, (3-36)

para Φ̂y(η) = ψ2(η).

Análogamente, al trabajo realizado para acotar J , se tomará la integral interna de (3-36), la cual se
notará como J01, y se considerarán dos casos:

Caso 1 (z2 ≥ x2/6):
Como |x| > 160T ≥ 160t y 2 ≥ |ξ|, implican |x|

40t
> ξ2, al definir siguiente la función :

φ(ξ) := t(ξ|ξ|1+α) + xξ − z2

4ξt
,
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y siguiendo el mismo argumento utilizado para obtener (3-27), se obtiene:

φξ ≥ t((2 + α)|ξ|1+α) + x+
z2

4tξ2
> t((2 + α)|ξ|1+α) + x2

96ξ2t
. (3-37)

Mientras que, la segunda derivada se puede acotar de la siguiente manera:

|φξξ| =
∣∣∣∣(2 + α)(1 + α)t|ξ|α − z2

2ξ3t

∣∣∣∣ ≤ 6
t2|ξ|3+α + z2

t|ξ|3
. (3-38)

A lo anterior se adiciona el hecho |ξ|−1/2ei
π
4
sgn(ξ) = (−iξ)−1/2, por tanto,

J01 =
c

t1/2

∫ 2

−2

1

(−iξ)1/2
eiφ(ξ,η)ψ0(ξ)dξ.

Como se pudo ver en (3-37), φξ ̸= 0, y dado que (−iξ)−1/2 es integrable alrededor de cero, se tiene
lo siguiente:

J01 =
c

t1/2
ψ0

(−iξ)1/2iφξ
eiφ
∣∣∣∣2
−2

+
c

t1/2

∫ 2

−2

eiφ∂ξ

(
ψ0

(−iξ)1/2iφξ

)
dξ.

Como ψ0(2) = ψ0(−2) = 0,

|J01| ≤
c

t1/2

∫ 2

−2

∣∣∣∣∂ξ ( ψ0

(−iξ)1/2φξ

)∣∣∣∣ dξ
≤ c

t1/2

∫ 2

−2

∣∣∣∣ ψ0ξ

(−iξ)1/2φξ

∣∣∣∣ dξ + c

t1/2

∫ 2

−2

∣∣∣∣ ψ0

(−iξ)3/2φξ

∣∣∣∣ dξ + c

t1/2

∫ 2

−2

∣∣∣∣∣ ψ0φξξ
(−iξ)1/2φ2

ξ

∣∣∣∣∣ dξ
:= A1 + A2 + A3.

Para acotar los dos primeros sumandos, se debe usar el siguiente hecho: 1
φξ

≤ 96ξ2t
x2

, que es conse-
cuencia de (3-37). Luego,

A1 ≤
c

t1/2

∫ 2

−2

∣∣∣∣ ψ0ξξ
2t

(−iξ)1/2x2

∣∣∣∣ dξ ≤ c
t1/2

x2

∫ 2

−2

|ψ0ξ|dξ ≤
c(T )

x2.

A2 ≤
c

t1/2

∫ 2

−2

∣∣∣∣ ψ0ξ
2t

(−iξ)3/2x2

∣∣∣∣ dξ ≤ c
t1/2

x2

∫ 2

−2

|ψ0|dξ ≤
c(T )

x2
.

Mientas que, el último sumando es acotado, en vista de la siguiente cadena de desigualdades:

A3 ≤
c

t1/2

∫ 2

−2

ψ0

|ξ|1/2
t2ξ2|ξ|1+α + z2

t|ξ|3
tξ2

t2ξ2|ξ|1+α + z2
ξ2t

x2
dξ ≤ c

t1/2

x2

∫ 2

−2

ψ0dξ ≤
C(T )

x2
.

De lo anterior, se concluye que |J01| ≤ c(T )
x2

.
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Caso 2 (z2 ≤ x2/6):
Si z2 = px2, para 0 ≤ p ≤ 1/6, se divide la región en los siguientes conjuntos:

Ω04 =

{
ξ | p|x|

2t
< ξ2 <

|x|
10t

∧ 1

|x|1/2
≤ |ξ|

}
, Ω05 =

{
ξ | ξ2 < p|x|

2t
∧ 1

|x|1/2
≤ |ξ|

}

y Ω06 =

{
ξ | 1

|x|1/2
≥ |ξ|

}
.

Para obtener la acotación sobre el conjuntoΩ04, se procede de manera análoga a como se hizo enΩ4,
entonces, se requiere definir las siguientes funciones

φ(ξ) = t(ξ|ξ|1+α) + xξ − z2

4tξ
, y ϑ(ξ) = 5tξ2 + x+

z2

4tξ2
,

para 0 < |ξ| ≤ 2, las cuales satisfacen que,

φξ(ξ) ≤ ϑ(ξ) + 2t|ξ|. (3-39)

Como,

ϑ

((
p|x|
2t

)1/2
)

=
|x|
2

(5p− 1) = ϑ

((
|x|
10t

)1/2
)
,

y además ϑξξ > 0, se tiene la siguiente desigualdad: ϑ(ξ) ≤ − |x|
12
, para ξ ∈ Ω04, entonces,

φξ ≤ −|x|
12

+ 2t|ξ|. (3-40)

Ahora, definiendo la función

g(ξ) := −|x|
12

+ 2t|ξ|,

y teniendo en cuenta que t ≤ T, y que 160T ≤ |x| ≤ 32t22k, implica
√
160T |x|1/2 ≤ |x|, se

obtiene lo siguiente:

g

((
p|x|
2t

)1/2
)

= −|x|
12

+
2√
2
t1/2p1/2|x|1/2

≤ −|x|
12

+
2√
2

√
160T√
160

p1/2|x|1/2

≤ −|x|
4

(
1

3
− p1/2√

5

)
≤ −c |x|

4
, (3-41)
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mientras que,

g

((
|x|
10t

)1/2
)

= −|x|
12

+
2√
10
t1/2|x|1/2

≤ −|x|
12

+
2√
10

√
160T√
160

|x|1/2

≤ −|x|
12

+
|x|
20

= −|x|
30
. (3-42)

Las desigualdades (3-41) y (3-42), implican el siguiente hecho:

φξ

((
p|x|
2t

)1/2
)

≤ −|x|
4
c y φξ

((
|x|
10t

)1/2
)

≤ −|x|
30
,

y como φξξξ > 0, para 0 < |ξ| ≤ 2, al aplicar un argumento de concavidad se obtiene lo siguiente:

|φξ(ξ)| ≥ c|x|, (3-43)

para todo ξ ∈ Ω04.

Como 0 < |ξ| ≤ 2, implica |x| ≤ 2 |x|
|ξ| , y de la definición de Ω04 se sigue que

p|x|
2t

< ξ2 y t ≤ |x|,
entonces, para acotar la función φξξ se emplea el siguiente argumento:

|φξξ| = |(2 + α)(1 + α)t|ξ|αsgn(ξ)− z2

2ξ3t
| ≤ 6t|ξ|α + z2

2|ξ|3t

≤ 6t|ξ|+ 2t+
px2

2|ξ|t
2t

p|x|

≤ c

(
t|ξ|+ |x|

|ξ|

)
. (3-44)

Nombrando J04 a la integral J01 restringida al conjunto Ω04, al aplicar integración por partes, se ob-
tiene lo siguiente:

|J04| ≤
c

t1/2

∣∣∣∣ eiφψ0

|ξ|1/2φξ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣
∂Ω04

+
c

t1/2

∫
Ω04

∣∣∣∣∂ξ ( ψ0

|ξ|1/2φξ

)∣∣∣∣ dξ
≤ c

t1/2

∣∣∣∣ eiφψ0

|ξ|1/2φξ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣
∂Ω04

+
c

t1/2

∫
Ω04

|ψ0ξ|
|ξ|1/2|φξ|

dξ +
c

t1/2

∫
Ω04

ψ0

|ξ|3/2|φξ|
dξ +

c

t1/2

∫
Ω04

ψ0|φξξ|
|ξ|1/2φ2

ξ

dξ

:= A1 + A2 + A3 + A4.

Para acotar los sumandos anteriores es muy importante tener en cuenta la definición de Ω04, la cual
implica que 1

|ξ|1/2 ≤ |x|1/4, así

A1 ≤
c

t1/2
|x|1/4

|x|
=

c

t1/2|x|3/4
, (3-45)
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A2 ≤
c

t1/2
|x|1/4 1

|x|

∫
Ω04

|ψ0ξ| ≤
c

t1/2|x|3/4
, (3-46)

A3 ≤
c

t1/2|x|

∫
Ω04

1

|ξ|3/2
dξ

=
c

t1/2|x|

∫ 2

|x|−1/2

1

|ξ|3/2
dξ

=
c

t1/2|x|
(−ξ−1/2|2|x|−1/2)

≤ c

t1/2|x|3/4
. (3-47)

Mientras que, el último sumando requiere tener presente la desigudad: 1
|x|1/4 ≤ |ξ|1/2 ≤

√
2, y aplicar

(3-44), es decir,

A4 ≤
c

t1/2

∫
Ω04

ψ0t|ξ|
|ξ|1/2φ2

ξ

dξ +
c

t1/2

∫
Ω04

ψ0|x|
|ξ|1/2|ξ|φ2

ξ

dξ

≤ c

t1/2
t

|x|2

∫
Ω04

ψ0|ξ|1/2dξ +
c

t1/2|x|

∫
Ω04

ψ0

|ξ|3/2
dξ

≤ c

t1/2
|x|
|x|2

+
c

t1/2|x|3/4

≤ c

t1/2|x|3/4
. (3-48)

De las estimativas (3-45) - (3-48) se tiene la siguiente acotación: |J04| ≤ c
t1/2|x|3/4 .

Para estudiar la integral sobre la región Ω05, se mostrará primero la siguiente desigualdad: |φξξ| ≥
c|x|. Para ello, se debe tener presente que la región Ω05 no contiene al cero, motivo por el cual φξξξ
está bien definida sobre el conjunto antes mencionado, y además es positiva, como se puede ver a
continuación,

φξξξ =
(2 + α)(1 + α)αt

|ξ|1−α
+

3z2

2ξ4t
> 0.

Por lo tanto φξξ es creciente, como ésta función es impar, basta considerar el caso en que 0 < ξ ≤ 2,
así pues,

φξξ(ξ) ≤ φξξ(2) ◦ φξξ(ξ) ≤ φξξ

((
p|x|
2t

)1/2
)
.

El argumento anterior implica que debe establecerse la siguiente desigualdad:

φξξ

(
mín

{
2,

(
p|x|
2t

)1/2
})

< −c|x|. (3-49)
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Si 2 < (p|x|
2t
)1/2, entonces |x|

2
< px2

16t
, por lo tanto,

φξξ(2) = (2 + α)(1 + α)(2α)t− px2

16t

≤ (2 + α)(1 + α)(2α)|x|
180

− |x|
2

=
(2 + α)(1 + α)(2α)− 90

180
|x|, (3-50)

pues |x| > 160T .

Ahora, si
(
p|x|
2t

)1/2
< 2, entonces |x|1/2t1/2 < 81/2t

p1/2
< 81/2

p1/2160
|x|, por lo cual,

φξξ

((
p|x|
2t

)1/2
)

= (2 + α)(1 + α)t

(
p|x|
2t

)α/2
− px2(2t)3/2

2t(p|x|)3/2

≤ 81/2|x|
p1/2160

(
(2 + α)(1 + α)p(1+α)/2|x|(α−1)/2t(1−α)/2 − 2(1+α)/2

2α/2p1/2

)

≤ 81/2|x|
p1/2160

(2 + α)(1 + α)p
(

1
160p

)(1−α)/2
− 2(1+α)/2

2α/2p1/2

 (3-51)

(3-49) se sigue de (3-50) y (3-51).

Por lo tanto, para acotar la integral J05, la cual será entendida como la integral J01 restringida a Ω05,
se empleará el Corolario 1.1, como sigue:

|J05| =
∣∣∣∣ ct1/2

∫
Ω05

1

(−iξ)1/2
eiφψ0dξ

∣∣∣∣
≤ c

t1/2|x|1/2

(∥∥∥∥ ψ0

|ξ|1/2

∥∥∥∥
L∞
Ω05

+

∥∥∥∥ ψ0ξ

|ξ|1/2

∥∥∥∥
L1
Ω05

+

∥∥∥∥ ψ0

|ξ|3/2

∥∥∥∥
L1
Ω05

)
:= B1 +B2 +B3.

Como 1
|x|1/2 < |ξ|, entonces

B1 ≤
c|x|1/4

t1/2|x|1/2
=

c

t1/2|x|1/4
,

B2 ≤
c|x|1/4

t1/2|x|1/2

∫
Ω05

|ψ0ξ|dξ ≤
c

t1/2|x|1/4
,

B3 ≤
c

t1/2|x|1/2

∫
Ω05

ψ0

|ξ|3/2
dξ ≤ c

t1/2|x|1/2

−|ξ|−1/2

∣∣∣∣2
1

|x|1/2

 ≤ c

t1/2|x|1/4
,
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obteniendo la siguiente acotación:
|J05| ≤

c

t1/2|x|1/4
.

La integral J01 restringida a Ω06, será notada como J06, se acota sin mayor problema, como se ve a
continuación:

|J06| =
∣∣∣∣ ct1/2

∫
Ω06

1

(−iξ)1/2
eiφψ0dξ

∣∣∣∣ ≤ c

t1/2

∫
Ω06

1

|ξ|1/2
dξ =

c

t1/2
ξ1/2
∣∣∣∣|x|−1/2

0

=
c

t1/2|x|1/4
.

De lo anterior, si−32t22k < x < 160T , para cada y se tiene lo siguiente:

|J0| ≤ c(T )(k + 1)t−1/2|x|−1/4 ≤ c(T )2k(k + 1)|x|−3/4. (3-52)

Por lo tanto, la función

Hk,T (x) =


c2k si |x| ≤ 160T

c2kx−2 si x ≥ 160T ∨ x < −máx{160T, 32t22k}
c(T )(k + 1)2k|x|−3/4 si −32t22k < x < 160T

satisface (3-12).

Teorema 3.3.
Si β = 1, 0 ≤ α ≤ 1, s > 11−2α

12
y f ∈ Hs (R2),

∥V(t)f∥L2
xL

∞
yT

≤ C(T, s)∥f∥s. (3-53)

Demostración. Como el operadorBk, definido en (3-9), es simétrico y conmuta con el grupo V(t), el
Lema 3.3 implica que∣∣∣∣∫ T

0

V(t− t′)(B2
kg)(x, y, t

′)dt′
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ T

0

∫ (∫∫
ei((t−t

′)φ(ξ,η)+(x−z)ξ+(y−w)η)ψk(ξ, η)dξdη

)
g(z, w, t′)dzdwdt′

∣∣∣∣
≤
∫ T

0

∫∫
Hk,T (|x− z|)|g(z, w, t′)|dzdwdt′

= Hk,T (|x|) ∗
∫ T

0

∫
|g(x,w, t′)|dwdt′, (3-54)

para g ∈ C∞
0 (R3), φ(ξ, η) = ξ|ξ|1+α + ξη2 y t ∈ [0, T ].

Si el operadorAk : L1
TL

2
xy → L2

xy , es el definido mediante:

Akg(x, y) :=

∫
χT (t)V(−t)(Bkg)(x, y, t)dt,
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se tiene lo siguiente:

⟨Akg, f⟩ =
∫∫

Akg(x, y)f(x, y)dxdy

=

∫ (∫
χT (t)V(−t)Bkg(x, y, t)dt

)
f(x, y)dxdy

=

∫
χT (t)

(∫∫
e−it(ξ|ξ|

1+α+ξη2)ψ
1/2
k (ξ, η)ĝ(ξ, η, t)f̂(ξ, η)dξdη

)
dt

=

∫
χT (t)

(∫∫
eit(ξ|ξ|1+α+ξη2 )ψ

1/2
k (ξ, η)f̂(ξ, η)ĝ(ξ, η, t)dξdη

)
dt

=

∫
χT (t)

(∫∫
V(t)Bkf(x, y)g(x, y, t)dxdy

)
dt

=

∫
χT (t)

(∫
g(x, y, t)V(t)Bkf(x, y)dxdy

)
dt.

Por lo tanto A∗
k : L2

xy → L1
TL

2
xy es el operador A∗

kf = V(t)Bkf . Si X = L2
xL

1
yT , su dual es

X∗ = L2
xL

∞
yT , aplicando el Lema 3.3 y (3-54), se obtiene:

∥A∗
kAkg∥L2

xL
∞
yT

=

∥∥∥∥∫ T

0

V(t− t′)B2
k(x, y, t

′)g(x, y, t′)dt′
∥∥∥∥
L2
xL

∞
yT

≤ ∥g∥L2
xL

1
yT

∫
Hk,T (|x|)dx

≤ C(T )2
11−2α

6
k(k + 1)2∥g∥L2

xL
1
yT
,

así que, por (3-11) se puede concluir lo siguiente:

∥V(t)f∥L2
xL

∞
yT

≤
∞∑
k=0

∥V(t)B2
kf∥L2

xL
∞
yT

≤
∞∑
k=0

C1(T )2
k( 11−2α

12
−s)(k + 1)∥f∥s = C(T, s)∥f∥s.

Nota 3.4.
Los resultados expuestos en esta sección, coinciden con el Lema 2.2 y el Teorema 2.4 de [20], siempre que
α = 1.

3.4. Mejoras en el buen planteamiento
Los resultados presentados durante éste capítulo, la técnica de Kenig, Ponce y Vega, junto con un
argumento de contracción, permiten mejorar el resultado de buen planteamiento obtenido en el se-
gundo capítulo de éste trabajo. Cuando α = 1 se tiene el buen planteamiento global, a partir de las
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leyes de conservación presentadas en el Lema 1.8. Con esto en mente, para la clase de funciones que
cumplan las siguientes desigualdades:

∥Ds
xux∥L∞

x L2
yT

+ ∥Ds
yux∥L∞

x L2
yT
<∞, (3-55)

∥ux∥L2
TL

∞
xy
<∞, (3-56)

∥u∥L2
xL

∞
yT
<∞. (3-57)

es posible mostrar que el Teorema 3.4 es válido:

Demostración del Teorema 3.4. Para realizar la demostración se supondrá que 11−2α
12

< s < 1, ya que
para los valores de s ≥ 1, se aprovecha la linealidad de la derivada en las estimativas de los Teoremas
3.1 y 3.3.

Se definen,

Ψ(u)(t) := Ψu0(u)(t) = V(t)u0 −
∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′, (3-58)

para 0 < T ≤ 1, y los espacios

XT := {u ∈ C([0, T ] : Hs(R2)) | µ(u) <∞}, (3-59)

y

Xa
T := {u ∈ XT | µ(u) ≤ a}, (3-60)

donde,

µ(u) := ∥u∥L∞
T Hs

xy
+ ∥ux∥L2

TL
∞
xy
+ ∥Ds

xux∥L∞
x L2

yT
+ ∥Ds

yux∥L∞
x L2

yT
+ ∥u∥L2

xL
∞
yT
. (3-61)

El objetivo será elegir valores adecuados para a y T , de tal manera queΨ sea una contracción sobre
Xa
T . Para tal fin, primero se deberá estimar la parte lineal de (3-58), empleando las estimativas del

Teorema 3.2 (para 1−ϵ/2 ≤ s), el efecto regularizante del Teorema 3.1 y las estimativas de la función
maximal (3-53), como sigue:

µ(V(t)u0) =∥V(t)u0∥L∞
T Hs

xy
+ ∥∂xV(t)u0∥L2

TL
∞
xy
+ ∥Ds

x∂xV(t)u0∥L∞
x L2

yT

+ ∥Ds
y∂xV(t)u0∥L∞

x L2
yT

+ ∥V(t)u0∥L2
xL

∞
yT

≤∥u0∥Hs + c∥D−ϵ/2
x ∂xu0∥L2

xy
+ ∥Ds

xu0∥L2
xy
+ ∥Ds

yu0∥L2
xy
+ c∥u0∥Hs

≤c∥u0∥Hs . (3-62)

La parte no lineal de (3-58), se acotará estudiando cada sumando de la normaµ por separado. Primero
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se estimará la norma L2(R2)

∥∥∥∥∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

∥∥∥∥
L2
xy

≤ c

∫ T

0

∥V(t− t′)(uux)(t
′)∥L2

xy
dt′

≤ c

∫ T

0

∥uux∥L2
xy
dt′

≤ c

∫ T

0

∥ux∥L∞
xy
∥u∥L2

xy
dt′

≤ c∥u∥L∞
T L2

xy

∫ T

0

∥ux∥L∞
xy
dt′

≤ cT 1/2∥u∥L∞
T Hs

xy
∥ux∥L2

TL
∞
xy

≤ cT 1/2(µ(u))2, (3-63)

que es consecuencia de las desigualdades de Minkowski y Hölder.

Para acotar la norma en L2(R2) deDs
x(
∫ t
0
V(t− t′)(uux)(t

′)dt′) se emplearán las desigualdades de
Hölder, Minkowski, como también la regla de Leibniz para derivadas fraccionarias,

∥∥∥∥Ds
x

(∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

)∥∥∥∥
L2

≤
∫ T

0

∥Ds
x(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′

≤ c

∫ T

0

∥ux∥L∞
xy
∥Ds

xu∥L2
xy
dt′ +

∫ T

0

∥uDs
xux∥L2

xy
dt′

≤ c∥Ds
xu∥L∞

T L2
xy

∫ T

0

∥ux∥L∞
xydt

′ + T 1/2∥uDs
xux∥L2

TL
2
x

≤ cT 1/2∥u∥L∞
T Hs

xy
∥ux∥L2

TL
∞
xy
+ T 1/2∥u∥L2

xL
∞
yT
∥Ds

xux∥L∞
x L2

yT

≤ cT 1/2(µ(u))2. (3-64)

Análogamente,

∥∥∥∥Ds
y

(∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

)∥∥∥∥
L2
xy

≤ cT 1/2∥Ds
yu∥L∞

T L2
xy
∥ux∥L2

TL
∞
xy
+ T 1/2∥u∥L2

xL
∞
yT
∥Ds

yux∥L∞
x L2

yT

≤ cT 1/2(µ(u))2. (3-65)

Para estimar la norma L2
TL

∞
xy , se considerará 0 < ϵ < 1/2, de tal forma que 1 − ϵ/2 ≤ s. Se
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emplearán las estimativas del Corolario 3.1 junto con las desigualdades (3-63)-(3-65), para obtener:∥∥∥∥∂x ∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

∥∥∥∥
L2
TL

∞
xy

=

∥∥∥∥V(t)(∫ t

0

V(−t′)∂x(uux)(t′)dt′
)∥∥∥∥

L2
TL

∞
xy

≤ c

∫ T

0

∥D−ϵ/2
x ∂x(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′

≤ c

∫ T

0

∥(uux)(t′)∥Hs
xy
dt′

≤ c

∫ T

0

∥(uux)(t′)∥L2
xy
dt′ + c

∫ T

0

∥Ds
x(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′ + c

∫ T

0

∥Ds
y(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′

≤ c

∫ T

0

∥(uux)(t′)∥L2
xy
dt′ + c

∫ T

0

∥Ds
x(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′ + c

∫ T

0

∥Ds
y(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′

≤ cT 1/2(µ(u))2.

Para acotar la norma en L∞
x L

2
yT , se hará uso del Teorema 3.1 y de la desigualdad (3-64), como se ve

en la siguiente cadena de desigualdades:∥∥∥∥Ds
x

(
∂x

∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

)∥∥∥∥
L∞
x L2

yT

=

∥∥∥∥∂xV(t)(∫ t

0

V(−t′)Ds
x(uux)(t

′)dt′
)∥∥∥∥

L∞
x L2

yT

≤ c

∫ T

0

∥Ds
x(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′

≤ cT 1/2(µ(u))2.

De igual manera,∥∥∥∥Ds
y

(
∂x

∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

)∥∥∥∥
L∞
x L2

yT

=

∥∥∥∥∂xV(t)(∫ t

0

V(−t′)Ds
y(uux)(t

′)dt′
)∥∥∥∥

L∞
x L2

yT

≤ c

∫ T

0

∥Ds
y(uux)(t

′)∥L2
xy
dt′

≤ cT 1/2(µ(u))2.

Por último, para la norma en L2
xL

∞
yT , se deben emplear la estimativa de la función maximal (3-53) y

las desigualdades (3-63)- (3-65), para obtener:∥∥∥∥∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′

∥∥∥∥
L2
xL

∞
yT

=

∥∥∥∥V(t)(∫ t

0

V(−t′)(uux)(t′)dt′
)∥∥∥∥

L2
xL

∞
yT

≤ c

∫ T

0

∥(uux)(t′)∥Hs
xy
dt′

≤ cT 1/2(µ(u))2.
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Lo anterior implica que,

µ(Ψ(u)) ≤ c∥u0∥Hs + cT 1/2(µ(u))2. (3-66)

Por lo tanto, al elegir a = 2c∥u0∥Hs y T > 0 tales que,

caT 1/2 <
1

2
, (3-67)

si u ∈ Xa
T , entonces µ(Ψ(u)) ≤ a, en consecuenciaΨ : Xa

T → Xa
T .

Siguiendo este mismo esquema, se muestra queΨ es una contracción pues,

µ(Ψ(u)−Ψ(ũ)) ≤ cT 1/2(µ(u) + µ(ũ))µ(u− ũ) ≤ 2acT 1/2µ(u− ũ),

para ũ ∈ Xa
T . Por lo tanto, existe un único u ∈ Xa

T , tal queΨ(u) = u, es decir,

u(t) = V(t)u0 −
∫ t

0

V(t− t′)(uux)(t
′)dt′, (3-68)

para t ∈ [0, T ].

Siguiendo lo mismos argumentos, se prueba la existencia de T1 ∈ (0, T ) tal que,

µ(Ψ(u)−Ψ(ũ)) ≤ ∥u0 − ũ0∥s + cT
1/2
1 (µ(u) + µ(ũ))µ(u− ũ),

por lo tanto, la aplicación ũ0 → ũ, definida en una vecindad V de u0 es Lipschitz.

Nota 3.5.
En [71], Ribaud y Vento, haciendo uso de los espacios de Bourgain prueban que, paraα ∈ [0, 1] y s > 2

1+α
−3
4
,

el problema (2-1) es localmente bien planteado enH(1+α)s,2s(R2), de modo que, el Teorema 3.4 contribuye
a mejorar este resultado cuando 0 < α < 4

7
.

Para mejorar el buen planteamiento para el caso p = 2, la prueba requiere trabajar con la clase de
funciones que satisfacen las siguientes desigualdades:

∥Ds
xux∥L∞

x L2
yT

+ ∥Ds
yux∥L∞

x L2
yT
<∞, (3-69)

∥ux∥L3
TL

∞
xy
+ ∥ux∥L9/4

T L∞
xy
<∞, (3-70)

∥u∥L2
xL

2
yT
<∞. (3-71)

Demostración del Teorema 3.5. Comoen la demostracióndel teoremaanterior, se supondrá que 11−2α
12

<

s < 1 y 0 < T ≤ 1, de modo que, al definir el siguiente operador:

Ψ(u)(t) = Ψu0(u)(t) = V(t)u0 −
∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′, (3-72)
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y los espacios:

XT =
{
u ∈ C

(
[0, T ] : Hs

(
R2
))

| µ2(u) <∞
}

(3-73)

y

Xa
T = {u ∈ XT | µ2(u) ≤ a} , (3-74)

donde,

µ2(u) = ∥u∥L∞
T Hs

xy
+∥u∥L3

TL
∞
xy
+∥ux∥L9/4

T L∞
xy
+∥Ds

xux∥L∞
x L2

yT
+
∥∥Ds

yux
∥∥
L∞
x L2

yT

+∥u∥L2
xL

∞
yT

(3-75)

se mostrará que, para valores adecuados de a y T ,Ψ es una contracción enXa
T . Para ello, primero se

acotará la norma µ2 sobre la parte lineal de (3-72), haciendo uso del efecto regularizante (Teorema
3.1), las estimativas tipo Strichartz (Corolario 3.1) con 1−ϵ/2 ≤ s, la estimativa de la funciónmaximal
(Teorema 3.3) y las propiedades del grupoV(t), obteniendo lo siguiente:

µ2 (V(t)u0) = ∥V(t)u0∥L∞
T Hs

xy
+ ∥V(t)u0∥L3

TL
∞
xy
+ ∥∂xV(t)u0∥L9/4

T L∞
xy

+ ∥Ds
x∂xV(t)u0∥L∞

x L2
yT

+
∥∥Ds

y∂xV(t)u0
∥∥
L∞
x L2

yT

+ ∥V(t)u0∥L2
xL

∞
yT

≤∥u0∥s + ∥u0∥0 +
∥∥D−ϵ/2

x ∂xu0
∥∥
0
+ ∥∂xV(t)Ds

xu0∥L∞
x L2

yT

+
∥∥∂yV(t)Ds

yu0
∥∥
L∞
x L2

yT

+ ∥V(t)u0∥L2
xL

∞
yT

≤∥u0∥s . (3-76)

Para acotar µ2 sobre la parte no lineal de (3-72), se debe acotar cada sumando de µ2 por aparte. Para
acotar la norma enHs(R2), se acotarán cada una de sus componentes por separado, como sigue:∥∥∥∥∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

∥∥u2ux∥∥L2
xy
dt′

≤
∫ T

0

∥uux∥L∞
xy
∥u∥L2

xy
dt′

≤ ∥u∥L∞
T L2

xy

∫ T

0

∥u∥∞Lxy
∥ux∥Lxy

dt′

≤ T 2/9∥u∥L∞
T L2

xy
∥u∥L3

TL
∞
xy
∥ux∥L9/4

T L∞
xy

≤ T 2/9∥u∥L∞
T Hs

xy
∥u∥L3

TL
∞
xy
∥ux∥L9/4

T L∞
xy

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 , (3-77)

las desigualdades anteriores son consecuencia de las propiedades del grupoV(t) y las desigualdades
de Minkowski y Hölder. Para acotar la norma enL2(R2) deDs

x(
∫ t
0
V(t− t′)(u2ux)(t

′)dt′), se utilizan
las desigualdades de Hölder, Minkowski, como también la regla de Leibniz para derivadas fracciona-
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rias, así:

∥∥∥∥Ds
x

(∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L2
xy

≤
∫ T

0

∥∥Ds
x

(
u2ux

)
(t′)
∥∥
L2
xy
dt′

≤
∫ T

0

(
∥ux∥L∞

xy
∥Ds

x(u
2)∥L2

xy
+
∥∥u2Ds

xux
∥∥
L2
xy

)
dt′

≤
∫ T

0

∥ux∥L∞
xy
∥u∥L∞

xy
∥Ds

xu∥L2
xy
dt′ +

∫ T

0

∥u∥L∞
xy
∥uDs

xux∥L2
xy
dt′

≤ ∥Ds
xu∥L∞

T L2
xy

∫ T

0

∥ux∥L∞
xy
∥u∥L∞

xy
dt′ +

∫ T

0

∥u∥L∞
xy
∥uDs

xux∥L2
xy
dt′

≤ T 2/9∥u∥L∞
T Hs

xy
∥u∥L3

TL
∞
xy
∥ux∥L9/4

T L∞
xy
+ T 1/6∥u∥L3

TL
∞
xy
∥u∥L2

xL
∞
yT

∥Ds
xux∥L∞

x L2
yT

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 + T 1/6 (µ2(u))

3 . (3-78)

Siguiendo el mismo argumento se acota la norma deDs
y(
∫ t
0
V(t− t′)(u2ux)(t

′)dt′) en L2(R2),

∥∥∥∥Ds
y

(∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L2
xy

≤ T 2/9∥u∥L∞
T Hs

xy
∥u∥L3

TL
∞
xy
∥ux∥L9/4

T L∞
xy
+ T 1/6∥u∥L3

TL
∞
xy
∥u∥L2

xL
∞
yT

∥∥Ds
yux
∥∥
L∞
x L2

yT

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 + T 1/6 (µ2(u))

3 . (3-79)

Para acotar la norma de la parte no lineal en L3
TL

∞
xy , se hace uso del Corolario 3.1 y de la desigualdad

(3-77), como se ve a continuación:

∥∥∥∥∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

∥∥∥∥
L3
TL

∞
xy

=

∥∥∥∥V(t)(∫ t

0

V (−t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L3
TLxy

≤
∥∥∥∥∫ T

0

V(−t)(u2ux)(t′)dt′
∥∥∥∥
L2
xy

≤
∫ T

0

∥∥u2ux∥∥L2
xy
dt′

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 (3-80)
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Si 0 < ϵ < 1+2α
6

tal que 1− ϵ/2 ≤ s, del Corolario 3.1 y las estimativas (3-77) - (3-79), se deduce que∥∥∥∥∂x ∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

∥∥∥∥
L
9/4
T L∞

xy

=

∥∥∥∥V(t)(∫ t

0

V (−t′) ∂x
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L
9/4
T L∞

xy

≤
∫ T

0

∥∥D−ϵ/2
x ∂x

(
u2ux

)
(t′)
∥∥
0
dt′

≤
∫ T

0

∥∥u2ux∥∥s dt′
≤
∫ T

0

∥∥(u2ux) (t′)∥∥0 dt′ + ∫ T

0

∥∥Ds
x

(
u2ux

)
(t′)
∥∥
0
dt′ +

∫ T

0

∥∥Ds
y

(
u2ux

)
(t′)
∥∥
0
dt′

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 + T 1/6 (µ2(u))

3 (3-81)

Para la controlar la norma enL∞
x L

2
yT , se emplea el efecto regularizante (Teorema 3.1) y la desigualdad

(3-78), obteniendo lo siguiente:∥∥∥∥Ds
x

(
∂x

∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L∞
x L2

yT

=

∥∥∥∥∂xV(t)(∫ t

0

V (−t′)Ds
x

(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L∞
x L2

yT

≤
∥∥∥∥∫ T

0

V(−t)Ds
x(u

2ux)(t
′)dt′

∥∥∥∥
0

≤
∫ T

0

∥∥Ds
x

(
u2ux

)
(t′)
∥∥
0
dt′

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 + T 1/6 (µ2(u))

3 (3-82)

De igual manera, pero empleando (3-79) en lugar de(3-78), se obtiene que∥∥∥∥Ds
y

(
∂x

∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L∞
x L2

yT

≤
∫ T

0

∥∥Ds
y

(
u2ux

)
(t′)
∥∥
0
dt′

≤ T 2/9 (µ2(u))
3 + T 1/6 (µ2(u))

3 (3-83)

Finalmente, de la estimativa de la función maximal (Teorema 3.3) y las desigualdades (3-77) - (3-79),
se concluye que∥∥∥∥∫ t

0

V (t− t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

∥∥∥∥
L2
xL

∞
yT

=

∥∥∥∥V(t)(∫ t

0

V (−t′)
(
u2ux

)
(t′) dt′

)∥∥∥∥
L2
xL

∞
yT

≤
∫ T

0

∥∥(u2ux) (t′)∥∥s dt′
≤ T 2/9 (µ2(u))

3 + T 1/6 (µ2(u))
3 . (3-84)
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De las estimativas (3-76) - (3-84) se tiene que

µ2(Ψ(u)) ≤ ∥u0∥s + T 2/9(µ2(u))
3,

como 0 < T ≤ 1, al considerar a = 2∥u0∥s tal que a2T 1/6 < 1/2, se tiene que si u ∈ Xa
T ,

µ2(Ψ(u)) ≤ a, en consecuenciaΨ : Xa
T → Xa

T .

Para ver queΨ es una contracción enXa
T , se siguen las mismas ideas del teorema anterior, así como

también para probar que la aplicación ũ0 → ũ, definida desde una vecindad V de u0, que depende
de T1 ∈ (0, T ) enXa

T1
es Lipschitz.

3.5. Buen planteamiento global
Ahora se mostrará como extender las soluciones locales del P.V.I (2-1) a soluciones globales, cuando
el dato inicial es un elemento deH1(R2), α = β = 1 y en el símbolo se tiene el signo positivo. Para
ello es necesario recordar las cantidades conservadas que posee el problema (Lema 1.8)

I1(u) =

∫∫
u2(x, y, t)dxdy (3-85)

I2(u) =
1

2

∫∫
R2

(
(∂xu)

2 + (∂yu)
2 − 2

(p+ 1)(p+ 2)
up+2

)
dxdy (3-86)

Teorema 3.6.

1. Si u0 ∈ H1(R2) entonces la solución local del P.V.I (2-1) dada en el Teorema 3.4 puede ser extendida
a cualquier intervalo [0, T ].

2. Si u0 ∈ H1(R2) y ∥u0∥0 << 1 entonces la solución local del P.V.I (2-1) dada en el Teorema 3.5
puede ser extendida a cualquier intervalo [0, T ].

Demostración. Para los dos numerales, es necesario realizar las siguientes consideraciones, si u ∈
C([0, T ] : H1(R2)) es la solución de (2-1), es posible aplicar la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg
para t ∈ [0, T ], obteniendo que:

∥u(t)∥Lp+2 ≤ c ∥∇u(t)∥θ0 ∥u(t)∥
1−θ
0 ,

con θ = p
p+2

. Las leyes de conservación implican lo siguiente:

∥u(t)∥21 ≤ ∥u(t)∥20 + ∥∂xu(t)∥20 + ∥∂yu(t)∥20
≤ ∥u0∥20 + 2I2(u(t)) + c∥u(t)∥p+2

Lp+2

≤ ∥u0∥20 + 2I2 (u0) + c ∥u0∥20 ∥u(t)∥
p
1. (3-87)
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1. Para este caso (p = 1), se considerará y := y(t) = ∥u∥21. De (3-87) y la desigualdad de Young
se sigue que:

y2 ≤ ∥u0∥22 + 2I2 (u0) +
c2 ∥u0∥40

2
+
y2

2
,

esto garantiza la existencia deM =M(∥u0∥1, T ) tal que,

sup
t∈[0,T ]

∥u(t)∥1 ≤M. (3-88)

Sea T ′ = sup{0 < T | existe una única u ∈ C([0, T ] : H1(R2)) solución de (2-1)}. Supo-
niendo que T ′ <∞, en vista de (3-88), la solución u ∈ C([0, T ′) : H1(R2)) satisface que,

∥u(t)∥1 ≤M (∥u0∥1 , T
′) ,

para todo t ∈ [0, T ′). Del buen planteamiento local se tiene que T ∼ ∥u0∥−2
1 . Al considerar el

P.V.I (2-1) con dato inicial φ ∈ H1(R2), el cual satisfaga la desigualdad ∥φ∥1 ≤M(∥u0∥1, T ),
se puede hallar un tiempo T1 > 0, tal que

T1 < cM−2 ≤ ∥φ∥−2
1 ,

y una única solución v ∈ C([0, T1) : H1(R2)) del P.V.I (2-1) con v(0) = φ. Si se toma φ =

u(T ′ − T1/2), al definir

w(t) =

{
u(t) si 0 ≤ t < T ′ − T1/2

v (t− T ′ + T1/2) si T ′ − T1/2 ≤ t ≤ T ′ + T1/2.
(3-89)

Note que w(t) satisface la ecuación integral (3-68), para cada t ∈ [0, T ′ + T1/2], lo cual con-
tradice la definición de T ′, por lo tanto, T ′ = ∞.

2. Para este caso (p = 2), al considerar y := y(t) = ∥u∥21, de (3-87) se tiene que:

y2 ≤ c2 + c3y
2.

Para obtener una desigualdad análoga a (3-88), se requiere que ∥u0∥0 sea un valor pequeño
(∥u0∥0 << 1), y así seguir el argumento del caso anterior para poder extender las soluciones
locales a soluciones globales enH1(R2).

Nota 3.6.
Es importante resaltar que las soluciones dadas en los Teoremas 3.4-3.6 pertenecen a un subespacio deHs(R2)

el cual está determinado por las normas µ1 y µ2, según sea el caso.



4 Espacios isotrópicos y anisotrópicos
En el presente capítulo se darán condiciones para que el problema (2-1) esté bien planteado en los
espacios isotrópicosXs mencionados en la Definición 1.8, como también en los espacios anisotrópi-
cosHs1,s2(R2) yXs1,s2 , descritos en las Definiciones 1.7 y 1.8, respectivamente.

Para lograr el buen planteamiento en estos espacios, se hará uso de un argumento de compacidad,
para el cual se deben mostrar las estimativas de energía asociadas al P.V.I (2-1). Partiendo de éstas
y del Corolario 3.1, se obtiene una estimativa no lineal, la cual es fundamental para hallar soluciones
de (2-1), como límites (en el sentido distribucional) de soluciones suaves (ver [44]). Por tal motivo,
es necesario tener presentes las cantidades conservadas que posee el problema (2-1), descritas en el
Lema 1.8.

Con esto enmente, el presente capítulo se ha dividido en tres secciones, en la primera semuestran las
estimativas de energía, en los espaciosXs yXs1,s2 . En la segunda, se prueba el buen planteamiento
local de (2-1), según las hipótesis del Teorema 4.1. Mientras que, en la última sección del capítulo,
se muestra un resultado de buen planteamiento local para los espacios Hs1,s2(R2) (Teorema 4.2),
seguido de la mejora plasmada en el Teorema 4.3.

4.1. Estimativas de energía
En esta sección se procede a mostrar las estimativas de energía en los espacios isotrópicos Xs y
anisotrópicosXs1,s2 .

Lema 4.1.
Sean 0 ≤ α, β ≤ 1, u solución del P.V.I (2-1) con φ ∈ H∞ (R2) y s > 1. Entonces

sup
0<t<T

∥u∥Xs ≤ Ce

(
∥u∥

L1
T
L∞
xy

+∥∂xu∥L1
T
L∞
xy

+∥∂yu∥L1
T
L∞
xy

)
∥φ∥Xs ,

para todo T ∈ [0, 1].

Demostración. Aplicando el operador Jsx en (2-1) y haciendo el producto interno en L
2(R2) con Jsxu,

se obtiene la siguiente ecuación:∫∫
JsxutJ

s
xudxdy−

∫∫
Jsx∂xD

1+α
x uJsxudxdy∓

∫∫
Jsx∂xD

1+β
y uJsxudxdy+

∫∫
JsxuuxJ

s
xudxdy = 0,
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o equivalentemente,

1

2

d

dt
∥Jsxu∥

2
0 =

∫∫
Jsx∂xD

1+α
x uJsxudxdy ±

∫∫
Jsx∂xD

1+β
y uJsxudxdy −

∫∫
JsxuuxJ

s
xudxdy.

(4-1)
La antisimetría de los operadores Jsx∂xD

1+α
x y Jsx∂xD

1+β
y , garantiza que los dos primeros sumandos

del lado derecho de (4-1) son cero, por lo tanto,

1

2

d

dt
∥Jsxu∥

2
0 = −

∫∫
JsxuuxJ

s
xudxdy

=

∫∫
1

2
∂xu (J

s
xu)

2 dxdy −
∫∫

([Jsx;u]ux) J
s
xudxdy

≤ ∥∂xu∥L∞
xy
∥Jsxu∥

2
0 + ∥[Jsx;u]ux∥0 ∥J

s
xu∥0

≤ ∥∂xu∥L∞
xy
∥Jsxu∥

2
0 , (4-2)

lo cual es consecuencia de la desigualdad de Kato-Ponce (Lema 1.2).

Siguiendo la misma idea, pero usando el operador Jsy en lugar de J
s
xu, se obtiene la ecuación,∫∫

JsyutJ
s
yudxdy−

∫∫
Jsy∂xD

1+α
x uJsyudxdy∓

∫∫
Jsy∂xD

1+β
y uJsyudxdy+

∫∫
JsyuuxJ

s
yudxdy = 0,

es decir,

1

2

d

dt

∥∥Jsyu∥∥20 = ∫∫ Jsy∂xD
1+α
x uJsyudxdy ±

∫∫
Jsy∂xD

1+β
y uJsyudxdy −

∫∫
JsyuuxJ

s
yudxdy.

(4-3)
La antisimetría de los operadores Jsy∂xD

1+α
x , Jsy∂xD

1+β
y implica que, los dos primeros sumandos del

lado derecho de (4-3) se anulan, obteniéndose:

1

2

d

dt

∥∥Jsyu∥∥20 = −
∫∫

JsyuuxJ
s
yudxdy

=

∫∫
1

2
∂xu

(
Jsyu
)2
dxdy −

∫∫ ([
Jsy ;u

]
ux
)
Jsyudxdy

≤ ∥∂xu∥L∞
xy

∥∥Jsyu∥∥20 + ∥∥[Jsy ;u]ux∥∥0 ∥∥Jsyu∥∥0
≤
(
∥∂xu∥L∞

xy
+ ∥∂yu∥L∞

xy

)(
∥Jsxu∥0 +

∥∥Jsyu∥∥0)2 . (4-4)

Lo cual se sigue de las desigualdades de Young y Kato-Ponce (Lema 1.2).

Sumando (4-2) y (4-4), se obtiene que:

d

dt
∥u∥2Xs ≤ C

(
∥∂xu∥L∞

xy
+ ∥∂yu∥L∞

xy

)
∥u∥2Xs ≤ C

(
∥u∥L∞

xy
+ ∥∂xu∥L∞ + ∥∂yu∥L∞

)
∥u∥2Xs .

La desigualdad de Gronwall, implica lo siguiente:

∥u∥2Xs ≤ ∥φ∥2Xs e
∥u∥

L1
T
L∞
xy

+∥∂xu∥L1
T
L∞
xy

+∥∂yu∥L1
T
L∞
xy .
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Lema 4.2.
Si 0 ≤ α, β ≤ 1, y u es la solución de (2-1) con dato inicial φ ∈ H∞(R2), entonces para s1 ≥ s2 > 1, y
para T ∈ [0, 1], se tiene que,

sup
0<t<T

∥u∥Xs1,s2 ≤ e

(
∥u∥

L1
T
L∞
xy

+∥∂xu∥L1
T
L∞
xy

+∥∂yu∥L1
T
L∞
xy

)
∥φ∥Xs1,s2 .

Demostración. Procediendo como en el lema anterior, pero usando el operador Js1x en lugar de Jsx , se
obtiene que:

1

2

d

dt
∥Js1x u∥20 ≤ ∥∂xu∥L∞

xy
∥Js1x u∥20.

Y en lugar del operador Jsy se utiliza el operador J
s2
y , obteniendo:

1

2

d

dt
∥Js2y u∥20 ≤ ∥∂xu∥L∞

xy
∥Js2y u∥20 + ∥[Js2y ;u]ux∥0∥Js2y u∥0

≤ ∥∂xu∥L∞
xy
∥Js2y u∥20 +

(
∥∂yu∥L∞

xy
∥Js2−1

y ∂xu∥0 + ∥Js2y u∥0∥∂xu∥L∞
xy

)
∥Js2y u∥0

≤ ∥∂xu∥L∞
xy
∥Js2y u∥20 +

(
∥∂yu∥L∞

xy

(
∥Js2y u∥0 + ∥Js1x u∥0

)
+ ∥Js2y u∥0∥∂xu∥L∞

xy

)
∥Js2y u∥0

≤ (∥∂xu∥L∞
xy
+ ∥∂yu∥L∞

xy
)∥u∥2Xs1,s2

siempre que s1 ≥ s2. Por lo tanto,

d

dt
∥u∥2Xs1,s2 ≤ C

(
∥∂xu∥L∞

xy
+ ∥∂yu∥L∞

xy

)
∥u∥2Xs1,s2

≤ C
(
∥u∥L∞

xy
+ ∥∂xu∥L∞ + ∥∂yu∥L∞

)
∥u∥2Xs1,s2 ,

y la desigualdad de Gronwall, implican el resultado.

4.2. Buen planteamiento local en Xs, s > 15+7α
4(2+α)

En esta sección se abordará el buen planteamiento del P.V.I (2-1) en los espacios deXs, para ello es
necesario mostrar el siguiente resultado:

Lema 4.3.
Sean β = 1, 0 < α ≤ 1, u ∈ C([0, T ] : H∞(R2)) ∩ C1([0, T ] : H∞(R2)) y f ∈ C([0, T ] :

H∞(R2)), T ∈ [0, 1] tal que,

∂tu− ∂x(D
1+α
x ±D2

y)u = ∂xf,

si s1 > 3+α
4(2+α)

y s2 > 1
2
, entonces,

∥u∥L1
TL

∞
xy

≤ T
1
2 (∥Js1x Js2y u∥L∞

T L2
xy
+ ∥Js1x f∥L1

TL
2
xy
).
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Demostración. En esta demostración se empleará una descomposición del tipo Littlewood-Paley, por
tal motivo, se hará uso de los operadores Qj

x y Q
k
y para j, k = 0, 1, . . ., exhibidos en la Definición

1.10. De (1-9) se sigue que,

∥u∥L1
TL

∞
xy

≤
∞∑
k=0

∞∑
j=0

∥Qk
yQ

j
xu∥L1

TL
∞
xy
. (4-5)

Para obtener la estimativa requerida, el intervalo [0, T ] se divide en 2j+k sub-intervalos del mismo
tamaño, 2−j−kT , los cuales son notados como [aj,m, aj,m+1), conm = 1, 2, . . . , 2j+k, así, al acotar
uno de los sumandos del lado derecho de (4-5) se obtiene:

∥Qk
yQ

j
xu∥L1

TL
∞
xy

≤
2j+k∑
m=1

∥χ[ajm,aj(m+1))(t)Q
k
yQ

j
xu∥L1

TL
∞
xy

≤
2j+k∑
m=1

(T2−(j+k))
1
2∥χ[aj,m,aj,(m+1))(t)Q

k
yQ

j
xu∥L2

TL
∞
xy
. (4-6)

Aplicando la fórmula de Duhamel, el Corolario 3.1 y notando u(aj,m) como uj,m, cada sumando de
(4-6), se puede ver de la siguiente manera:

∥χ[aj,m,aj,(m+1))(t)Q
k
yQ

j
xu∥L2

TL
∞
xy

≤∥χ[aj,m,aj,(m+1))(t)V(t)Q
k
yQ

j
xuj,m∥L2

TL
∞
xy

+

∫ t

aj,m

∥χ[aj,m,aj,(m+1))(t)V(t− t′)Qk
yQ

j
x∂xf∥L2

TL
∞
xy
dt′

≤2−jδ∥Qk
yQ

j
xuj,m∥L2

xy
+

∫ aj,m+1

aim

2−jδ2j∥Qk
yQ

j
xf∥L2

xy
dt′

≤2−jδ
(
∥Qk

yQ
j
xuj,m∥L2

xy
+ 2j∥χ[aj,m,aj,(m+1))(t)Q

k
yQ

j
xf∥L1

TL
2
xy

)
,

donde δ = 1+α
4(2+α)

. Entonces,

∥Qk
yQ

j
xu∥L1

TL
∞
xy

≤ (T2−(j+k))
1
2

2j+k∑
m=1

2−jδ
(
∥Qk

yQ
j
xuj,m∥L2

xy
+ 2j∥χ[aj,m,aj,(m+1))(t)Q

k
yQ

j
xf∥L1

TL
2
xy

)

≤ T 1/2

2−j−k
2j+k∑
m=1

∥2
k
2Qk

y2
3+α

4(2+α)
jQj

xuj,m∥L2
xy
+ 2

∥∥∥Qk
y2

3+α
4(2+α)

jQj
xf
∥∥∥
L1
TL

2
xy

 ,

así, de (1-10) y al sumar sobre j y k, se obtiene la acotación requerida: z

∥u∥L1
TL

∞
xy

≤ T 1/2
(∥∥Js2y Js1x u∥∥L∞

T L2
xy
+ ∥Js1x f∥L1

TL
2
xy

)
.
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Lema 4.4.
Si β = 1, 0 < α ≤ 1 y u la es solución de (2-1) , con dato inicial φ ∈ H∞(R2) en el intervalo [0, T ],
entonces, para s > 15+7α

4(2+α)
existe un tiempo T (∥φ∥Xs , s) > 0 tal que,

g(T ) :=

∫ T

0

(∥u∥L∞
xy
+ ∥ux∥L∞

xy
+ ∥uy∥L∞

xy
)dt ≤ C (T, ∥φ∥Xs , s) .

Demostración. Como u, ∂xu y ∂yu satisfacen el Lema 4.3 considerando a f como u2/2, ∂x(u2)/2 y
∂y(u

2)/2 respectivamente, se tiene la siguiente desigualdad:

g(T ) ≤ cT 1/2
(
∥Js1x Js2y u∥L∞

T L2
xy
+ ∥Js1x Js2y ∂xu∥L∞

T L2
xy
+ ∥Js1x Js2y ∂yu∥L∞

T L2
xy

)
+ T 1/2

(∫ T

0

∥Js1x (u2)∥L2
xy
dt+

∫ T

0

∥Js1x ∂x(u2)∥L2
xy
dt+

∫ T

0

∥Js1x ∂y(u2)∥L2
xy
dt

)
, (4-7)

donde s1 > 3+α
4(2+α)

y s2 > 1
2
.

Los tres primeros sumandos del lado derecho de (4-7) se acotan de la siguiente manera:

∥Js1x Js2y u∥L∞
T L2

xy
≤ ∥u∥Xs , (4-8)

lo cual se sigue de aplicar la desigualdad de Young con p = q = 2.

∥Js1+1
x Js2y u∥L∞

T L2
xy

≤ ∥Jsxu∥L2
xy
+ ∥Jsyu∥L2

xy
, (4-9)

que es consecuencia de la desigualdad de Young
(
con p = 15+7α

11+5α
y q = 15+7α

4+2α

)
.

En el tercer sumando, se aplica nuevamente la desigualdad de Young pero con p = 15+7α
3+α

y q = 15+7α
12+6α

,
así:

∥Js1x Js2+1
y u∥L∞

T L2
xy

≤ ∥Jsxu∥L2
xy
+ ∥Jsyu∥L2

xy
. (4-10)

Los sumandos del lado derecho de (4-7) que tienen integrales, se acotan empleando el Teorema 1.5,
como sigue, ∫ T

0

∥Js1x u2∥L2
xy

≤ ∥Js1x u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs + ∥u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs , (4-11)∫ T

0

∥Js1x u∂xu∥L2
xy

≤ c∥Js1x u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs + c∥u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs (4-12)

y ∫ T

0

∥Js1x u∂yu∥L2
xy

≤ c∥Js1x u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs + c∥u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs . (4-13)

Sumando (4-8)-(4-13) e invocando el Lema 4.1 se obtiene:

g(T ) ≤ T 1/2∥φ∥Xseg(T )(1 + g(T )).

Un argumento estándar de continuidad, garantiza el resultado.
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Con los resultados obtenidos durante el capítulo es posible realizar la prueba del Teorema 4.1.

Demostración del Teorema 4.1: Se considera una aproximación de la identidad ρ ∈ C∞
0 (R2), cuyo so-

porte es el conjunto [−1, 1]×[−1, 1] y ρ(ξ, η) = 1, si (ξ, η) ∈
(
−1

2
, 1
2

)
×
(
−1

2
, 1
2

)
. Además siφ ∈ Xs

se definen las funciones φk ∈ Xs ∩H∞ así, φk =
(
ρ
( ·
k

)
φ̂
)∨
.

El objetivo inicial es mostrar algunas de las propiedades de los datos iniciales φk, luego de sus res-
pectivas soluciones y finalizar la prueba empleando las propiedades de L2.

Considerando s′ < s, se tiene que,

∥φk − φm∥2Xs′ ≤
∣∣∣∣⟨ξ⟩s′ (ρ( ξk , ηk

)
− ρ

(
ξ

m
,
η

m

))
φ̂(ξ, η)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣⟨η⟩s′ (ρ( ξk , ηk
)
− ρ

(
ξ

m
,
η

m

))
φ̂(ξ, η)

∣∣∣∣
≤ 1

k2(s−s′)

∣∣∣∣⟨ξ⟩s(ρ( ξk , ηk
)
− ρ

(
ξ

m
,
η

m

))
φ̂(ξ, η)

∣∣∣∣
+

1

k2(s−s′)

∣∣∣∣⟨η⟩s(ρ( ξk , ηk
)
− ρ

(
ξ

m
,
η

m

))
φ̂(ξ, η)

∣∣∣∣ ,
así,

∥φk − φm∥Xs′ ≤
1

k(s−s′)
∥φk − φm∥Xs ≤

1

k(s−s′)
∥φ∥Xs . (4-14)

Si se consideram ≥ k, se puede ver lo siguiente:

lím
k→∞

∣∣∣∣⟨ζ⟩s(ρ( ξk , ηk
)
− ρ

(
ξ

m
,
η

m

))
φ̂(ξ, η)

∣∣∣∣2 = 0,

donde, ζ puede ser tanto ξ, como η. Entonces, el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
garantiza la siguiente igualdad:

lím
k→∞

∥φk − φm∥Xs = 0. (4-15)

Considerando la familia de soluciones (uk), asociadas a los datos iniciales (φk), cuya existencia es-
tá garantizada por el Teorema 2.7 (para los casos en que β = 1 y 0 < α ≤ 1). Como uk ∈
C ([0, T ] : H∞(R2)), el Lema 4.4 garantiza la existencia de un tiempo T > 0 tal que,∫ T

0

(∥uk∥L∞
xy
+ ∥ukx∥L∞

xy
+ ∥uky∥L∞

xy
)dt ≤ C. (4-16)

La desigualdad (4-16) y el Lema 4.1, implican la siguiente estimativa:

sup
0≤t≤T

∥uk∥Xs < C∥φ∥Xs . (4-17)

De la desigualdad de Gronwall, se sigue que,

∥uk − um∥20 ≤ ∥φk − φm∥20e
∥∂xuk∥L1

T
L∞
xy

+∥∂xum∥
L1
T
L∞
xy , (4-18)
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y de (4-15), se obtiene la igualdad:

lím
k,m→∞

∥uk − um∥0 = 0. (4-19)

De (4-14) y (4-17), se tiene que:

sup
0≤t≤T

∥uk − um∥0 ≤
1

ks
∥φ∥Xs , (4-20)

y

sup
0≤t≤T

∥uk∥Xs ≤ ∥φ∥Xs . (4-21)

Por lo tanto, al interpolar (4-20) y (4-21), para s′ < s, se deduce la siguiente acotación:

sup
0≤t≤T

∥uk − um∥Xs′ ≤
1

ks−s′
∥φ∥Xs , (4-22)

es decir, la familia (uk), es de Cauchy en C([0, T ] : Xs′) (para s′ < s), por lo tanto, existe u ∈
C([0, T ] : Xs′) tal que, uk −→

k→∞
u en C([0, T ] : Xs′). La desigualdad (4-19) implica la convergencia

de (uk) a u en C([0, T ] : L2(R2)). Mientras que, (4-17) y el Teorema de Banach - Alaoglu (ver [72]),
garantizan la pertenencia de u al espacio L∞([0, T ] : Xs).

Para probar que (uk) es de Cauchy en L1
TL

∞
xy , se consideran w = uk − um y f = (uk + um)w, así, el

Lema 4.3 implica la siguiente acotación:∫ T

0

∥w∥L∞
xy
dt′ ≤T

1
2

(∥∥Js1x Js2y w∥∥L∞
T L2

xy
+ ∥Js1x f∥L1

TL
2
xy

)
≤T

1
2∥w∥L∞

T Xs′ +

∫ T

0

∥Js1x ((uk + um)w)∥L2
xy
dt′, (4-23)

siempre que s1 > 3+α
4(2+α)

y s2 > 1
2
.

En vista de (4-22), el primer sumando del lado derecho de (4-23), satisface la siguiente desigualdad:

∥w∥L∞
T Xs′ ≤

1

ks−s′
∥φ∥Xs ,

para s > s′ > 15+7α
4(2+α)

.

Para el segundo sumando del lado derecho de (4-23), el Teorema 1.5 implica que,

∥Js1x ((um + uk)w)∥0 ≤ ∥Js1x (um + uk)∥0 ∥w∥L∞
xy
+ ∥um + uk∥L∞

xy
∥Js1x w∥0 . (4-24)
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Como
∥∥Js′x uk∥∥0 ≤ 1

ks−s′ ∥φ∥Xs , (4-16) y (4-24), implican que,

∫ T

0

∥Js1x ((uk + um)w)∥L2
xy
dt′ ≤ 1

ks−s1
∥φ∥Xs ,

se garantiza lo siguiente: ∫ T

0

∥uk − um∥L∞
xy
dt −→

k,m→∞
0.

Para mostrar que (∇uk) es de Cauchy en L1
TL

∞
xy , se utiliza de nuevo el Lema 4.3, así:

∫ T

0

∥∂xw∥L∞
xy
+ ∥∂yw∥L∞

xy
dt′ ≤

∥∥Js1x Js2y ∂xw∥∥L∞
T L2

xy
+
∥∥Js1x Js2y ∂yw∥∥L∞

T L2
xy

(4-25)

+ ∥Js1x (w∂xuk + um∂xw)∥L1
TL

2
xy
+ ∥Js1x (w∂yuk + um∂yw)∥L1

TL
2
xy
.

Los dos primeros términos del lado derecho de (4-25), se acotan de manera similar, de modo que, se
mostrará únicamente uno de ellos:∥∥Js1x Js2y ∂xw∥∥L∞

T L2
xy

≤ ∥w∥L∞
T Xs′ ≤

1

ks−s′
∥φ∥Xs .

Mientras que, los dos últimos sumandos del lado derecho de (4-25), se estiman de manera parecida,
por lo tanto, basta mostrar únicamente uno de ellos:

∥Js1x (uk + um)∂xw∥L1
TL

2
xy

≤ ∥Js1x (uk + um)∥L1
TL

∞
xy
∥∂xw∥L∞

T L2
xy
+ ∥uk + um∥L1

TL
∞
xy
∥Js1+1

x w∥L∞
T L2

xy

≤ ∥w∥L∞
T Xs′

≤ 1

ks−s′
∥φ∥Xs ,

lo cual es consecuencia del Teorema 1.2, la desigualdad de Young y (4-16), junto con la suposición
s′ − s1 > 1.

Para ver que u ∈ C ([0, T ] : Xs), se emplean la continuidad débil u enXs y la estimativa de energía
presentada en el Lema 4.1, como sigue,

∥φ∥Xs ≤ lím inf
t↓0

∥u(t)∥Xs ≤ lím sup
t↓0

∥u(t)∥Xs ≤ ∥φ∥Xs ,

obteniendo así, la continuidad a derecha en t = 0. Para el resto de puntos se razona como en el Teo-
rema 2.4.

La unicidad basta establecerla en L2(R2), y ésta se sigue de (4-18). Mientras que, la dependencia
continua se tiene gracias a un argumento de tipo Bona - Smith.
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4.3. Buen planteamiento en espacios anisotrópicos
Primero se mostrará un resultado base, para luego emplear un argumento de compacidad análogo al
presentado en la sección anterior con el fin de tener una mejora sobre éste.

Teorema 4.2.
Si 0 ≤ α, β ≤ 1, φ ∈ Hs1,s2 (R2) y 1

s1
+ 1

s2
< 2 para s1, s2 > 2, entonces existen un tiempo T =

T
(
∥φ∥s1s2 ,M

)
> 0 y una función u ∈ C ([0, T ] : Hs1,s2 (R2)) la cual satisface el problema (2-1), y la

aplicación dato-solución es continua.

Demostración. Haciendo uso de la regularización parabólica y teniendo en cuenta la siguiente versión
de la desigualdad de regularización:

∥Vµ(t)φ∥Hs1+λ1,s2+λ2 = ∥Js1+λ1x Vµ(t)φ∥L2 + ∥Js2+λ2y Vµ(t)φ∥L2

≤
(
1 + (µt)

λ1
4 + (µt)

λ2
4

)
∥φ∥Hs1,s2 ,

junto a los Lemas 1.9 y 1.10, es posible obtener resultados análogos a los obtenidos para los espacios
Hs (R2).

Para mostrar que existe un tiempo T > 0 y una constanteM independientes de µ, tales que,

sup
[0,T ]

∥uµ (t)∥Hs1,s2 ≤M,

se procede como en el Lema 2.3, obteniendo la siguiente ecuación:

1

2

d

dt
∥Js1x uµ∥

2
0 + ∥Js1x △uµ∥20 =

(
Js1x uµ | Js1x upµ∂xuµ

)
0
,

y como, ∣∣∣(Js1x uµ | Js1x ukµ∂xuµ
)
0

∣∣∣ ≤ ∥∥∂xupµ∥∥s1−1
∥uµ∥2s1 ≤ ∥uµ∥p+2

s1
,

entonces,
1

2

d

dt
∥Js1x uµ∥

2
0 + ∥Js1x △uµ∥20 ≤ ∥uµ∥p+2

s1
. (4-26)

De forma análoga en la variable y, se obtiene que,

1

2

d

dt

∥∥Js2y uµ∥∥20 + ∥∥Js2y △uµ
∥∥2
0
=
(
Js2y uµ | Js2y upµ∂xuµ

)
0
,

y ∣∣∣(Js2y uµ | Js2y upµ∂xuµ
)
0

∣∣∣ ≤ ∥∥Js2−1
y ∂xu

p
µ

∥∥
0
∥uµ∥2s2 .
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Además, ∥∥Js2−1
y ∂xu

p
µ

∥∥2
0
≤
∫∫ (

1 + η2
)(s2−1) (

1 + ξ2
) ∣∣∣ûpµ∣∣∣2 dηdξ

≤
∫∫ (

1 + η2
)2(s2−1)

∣∣∣ûpµ∣∣∣2 dηdξ + ∫∫ (1 + ξ2
)2 ∣∣∣ûpµ∣∣∣2 dηdξ

≤
∥∥Js2y upµ∥∥20 + ∥∥Js2x upµ∥∥20 ,

por lo tanto,
1

2

d

dt

∥∥Js2y uµ∥∥20 + ∥∥Js2y △uµ
∥∥2
0
≤ ∥uµ∥p+2

s2
. (4-27)

Sumando (4-26) y (4-27), se obtiene que:

1

2

d

dt
∥uµ∥Hs1,s2 ≤ ∥uµ∥p+2

Hs1s2 .

Así, el mismo argumento empleado en el Lema 2.3, cambiando el dato inicial de la ecuación diferencial
por ∥φ∥2s1,s2 , implica el resultado.

Como se hizo en el Teorema 2.2, por la convergencia fuerte en L2(R2) y uniforme en [0, T ], y lo ob-
tenido anteriormente, se garantiza la existencia de un tiempo T > 0 y u ∈ Cw([0, T ] : H

s1,s2) ∩
AC([0, T ] : Hs1−3,s2−2) la cual satisface (2.1).

La unicidad se obtiene del mismo modo en que se hizo en el Teorema 2.3, y la dependencia continua
se puede probar siguiendo, nuevamente, un argumento de tipo Bona-Smith.

Ya que se tiene el resultado base, semostrará un resultado análogo al Lema4.4, en los espaciosXs1,s2 .

Lema 4.5.
Sean β = 1, 0 < α ≤ 1, u la solución de (2.1) , con dato inicial φ ∈ H∞(R2) el cual se define
en [0, T ], y r ∈ [15 + 7α, 16 + 8α], entonces para s1 > r

4(2+α)
y s2 > 3r

2(r−3−α) , existe un tiempo
T (∥φ∥Xs1,s2 , s1, s2) > 0 tal que

g(T ) :=

∫ T

0

(∥u∥L∞
xy
+ ∥ux∥L∞

xy
+ ∥uy∥L∞

xy
)dt ≤ C (T, ∥φ∥Xs1,s2 , s1, s2) .

Demostración. El procedimiento es análogo al seguido en la demostración del Lema 4.4, con una pe-
queña variación en los valores empleados en la desigualdad de Young, por tal motivo será lo único
que se mostrará en detalle.

Para s′1 >
3+α

4(2+α)
y s′2 > 1/2, considerando p = q = 2, se tiene la acotación:

∥Js′1x Js
′
2
y u∥L∞

T L2
xy

≤ ∥u∥Xs1,s2 . (4-28)
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Si pr = r
11+5α

y qr = r
r−11−5α

, entonces la desigualdad de Young implica que,

∥Js′1+1
x Js

′
2
y u∥L∞

T L2
xy

≤ ∥Js1x u∥L2
xy
+ ∥Js2y u∥L2

xy
. (4-29)

Y finalmente empleando la desigualdad de Young con p̃r = r
3+α

y q̃r = r
r−3−α , se obtiene la estima-

tiva:

∥Js′1x Js
′
2+1
y u∥L∞

T L2
xy

≤ ∥Js1x u∥L2
xy
+ ∥Js2y u∥L2

xy
. (4-30)

Empleando el Teorema 1.5 se puede ver lo siguiente:∫ T

0

∥∥∥Js′1x u2∥∥∥
0
dt ≤

∫ T

0

∥∥∥uJs′1x u∥∥∥
0
dt ≤ ∥u∥L1

TL
∞
xy

∥∥∥Js′1x u∥∥∥
L∞
T L2

xy

≤ ∥u∥L1
TL

∞
xy
∥u∥L∞

T Xs1,s2 , (4-31)

∫ T

0

∥Js′1x (u∂xu)∥0dt ≤
∫ T

0

(
∥∂xu∥0∥Js

′
1
x u∥L∞ + ∥Js′1x ∂xu∥0∥u∥L∞

)
dt

≤ ∥∂xu∥L∞
T L2

xy
∥Js′1x u∥L1

TL
∞
xy
+ ∥Js′1x ∂xu∥L∞

T L2
xy
∥u∥L1

TL
∞
xy

(4-32)

≤ ∥u∥L∞
T Xs1,s2∥Js1x u∥L1

TL
∞
xy
+ ∥u∥L∞

T Xs1,s2∥u∥L1
TL

∞
xy
,

y ∫ T

0

∥Js1x (u∂yu)∥0dt ≤
(∫ T

0

∥∂yu∥0∥Js1x u∥L∞ + ∥Js1x ∂yu∥0∥u∥L∞

)
dt

≤ ∥∂yu∥L∞
T L2

xy
∥Js1x u∥L1

TL
∞
xy
+ ∥Js1x ∂yu∥L∞

T L2
xy
∥u∥L1

TL
∞
xy

(4-33)

≤ ∥u∥L∞
T Xs1,s2∥Js1x u∥L1

TL
∞
xy
+ ∥u∥L∞

T Xs1,s2∥u∥L1
TL

∞
xy
.

Sumando las desigualdades (4-28) - (4-33) y empleando el Lema 4.2, se obtiene que,

g(T ) ≤ ∥φ∥Xs1,s2eg(T )(1 + g(T )),

un argumento estándar de continuidad muestra que g es acotada.

Demodoque ya se tienen las herramientas paramostrar el buen planteamiento en los espaciosXs1,s2 ,
enunciado en el Teorema 4.3.

Demostración del Teorema 4.3: Siguiendo las ideas empleadas para probar el Teorema 4.1, se puede
ver que para s′1 < s1, s′2 < s2 y m > k > 1, se tienen las siguientes estimativas:

∥φk − φm∥Xs′1,s
′
2
≤ 1

ks1−s
′
1
∥Jr1x φ∥0 +

1

ks2−s
′
2

∥∥Js2y φ∥∥0 , (4-34)

y
lím
k→∞

∥φk − φm∥Xs1,s2 = 0.



86 4 Espacios isotrópicos y anisotrópicos

Para los datos iniciales φk ∈ Xs1,s2 ∩H∞, el Teorema 4.2 garantiza que existen soluciones del P.V.I
(2-1), uk ∈ C([0, T ] : H∞) tales que,

lím
k→∞

∥φk − φ∥Xs1,s2 = 0,

y
∥φk∥Xs1,s2 ≤ ∥φ∥Xs1,s2 .

El Lema 4.5 garantiza la existencia de un tiempo T > 0, tal que,

g(T ) =

∫ T

0

(∥u∥L∞
xy
+ ∥ux∥L∞

xy
+ ∥uy∥L∞

xy
)dt ≤ C, (4-35)

por lo tanto, de la estimativa de energía obtenida en el Lema 4.2 y (4-35), se obtiene la siguiente
acotación:

sup
0≤t≤T

∥uk∥Xs1,s2 < C. (4-36)

De la desigualdad de Gronwall se tiene que:

lím
k,m→∞

sup
0<t<T

∥uk − um∥0 = 0. (4-37)

De (4-34), la estimativa de energía obtenida en el Lema 4.2 y (4-35), se siguen

sup
0≤t≤T

∥uk − um∥0 ≤
1

ks1
∥Js1x φ∥0 +

1

ks2

∥∥Js2y φ∥∥0 , (4-38)

y
sup

0≤t≤T
∥uk∥Xs1,s2 ≤ ∥φ∥Xs1,s2 . (4-39)

Una interpolación junto con (4-38) y (4-39), garantizan la estimativa:

sup
0≤t≤T

∥uk − um∥Xs′1,s
′
2
≤ 1

ks1−s
′
1
∥Jr1x φ∥0 +

1

ks2−s
′
2

∥∥Js2y φ∥∥0 ,
por lo tanto, (uk) es una sucesión de Cauchy en C([0, T ] : Xs′1,s

′
2) (para s′1 < s1 y s′2 < s2); lo ante-

rior, garantiza la existencia de u tal que uk −→
k→∞

u enC([0, T ] : Xs′1,s
′
2). En vista de (4-37), uk −→

k→∞
u

en C([0, T ] : L2(R2)). Mientras que, (4-36) junto con el Teorema de Banach - Alaoglu implican que
u ∈ L∞([0, T ] : Xs1,s2).

Para ver que u ∈ C([0, T ] : Xs1,s2) y u, ux, uy ∈ L1
TL

∞
xy , se sigue el mismo esquema del Teorema

4.1, teniendo en cuenta que, las normas a considerar son en el espacioXs1,s2 en lugar deXs.

La unicidad se tiene, ya que en L2(R2) se tiene tal resultado. La dependencia continua se prueba
empleando un argumento tipo Bona-Smith.
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Nota 4.1.
Como era de esperarse, el método aplicado al P.V.I (2-1) en el capítulo 3, genera mejores resultados que el de
compacidad, pero, dada la índole de las cantidades conservadas (Lema1.8) y los resultados obtenidos en la
tercera sección del presente capítulo se sugiere que los espacios más “naturales” para tratar éste problema son
los anisotrópicos.



5 Espacios anisotrópicos con pesos
En el capítulo 4 se observó que los espacios anisotrópicos, son ideales para tratar el P.V.I (2-1), moti-
vo por el cual, en el presente capítulo se tratarán tres aspectos importantes del P.V.I (2-1) en dichos
espacios. En la primera sección se aborda el buen planteamiento de (2-1) en los espacios anisotrópi-
cos con pesos anisotrópicos (Teoremas 5.1 y 5.2). En la segunda sección, se muestran tres resultados
de continuación única (Teoremas 5.3, 5.4 y 5.5). Y en la tercera y última sección de éste capítulo se
emplean los resultados del capítulo 4, para realizar mejoras en el buen planteamiento local en los
espacios anisotrópicos con pesos anisotrópicos (Teoremas 5.6 y 5.7).

La norma en estos espacios, como se estableció en la Definición 1.7, tiene la forma:

∥f∥Fs1,s2
r1,r2

= ∥f∥L2
r1,r2

(R2) + ∥f∥Hs1,s2 (R2) .

El primer sumando, en vista de la identidad de Plancherel, implica que se deben considerar las deri-
vadas de f̂ en L2(R2), mientras que el segundo, sugiere que f debe estar en el espacio de Sobolev
anisotrópico Hs1,s2(R2) estudiado en el capítulo anterior. Para tratar esta cuestión, es importante
considerar la transformada de Fourier del grupo generado por la parte lineal de la ecuación (2-1), por
lo tanto, se considera f tal que, f̂ = V φ̂ = e−it(sgn(ξ)|ξ|

2+α±ξ|η|1+β)φ̂, y se estimarán sus derivadas
respecto a las variables ξ y η. Con este fin, se listarán dichas derivadas, que en el caso de la variable ξ
son:

∂ξV = (−it)(
(
(2 + α)|ξ|1+α ± |η|1+β

)
)V.

∂2ξV =
[
(−it) ((2 + α)(1 + α)sgn(ξ)|ξ|α) + (−it)2

(
(2 + α)|ξ|1+α ± |η|1+β

)2]
V.

∂3ξV =
[
(−it)

(
(2 + α)(1 + α)α|ξ|α−1

)]
V

+
[
3(−it)2 ((2 + α)(1 + α)sgn(ξ)|ξ|α)

(
(2 + α)|ξ|1+α ± |η|1+β

)]
V

+
[
(−it)3

(
(2 + α)|ξ|1+α ± |η|1+β

)3]
V.

Por lo tanto param = 1, 2, . . ., la derivada de ordenm de V se puede expresar como:

∂mξ V =

[
m−1∑
j=1

(−it)jCα,j (sgn(ξ))m+j
j∑

k=1

|ξ|(1+α)(j+1−k)−(m−j)|η|(1+β)(k−1)

]
V

+

[
(−it)m

m∑
j=0

Cα,j|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)j
]
V.
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Este cálculo, junto con algunas estimativas que se nombrarán en su momento, conducen al siguiente
resultado:

Lema 5.1.
Si 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, φ ∈ F s1,s2

r,0 , con s1, s2 ∈ R+ y s1 ≥ r(1 + α), s2 ≥ r(1 + β), cuando
0 < r < 5

2
+ α, entonces, ∥∥Dr

ξ (V φ̂)
∥∥
0
≤ p(t) ∥φ∥Fs1,s2

r,0
, (5-1)

donde p(t) es una función continua y creciente.

Para 5
2
+α ≤ r < 7

2
+α, el resultado es también válido, siempre que, ∂jη(0, η) = 0 para 0 ≤ j ≤ ⌊r⌋−2,

donde ⌊·⌋ es la función parte entera.

Demostración. Para obtener dicha acotación se tratarán primero los casos enteros, n = 1, 2, 3, 4 y
luego los casos no enteros.

Derivadas enteras:

Comenzando con el caso en que n = 1, se obtiene lo siguiente:

∥∂ξ(V φ̂)∥0 ≤ ∥(∂ξφ̂)V ∥0 + ∥(∂ξV ) φ̂∥0
≤
(
∥∂ξφ̂∥0 +

∥∥(−it) ((2 + α)|ξ|1+α ± |η|1+β
)
φ̂
∥∥
0

)
∥V ∥∞

≤ C
(
∥xφ∥0 + t

(∥∥D1+α
ξ φ

∥∥
0
+
∥∥D1+β

η φ
∥∥
0

))
∥V ∥∞

≤ C(1 + t) ∥φ∥s1,s21,0 ,

siempre que s1 ≥ 1 + α y s2 ≥ 1 + β.

Ahora, se tratarán los casos n = 2, 3, 4. En los casos n = 3, 4 se deben tener en cuenta las expresio-
nes que generen exponentes negativos en la variable ξ, los cuales deben ser tratados de una manera
especial.

||∂nξ (V φ̂)||0 ≤
n∑

m=1

∥∥(∂n−mξ φ̂
) (
∂mξ V

)∥∥
0
+
∥∥(∂nξ φ̂)V ∥∥0

≤
∥∥(∂nξ φ̂)V ∥∥0

+
n∑

m=1

m−1∑
j=1

j∑
k=1

tjCα,j
∥∥(∂n−mξ φ̂

) (
(sgn(ξ))m+j|ξ|(1+α)(j+1−k)−(m−j)|η|(1+β)(k−1)V

)∥∥
0

+
n∑

m=1

m∑
j=0

tmCα,j
∥∥(∂n−mξ φ̂

) (
|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)jV

)∥∥
0

≤ ∥φ∥Fs1,s2
n,0

+ I + II. (5-2)
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Como en la desigualdad (5-2) todas las sumas son finitas, basta acotar cada uno de los sumandos. Los
términos de la primera sumatoria I , se dividen en dos casos, cuando el término |ξ| tiene exponente no
negativo (m−j ≤ (j+1−k)(1+α)) y cuando tiene exponente negativo (m−j > (j+1−k)(1+α)):

Casom − j ≤ (j + 1 − k)(1 + α): Los términos que se han de acotar son de la forma:∥∥(∂n−mξ φ̂
) (

(sgn(ξ))m+j|ξ|(1+α)(j+1−k)−(m−j)|η|(1+β)(k−1)V
)∥∥

0

≤ ||V ||∞
∥∥(sgn(ξ))m+j|ξ|(1+α)(j+1−k)−(m−j)|η|(1+β)(k−1)

(
∂n−mξ φ̂

)∥∥
0

≤
∥∥∥|ξ|m(1+α)− (m−j)m

j+1−k
(
∂n−mξ φ̂

)∥∥∥
0
+
∥∥∥|η| (1+β)(k−1)m

m−j−1+k
(
∂n−mξ φ̂

)∥∥∥
0
, (5-3)

que es consecuencia de la desigualdad de Young con p =
j + 1− k

m
y q =

m− j − 1 + k

m
, siempre

que k ̸= 1.

Los términos de (5-3) se acotan haciendo uso del Lema 1.3; para el primer sumando se consideran

θ1 =
n−m

n
, a1 = n y b1 =

n(1 + α)(j + 1− k)− n(m− j)

j + 1− k
< n(1 + α); y para el segundo

sumando, θ2 =
n−m

n
, a2 = n y b2 =

n(1 + β)(k − 1)

m− j − 1 + k
< n(1 + β), por lo tanto,∥∥∂n−mξ φ̂

(
|ξ|(1+α)(j+1−k)−(m−j)|η|(1+β)(k−1)V

)∥∥
0

≤ C∥V ∥∞
(∥∥∥⟨ξ⟩n(1+α)(j+1−k)−n(m−j)

j+1−k φ̂
∥∥∥
0
+
∥∥Jnξ φ̂∥∥0 + ∥∥∥⟨η⟩n(1+β)(j+1−k)(k−1)

m−j−1+k φ̂
∥∥∥
0
+
∥∥Jnη φ̂∥∥0)

≤ C ∥φ∥F s1,s2
n,0

. (5-4)

Si k = 1, se debe aplicar la desigualdad de Young con p =
j

m
y q =

m− j

m
, el Lema 1.3 con

θ =
n−m

n
, a = n y b = n(1+α), como también el Lema 1.4 para así obtener el resultado deseado.

Casom− j > (j+1−k)(1+α): Esto ocurre en tres ocasiones, la primera cuando, k = j = 1 y
m = n = 3; al aplicar la desigualdad de Young con p = q = 2, se obtienen dos sumandos, el primero
no presenta dificultad alguna para mostrar que es acotado, mientras que, para mostrar la estimativa
del segundo, se debe emplear el Lema 1.4, así que se requiere φ̂(0, η) = ∂ξφ̂(0, η) = 0, obteniendo
lo siguiente: ∥∥φ̂ (|ξ|(1+α)−2V

)∥∥
0
≤ ∥V ∥∞

∥∥∥∥|ξ|α 1

|ξ|
(φ̂)

∥∥∥∥
0

≤
∥∥|ξ|2αφ̂∥∥

0
+

∥∥∥∥ 1

|ξ|2
φ̂

∥∥∥∥
0

≤ C ∥φ∥F s1,s2
n,0

. (5-5)

La segunda, cuando k = j = 1, m = 4 y n = 4; al aplicar la desigualdad de Young
(
con p = 3 y

q = 3
2

)
, como antes, se requiere emplear el Lema 1.4, lo cual hace necesario φ̂(0, η) = ∂ξφ̂(0, η) =
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∂2ξ φ̂(0, η) = 0, por lo tanto,

∥∥φ̂ (sgn(ξ)|ξ|α−2V
)∥∥

0
≤ ∥V ∥∞

∥∥∥∥sgn(ξ)|ξ|α 1

|ξ|2
(φ̂)

∥∥∥∥
0

≤
∥∥sgn(ξ)|ξ|3αφ̂∥∥

0
+

∥∥∥∥ 1

|ξ|3
φ̂

∥∥∥∥
0

≤ ∥φ∥F s1,s2
n,0

.

Y la última ocurrencia es cuando k = j = 1, m = 3 y n = 4, siguiendo las ideas de los casos
anteriores, se obtiene la siguiente acotación:

∥∥φ̂ (|ξ|α−1|η|1+βV
)∥∥

0
≤ ||V ||∞

∥∥∥∥|ξ|α 1

|ξ|2
(
|η|1+βφ̂

)∥∥∥∥
0

≤
∥∥|ξ|2α|η|1+βφ̂∥∥

0
+

∥∥∥∥ 1

|ξ|2
|η|1+βφ̂

∥∥∥∥
0

≤ ∥φ∥F s1,s2
n,0

.

La acotación de II , se obtiene considerando dos casos, en el primero de ellos, se supone n > m, la
desigualdad de Young

(
con p = m

m−j y q =
m
j

)
, y el Lema 1.3 para los dos sumandos resultantes con

θ1 =
n−m
n

, a1 = n, b1 = (1 + α)n y θ2 = n−m
n

, a2 = n, b2 = (1 + β)n respectivamente, implican la
siguiente cadena de desigualdades:

∥∥(∂n−mξ φ̂
) (

|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)jV
)∥∥

0
≤ ∥V ∥∞

∥∥(|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)j
) (
∂n−mξ φ̂

)∥∥
0

≤
∥∥|ξ|(1+α)m∂n−mξ φ̂

∥∥
0
+
∥∥|η|(1+β)m∂n−mξ φ̂

∥∥
0

≤ ∥φ∥Fs1,s2
n,0

.

En el segundo caso, cuando n = m, la desigualdad de Young con p = m
m−j y q = m

j
, garantiza el

resultado.

Derivadas fraccionarias:

Ahora, se tratarán las derivadas no enteras, del tipo
∥∥∂rξ (V φ̂)∥∥0 para r > 0, se considerará r = n+ b

con n = 0, 1, 2, 3 y b ∈ (0, 1), e incluso el caso n = 4 para b ∈ (0, α− 1/2) y α ∈ (1/2, 1). De modo
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que, el cálculo de éstas conlleva a la siguiente desigualdad:

∥∥∂rξ (V φ̂)∥∥0 = ∥∥Db
ξ∂

n
ξ (V φ̂)

∥∥
0
≤
∥∥Db

ξ(∂
n
ξ φ̂)V

∥∥
0
+

n∑
m=1

∥∥Db
ξ(∂

m
ξ V )(∂n−mξ φ̂)

∥∥
0

≤
∥∥Db

ξ(∂
n
ξ φ̂)V

∥∥
0

+
n∑

m=1

m−1∑
j=1

j∑
k=1

tjCα,j
∥∥Db

ξ

((
∂n−mξ φ̂

)
(sgn(ξ))m+j|ξ|(1+α)(j+1−k)−(m−j)|η|(1+β)(k−1)V

)∥∥
0

+
n∑

m=1

m∑
j=0

tmCα,j
∥∥Db

ξ

((
∂n−mξ φ̂

)
|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)jV

)∥∥
0

= A1 + A2 + A4. (5-6)

El términoA1, no presenta ningún problema dada la naturaleza de φ y de V , pues∥V ∥L∞=1.

Para acotar A4, se aplican las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), obteniendo la si-
guiente desigualdad:

A4 ≤
∥∥Db

ξ

((
∂n−mξ φ̂

)
|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)j

)
V
∥∥
0
+
∥∥(∂n−mξ φ̂

)
|ξ|(1+α)(m−j)|η|(1+β)jDb

ξ (V )
∥∥
0

= A41 + A42.

El término A41 se acota empleando el Lema 1.3 dos veces, primero con a1 = m − j + b, b̃1 =

(m − j + b)(1 + α) y θ = b
m−j+b y luego a2 = n + b, b̃2 = (n + b)(1 + β) y θ2 = n−j+b

n+b
como

también, la desigualdad de Young con p = j
m+b

y p = m−j+b
m+b

, obteniéndose:

A41 ≤ ∥V ∥∞
(∥∥∥|η|j(1+β)Jn−j+bξ φ̂

∥∥∥
0
+
∥∥|η|j(1+β)⟨ξ⟩(m−j+b)(1+α)φ̂

∥∥
0

)
≤ ∥φ∥Fs1,s2

n,0
.

Mientras que A42 se acota invocando el Lema 1.5, luego la desigualdad de Young en cada sumando
así: p1 =

j
m
, q1 =

m−j
m

; p2 =
j

m+b
, q2 =

m−j+b
m+b

y p3 =
j+b
m+b

, q3 =
m−j+b
m+b

, y por último el Lema 1.3

con a1 = n, b̃1 = n(1 + β) y θ1 = n−m
n

; a2 = n, b̃2 = n(1 + α) y θ2 = n−m
n

, a3 = n + b, b̃3 =

(n+ b)(1 + β) y θ3 = n−m
n

y a4 = n+ b, b̃4 = (n+ b)(1 + α) y θ4 = n−m
n+b

, así:

A42 ≤
∥∥∥|ξ|(1+α)(m−j)|η|j(1+β)∂n−mξ φ̂

(
t

b
2+α + tb|ξ|b(1+α) + tb|η|b(1+β)

)∥∥∥
0

≤ t
b

2+α

(∥∥|η|m(1+β)∂n−mξ φ̂
∥∥
0
+
∥∥|ξ|m(1+α)∂n−mξ φ̂

∥∥
0

)
+ 2tb

(∥∥|η|(m+b)(1+β)∂n−mξ φ̂
∥∥
0
+
∥∥|ξ|(m+b)(1+α)∂n−mξ φ̂

∥∥
0

)
≤ c(t) ∥φ∥Fs1,s2

n,0
.

Note que términoA2 no aparece cuando n = 1, éste término se debe tratar de una manera diferente,
dependiendo de los valores entre los cuales varía r, de modo que se contemplará cada caso por se-
parado:
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2 < r < 5/2 + α, 0 < α < 1/2 :

En este caso A2 posee un único sumando (m = 2, j = k = 1), para acotarlo se requiere de una
función χ(ξ) ∈ C∞

0 tal que, supp(χ) = [−2, 2] y χ(ξ) = 1 para ξ ∈ (−1, 1), luego,

∥Db
ξ(|ξ|αsgn(ξ)V φ̂)∥0 ≤ ∥Db

ξ(|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)V φ̂)∥0 + ∥Db
ξ(|ξ|αsgn(ξ)(1− χ(ξ))V φ̂)∥ (5-7)

= A21 + A22.

Aplicando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) se puede ver que:

A21 ≤ ∥Db
ξ(|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ))φ̂∥0 + ∥Db

ξ(V φ̂)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)∥0 = A211 + A212 .

Si b < α + 1
2
, la Proposición 1.2 garantiza que

∥∥Db
(
|ξ|θχ(ξ)

)∥∥
0
<∞, por lo tanto,

A2
211 = ∥Db

ξ(|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ))φ̂∥20

≤
∫

sup
ξ

|φ̂(ξ, η)|2dη

≤
∫ ∥∥(φ)x̂,y(·, η)∥∥2

L∞
ξ

dη

≤
∫ ∥∥(φ)ŷ(·, η)∥∥2

L1
x
dη

≤
∫ (∫

(1 + x2)r|φ̂y(x, η)|2dx
)(∫

1

(1 + x2)r
dx

)
dη

≤ ∥φ∥2
F

s1,s2
r,0

. (5-8)

Para acotar el términoA212 , se emplean las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), como
también el Lema 1.5, la desigualdad de Young y el Lema 1.3, como sigue:

A212 ≤ ∥Db
ξ(V )|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂∥0 + ∥Db

ξ(φ̂)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)∥

≤ ∥(t
b

2+α + tb|ξ|b(1+α) + tb|η|b(1+β))|ξ|αφ̂∥0 + ∥|ξ|αDb
ξ(φ̂)∥0

≤ c(t)∥φ∥Fs1,s2
r,0

.

Ahora se acotará A22, haciendo uso de las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), se ob-
tiene:

A22 ≤ ∥Db
ξ(|ξ|αsgn(ξ)(1− χ(ξ))φ̂)V ∥0 + ∥|ξ|αsgn(ξ)(1− χ(ξ))φ̂Db

ξ(V )∥0 = A221 + A222 .

Para acotarA221 , se utilizan la Proposición 1.3 y el Lema 1.3 como sigue:

A221 ≤
∥∥∥∥Db

ξ

(
|ξ|αsgn(ξ)(1− χ(ξ))

⟨ξ⟩αφ̂
⟨ξ⟩α

)∥∥∥∥
0

≤
∥∥J bξ (⟨ξ⟩αφ̂)∥∥

≤ ∥φ∥Fs1,s2
r,0

. (5-9)



94 5 Espacios anisotrópicos con pesos

Mientras queA222 , se acota empleando el Lema 1.5, la desigualdad de Young y el Lema 1.3.

5/2 + α ≤ r < 3, 0 < α < 1/2 :

Dado que, bajo estas condiciones r = 2 + b, y b ∈ (1/2, 1/2 + α), debe acotarse el mismo término
del caso anterior, pero en este intervalo no se cumplen las hipótesis de la Proposición 1.2, lo que hace
necesaria la condición φ̂(0) = 0, ya que esto permite invocar la Proposición 1.1, para controlar la
expresión

∥∥Db
ξ (|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂)

∥∥
0
, por lo tanto,∥∥Db

ξ (|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂)
∥∥
0

≤ ∥ξ|α sgn(ξ)χ(ξ)φ̂∥0 + ∥∂ξ (|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂)∥0

≤ ∥φ̂∥0 +
∥∥∥∥|ξ|αχ(ξ) φ̂|ξ|

∥∥∥∥
0

+ ∥|ξ|αχ(ξ)∂ξφ̂∥0 + ∥|ξ|α∂ξχ(ξ)φ̂∥0 + ∥δξφ̂∥0

≤ ∥φ̂∥0 + ∥|ξ|αχ(ξ)∥L∞
ξ
∥Dξφ̂∥0 + ∥|ξ|αχ(ξ)∥L∞

ξ
∥∂ξφ̂∥0 + ∥ξ|α ∂ξχ(ξ)∥L∞

ξ
∥φ̂∥0 + ∥δξφ̂∥0

≤ ∥φ∥Fs1,s2
r,0

.

Los demás términos se pueden acotar como se hizo en el caso inmediatamente anterior.

5/2 + α ≤ r < 4, 1/2 < α < 1 :

En el caso en que n = 3 y r = 3 + b, para acotar el términoA2 se procede como sigue:

A2 ≤t
∥∥Db

ξ (sgn(ξ)|ξ|αV ∂ξφ̂)
∥∥
0
+ t

∥∥∥∥Db
ξ

(
|ξ|α

ξ
φ̂V

)∥∥∥∥
0

+ t2
∥∥Db

ξ

(
sgn(ξ)|ξ|1+2αφ̂V

)∥∥
0
+ t2

∥∥Db
ξ

(
sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βφ̂V

)∥∥
=A21 + A22 + A23 + A24.

Los términos A21, A23 y A24 se acotan de manera similar a como se hizo con los términos de (5-7).
El término que genera mayor interés esA22, el cual se acota aplicando las propiedades de la derivada
de Stein (Teorema 1.4) junto con el Lema 1.3, la desigualdad de Young con p = q = 2 y el Lema 1.4
para el primer sumando y el segundo sumando se notaA32 y se acota más adelante, así pues,

A22 =

∥∥∥∥Db
ξ

(
|ξ|α φ̂

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+ A32

≤
∥∥∥∥⟨ξ⟩α(1+b)( φ̂

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥J (b+1)
ξ

(
φ̂

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+ A32

≤
∥∥⟨ξ⟩2α(b+1)φ̂

∥∥
0
+

∥∥∥∥ φ̂

|ξ|2

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ φ̂|ξ|
∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥Db+1
ξ

φ̂

|ξ|

∥∥∥∥
0

+ A32

≤ ∥φ∥Fs1,s2
r,0

+ A32.

Para acotar el término A32, se usa la condición ∂ξφ̂(0) = φ̂(0) = 0, ya que aparecen potencias
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negativas de |ξ|, por lo tanto, al aplicar la desigualdad de Young y los Lemas 1.4 y 1.5, se obtiene:

A32 ≤ c(t)

(∥∥∥∥ |ξ|αξ φ̂

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥ |ξ|α+bα+bξ
φ̂

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥ |ξ|α|η|b(1+β)ξ
φ̂

∥∥∥∥
0

)
(5-10)

≤ c(t)

(∥∥|ξ|2αφ̂∥∥
0
+
∥∥|ξ|2(α+bα+b)φ̂∥∥

0
+
∥∥|ξ|2α|η|b(1+β)φ̂∥∥

0
+

∥∥∥∥ φ̂

|ξ|2

∥∥∥∥
0

)
≤ c(t) ∥φ∥Fs1,s2

r,0
.

3 ≤ r < 5/2 + α, 1/2 < α < 1 :

Si se considera que r = 3, debe reconsiderarse la forma de obtener (5-5), pues, se carece de la
hipótesis ∂ξφ̂(0) = φ̂(0) = 0, por lo que se introduce una función de corte, la cual satisface que
|ξ|α−1χ es integrable cerca del cero, luego,

∥∥|ξ|α−1φ̂
∥∥
0
≤
∥∥|ξ|α−1χφ̂

∥∥
0
+
∥∥|ξ|α−1(1− χ)φ̂

∥∥
0

≤
∥∥∥∥φ̂∥L∞

ξ

∥∥|ξ|α−1χ
∥∥
L2
ξ

∥∥∥
L2
η

+
∥∥|ξ|α−1(1− χ)

∥∥
L∞
ξ

∥φ̂∥0

≤
∥∥∥∥φ̂∥L∞

ξ

∥∥∥
L2
η

+ ∥φ̂∥L2

≤ ∥φ∥Fs1,s2
r,0

. (5-11)

Si se considera que r = 3 + b, b < α − 1/2 y 1/2 < α < 1, se tienen los mismos términos del caso
anterior, por lo cual todos los términos se acotan de la misma manera, salvoA22, ya que no se posee
la hipótesis de que ∂ξφ̂(0) = φ̂(0) = 0, así, al introducir una función de corte se tiene que:

A22 ≤
∥∥∥∥Db

ξ

(
|ξ|α φ̂

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+ A32

≤
∥∥Db

ξ

(
|ξ|α−1χφ̂

)∥∥
0
+
∥∥Db

ξ

(
|ξ|α−1(1− χ)φ̂

)∥∥
0
+ A32

=B1 +B2 + A32, (5-12)

dondeA32 tiene la misma forma de antes. Primero, los esfuerzos se centran en los términosB1 yB2.
Para acotarB1 debe sumarse un cero adecuado, como puede verse en seguida

B1 ≤
∥∥Db

ξ

(
|ξ|α−1χ(φ̂(ξ, n)− φ̂(0, n)

)∥∥
0
+
∥∥Db

ξ

(
|ξ|α−1χ(φ̂(0, n)

)∥∥
0
= B11 +B12.
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El términoB11, se acota empleando la desigualdad ∥Db
ξf∥0 ≤ ∥f∥0 + ∥∂ξf∥0, así que

B11 ≤
∥∥|ξ|α−1χ(φ̂(ξ, n)− φ̂(0, n))

∥∥
0
+
∥∥∂ξ (|ξ|α−1χ(φ̂(ξ, n)− φ̂(0, n)

)∥∥
0

≤
∥∥∥∥|ξ|αχ( φ̂(ξ, n)− φ̂(0, n)

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥|ξ|α−1χ

(
φ̂(ξ, n)− φ̂(0, n)

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥|ξ|α∂ξχ( φ̂(ξ, n)− φ̂(0, n)

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+
∥∥|ξ|α−1χ∂ξφ̂

∥∥
0

≤
∥∥∥∥∂ξφ̂∥L∞

ξ
∥|ξ|αχ∥L2

ξ

∥∥∥
L2
n

+
∥∥∥∥∂ξφ̂∥L∞

ξ
∥|ξ|α−1χ∥L2

ξ

∥∥∥
L2
n

+
∥∥∥∥∂ξφ̂∥L∞

ξ
∥|ξ|α∂ξχ∥L2

ξ

∥∥∥
L2
n

+
∥∥∥∥∂ξφ̂∥L∞

ξ
∥|ξ|α−1χ∥L2

ξ

∥∥∥
L2
n

≤∥φ∥Fs1,s2
r,0

.

El término B12, no presenta dificultades, pues al tomar el supremo en ξ y aplicar la Proposición 1.2,
se obtiene su acotación:

B12 ≤
∥∥∥∥φ̂∥L∞

ξ
∥Db

ξ

(
|ξ|α−1χ

)
∥L2

ξ

∥∥∥
L2
n

≤ ∥φ∥Fs1,s2
r,0

.

El términoB2, se acota teniendo presente que |ξ|α−1(1− χ), ∂ξ(|ξ|α−1(1− χ)) ∈ L∞(R), así:

B2 ≤
∥∥∥∥Db

ξ(|ξ|α−1(1− χ))∥L∞
ξ
∥φ̂∥L2

ξ

∥∥∥
L2
n

+
∥∥∥∥|ξ|α−1(1− χ)∥L∞

ξ
∥Db

ξ(φ̂)∥L2
ξ

∥∥∥
L2
n

≤ ∥φ∥Fr1,r2
r

.

El términoA32 se reescribe como en (5-10), por lo tanto,

A32 ≤
∥∥∥∥ |ξ|αξ φ̂

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥ |ξ|α+bα+bξ
φ̂

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥ |ξ|α|η|b(1+β)ξ
φ̂

∥∥∥∥
0

= A321 + A322 + A323 ,

dondeA321 ya ha sido acotado en (5-11). La estimativa para términoA322 se muestra en seguida:

A322 ≤ ∥Jα+bα+b−1
ξ |φ∥0 ≤ ∥Jr(1+α)ξ φ∥0.

Para controlar el términoA323 , se requiere de otra función de corte,χ0(η) que cumpla con lasmismas
condiciones de χ(ξ), así, al definir χ1(ξ, η) = χ(ξ)χ0(η), se tiene que:

A323 ≤
∥∥|η|(α+1)b|ξ|α−1χ1φ̂

∥∥
0
+
∥∥|η|(α+1)b|ξ|α−1 (1− χ1) φ̂

∥∥
0

≤
∥∥∥∥φ̂∥L∞

ξ
∥|ξ|α−1χ∥L2

ξ
|η|(α+1)bχ0

∥∥∥
L2
n

+

∥∥∥∥(1− χ1)

|ξ|

∥∥∥∥
L∞

∥∥|η|(α+1)b|ξ|αφ̂
∥∥
0

≤∥φ∥Fs1,s2
r,0

,

donde la última desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Young con p = b+1
b

y q = b+ 1.

4 < r < 7/2 + α, 1/2 < α < 1 :

En el último caso a considerar, se tendrá en cuenta que r = 4+ b y 0 < b < α− 1/2. Aquí los térmi-
nos se acotan siguiendo las ideas de alguno de los casos anteriores, por lo tanto no se mostrarán en
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detalle.

Los sumandos deA2 ∥Db
ξ((∂

2
ξ φ̂)(sgn(ξ)|ξ|αV ))∥0, ∥Db

ξ((∂ξφ̂)(sgn(ξ)|ξ|2α+1V ))∥0,
∥Db

ξ((∂ξφ̂)(sgn(ξ)
α|η|1+βV ))∥0 y ∥Db

ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|α−2V )∥0 se acotan empleandouna funciónde cor-
te χ(ξ), la Proposición 1.2 y las ideas utilizadas para acotar (5-7), como se puede ver para el último
de los términos mencionados:

∥Db
ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|α−2V )∥0 ≤∥Db

ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|α−2χV )∥0 + ∥Db
ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|α−2(1− χ)V )∥0

≤∥Db
ξ(sgn(ξ)|ξ|αχ)V φ̂|ξ|−2∥0 + ∥sgn(ξ)|ξ|αχDb

ξ(V φ̂|ξ|−2)∥0
+ ∥Db

ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|α−2(1− χ)V )∥0
≤∥φ∥Fs1,s2

r,0
.

Para estimar el término ∥Db
ξ((∂ξφ̂)(|ξ|α−1V ))∥0, se deben emplear las propiedades de la derivada de

Stein (Teorema 1.4), junto con los Lemas 1.3, 1.5, 1.4, y la desigualdad de Young, como se puede ver
en la siguiente cadena de desigualdades:

∥Db
ξ((∂ξφ̂)(|ξ|α−1V ))∥0 ≤∥Db

ξ((∂ξφ̂)(|ξ|α−1))V ∥0 + ∥(∂ξφ̂)(|ξ|α−1)Db
ξ(V )∥0

≤c(t)
(∥∥∥∥⟨ξ⟩(b+1)α∂ξφ̂

|ξ|

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥J b+1
ξ

(
∂ξφ̂

|ξ|

)∥∥∥∥
0

+ ∥φ∥Fs1,s2
r,0

)
≤c(t)

(
∥⟨ξ⟩2(b+1)α∂ξφ̂∥0 + ∥|ξ|−2∂ξφ̂∥0 + ∥φ∥Fs1,s2

r,0

)
≤c(t)∥φ∥Fs1,s2

r,0
.

De los términos restantes ∥Db
ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|3α+2V )∥0, ∥Db

ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|2α+1|η|1+βV )∥0,
∥Db

ξ(φ̂sgn(ξ)|ξ|α|η|2(1+β))∥0, ∥Db
ξ(φ̂|ξ|2αV )∥0, ∥Db

ξ(φ̂|ξ|α−1|η|1+βV )∥0, último es el que mayor
interés despierta, debido a su dificultad, por ello, primero se emplean las propiedades de la derivada
de Stein (Teorema 1.4):

∥Db
ξ(φ̂|ξ|α−1|η|1+βV )∥0 ≤ ∥|η|1+βDb

ξ(φ̂|ξ|α−1)V ∥0 + ∥|η|1+βφ̂|ξ|α−1Db
ξ(V )∥0 = B1 +B2,

para luego aplicar los Lemas 1.3 y 1.4, junto con la desigualdad de Young, y obtener así la acotación
paraB1,

B1 ≤
∥∥⟨η⟩(1+β)(1+b)|ξ|α−1φ̂

∥∥
0
+

∥∥∥∥J1+b
ξ

(
|ξ|α φ̂

|ξ|

)∥∥∥∥
0

≤
∥∥∥∥⟨η⟩(1+β)(2+b) φ̂|ξ|

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥|ξ|α(2+b) φ̂|ξ|
∥∥∥∥
0

+ ∥J2+b(|ξ|αφ̂)∥0

≤∥⟨η⟩(3+b)(1+β)φ̂∥0 + ∥⟨ξ⟩α(3+b)φ̂∥0 + ∥J3+b
ξ φ̂∥0

≤∥φ∥Fs1,s2
r,0

.

La estimativa del términoB2, es consecuencia de los Lemas 1.5, 1.4 y 1.3, junto con la desigualdad de
Young.

Concluyendo con la demostración.
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Continuando con el estudio de las derivadas de la funciónV φ̂ = e−it(sgn(ξ)|ξ|
2+α±ξ|η|1+β)φ̂, pero ahora

en la variable η, es posible establecer un resultado análogo al anterior:

Lema 5.2.
Si 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, φ ∈ F s1,s2

0,r , con s1, s2 > 2 y s1, s2 ≥ r(1 + β), entonces cuando
0 < r < β + 3

2 ∥∥Dr
η (V φ̂)

∥∥
0
≤ c(t) ∥φ∥Fs1,s2

0,r
, (5-13)

donde c(t) es una función continua y creciente.

El resultado también es válido para β + 3
2
≤ r < β + 5

2
, si se adiciona la hipótesis de que ∂jη(ξ, 0) = 0,

para 0 ≤ j ≤ ⌊r⌋ − 2.

Demostración. 0 < r < 1 :

El primer caso a tener en cuenta es cuando r = b y b ∈ (0, 1), el cual se acota empleando el Lema 1.6
y la desigualdad de Young, como se ve en seguida:∥∥Db

η (V φ̂)
∥∥
0
≤
∥∥(Db

ηV
)
φ̂
∥∥
0
+
∥∥VDb

ηφ̂
∥∥
0

≤tb
∥∥|ξ|b|η|bβφ̂∥∥

0
+ t

b
1+β

∥∥|ξ|bφ̂∥∥
0
+
∥∥VDb

ηφ̂
∥∥
0

≤tb
(∥∥ξb(1+β)φ̂∥∥

0
+
∥∥ηb(1+β)φ̂∥∥

0

)
+ t

b
1+β

∥∥|ξ|bφ̂∥∥
0
+ ∥V ∥∞

∥∥Db
ηφ̂
∥∥
0

≤p(t) ∥φ∥Fs1,s2
0,b

.

r = 1 :

En este caso, debe estimarse la primera derivada de V φ̂ respecto a η, la cual no presenta mayor difi-
cultad ya que,

∂ηV = (−it)
(
±ξ(1 + β)sgn(η)|η|β

)
V.

Por lo tanto, al aplicar la desigualdad de Young con p = 1 + β y q = 1+β
β
, se obtiene la estimativa

requerida:

∥∂η (V φ̂)∥0 ≤∥(∂ηV ) φ̂∥0 + ∥V ∂ηφ̂∥0
≤t
∥∥ξsgn(η)|η|βV φ̂∥∥

0
+ ∥V ∂ηφ̂∥0

≤t
(∥∥ξ1+βφ̂∥∥

0
+
∥∥|η|1+βφ̂∥∥

0

)
+ ∥∂ηφ̂∥0 .

1 < r < 3/2 + β, 0 < β < 1/2 :

En este caso se consideran r = 1+ b y b ∈ (0, β + 1/2), de modo que, la norma que se debe acortar
es la siguiente:∥∥Db

η

[
(−it)

(
±ξ(1 + β)sgn(η)|η|β

)
V φ̂+ V ∂ηφ̂

]∥∥
0

≤ (1 + β)t
∥∥Db

η

(
ξsgn(η)|η|βV φ̂

)∥∥
0
+
∥∥Db

η (V ∂ηφ̂)
∥∥
0

≤ (1 + β)t
(∥∥Db

η

(
ξsgn(η)|η|βφ̂

)∥∥
0
+
∥∥ξsgn(η)|η|βDb

ηV
∥∥
0

)
+
∥∥(Db

ηV
)
∂ηφ̂
∥∥
0
+ ∥V ∥∞

∥∥Db
η∂ηφ̂

∥∥
0

= (1 + β)t (A1 + A2) + A3 + ∥V ∥∞
∥∥Db

η∂ηφ̂
∥∥
0
.
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Se procederá a acotar los sumandos Ai, i = 1, 2, 3. Para A1 debe introducirse una función χ(η) ∈
C∞

0 (R) tal que, χ(η) ≡ 1 si η ∈ (−1, 1) y supp(χ) ⊆ [−2, 2], luego,

A1 ≤
∥∥Db

η

(
ξsgn(η)|η|βχ(η)φ̂

)∥∥
0
+
∥∥Db

η

(
ξsgn(η)|η|β(1− χ(η))φ̂

)∥∥
0

=A11 + A12 (5-14)

El término A11 se acota aplicando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), la Proposi-
ción 1.2, las ideas usadas para obtener (5-8) y el Lema 1.3, obteniéndose que,

A11 ≤
∥∥Db

η

(
sgn(η)|η|βχ(η)

)
ξφ̂
∥∥
0
+
∥∥sgn(η)|η|βχ(η)Db

η (ξφ̂)
∥∥
0

≤ ∥φ∥Fs1,s2
0,r

.

Para el término A12 se aplican las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), obteniendo
dos sumandos; en el primero de ellos se aplican el supremo sobre los términos que involucran a χ,
la Proposición 1.1, la desigualdad de Young

(
con p = β+1

β
y q = β + 1

)
y el Lema 1.3 (con a0 =

1 + b, b′0 = 1 + b), mientras que, para el segundo sumando se aplica el Lema 1.3 con a1 = 1 + b y
b′1 = 1 + b en dos oportunidades, así:

A12 =

∥∥∥∥Db
η

(
ξsgn(η)|η|β(1− χ(η))φ̂(1 + |η|β)

1 + |η|β

)∥∥∥∥
0

≤
∥∥∥∥ξφ̂(1 + |η|β)Db

η

(
sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β

)∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β
Db
η

(
ξφ̂(1 + |η|β)

)∥∥∥∥
0

≤
∥∥∥∥Db

η

sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β

∥∥∥∥
∞

∥∥ξ(1 + |η|β)φ̂
∥∥
0

+

∥∥∥∥sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β

∥∥∥∥
∞

(∥∥ξDb
ηφ̂
∥∥
0
+
∥∥Db

η

(
ξ|η|βφ̂

)∥∥
0

)
≤
(∥∥∥∥sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β

∥∥∥∥
∞
+

∥∥∥∥∂η sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β

∥∥∥∥
∞

)(∥∥⟨ξ⟩1+βφ̂∥∥
0
+
∥∥⟨η⟩1+βφ̂∥∥

0

)
+

∥∥∥∥sgn(η)|η|β(1− χ(η))

1 + |η|β

∥∥∥∥
∞

(∥∥⟨ξ⟩1+bφ̂∥∥
0
+
∥∥J1+b

η φ̂
∥∥
0
+ ∥⟨y⟩1+bφ∥0 + ∥J (1+b)(1+β)φ∥0

)
≤ ∥φ∥Fs1,s2

0,r
.

El término A2 no requiere tanto esfuerzo, ya que es consecuencia de el Lema 1.6 y la desigualdad de
Young con p = β + 1 y q = 1+β

β
, como se puede ver a continuación:

A2 ≤
∥∥∥ξ|η|βφ̂(tb|ξ|b|η|bβ + t

b
1+β |ξ|b

)∥∥∥
0

≤ tb
∥∥ξ1+b|η|β(1+b)φ̂∥∥

0
+ t

b
1+β

∥∥ξ1+b|η|βφ̂∥∥
0

≤
(
tb + t

b
1+β

) (∥∥|η|(1+b)(1+β)φ̂∥∥
0
+
∥∥|ξ|(1+b)(1+β)φ̂∥∥

0

)
≤ c(t)∥φ∥Fs1,s2

0,r
.
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Para poder acotar A3 se emplean el Lema 1.6, la desigualdad de Young con p = 1 + β y q = 1+β
β
, y

finalmente el Lema 1.3 considerando a = 1 + b y b′ = (1 + b)(1 + β), obteniendo que:

A3 ≤ tb
∥∥|ξ|b|η|bβ∂ηφ̂∥∥0 + t

b
1+β

∥∥ξb∂ηφ̂∥∥0
≤ tb

(∥∥ξb(1+β)∂ηφ̂∥∥+ ∥∥ηb(1+β)∂ηφ̂∥∥)+ t
b

1+β

∥∥ξb∂ηφ̂∥∥0
≤ tb

(∥∥⟨ξ⟩(1+b)(1+β)φ̂∥∥
0
+ 2

∥∥J1+β
η φ̂

∥∥
0
+
∥∥⟨η⟩(1+b)(1+β)φ̂∥∥

0

)
+ t

b
1+β

(∥∥⟨ξ⟩1+bφ̂∥∥
0
+
∥∥J1+b

η φ̂
∥∥
0

)
≤ c(t)∥φ∥Fs1,s2

0,r
.

r = 2 :

Para este caso, se requiere controlar la segunda derivada de V φ̂ con respecto a η, esto implica el uso
de la hipótesis φ̂(ξ, 0) = 0, como se puede ver a continuación:∥∥∂2η(V φ̂)∥∥0 ≤

∥∥∥∥ξ|η|β φ̂|η|V
∥∥∥∥
0

+
∥∥ξ2|η|2βφ̂V ∥∥

0
+
∥∥ξ|η|βsgn(η)V ∂ηφ̂∥∥0 + ∥∥∂2ηφ̂∥∥0

= A1 + A2 + A3 + A4.

El términoA4 no presenta ningún problema para acotarse, dadas las hipótesis sobre φ.

El términoA3, se estima utilizando la desigualdad de Young y el Lema 1.3, así:

∥ξ|η|β∂ηφ̂∥0 ≤ ∥ξ1+β∂ηφ̂∥0 + ∥|η|1+β∂ηφ̂∥0
≤ ∥J2

η φ̂∥0 + ∥⟨ξ⟩2(1+β)φ̂∥0 + ∥⟨η⟩2(1+β)φ̂∥0
≤ ∥φ∥Fs1,s2

0,2
.

El términoA2 se controla utilizando la desigualdad de Young con p =
3(1+β)
3+β

y q = 3(1+β)
2β

.

Mientras que, el términoA1 se acota empleando la desigualdad de Young y los Lemas 1.4 y 1.3, como
sigue:

A1 ≤
∥∥∥∥|ξ|1+β φ̂|η|

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥|η|1+β φ̂|η|
∥∥∥∥
0

≤ ∥Jη (⟨ξ⟩φ̂)∥0 +
∥∥⟨η⟩βφ̂∥∥

0

≤
∥∥J2

η φ̂
∥∥
0
+
∥∥⟨ξ⟩2(1+β)φ̂∥∥

0
+
∥∥⟨η⟩βφ̂∥∥

0

≤ ∥φ∥Fs1,s2
0,2

.

2 < r < 5/2 + β, 0 < β < 1/2 :

Para este caso, se considerará b ∈ (0, 1/2 + β), y r = 2 + b, y además, la hipótesis φ̂(ξ, 0) = 0,∥∥Db
η

(
∂2η(V φ̂)

)∥∥
0
≤
∥∥∥∥Db

η

(
ξ|η|β φ̂

|η|
V

)∥∥∥∥
0

+
∥∥Db

η

(
ξ2|η|2βφ̂V

)∥∥
0

+
∥∥Db

η

(
ξ|η|βsgn(η)V ∂ηφ̂

)∥∥
0
+
∥∥Db

η

(
∂2ηφ̂

)∥∥
0

= A1 + A2 + A3 + A4.
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Se aplican las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) al término A1, para así obtener la
desigualdad:

A1 ≤
∥∥∥∥Db

η

(
ξ|η|β φ̂

|η|

)
V

∥∥∥∥
0

+

∥∥∥∥ξ|η|β φ̂|η|Db
η (V )

∥∥∥∥
0

= A11 + A12.

Para acotar el primero de los sumandos obtenidos, A11, se hace uso de los Lemas 1.4 y 1.3 con a =

(2 + b)(1 + β) y b′ = 2 + b, así:∥∥∥∥Db
η

(
ξ|η|β φ̂

|η|

)
V

∥∥∥∥
0

≤ ∥J1+b
η (ξ|η|βφ̂)∥0

≤ ∥⟨y⟩1+bJ1+βφ∥0
≤ ∥φ∥Fs1,s2

0,r
.

El términoA12 se limita empleando, los Lemas 1.6, 1.4 y 1.3, como se puede ver a continuación:∥∥∥∥ξ|η|β φ̂|η|Db
η(V )

∥∥∥∥
0

≤ c(t)
(
∥∂η(|ξ|1+b|η|β(1+b)φ̂)∥0 + ∥∂η(|ξ|1+β|η|β)∥0

)
≤ c(t)

(
∥⟨y⟩J (1+β)(1+b)φ∥0 + ∥⟨y⟩J1+β+bφ∥

)
≤ c(t) ∥φ∥Fs1,s2

0,r
.

El términoA2 se controla empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), el Lema
1.6, el Lema 1.3 y la desigualdad de Young, como sigue,

A2 ≤
∥∥Db

η

(
ξ2|η|2βφ̂

)
V
∥∥
0
+
∥∥ξ2|η|2βφ̂Db

η(V )
∥∥
0

≤ c(t)
(∥∥⟨y⟩bJ2(1+β)φ

∥∥
0
+
∥∥|ξ|2+b|η|β(2+b)φ̂∥∥

0
+
∥∥|ξ|2+b|η|2βφ̂∥∥

0

)
≤ c(t) ∥φ∥Fs1,s2

0,r
.

El procedimiento para acotar A3 es análogo al realizado en (5-7), pero se deben emplear funciones
de corte para cada variable, como se puede ver en seguida:

A3 ≤
∥∥Dηb (χ(η)|η|βsgn(η)χ(ξ)ξV ∂ηφ̂)∥∥0 + ∥∥Dηb ((1− χ(η))|η|βsgn(η)(1− χ(ξ))ξV ∂ηφ̂

)∥∥
0

≤
∥∥Dηb (χ(η)|η|βsgn(η))χ(ξ)ξV ∂ηφ̂∥∥0 + ∥∥χ(η)|η|βsgn(η)χ(ξ)ξDηb (V ∂ηφ̂)∥∥0
+
∥∥Dηb ((1− χ(η))|η|βsgn(η)∂ηφ̂

)
(1− χ(ξ))ξV

∥∥
0

+
∥∥(1− χ(η))|η|βsgn(η)∂ηφ̂(1− χ(ξ))ξDηb (V )

∥∥
0

= A31 + A32 + A33 + A34. (5-15)

Siguiendo las ideas empleadas para obtener (5-8), se tiene que,

A2
31 ≤

∫
sup
η

|∂ηφ̂(ξ, η)|2dξ ≤
∫

∥y(φ)x̂(ξ, y)∥2L1
y
dξ ≤ ∥⟨y⟩2φ∥20.

El término A32, requiere emplear las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), el Lema 1.6,
la desigualdad de Young y el Lema 1.3, como se pudo ver en el caso cuando r ∈ (1, 2).
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El términoA33, se controla empleando el Lema 1.3 en dos ocasiones, obteniendo la siguiente estima-
tiva:

A33 ≤ ∥Db(|η|βξ∂ηφ̂)∥0
≤ ∥⟨y⟩bJβy Jx⟨y⟩φ∥0
≤ ∥⟨y⟩bJ1+β⟨y⟩φ∥0
≤ ∥⟨y⟩1+b⟨y⟩φ∥0 + ∥J (1+β)(1+b)⟨y⟩φ∥0
≤ ∥φ∥Fs1,s2

0,r
+ ∥J (1+β)(2+b)φ∥0 + ∥⟨y⟩2+bφ∥0

≤ ∥φ∥Fs1,s2
0,r

.

Y el términoA34, se acota empleando el Lema 1.6, la desigualdad de Young y el Lema 1.3:

A34 ≤ c(t)
(
∥⟨η⟩β(1+b)⟨ξ⟩Jηφ̂∥0+⟩β⟨ξ⟩Jηφ̂∥0

)
≤ c(t)

(
|⟨η⟩(1+β)(1+b)Jηφ̂∥0 + ∥⟨⟨ξ⟩(1+β)(1+b)Jηφ̂∥0

)
≤ c(t)

(
∥⟨η⟩(1+β)(2+b)φ̂∥0 + ∥⟨ξ⟩(1+β)(2+b)φ̂∥0 + ∥J2+b

η φ̂∥0
)

≤ c(t)∥φ∥Fs1,s2
0,r

.

Mientras que para dominar el término A4 sólo se necesita utilizar las propiedades de la derivada de
Stein (Teorema 1.4), y los Lemas 1.6 y 1.3.

2 < r < 3/2 + β, 1/2 < β < 1 :

Para acotar el términoA1, cuando se consideran 2 < r < β+3/2 y r = 2+b con b ∈ (0, β−1/2), no
se requiere la hipótesis φ̂(ξ, 0) = 0, pues, al agregar una función de corte χ(η), la función |η|β−1χ(η)

resulta integrable cerca del cero, y además se puede aplicar la Proposición 1.2, lo que ayuda a contro-
lar estos términos siguiendo las ideas usadas para acotar los sumandosB1 yB2 en (5-12).

r = 3

En este caso se tiene que,

∥∂3η(V φ̂)∥0 ≤t3∥ξ3|η|3βsgn(η)φ̂∥0 + t2∥ξ2|η|2β−1sgn(η)φ̂∥0 + t∥ξ|η|β−2sgn(η)φ̂∥0
+ t2∥ξ2|η|2β∂ηφ̂∥0 + t∥ξ|η|β−1∂ηφ̂∥0 + t∥ξ|η|βsgn(η)∂2ηφ̂∥0 + ∥∂3ηφ̂∥0

=B1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +B7.

El último término no presenta problemas para acotarse, dado el origen de φ. Para acotar el primer
término, únicamente se requiere aplicar la desigualdad de Young

(
con p = 1 + β y q = 1+β

β

)
. Los

términosB4 yB6 requieren aplicar la desigualdad de Young y el Lema 1.3 para lograr su acotación.

Mientras que para acotar los términosB2, B3 yB5 es necesaria la hipótesis φ̂(ξ, 0) = ∂ηφ̂(ξ, 0) = 0,
con el fin de invocar el Lema 1.4, seguido del Lema 1.3.
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3 < r < 5/2 + β, 1/2 < β < 1 :

Haciendo r = 3 + b, como r ∈ (3, β + 5/2), se tiene que b ∈ (0, β − 1/2), por lo cual,

∥Db
η∂

3
η(V φ̂)∥0 ≤t3∥Db

η(ξ
3|η|3βsgn(η)φ̂V )∥0 + t2∥Db

η(ξ
2|η|2β−1sgn(η)φ̂V )∥0

+ t∥Db
η(ξ|η|β−2sgn(η)φ̂V )∥0 + t2∥Db

η(ξ
2|η|2β∂ηφ̂V )∥0

+ t∥Db
η(ξ|η|β−1∂ηφ̂V )∥0

+ t∥Db
η(ξ|η|βsgn(η)∂2ηφ̂V )∥0 + ∥Db

η(∂
3
ηφ̂V )∥0

=C1 + C2 + C3 + C4 + C5 + C6 + C7.

Los términos C1 y C7 se acotan empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4),
como también el Lema 1.6, la desigualdad de Young y el Lema 1.3.

Los términos C4 y C6 requieren de las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) junto a los
Lemas 1.6 y 1.3.

Los términos restantes se acotan empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) y
los Lemas 1.6, 1.4 y 1.3, de éstos se mostrará el que tiene la potencia negativa más grande:

C3 ≤ ∥D2+b
η (ξ|η|βφ̂)∥0 + ∥D2

η(|ξ|1+b|η|β(1+b)φ̂)∥0 + ∥D2
η(|ξ|1+b|η|βφ̂)∥0

≤ ∥⟨y⟩2+bJ1+βφ∥0 + ∥⟨y⟩2J (1+b)(1+β)φ∥0 + ∥⟨y⟩2J1+b+βφ∥0
≤ ∥φ∥Fs1,s2

0,r
.

Concluyendo así la demostración.

5.1. Buen planteamiento en los espacios anisotrópicos
con pesos

Los Lemas 5.1 y 5.2 son la base para mostrar el buen planteamiento del P.V.I (2-1) en los espacios
F s1,s2
r,0 (Teorema 5.1) y F s1,s2

0,r (Teorema 5.2), respectivamente. De modo que, se procederá a mostrar
el primero de éstos resultados:

Demostración del Teorema 5.1: Se probará únicamente el primer numeral del teorema ya que el se-
gundo se puede probar de manera análoga.

Como F s1,s2
r,0 ⊆ Hs1,s2 , por la teoría desarrollada en el capítulo anterior (Teorema 4.2) ya se tiene

garantizada la existencia de una solución de (2-1) enHs1,s2 , por lo tanto, u satisface,

u(t) = V(t)φ+

∫ t

0

V(t− t′)upuxdt
′,

siempre que φ ∈ F s1,s2
r,0 (R2).
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Por la contenencia de los espacios, lo único que debe se probado es la persistencia en el espacio
L2
r,0(R2). Como consecuencia del Lema 5.1, se obtiene:

∥u(t)∥L2
r,0

≤ ∥V(t)φ∥L2
r,0

+

∫ t

0

∥V(t− t′)upux∥L2
r,0
dt′

≤ c(t)∥φ∥L2
r,0

+

∫ t

0

c(t− t′)∥upux∥L2
r,0
dt′

≤ c(t)∥φ∥L2
r,0

+

∫ t

0

c(t− t′)∥ux∥L2
r,0

∥u∥ps1,s2 dt
′,

la desigualdad de Gronwall garantiza que ∥u(t)∥L2
r,0

< ∞, es decir, ∥u(t)∥Fs1,s2
r,0

< ∞, para t ∈
[0, T ].

Paramostrar la unicidad de la solución en el espacioF s1,s2
r,0 , se tomarán dos soluciones u y v con datos

iniciales φ1 y φ2, respectivamente, tales que

∥u− v∥L2
r,0

≤ c(t)∥φ1 − φ2∥L2
r,0

+

∫ t

0

c(t− t′)∥∂x(up+1 − vp+1)∥L2
r,0
dt′

≤ c(t)∥φ1 − φ2∥L2
r,0

+

∫ t

0

c(t− t′)
(
∥ (up − vp)ux∥L2

r,0
+ ∥vp (ux − vx) ∥L2

r,0

)
dt′

≤ c(t)∥φ1 − φ2∥L2
r,0

+

∫ t

0

c(t− t′)∥u− v∥Fs1,s2
r,0

(
∥u− v∥Fs1,s2

r,0

p−1∑
j=1

∥ujvp−j∥Fs1,s2
r,0

+ ∥v∥pFs1,s2
r,0

)
dt′,

de modo que al aplicar la desigualdad de Gronwall y suponer que φ1 = φ2 se tiene el resultado.

Para mostrar la dependencia continua, se consideran datos iniciales φk ∈ F s1,s2
r,0 , cuyas soluciones

correspondientes son uk, para k = 1, 2, · · · ,∞. Si φk → φ∞, uk → u∞ en Hs1,s2 , de nuevo, el
objetivo es analizar su comportamiento en L2

r,0, pero siguiendo las ideas utilizadas para obtener la
unicidad se sigue que:

∥um − u∞∥L2
r,0

≤ c(T )∥φk − φ∞∥L2
r,0
ec(T ),

de lo que se sigue el resultado.

La prueba del segundo resultado obtenido en los espacios anisitrópicos con pesos (Teorema 5.2) sigue
los mismos pasos del anterior, teniendo en cuenta que la norma en consideración es en L2

0,r en lugar
de L2

r,0, de modo que,

Demostración del Teorema 5.2. La demostración es análoga a la del teorema anterior, por lo que será
omitida.

Conmo L2
r1,r2

(R2) = L2
r1,0

(R2) ∩ L2
0,r2

(R2), es posible establecer el siguiente resultado:
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Corolario 5.1.
Sean 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, s1, s2 > 2, con s1, s2 ∈ R+:

1. Si φ ∈ F s1,s2
r1,r2

, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en F s1,s2
r1,r2

(R2), siempre que:
0 ≤ r1 < α + 5/2, 0 ≤ r2 < β + 3/2 y se tenga que s1, s2 ≥ máx{r1(1 + α), r2(1 + β)}.

2. Si φ ∈ Ḟ s1,s2
r1,r2

, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en Ḟ s1,s2
r1,r2

(R2), siempre que:
α + 5/2 ≤ r1 < α + 7/2 o β + 3/2 ≤ r2 < β + 5/2 y se tenga que s1, s2 ≥ máx{r1(1 +

α), r2(1 + β)}.

Demostración. Es consecuencia de los Teoremas 5.1 y 5.2.

5.2. Continuación única
En esta sección se muestran propiedades de continuación única asociadas al P.V.I (2-1), siguiendo
las ideas expuestas en [6], [13] y [25] . El primer resultado de continuación única (Teorema 5.3) se
muestra a continuación:

Demostración del Teorema 5.3: Primero, se considerará el caso 0 < α < 1/2 y r = 2 + b, donde
b = 1/2 + α, por lo tanto 2 < r < 3; además, sin pérdida de generalidad, se tomará t1 = 0. Como u
satisface la ecuación integral, dada por la fórmula de Duhamel, al multiplicar ésta por |x|2+b y aplicar
la transformada de Fourier, se obtiene la siguiente ecuación:

D
1
2
+α

ξ ∂2ξ û = D
1
2
+α

ξ ∂2ξ (V (t)φ̂) +
i

2

∫ t

0

D
1
2
+α

ξ ∂2ξ

(
V (t− t′)ξû2

)
dt. (5-16)

El objetivo es mostrar que la norma en L2(R2) del lado derecho de (5-16) es finita. Así que, se deben
estimar los siguientes términos:

∥Db
ξ

(
V (t)∂2ξ φ̂

)
∥0 + ∥Db

ξ ((∂ξV (t))(∂ξφ̂)) ∥0 + ∥Db
ξ

(
(∂2ξV (t))φ̂

)
∥0 (5-17)

+

∫ t

0

(
∥Db

ξ

(
V (t− t′)∂2ξ û

2
)
∥0 + ∥Db

ξ

(
(∂ξV (t− t′))(∂ξû2)

)
∥0 + ∥Db

ξ

(
(∂2ξV (t− t′))û2

)
∥0
)
dt′.

Para acotar el primer sumando del lado derecho de (5-17), se utilizan las propiedades de la derivada
de Stein (Teorema 1.4), seguidas de los Lemas 1.5 y 1.3, para obtener la siguiente estimativa:

∥Db
ξ

(
V (t)∂2ξ φ̂

)
∥0 ≤ ∥Db

ξ

(
V (t)∂2ξ φ̂

)
∥0

≤ ∥tb|ξ|b(1+α)∂2ξ φ̂∥0 + ∥t
b

2+α∂2ξ φ̂∥0 + ∥tb|η|b(1+β)∂2ξ φ̂∥0 + ∥Db
ξ∂

2
ξ φ̂∥0

≤ p(t)

(
∥φ∥Fs1,s2

5
2+α,0

+ ∥J2+b
ξ φ̂∥0 + ∥⟨ξ⟩(1+α)(2+b)φ̂∥0 + ∥⟨η⟩(1+β)(2+b)φ̂∥0

)
≤ p(t)∥φ∥Fs1,s2

5
2+α,0

,
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donde s1 ≥ (1 + α)(2 + b) y s2 ≥ (1 + β)(2 + b).

El primer sumando de la parte no lineal de (5-17), se acota considerando t = t2 − t′ y empleando los
Lemas 1.3, 1.2 y el de Sobolev (Lema 1.1), como se puede ver en la siguiente cadena de desigualdades:∥∥∥Db

ξ

(
V (t)∂2ξ ξû

2
)∥∥∥

L2
≤c(t)

(
∥|ξ|b(1+α)∂2ξ ξû2∥0 + ∥∂2ξ ξû2∥0 + ∥η|b(1+β)∂2ξ ξû2∥0 + ∥Db

ξ∂
2
ξ ξû

2∥0
)

≤c(t)
(
∥⟨ξ⟩(2+b)(1+α)ξû2∥0 + ∥J2+b

ξ ξû2∥0 + ∥∂2ξ ξû2∥

+ ∥⟨η⟩(2+b)(1+α)ξû2∥0 + ∥Db
ξ∂

2
ξ ξû

2∥0
)

≤c(t)
(
∥J (2+b)(1+α)

x (uux)∥0 + ∥⟨x⟩2uux∥0 + ∥J (2+b)(1+β)
y (uux)∥0

+ ∥⟨x⟩2+buux∥0
)

≤c(t)
(
∥Jxu∥L∞∥J (2+b)(1+α)−1

x ux∥0 + ∥J (2+b)(1+α)
x u∥0∥ux∥L∞

+ ∥ux∥L∞∥⟨x⟩2u∥+ ∥Jyu∥L∞∥J (2+b)(1+β)−1
y ux∥0

+ ∥J (2+b)(1+β)
y u∥0∥ux∥L∞ + ∥⟨x⟩2+bu∥0∥ux∥L∞

)
≤c(t)∥u∥2Fs1,s2

2+b,0
.

La acotación de los demás sumandos siguen estas ideas, excepto por uno de los términos que aparece
al expandir el sumando que contiene la segunda derivada de V , ya que no se cumplen las condiciones
de la Proposición 1.2, como ocurría en (5-7), por tal motivo se acotará ése término en particular:

∥Db
ξ(|ξ|αsgn(ξ)V φ̂)∥0 ≤ ∥Db

ξ((it)|ξ|αsgn(ξ)χV φ̂)∥0 + ∥Db
ξ((it)|ξ|αsgn(ξ)(χ− 1)V φ̂)∥0

≤ ∥Db
ξ((it)|ξ|αsgn(ξ)χ(V − 1)φ̂)∥0 + ∥Db

ξ((it)|ξ|αsgn(ξ)χφ̂)∥0
+ ∥Db

ξ((it)|ξ|αsgn(ξ)(χ− 1)V φ̂)∥0. (5-18)

El tercer sumando del lado derecho de (5-18), se acota de manera similar como se hizo en el Lema 5.1
(términoA22 de (5-7)).

El primer sumando del lado derecho de (5-18), es finito en vista de la Proposición 1.1, y de que (V −
1)(0, η, t) = 0.

Al notar al segundo sumando del lado derecho de (5-18) como ∥Db
ξ(F )∥0, dado que φ ∈ F s1,s2

5
2
+α

, en-

tonces V (t)φ ∈ F s1,s2
5
2
+α

. Si x2V (t)φ− F∨ ∈ L2
b,0(R2), se sigue que F∨ ∈ L2

b,0(R2), pero esto ocurre

si y sólo si φ̂(0, η) = 0 para todo η.

Para la parte no lineal se considera t = t2 > 0, y se razona de manera similar a la parte lineal. Como,

D
1
2
+α

ξ (∂2ξ û(t)) ∈ L2(R2), entonces,

D
1
2
+α

ξ

(
(it)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂(ξ)− i

∫ t

0

(t− t′)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)ξû2dt
)

∈ L2(R2).
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De la siguiente estimativa:∥∥∥∥D 1
2
+α

ξ

(∫ t

0

(t− t′)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)ξû2dt
)∥∥∥∥

0

≤
∫ t

0

(t− t′)
∥∥∥D 1

2
+α

ξ (|ξ|α+1sgn(ξ)χ(ξ)û2)
∥∥∥
0
dt′

≤
∫ t

0

(t− t′)
(∥∥∥D 1

2
+α

ξ (|ξ|α+1sgn(ξ)χ(ξ))
∥∥∥
∞

∥∥∥û2∥∥∥
0
+
∥∥|ξ|α+1χ(ξ)

∥∥
∞

∥∥∥D 1
2
+α

ξ (û2)
∥∥∥
0

)
dt′,

y de
∥∥∥xα+ 1

2u2
∥∥∥
0
≤ ∥u∥∞

∥∥∥xα+ 1
2u
∥∥∥
0
, se sigue queD

1
2
+α

ξ (∂2ξ û− (it)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂(ξ)) ∈ L2(R2).

Comou(t) ∈ F s1,s2
2+b,0, entonces, (it)|ξ|αsgn(ξ)χ(ξ)φ̂(ξ) ∈ L2(R2), lo cual ocurre si y sólo si φ̂(0, η) =

0 para casi toda η.

El argumento anterior, junto a la ecuación integral:

û(ξ, η, t) = V (t)φ̂− iξ

2

∫ t

0

V (t− t′)û2dt′,

implican que û(0, η, t) = 0 para casi todo η y t ∈ [0, T ].

En el caso en que 1/2 ≤ α < 1, se consideran b = α − 1/2 y r = 3 + b, de tal forma que 3 < r <

5/2 + α y se acotan los términos de forma análoga, pero utilizando la ecuación :

D
1
2
+α

ξ ∂3ξ û = D
1
2
+α

ξ ∂3ξV (t)φ̂+
i

2

∫ t

0

D
1
2
+α

ξ ∂3ξV (t− t′)ξû2dt,

en lugar de (5-16).

El segundo resultado obtenido de continuación única (Teorema 5.4) se prueba en seguida:

Demostración del Teorema 5.4: Considerando el caso en que 0 < α < 1/2 y r = 3 + b, con b =

1/2+α, es decir, 3 < r < 4, y además, sin pérdida de generalidad, se asume t1 = 0. Al u ser solución
de (2-2), se puede hacer uso de la fórmula de Duhamel, luego ésta se multiplica por |x|3+b y se aplicar
la transformada de Fourier, obteniéndose que

D
1
2
+α

ξ ∂3ξ û = d
1
2
+α

ξ ∂3ξ (V (t)φ̂) +
i

2

∫ t

0

D
1
2
+α

ξ ∂3ξ

(
V (t− t′)ξû2

)
dt. (5-19)

Tomando la norma en L2(R2), al lado derecho de (5-19), se tiene que

∥Db
ξ

(
V (t)∂3ξ φ̂

)
∥0 +

3∑
j=1

∥Db
ξ

(
∂jξV (t)∂3−jξ φ̂

)
∥0

+

∫ t

0

(∥∥∥Db
ξ

(
V (t− t′)∂3ξ ξû

2
)∥∥∥

0
+

3∑
j=1

∥∥∥Db
ξ

(
∂jξV (t− t′)∂3−jξ ξû2

)∥∥∥
0

)
dt′.
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Para mostrar que los términos anteriores se pueden acotar de la misma forma en que se hizo en el
Lema 5.1, se acotan el primer término de la parte lineal, utilizando las propiedades de la derivada de
Stein (Teorema 1.4), y los Lemas 1.5 y 1.3

∥Db
ξ

(
V (t)∂3ξ φ̂

)
∥0 ≤ ∥Db

ξ

(
V (t)∂3ξ φ̂

)
∥0

≤ ∥tb|ξ|b(1+α)∂3ξ φ̂∥0 + ∥t
b

2+α∂3ξ φ̂∥0 + ∥tb|η|b(1+β)∂3ξ φ̂∥0 + ∥Db
ξ∂

3
ξ φ̂∥0

≤ c(t)

(
∥φ∥Fs1,s2

7
2+α,0

+ ∥J3+b
ξ φ̂∥0 + ∥⟨ξ⟩(1+α)(3+b)φ̂∥0 + ∥⟨η⟩(1+β)(3+b)φ̂∥0

)
≤ c(t)∥φ∥2Fs1,s2

7
2+α,0

.

Y el primer término de la parte no lineal, considerando t = t2 − t′ y empleando los Lemas 1.3, 1.2 y el
de Sobolev (Lema 1.1),∥∥∥Db

ξ

(
V (t)∂3ξ ξû

2
)∥∥∥

L2
≤c(t)

(
∥|ξ|b(1+α)∂3ξ ξû2∥0 + ∥∂3ξ ξû2∥0 + ∥η|b(1+β)∂3ξ ξû2∥0 + ∥Db

ξ∂
3
ξ ξû

2∥0
)

≤c(t)
(
∥⟨ξ⟩(3+b)(1+α)ξû2∥0 + ∥J3+b

ξ ξû2∥0 + ∥∂3ξ ξû2∥

+ ∥⟨η⟩(3+b)(1+α)ξû2∥0 + ∥Db
ξ∂

3
ξ ξû

2∥0
)

≤c(t)∥u∥Fs1,s2
2+b,0

.

Como en el teorema anterior, los términos que se deben analizar con detalle son aquellos que tienen
el producto sgn(ξ)|ξ|α, ya que no cumplen con las condiciones de la Proposición 1.2, y bajo las hipó-
tesis consideradas surgen dos sumandos con dicha forma, sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βφ̂ y sgn(ξ)|ξ|αV ∂ξφ̂, el
primero de ellos cumple que,

sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βV φ̂ = sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχV φ̂+ sgn(ξ)|ξ|α|η|1+β(1− χ)V φ̂ = A1 + A2,

siguiendo las ideas para acotar el términoA22 de (5-7), se puede ver queA∨
2 ∈ L2

1
2
+α

. El sumandoA1

se reescribe como sigue:

sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχV φ̂ = sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχφ̂+ sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχ(V − 1)φ̂ = A11 + A12,

y como (V − 1)(0, η, t) = 0, entoncesA∨
12 ∈ L2

1
2
+α

. El términoA11 se transforma, sumando un cero

adecuado, así:

sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχφ̂(ξ) = sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχφ̂(0)+sgn(ξ)|ξ|α|η|1+βχ(φ̂(ξ)−φ̂(0)) = A111+A112 ,

el Teorema del valor medio garantiza la pertenencia de A∨
112 al espacio L

2
1
2
+α

. Como φ̂(0) = 0, en-

toncesA∨
111 ∈ L2

1
2
+α

.

Para el segundo término, sgn(ξ)|ξ|αV ∂ξφ̂, se realiza la siguiente transformación:

sgn(ξ)|ξ|αV ∂ξφ̂ = sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)V ∂ξφ̂+ sgn(ξ)|ξ|α(1− χ)V ∂ξφ̂ = B1 +B2,
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como en el Lema 5.1, B∨
2 ∈ L2

1
2
+α,0

(R2). El término B1 es más delicado de analizar, para ello se

reescribe de la siguiente forma:

B1 = sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)∂ξφ̂+ sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)(V − 1)∂ξφ̂ = B11 +B12,

dondeD
1
2
+α

ξ B12 es un elemento deL2(R2). El términoB11 se transforma, sumando un cero adecua-
do, como sigue:

B11 = sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)∂ξφ̂(0, η) + sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)(∂ξφ̂(ξ, η)− ∂ξφ̂(0, η)) = B111 +B112 ,

como D
1
2
+α

ξ (B112) ∈ L2(R2), entonces D
1
2
+α

ξ

(
∂3ξV (t)φ̂− sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)∂ξφ̂(0, η)

)
∈ L2(R2).

Razonando análogamente a la parte lineal, la parte no lineal, cumple lo siguiente:

D
1
2
+α

ξ

(∫ t2

0

(
∂3ξV (t2 − t′)û2 − (t2 − t′)sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)∂ξφ̂(0, η)

)
dt′
)

∈ L2(R2).

Entonces, el hecho de queD
1
2
+α

ξ (∂3ξ û) ∈ L2(R2), equivale a que:

D
1
2
+α

ξ

(
sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)

(
it2∂ξφ̂(0, η)− i

∫ t2

0

(t2 − t′)∂ξ(ξû2(0, η))dt
′
))

∈ L2(R2).

Para transformar el término,

it2∂ξφ̂(0, η)− i

∫ t2

0

(t2 − t′)∂ξ(ξû2(0, η))dt
′, (5-20)

debe tenerse presente las siguientes identidades:

∂ξφ̂(0, η) =

∫∫
−ixφe−iηydxdy, (5-21)

y

∂ξ(ξû2)(0, η) =

∫∫
x∂xu

2e−iηydxdy =

∫∫
u2e−iηydxdy =

d

dt

∫∫
xue−iηydxdy, (5-22)

la cual es consecuencia del siguiente hecho:∫∫
x∂tue

−iηydxdy =

∫∫
x∂x(D

1+α
x ±D1+β

y +
1

2
u2)dxdy. (5-23)

Al remplazar (5-21) y (5-22) en (5-20), se obtiene la siguiente expresión:

− it2

∫∫
xφe−iηydxdy − i

∫ t2

0

(t2 − t′)

(
d

dt′

∫∫
xue−iηydxdy

)
dt′. (5-24)

Integrando por partes el segundo sumando de (5-24), se obtiene que:

−it2
∫∫

xφe−iηydxdy − i(t2 − t′)

∫∫
xue−iηydxdy

∣∣t′=t2
t′=0

+ i

∫ t2

0

∫∫
xue−iηydxdydt,
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por lo tanto, (5-20) se puede ver de la siguiente manera:

i

∫ t2

0

∫∫
xue−iηydxdydt.

Como u(t2) ∈ Ḟ s1,s2
7
2
+α,0

, entonces

D
1
2
+α

ξ

(
sgn(ξ)|ξ|αχ(ξ)

∫ t2

0

∫∫
xue−iηydxdydt′

)
∈ L2(R2).

Pero esto ocurre únicamente cuando
∫ t2
0

∫ ∫
xue−iηydxdydt′ = 0 para cada η ∈ R, en particular

cuando η = 0, lo que motiva a definir la función:

I(t) :=

∫ t2

0

∫ ∫
xudxdydt′,

como I(0) = I(t2) = 0, el Teorema de Rolle implica la existencia de t̃ ∈ (0, t2) tal que,

I ′(t̃) =

∫∫
xu(t̃)dxdy = 0.

Análogamente, como u(t3) ∈ Ḟ s1,s2
7
2
+α,0

, existe t̃2 ∈ (t2, t3) tal que,∫∫
xu(t̃2)dxdy = 0,

de (5-23) con η = 0 junto con el Lema 1.8, se tiene que

d

dt

∫∫
xudxdy =

1

2

∫∫
u2dxdy =

1

2

∫∫
φ2dxdy,

por lo tanto, ∫∫
xudxdy = t∥φ∥20 +

∫∫
xφdxdy.

En conclusión, el primer momento de una solución no nula, es una función estrictamente creciente,
por lo cual ∥φ∥0 = 0, entonces u ≡ 0.

Para el caso en que 1/2 ≤ α < 1, un argumento análogo al realizado garantiza el resultado, pero se
utiliza la cuarta derivada de V (t)φ̂ en lugar de usar (5-19).

El último de los resultados de continuación única que se alcanzaron (Teorema 5.5), es para la variable
y y su prueba es la siguiente:

Demostración del Teorema 5.5: Como en los teoremas anteriores se considerará el caso en que 0 ≤
β < 1/2, y r = 1+ b con b = 1/2+ β, y sin pérdida de generalidad se asumirá que t1 = 0. Dado que
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u ∈ F s1,s2
0,r es solución del P.V.I (2-1), la fórmula de Duhamel, multiplicada por |y|r y transformada

vía la transformada de Fourier, implica que:

D
1
2
+β

η ∂ηû = D
1
2
+β

η ∂ηV (t)φ̂+
i

2

∫ t

0

D
1
2
+β

η ∂ηV (t− t′)ξû2dt′. (5-25)

Tomando la norma enL2(R2), sobre el lado derecho de (5-25), se tienen que considerar los siguientes
términos:

∥Db
η(V (t)tξsgn(η)|η|βφ̂)∥0 + ∥Db

η(V (t)∂ηφ̂)∥0

+

∫ t

0

(
∥Db

η(V (t− t′)(t− t′)ξsgn(η)|η|βξû2)∥0 + ∥Db
η(V (t− t′)∂ηû2)∥0

)
dt′

=A1 + A2 + A3 + A4.

El término A2 se puede estimar empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4),
la desigualdad de Young y el Lema 1.6. Mientras que, para el término A4 deben usarse los mismos
resultados junto con los Lemas 1.2 y de Sobolev, y la consideración adicional de que t = t2− t′, como
se puede ver enseguida:

A2 ≤ ∥tb|ξ|b|η|bβ∂ηφ̂∥0 + ∥t
b

1+β |ξ|b∂ηφ̂∥0
≤ p(t)

(
∥⟨ξ⟩b(1+β)∂ηφ̂∥0 + ∥⟨η⟩b(1+β)∂ηφ̂∥0

)
≤ p(t)

(
∥⟨ξ⟩(1+b)(1+β)φ̂∥0 + ∥⟨η⟩(1+b)(1+β)φ̂∥0 + ∥J1+b

η φ̂∥0
)

≤ p(t)∥φ∥Fs1,s2
0,r

.

A4 ≤ p(t)
(
∥J (1+b)(1+β)

x (uux)∥0 + ∥J (1+b)(1+β)
y (uux)∥0 + ∥⟨y⟩1+bφ̂∥0

)
≤ p(t)∥φ∥2Fs1,s2

0,r
,

para s1, s2 ≥ máx{2, (1 + b)(1 + β)}.

Como en los resultados anteriores, se estudiarán en detalle los sumandos que contienen el producto
|η|βsgn(η) pues no cumplen con las condiciones de la Proposición 1.2.

De lo anterior se tiene que

Db
η∂ηû+ iDb

η

(
t(ξ|η|βsgn(η))V (t)φ̂+

∫ t

0

(t− t′)ξ|η|βsgn(η)V (t− t′)ξû2dt′
)

∈ L2(R2).

Como para t = t2, se tiene queD
1
2
+β

η ∂ηû ∈ L2, entonces,

Db
η

(
ξ|η|βsgn(η)V (t2)

∫ t2

0

(
φ̂+ (t2 − t′)V (−t′)ξû2

)
dt′
)

∈ L2(R2).
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Si se considera a F = ξ|η|βsgn(η)V (t2)
∫ t2
0
φ̂ + (t2 − t′)V (−t′)ξû2dt′, lo anterior equivale a que

Db
ηF ∈ L2(R2), es decir, Db

η(χ(η)F + (1 − χ)(η)F ) ∈ L2(R2). En vista del Lema 5.2, se tiene la
pertenencia deDb

η((1− χ)(η)F ) al espacio L2(R2), lo cual implica que:

Db
η

(
ξ|η|βsgn(η)V (t2)χ(η)

∫ t2

0

(
φ̂+ (t2 − t′)V (−t′)ξû2

)
dt′
)

∈ L2(R2).

Si se nota ĝ(ξ, η) =
∫ t2
0
ξ
(
φ̂+ (t2 − t′)V (−t′)ξû2

)
dt′, lo anterior es equivalente a:

D
1
2
+β

η

(
|η|βsgn(η)V (t2)χ(η)

∫∫
g(x, y)e−i(xξ+yη)dxdy

)
∈ L2(R2),

es decir,

D
1
2
+β

η

(
|η|βsgn(η)V (t2)χ(η)

∫∫
g(x, y)e−iyηdxdy

)
∈ L2(R2),

para casi toda x. En otras palabras,

D
1
2
+β

η

(
|η|βsgn(η)V (t2)χ(η) ((ĝ

y(x, η)− ĝy(x, 0)) + ĝy(x, 0))
)
∈ L2(R2),

para casi toda x. Si F = |η|βsgn(η)V (t2)χ(η), como F (ĝy(x, η) − ĝy(x, 0)) ∈ L2(R), se requiere
que el resto esté en L2(R), es decir,

D
1
2
+β

η

(
|η|βsgn(η)V (t2)χ(η)ĝ

y(x, 0)
)
∈ L2(R),

pero esto implica que ĝy(x, 0) = 0, equivalentemente,

ĝ(ξ, 0) =

∫ t2

0

ξ
(
φ̂(x, 0) + (t2 − t′)V (−t′)ξû2

)
dt′ = 0.

Lo anterior se puede ver como: ∫
(∂xφ(x, y) + ∂2xu

2)dy = 0,

o de manera equivalente:

2

∫
(∂xu)

2dy = −
∫ (

2u∂2xudy + ∂xφ(x, y)
)
dy.

Como
∫
(2uuxx + φx)dy ≥ 0, entonces u2x = 0, por lo tanto ux ≡ 0, y como la norma en L2 de la

solución es finita, se tiene que u ≡ 0.
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5.3. Mejoras en el buen planteamiento
En esta sección se prueban los Teoremas 5.6 y 5.7, empleando los resultados obtenidos en el capítulo
4 y siguiendo las ideas expuestas en [13] y [25].

Demostración del Teorema 5.6: Se mostrará únicamente el primer numeral, ya que el segundo se hace
de manera análoga.

Para esta demostración es necesario tener presente la definición de los pesos truncados hecha en el
Lema 1.13:

⟨x⟩N =

{
⟨x⟩ si x ≤ N

2N si x ≥ 3N

para N ∈ Z+, tal que, ⟨x⟩N sea una función suave, no decreciente en |x|, y además satisface las si-
guientes desigualdades: ∂x⟨x⟩N ≤ 1 y |⟨x⟩′′N(x)| ≤ c∂2x⟨x⟩.

Aplicando los pesos truncados sobre la ecuación (2-1) y el producto interno enL2(R2) con ⟨x⟩θNu, se
obtiene la siguiente ecuación:

1

2

d

dt
∥⟨x⟩θNu∥20 =

∫∫
⟨x⟩θNu⟨x⟩θN∂xD1+α

x udxdy −
∫∫

⟨x⟩θNu⟨x⟩θN∂x∂2yudxdy

−
∫∫

⟨x⟩θNu⟨x⟩θNuuxdxdy

= I + II + III.

Para acotar I es necesario reescribir el término utilizando el conmutador y también emplear la regla
de Leibniz, como sigue:

⟨x⟩θN∂xD1+α
x u = −[Dα

x ; ⟨x⟩θN ]Dx∂xu+Dα
x (⟨x⟩θNDx∂xu)

= −[Dα
x ; ⟨x⟩θN ]Dx∂xu−Dα

x (∂x⟨x⟩θNDxu) +Dα
x∂x(⟨x⟩θNDxu)

= −[Dα
x ; ⟨x⟩θN ]Dx∂xu−Dα

x (∂x⟨x⟩θNDxu)−Dα
x∂x(⌈Dx; ⟨x⟩θN ]u) +Dα+1

x ∂x(⟨x⟩θNu)
= A1 + A2 + A3 + A4.

La Proposición 1.5 garantiza las siguientes acotaciones:

∥A1∥0 = ∥[Dα
x ; ⟨x⟩θN ]Dx∂xu∥0 ≤ ∥Jδx∂x⟨x⟩θN∥q∥Dα

x∂xu∥0,

y

∥A2∥0 = ∥Dα
x (∂x⟨x⟩θNDxu)∥0

≤ ∥[Dα
x ; ∂x⟨x⟩θN ]Dxu∥0 + ∥∂x⟨x⟩θNDα+1

x u∥0
≤ ∥Jδx∂2x⟨x⟩θN∥q∥Dα

xu∥0 + ∥∂x⟨x⟩θN∥∞∥Dα+1
x u∥0.
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Para el término A3 se debe tener presente que [Dx; ⟨x⟩θN ]u = H(∂x⟨x⟩θN) − [H; ⟨x⟩θN ]∂xu. De los
Lemas 1.11, 1.12 y la proposición 1.5, se obtiene la siguiente cadena de desigualdades:

∥Dα
x∂x[Dx; ⟨x⟩θN ]u∥0 = ∥Dα

x∂xH(∂x⟨x⟩θNu)−Dα
x∂x[H; ⟨x⟩θN ]∂xu∥0

≤ ∥Dα+1
x (∂x⟨x⟩θNu)∥0 + ∥Dα

x∂x[H; ⟨x⟩θN ]∂xu∥
≤ ∥Dα

xDx(∂x⟨x⟩θNu)∥0 + ∥∂2x[H; ⟨x⟩θN ]∂xu∥α0∥∂x[H; ⟨x⟩θN ]∂xu∥1−α0

≤ ∥Dα
x (∂

2
x⟨x⟩θNu)∥0 + ∥Dα

x (∂x⟨x⟩θN∂xu)∥0 + ∥∂2x[H; ⟨x⟩θN ]∂xu∥0 + ∥∂x[H; ⟨x⟩θN ]∂xu∥0
≤ ∥Dα

x∂
2
x⟨x⟩θN∥∞∥u∥0 + ∥∂2x⟨x⟩θN∥∞∥Dα

xu∥0 + ∥[Dα
x ; ∂x⟨x⟩θN ]∂xu∥0 + ∥∂x⟨x⟩θNDα

x∂xu∥0
+ ∥∂3x⟨x⟩θN∥∞∥u∥0 + ∥∂2x⟨x⟩θN∥∞∥u∥0

≤ ∥Dα
x∂

2
x⟨x⟩θN∥∞∥u∥0 + ∥∂2x⟨x⟩θN∥∞∥Dα

xu∥0 + ∥Jδx∂2x⟨x⟩θN∥q∥Dα
xu∥0

+ ∥∂x⟨x⟩θN∥∞∥Dα
x∂xu∥0 + ∥∂3x⟨x⟩θN∥∞∥u∥0 + ∥∂2x⟨x⟩θN∥∞∥u∥0.

Por la antisimetría de la derivada, el término
∫∫

⟨x⟩θNuDα+1
x ∂x(⟨x⟩θNu)dxdy tiene un aporte nulo en

la suma. Por lo tanto |I| ≤ ∥⟨x⟩θNu∥0∥u∥Xs1,s2 .

Para acotar II se debe emplear el siguiente hecho: |∂x⟨x⟩2θN | ≤ ⟨x⟩2θ−1
N , como también el Lema 1.13,

así: ∫∫
⟨x⟩θNu⟨x⟩θN∂x∂2yudxdy = −

∫∫
(⟨x⟩θN)2∂yu∂x∂yudxdy

= −1

2

∫∫
(⟨x⟩θN)2∂x(∂yu)2dxdy

=
1

2

∫∫
∂x(⟨x⟩θN)2(∂yu)2dxdy

≤ 1

2

∫∫
⟨x⟩2θ−1

N (∂yu)
2dxdy

≤ ∥⟨x⟩θ−
1
2

N Jyu∥20
≤
(
∥⟨x⟩θNu∥0 + ∥J2θ

y u∥0
)2

≤ ∥⟨x⟩θNu∥20 + ∥Js1y u∥20.

Para III , se tiene que,∫∫
⟨x⟩θNu⟨x⟩θNu∂xu =

∫∫
(⟨x⟩θN)2u2∂xu ≤ ∥∂xu∥∞∥⟨x⟩θNu∥20.

Por lo tanto,

1

2

d

dt
∥⟨x⟩θNu∥20 ≤ ∥⟨x⟩θNu∥20 (1 + ∥∂xu∥∞) + ∥u∥r1,r2 ≤ ∥⟨x⟩θNu∥20 (1 + ∥∂xu∥∞) +M,

así pues, de la desigualdad de Gronwall se tiene siguiente acotación:

∥⟨x⟩θNu∥20 ≤ ∥⟨x⟩θNφ∥20 + tM +

∫ t

0

ect
′
(∥⟨x⟩θNφ∥20 + t′M)dt′.
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Haciendo queN → ∞, el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue garantiza que

∥⟨x⟩θu∥20 ≤ ∥⟨x⟩θφ∥20 + h(t),

siendohuna función continuaque satisface queh(t) −−→
t→0

0, por lo tanto,u ∈ L∞([0, T ] : L2(⟨x⟩θdxdy)).

Para obtener la continuidad de la aplicación t → ⟨x⟩θu(t) en L2(R2, ⟨x⟩θdxdy), deben tenerse en
mente, la continuidad débil y el siguiente hecho:

∣∣∥⟨x⟩θNu(t)∥0 − ∥⟨x⟩θNu(t′)∥0
∣∣ ≤ |t− t′|+

∫ t′

t

eτ
(
∥⟨x⟩θNφ∥0 + τM

)
dτ

≤ C|t− t′|,

lo cual, junto al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, implican que∣∣∥⟨x⟩θu(t)∥0 − ∥⟨x⟩θu(t′)∥0
∣∣ ≤ C|t− t′|.

Por tanto t 7→ ∥⟨x⟩θu(t)∥20 , resulta continua en L2(R2, ⟨x⟩θdxdy).

Para ver la unicidad se considera otra solución v de (2-1), cuyo dato inicial es ϕ. Definiendo z = u− v

y empleando un procedimiento como el anterior, se obtiene que,

∥⟨x⟩θNz∥20 ≤ ∥⟨x⟩θN(φ− ϕ)∥20 + ct∥φ− ϕ∥0 +
∫ t

0

ect
′
(∥⟨x⟩θN(φ− ϕ)∥20 + ct′∥φ− ϕ∥20)dt′.

La dependencia continua es consecuencia de un argumento tipo Bona-Smith.

Para tratar la persistencia cuando r = 1 + θ, debe hacer un pequeño ajuste al argumento anterior:

1

2

d

dt

∥∥⟨x⟩θNxu∥∥20 =∫∫ ⟨x⟩θNxu⟨x⟩θNx∂xD1+α
x udxdy ±

∫∫
⟨x⟩θNxu⟨x⟩θNx∂xD1+β

y udxdy

−
∫∫

⟨x⟩θNxu⟨x⟩θNxuuxdxdy

=I + II + III.

I se puede ver como:

I =

∫∫
⟨x⟩θNxu⟨x⟩θND1+α

x ∂x(xu)dxdy − (2 + α)

∫∫
⟨x⟩θNxu⟨x⟩θND1+α

x udxdy = I1 + I2.

I1 es análogo al sumando I del caso r = θ. En el término I2 se aplica la desigualdad de Cauchy -
Schwartz, obteniendo la siguiente desigualdad:

|I2| ≤ ∥⟨x⟩θNxu∥0∥⟨x⟩θND1+α
x u∥0,
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lo cual sugiere que el término involucrado en la segunda norma, requiere ser transformado utilizando
el conmutador, así :

⟨x⟩θND1+α
x u =

[
⟨x⟩θN , Dα

x

]
Dxu+Dα

x ⟨x⟩θNDxu = I21 + I22,

donde el primer sumando es acotado gracias a la Proposición 1.5; para el segundo se tiene que I22 =
Dα
x∂x

(
⟨x⟩θNHu

)
−Dα

x∂x⟨x⟩θNHu = Dα
x∂x

(
⟨x⟩θNHu

)
− (Dα

xH∂x
(
⟨x⟩θNu

)
+Dα

x∂x
[
⟨x⟩θN ,H

]
u),

por lo tanto,

∥I22∥0 ≤ ∥
[
Jαx , ∂x⟨x⟩θN

]
Hu
)
∥0+∥ ∂x⟨x⟩θNJαxHu∥0 +

∥∥J1+α
x

(
⟨x⟩θNu

)∥∥
0

+ ∥Dx∂x
[
⟨x⟩θN ,H

]
u ∥α0∥ ∂x

[
⟨x⟩θN ,H

]
u∥1−α0

≤∥u∥0 + ∥Jαx u∥0 +
∥∥J1+α

x

(
⟨x⟩θNu

)∥∥
0
+
∥∥∂2x⟨x⟩θN∥∥α∞ ∥u∥α0

∥∥∂x⟨x⟩θN∥∥1−α0
∥u∥1−α0 ,

de lo que se sigue que |I2| ≤ ∥⟨x⟩θNxu∥0∥u∥Xs1,s2 .

II se puede ver como:

II =

∫∫
⟨x⟩θNxu⟨x⟩θN∂xD1+β

y (xu)dxdy −
∫∫

⟨x⟩θNxu⟨x⟩θND1+β
y udxdy = II1 + II2.

II1 es análogo al sumando II del caso r = θ. Para estimar II2, basta observar lo siguiente:

|II2| ≤
∥∥⟨x⟩θNxu∥∥0 ∥∥⟨x⟩θND1+β

y u
∥∥
0
.

El sumando III es análogo al del caso r = θ.

Para los casos cuando r = 2 + θ, se puede emplear la ecuación integral y aplicando el Lema 5.1 se
tiene el resultado.

Demostración del Teorema 5.7: Siguiendo las ideas del Teorema anterior, se considerará primero el
caso r = θ. Se aplican los pesos truncados, en la variable y, a la ecuación (2-1) y se hace el producto
interno en L2(R2) con ⟨y⟩θNu, obteniendo que:

1

2

d

dt
∥⟨y⟩θNu∥20 =

∫∫
⟨y⟩θNu⟨y⟩θN∂xD1+α

x udxdy ±
∫∫

⟨y⟩θNu⟨y⟩θN∂x∂2yudxdy

+

∫∫
⟨y⟩θNu⟨y⟩θNuuxdxdy

=I + II + III.

Los términos I y III tienen un aporte nulo por la independencia de ⟨y⟩θN de x y la antisimetría de la
derivada.
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Para el término II , primero se asumirá que θ > 1/2, así, al integrar por partes, aplicar las desigual-
dades de Hölder y Young, junto con el Lema 1.3, se tiene que:

II =−
∫
∂y⟨y⟩2θN u∂x∂yu−

∫
⟨y⟩2θN ∂yu∂x∂yu

≤
∥∥∥⟨y⟩θ−1/2

N ∂xu
∥∥∥
0

∥∥∥⟨y⟩θ−1/2
N ∂yu

∥∥∥
0

≤
∥∥∥Jx (⟨y⟩θ−1/2

N u
)∥∥∥2

0
+
∥∥∥Jy (⟨y⟩θ−1/2

N u
)∥∥∥2

0
+
∥∥⟨y⟩θNu∥∥20

≤
∥∥⟨y⟩θNu∥∥20 + ∥u∥22θ.

Si θ ∈ (0, 1/2], entonces
∣∣∂y⟨y⟩2θN ∣∣ ≤ ⟨y⟩2θN ≤ 1, por lo tanto:∫

⟨y⟩2θN u∂x∂2yu = −
∫
∂y⟨y⟩2θN u∂x∂yu =

∫
∂y⟨y⟩2θN ∂xu∂yu ≤ ∥∂xu∥ ∥∂yu∥ ≤ ∥u∥2H1 ,

luego,
d

dt

∥∥⟨y⟩θNu∥∥2 ≤ c
(
1 +

∥∥⟨y⟩θNu∥∥2) ,
al integrar respecto a t, usar la desigualdad de Gronwall y el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, se tiene que la aplicación t 7→ ⟨y⟩θu(t) es continua en L2(R2, ⟨y⟩θdxdy).

El caso en que r = 1 + θ se hace de manera similar. Y el caso r = 2 + θ se puede trabajar con la
ecuación integral, y con el Lema 5.2.

La unicidad y la dependencia continua se obtienen de manera análoga al Teorema anterior.



6 Ondas solitarias

En este capítulo, se tratará un aspecto diferente al abordado en los demás capítulos del presente tra-
bajo, ya que, tiene como objetivo, mostrar la existencia de ondas solitarias asociadas a (2-1) en los
siguientes casos: Caso 1: 0 ≤ α ≤ 1, β = 1 y p = 1, 2, 3. Caso 2: α = β, 0 ≤ α ≤ 1 y p = 1, 2.
Para ello, se considera una solución de (2-1) en forma de una onda viajera u(x, y, t) = ϕ(x − ct, y),
con c > 0; siendo c la velocidad de la onda y ξ = x − ct la variable característica. Además, para
que ϕ sea una onda solitaria, se supondrá que pertenece al espacioH

1+α
2
, 1+β

2 (R2), ( una presentación
más detallada sobre ondas viajeras, puede consultarse en [67] y en las referencias allí contenidas).
La forma de abordar tal cuestión, será siguiendo las ideas expuestas por Albert en [2], trabajo en el
cual se expone de manera detallada el principio de compacidad concentrada, introducido por Lions
en [55] y [56].

Dado que ϕ satisface la ecuación diferencial parcial:

−cϕx − ∂x(D
1+α
x ϕ+D1+β

y ϕ) +
1

p+ 1
(ϕp+1)x = 0,

al integrar ésta respecto a x, se obtiene la siguiente ecuación:

− cϕ− (D1+α
x ϕ+D1+β

y ϕ) +
1

p+ 1
ϕp+1 = 0, (6-1)

o equivalentemente,

−cQ′(ϕ) = I ′(ϕ),

donde, Q e I son las cantidades conservadas (1-7) y (1-8), respectivamente, presentadas en el Lema
1.8, y que se recuerdan, dado el progatogismo que tendrán en el capítulo:

Q(u) =

∫∫
u2dxdy,

y

I(u) =
1

2

∫∫ (
D

1+α
2

x u
)2

+

(
D

1+β
2

y u

)2

− 2up+2

(p+ 1)(p+ 2)
dxdy.

Con esto en mente, se empleará el principio de compacidad concentrada de Lions (ver [55] y [56]),
siguiendo un esquema similar al expuesto en [2] y [6].
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Con el fin de llevar a cabo tal argumento, se requiere definir para cada q > 0, el siguiente conjunto:

Gq :=
{
φ ∈ H

1+α
2
,1(R2) |Q(φ) = q

}
, (6-2)

para el caso 1. Y

Gq :=
{
φ ∈ H

1+α
2 (R2) |Q(φ) = q

}
, (6-3)

para el caso 2.

También es necesario definir la familia de problemas de minimización asociados

Iq := ínf{I(φ) | φ ∈ Gq}. (6-4)

Si ϕ es solución de (6-4), también lo es de (6-1), así que, para hallar tal solución, se definirán las
siguientes sucesiones:

Definición 6.1.
Una sucesión (ϕn)n en H

1+α
2
,1(R2) (para el caso 1) o en H

1+α
2 (R2) (para el caso 2), se conoce como una

sucesión minimizante para Iq, si

Q(ϕn) = q, para todo n ∈ N, y lím
n→∞

I(ϕn) = Iq.

Definición 6.2.
Si (ϕn)n es una sucesión minimizante para Iq; se define la sucesión,Mn : [0,∞] → [0, q] como,

Mn(r) :=
1

2
sup

(a,b)∈R2

∫∫
Ω(a,b,r)

ϕ2
ndxdy,

siendo Ω(a, b, r) el rectángulo [a− r, a+ r]× [b− r, b+ r].

Es de resaltar que la sucesión (Mn)n es una sucesión de funciones crecientes y uniformemente acota-
da, así pues, el principio de selección deHelly, garantiza la existencia de una sub-sucesión, que se nota
de nuevo por (Mn)n, la cual converge puntualmente a una función creciente y acotadaM : [0,∞] →
[0, q], de modo que, tiene sentido definir el siguiente valor:

ν := lím
r→∞

M(r), (6-5)

el cual satisface 0 ≤ ν ≤ q.

En vista de los elementos definidos, el método de compacidad concentrada consiste en dos pasos:
Primero: Mostrar que ν = q. Segundo: Probar que dada una sucesión minimizante, ésta tiene una
sub-sucesión, que al ser trasladada ligeramente, es fuertemente convergente enH

1+α
2
,1 (para el caso

1) o enH
1+α
2 (para el caso 2), a un elemento del conjuntoGq correspondiente.

Para lograr estos objetivos, lo primero que se muestra, es que Iq es acotado para todo q > 0.
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Lema 6.1.
−∞ < Iq < 0, para todo q > 0 y 0 ≤ α ≤ 1, tanto en el caso 1, como en el caso 2.

Demostración. Caso 1: Se considera ϕ ∈ H
1+α
2
,1(R2), una función positiva, la cual satisface que

Q(ϕ) = q, de modo que, para cada θ > 0 se define,

ϕθ(x, y) = θ
1
2ϕ(x, θy).

AplicandoQ a ϕθ , se obtiene que,

Q(ϕθ) =
1

2

∫∫
ϕ2
θdxdy

=
1

2

∫∫
θ (ϕ(x, θy))2 dxdy

=
1

2

∫∫
ϕ2dxdy = Q(ϕ) = q.

Para mostrar que I(ϕθ) < 0, se procede como sigue,

I(ϕθ) =
1

2

∫∫ (
D

1+α
2

x ϕθ

)2
+ (Dyϕθ)

2 − 2ϕp+2
θ

(p+ 2)(p+ 1)
dx

=
1

2

∫∫ (
D

1+α
2

x θ
1
2ϕ(x, θy)

)2
+
(
Dyθ

1
2ϕ(x, θy)

)2
− 2θ

1
2ϕ(x, θy)p+2

(p+ 2)(p+ 1)
dx

=
1

2
∥D

1+α
2

x ϕ∥20 +
1

2
θ2∥Dyϕ∥20 −

θ
p
2

(p+ 2)(p+ 1)
∥ϕ∥p+2

Lp+2 .

Si θ < mín
{
1,
(
m
k+l

) 2
4−p

}
, k =

∥∥∥D 1+α
2

x ϕ
∥∥∥2
0
, l = ∥Dyϕ∥20 ym =

2∥ϕ∥p+2

Lp+2

(p+2)(p+1)
, se tiene que Iq < 0.

El hecho de que−∞ < Iq , se sigue del siguiente argumento:

2I(ϕ) = 2I(ϕ) + 2Q(ϕ)− 2Q(ϕ)

= ∥ϕ∥21+α
2
,1
−
∫

2ϕp+2

(p+ 1)(p+ 2)
− 2q

≥ −2q − 2

(p+ 1)(p+ 2)
∥ϕ∥p+2

Lp+2

≥ −2q − 2

(p+ 1)(p+ 2)
∥ϕ∥p+2

1+α
2
,1
,

donde, la última desigualdad es consecuencia de la Proposición 1.6.

Caso 2: Sea ϕ un elemento de H
1+α
2 (R2), con las mismas consideraciones del caso 1. La primera parte

de la prueba es similar a la realizada para tal caso, como se puede ver a continuación:

I(ϕθ) =
1

2

∥∥∥D 1+α
2

x ϕ
∥∥∥2
0
+

1

2
θ1+α

∥∥∥D 1+α
2

y ϕ
∥∥∥2
0
− θ

p
2

(p+ 2)(p+ 1)
∥ϕ∥p+2

Lp+2 ,
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con θ < mín
{
1,
(
m
k+l

) 2
2+2α−p

}
, k =

∥∥∥D 1+α
2

x ϕ
∥∥∥2
0
, l =

∥∥∥D 1+α
2

y ϕ
∥∥∥2
0
y m =

2∥ϕ∥p+2

Lp+2

(p+2)(p+1)
, se tiene que

Iq < 0.

Para mostrar que−∞ < Iq , un argumento análogo al del caso 1, implica que,

2I(ϕ) = 2I(ϕ) + 2Q(ϕ)− 2Q(ϕ)

= ∥ϕ∥21+α
2

−
∫

2ϕp+2

(p+ 1)(p+ 2)
− 2q

≥ −2q − 2

(p+ 1)(p+ 2)
∥ϕ∥p+2

Lp+2

≥ −2q − 2

(p+ 1)(p+ 2)
∥ϕ∥p+2

1+α
2

,

donde, la última desigualdad es consecuencia del Lema de Sobolev (Lema 1.1).

El siguiente paso, es mostrar que las sucesiones minimizantes son acotadas.

Lema 6.2.
Para 0 ≤ α ≤ 1 , si (ϕn)n es una sucesión minimizante para Iq, existen constantes B > 0 y δ > 0 tales
que:
Para el caso 1:

1. ∥ϕn∥ 1+α
2
,1 ≤ B.

2. ∥ϕn∥Lp+2 > δ, para n suficientemente grande.

Para el caso 2:

1. ∥ϕn∥ 1+α
2

≤ B.

2. ∥ϕn∥Lp+2 > δ, para n suficientemente grande.

Demostración. Caso 1:

1.

∥ϕn∥21+α
2
,1
≤ 2I(ϕn) + 2Q(ϕn) +

2

(p+ 2)(p+ 1)
∥ϕn∥p+2

Lp+2

≤ C + 2q + C1 ∥ϕn∥
(1+α)(4+p)−2p

(1+α)(4−p)

0

∥∥∥D 1+α
2

x ϕn

∥∥∥ p
1+α

0
∥∂yϕn∥

p
2
0

≤ C + 2q + C2q
2[(1+α)(p+4)−2p]

(1+α)(4−p) +
p

4
∥∂yϕn∥20 ,

así que, al considerarB =

√
4
p

(
C + 2q + C2q

2[(1+α)(p+4)−2p]
(1+α)(4−p)

)
, se tiene el resultado.
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2. Para esta prueba se razona por contradicción. Se supone que no existe δ tal que ∥ϕn∥Lp+2 > δ,
así

lím inf
n→∞

∫∫
ϕp+2
n dxdy ≤ 0,

por lo que,

Iq = lím
n→∞

I(ϕn)

=
1

2
lím
n→∞

∥∥∥D 1+α
2

x ϕn

∥∥∥2
0
+ ∥∂yϕn∥20 −

1

(p+ 1)(p+ 2)
∥ϕn∥p+2

Lp+2

≥ − 1

(p+ 1)(p+ 2)
∥ϕn∥p+2

Lp+2 ≥ 0,

lo cual contradice el lema anterior.

Caso 2:

1.

∥ϕn∥21+α
2

≤ 2I(ϕn) + 2Q(ϕn) +
2

(p+ 2)(p+ 1)
∥ϕn∥p+2

Lp+2

≤ C + 2q + C1 ∥ϕn∥
2−p
p+2

0 ∥ϕn∥
2p
p+2
1
2

≤ C + 2q + C1q
2−p
p+2 ∥ϕn∥

2p
p+2
1+α
2

,

como 2p
p+2

< 2 se garantiza la existencia de talB.

2. Se procede de manera análoga al caso 1.

El siguiente resultado tiene como objetivo, mostrar la propiedad sub-aditiva de Iq.

Lema 6.3.
Para q1, q2 > 0 y 0 ≤ α ≤ 1, se tiene que Iq1+q2 < Iq1 + Iq2 , tanto para el caso 1, como para el caso 2.

Demostración. Caso 1: Para θ > 1 se define ϕθ = θϕ, la cual satisface la identidad:

Q(ϕθ) = θ2Q(ϕ).

Mientras que, la segunda ley de conservación, implica que

I(ϕθ) ≤ θp+2I(ϕ).

Por lo tanto,

Iθ2q = ínf
{
I(ϕθ) |Q(ϕθ) = θ2q

}
≤ θp+2 ínf {I(ϕ) |Q(ϕ) = q}
≤ θ2Iq,
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así Iθq ≤ θIq , para cada θ > 1.

Si se considera q1 > q2 > 0, entonces

Iq1+q2 = I
q1
(
1+

q2
q1

) <
(
1 +

q2
q1

)
Iq1 = Iq1 +

(
q2
q1

)
I q1

q2
q2 < Iq1 + Iq2 .

Caso 2: La prueba es idéntica a la del caso 1, teniendo en cuenta que el conjunto Gq cambia, pero
esta no genera modificación alguna en el argumento, ya que, no se han empleado propiedades de los
elementos de dicho conjunto.

Para ver que no se da el desvanecimiento de la onda (ν = 0), se presenta los siguientes dos resultados:

Lema 6.4.
Para 0 ≤ α ≤ 1, sean B > 0, δ > 0 tales que:

(i). Para el caso 1: ∥ϕ∥ 1+α
2
,1 ≤ B y ∥ϕ∥Lp+2 ≥ δ, si ϕ ∈ H

1+α
2
,1(R2).

(ii). O para el caso 2: ∥ϕ∥ 1+α
2

≤ B y ∥ϕ∥Lp+2 ≥ δ, si ϕ ∈ H
1+α
2 (R2).

Entonces, existe η = η(B, δ) > 0, tal que

sup
(a,b)∈R2

∫∫
Ω(a,b,1/2)

|ϕ|p+2dxdy ≥ η.

Demostración. Caso 1: Como

∥ϕ∥21+α
2
,1
=
∑
i,j∈Z

∫∫
Ω(i,j,1/2)

ϕ2+(D
1+α
2

x ϕ)2+(Dyϕ)
2dxdy ≤

∑
i,j∈Z

B2

∥ϕ∥p+2
Lp+2

∫∫
Ω(i,j,1/2)

|ϕ|p+2dxdy,

entonces, existen i0, j0 ∈ Z, tales que,∫∫
Ω(i0,j0,1/2)

ϕ2 + (D
1+α
2

x ϕ)2 + (Dyϕ)
2dxdy ≤ B2

∥ϕ∥p+2
Lp+2

∫∫
Ω(i0,j0,1/2)

|ϕ|p+2dxdy.

De la Proposición 1.6, se sigue que ∥ϕ∥Lp+2 ≤ C ∥ϕ∥ 1+α
2
,1, por lo tanto,(∫∫

Ω(i0,j0,1/2)

|ϕ|p+2dxdy

) 1
p+2

≤ A

(∫∫
Ω(i0,j0,1/2)

ϕ2 + (D
1+α
2

x ϕ)2 + (Dyϕ)
2dxdy

)1/2

≤ A

(
B2

∥ϕ∥Lp+2

p+2 ∫∫
Ω(i0,j0,1/2)

|ϕ|p+2dxdy

)1/2

,

en otras palabras

δ(p+2)2

(AB)
2(p+2)

p

≤
∥ϕ∥(p+2)2

Lp+2

(AB)
2(p+2)

p

∫∫
Ω(i0,j0,1/2)

|ϕ|p+2dxdy.
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Concluyendo la prueba para el caso 1.

Caso 2: Siguiendo el mismo esquema, pero utilizando la norma en H
1+α
2 , en lugar de la norma en

H
1+α
2
,1, y en cambio de la Proposición 1.6, empleando el Lema de Sobolev (Lema 1.1), se tiene el

resultado.

Lema 6.5.
Tanto para el caso 1, como para el caso 2, si (ϕn)n es una sucesión minimizante para Iq, el valor ν definido
en (6-5) es positivo.

Demostración. Caso 1:
Del lema anterior se tiene que para cada ϕn existen η > 0 y (an, bn) ∈ R2, tales que∫∫

Ω(an,bn,1/2)

|ϕn|p+2dxdy ≥ η.

Considerando ρ ∈ C∞
0 , tal que 0 ≤ ρ ≤ 1 en Ω(0, 0, 1/2) y supp(ρ) = Ω(0, 0, 1); para r > 0 se

define ρr,n(x, y) = ρ
(
x−an
r
, y−bn

y

)
, entonces

η ≤
∫∫

Ω(an,bn,1/2)

|ϕn|2dxdy ≤
∫∫

(ρr,n|ϕn|)p+2dxdy ≤ ∥(ρr,nϕ)p∥L∞

∫∫
(ρr,n|ϕn|)2dxdy,

de lo que se sigue
0 < η ≤ CM(2r).

Caso 2:Dado que, la diferencia entre este caso y el anterior radica en el conjuntoGq , definido en (6-2)
y (6-3), y que la conclusión del Lema 6.4, es la misma en los dos casos, el argumento anterior funciona
en este caso.

Para analizar el comportamiento de las sucesiones minimizantes, se enuncia el siguiente resultado:

Lema 6.6.
Sean 0 ≤ α ≤ 1, (ϕn)n una sucesión minimizante para Iq y ϵ > 0. Entonces, existen un natural N y dos
sucesiones de funciones {gN , gN+1, . . .} y {hN , hN+1, . . .} enH

1+α
2
,1(R2) para el caso 1; o enH

1+α
2 (R2)

para el caso 2, tales que para n ≥ N

1. |Q(gn)− ν| < ϵ.

2. |Q(hn)− (q − ν))| < ϵ.

3. |I(ϕn)− (I(gn) + I(hn)) | < ϵ.

Demostración. Tanto para el caso 1, como para el caso 2, en cada ítem del lema se necesita considerar
las siguientes funciones: ρ, ψ ∈ C∞

0 (R2), tales que:
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0 ≤ ρ ≤ 1.

ρ ≡ 1 en el conjunto Ω(0, 0, 1).

supp(ρ) ⊆ Ω(0, 0, 2).

0 ≤ ψ ≤ 1.

ψ ≡ 1 enR2 − Ω(0, 0, 2).

supp(ψ) ⊆ R2 − Ω(0, 0, 1).

Además de lo anterior, se requiere que ρ2 + ψ2 = 1, y como antes ρr(x, y) = ρ
(
x
r
, y
r

)
y ψr(x, y) se

entenderá de manera análoga.

Como

M(r) = lím
n→∞

Mn(r) = lím
n→∞

sup
(a,b)∈R2

1

2

∫∫
Ω(a,b,r)

ϕ2
ndxdy,

entonces, para ϵ1 > 0 y r suficientemente grande, se tiene que ν − ϵ1 < M(r) ≤ M(2r) ≤ ν , así
que, para un r lo bastante grande, fijo, existeN ∈ N tal que,

ν − ϵ1 < Mn(r) ≤Mn(2r) < ν + ϵ1,

por lo tanto, para todo n ≥ N se puede elegir una pareja (an, bn), tal que,

ν − ϵ1 <
1

2

∫∫
Ω(an,bn,r)

ϕ2
ndxdy <

1

2

∫
Ω(an,bn,2r)

ϕ2
ndxdy < ν + ϵ1.

Por simplicidad en la notación se considerarán,

gn(x, y) = ρr((x, y)− (an, bn))ϕn(x, y) = (ρr,nϕn)(x, y),

y

hn(x, y) = ψr((x, y)− (an, bn))ϕn(x, y) = (ψr,nϕn)(x, y).

Los dos primeros numerales se prueban de manera idéntica en los dos casos, ya que, se emplean
hechos sobre Q, ρ y ψ, los cuales no se modifican bajo las definiciones de Gq ((6-2) para el caso 1 y
(6-3) para el caso 2).

1.

Q(gn) =
1

2

∫∫
(ρr,nϕn)

2dxdy ≤ 1

2

∫∫
Ω(an,bn,r)

ϕ2
ndxdy ≤Mn(2r) < ν + ϵ1.

2.

Q(hn) =
1

2

∫∫
(ψr,nϕn)

2dxdy ≤ 1

2

∫∫
ϕ2
ndxdy −

1

2

∫∫
Ω(an,bn,r)

ϕ2
ndxdy ≤ q − (ν − ϵ1).
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3. Caso 1: Para probar éste numeral se requiere tener en cuenta que,

|Iq(ϕn)− (Iq(gn) + Iq(hn))| ≤
1

2

∣∣∣∣∫∫ (D 1+α
2

x (ϕn)
)2

−
(
D

1+α
2

x (gn)
)2

−
(
D

1+α
2

x (hn)
)2
dxdy

∣∣∣∣
+

1

2

∣∣∣∣∫∫ (Dy(ϕn))
2 − (Dy(gn))

2 − (Dy(hn))
2dxdy

∣∣∣∣
+

1

(p+ 1)(p+ 2)

∣∣∣∣∫∫ ϕp+2
n − gp+2

n − hp+2
n dxdy

∣∣∣∣
=I + II + III.

Para acotar I debe sumarse un cero adecuado, y emplear la Proposición 1.3, de modo que

I ≤ 1

2

∫∫ ∣∣∣∣(D 1+α
2

x ϕn

)2
−
(
ρr,nD

1+α
2

x ϕn

)2
−
(
ψr,nD

1+α
2

x ϕn

)2∣∣∣∣ dxdy +O

(
1

r

)
.

II se puede controlar así:

II ≤ 1

2

∫∫
(Dyϕn)

2(1− ρ2r,n − ψ2
r,n) +

1

2

∣∣∣∣∫∫ ((Dyρr,n)
2 + (Dyψr,n)

2
)
ϕ2
ndxdy

∣∣∣∣∣∣∣∣∫∫ (ϕnDyρr,n)(ρr,nDyϕn)dxdy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫∫ (ϕnDyψr,n)(ψr,nDyϕn)dxdy

∣∣∣∣
= A1 + A2 + A3 + A4.

El aporte deA1 es nulo. Mientras queA2 cumple que

A2 ≤
1

2r2
(
∥Dyρ∥2∞ + ∥Dyψ∥2∞

)
∥ϕn∥21+α

2
,1 .

Los términosA3 yA4 se acotan demanera similar, así que sólo se mostrará la forma de estimar
A3.

A3 ≤ ∥Dyρr,n∥∞
∫∫

ϕnDyϕndxdy ≤
∥Dyρ∥∞

r
∥ϕn∥21+α

2
,1 .

Mientras quepara acotar III se debe tener en cuenta que supp(1−ρp+2
r,n −ψp+2

r,n ) ⊆ Ω(an, bn, 2r)−
Ω(an, bn, r) = Ω. Sea ˜ρr,n tal que, supp( ˜ρr,n) = Ω y 1− ρp+2

r,n − ψp+2
r,n ≤ ˜ρr,n ≤ 1, y la Propo-

sición 1.6 implica que

∥ ˜ρr,nϕn∥p+2
Lp+2 ≤ ∥ ˜ρr,nϕn∥

(1+α)(p+4)−2p
2(1+α)

0 ∥ ˜ρr,nϕn∥
2p+p(1+α)

2(1+α)
1+α
2
,1

≤ C ∥ ˜ρr,nϕn∥20 ≤ 2Cϵ
(1+α)(p+4)−2p

2(1+α)

1 ,

de lo que se sigue el resultado.

3 Caso 2: Como en el caso anterior

|Iq(φn)− (Iq(gn) + Iq(hn))| ≤
1

2

∣∣∣∣∫∫ (D 1+α
2

x (φn)
)2

−
(
D

1+α
2

x (gn)
)2

−
(
D

1+α
2

x (hn)
)2
dxdy

∣∣∣∣
+

1

2

∣∣∣∣∫∫ (D 1+α
2

y (φn)
)2

−
(
D

1+α
2

y (gn)
)2

−
(
D

1+α
2

y (hn)
)2
dxdy

∣∣∣∣
+

1

(p+ 1)(p+ 2)

∣∣∣∣∫∫ ϕp+2
n − gp+2

n − hp+2
n dxdy

∣∣∣∣
=I + II + III.
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Los sumandos I y II se acotan de la misma manera como se hizo con el término I del caso 1.
Mientras que el sumando III es el mismo del caso 1, pero quien garantiza el resultado es el
Teorema 1.2, de modo que, se tiene el resultado.

El primero de los objetivos, probar que no hay dicotomía, es consecuencia del siguiente resultado:

Lema 6.7.
Si (ϕn)n es una sucesión minimizante para Iq, ν = q, tanto para el caso 1, como para el caso 2.

Demostración. Caso 1: Suponiendo que ν < q, el lema anterior implica para ϵ = 1/m > 0, existen
dos sucesiones de funciones (gnm) y (hnm), tales que

|Q (gnm)− ν| < 1

m
,

|Q (hnm)− (q − ν)| < 1

m
,

y

|I (ϕn)− (I (gnm) + I (hnm))| <
1

m
.

Considerando

Bm =

√
ν

Q (gnm)
y Cm =

√
q − ν

Q (hnm)
,

las cuales satisfacen queBm, Cm −→
m→∞

1, se tiene que

Iν ≤ I (Bmgnm) = B2
mI (gnm) +

(
B2
m −Bp+2

m

) ∫∫ gp+2
nm

(p+ 1)(p+ 2)
dxdy, (6-6)

y

Iq−ν ≤ I (Bmhnm) = B2
mI (hnm) +

(
B2
m −Bp+2

m

) ∫∫ hp+2
nm

(p+ 1)(p+ 2)
dxdy. (6-7)

Dado que ∥gnm∥Lp+2 y ∥hnm∥Lp+2 son acotadas, al sumar (6-6) y (6-7), y tomar el límitem→ ∞, se
obtiene que

Iq ≤ Iν + Iq−ν ≤ lím
m→∞

(I (gnm) + I (hnm)) = lím
m→∞

I (ϕnm) = Iq,

lo cual contradice el Lema 6.3, por lo tanto ν = q.

Caso 2: La demostración es idéntica a la del caso 1, la diferencia radica en la justificación de que tanto
gnm , como hnm están acotadas en Lp+2, ya que, en el caso 1 proviene del la Proposición 1.6 y en el
caso 2 del Lema de Sobolev (Lema 1.1).
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Por último, se muestra que se da la compacidad del principio de compacidad concentrada (1.14).

Lema 6.8.
Bien sea, para el caso 1 o para el caso 2. Si 0 ≤ α ≤ 1, ν = q y (ϕn)n es una sucesión minimizante para Iq,
entonces existe una sucesión (an, bn)n, tal que:

1. Para n suficientemente grande y para todo z < q, existe r = r(z), tal que

1

2

∫∫
Ω(an,bn,r)

ϕ2
ndxdy > z.

2. La sucesión definida como
ϕ̃n(x, y) = ϕn((x, y)− (an, bn))

tiene una sub-sucesión convergente enH
1+α
2
,1(R2) (para el caso 1) o enH

1+α
2 (R2) (para el caso 2).

Demostración. Caso 1:

1. Como,

q = ν = lím
r→∞

M(r) = lím
r→∞

lím
n→∞

sup
(a,b)∈R2

1

2

∫
Ω(a,b,r)

ϕ2
ndxdy,

existe r0 > 0, tal que, para n suficientemente grande,

sup
(a,b)∈R2

1

2

∫
Ω(a,b,r0)

ϕ2
ndxdy >

q

2
.

Cada uno de éstos valores de n tiene asociada una pareja de la forma (an, bn), tal que

1

2

∫
Ω(an,bn,r0)

ϕ2
ndxdy >

q

2
.

Si z es un valor el cual cumple q/2 < z < q, dado que ν = q, existen r0(z) yN(z) tales que,
para n > N(z) y algún (an(z), bn(z)), se tiene que,

1

2

∫
Ω(an(z),bn(z),r0(z))

ϕ2
ndxdy > z.

Puesto que
1

2

∫∫
ϕ2
ndxdy = q,

se tiene que
Ω(an, bn, r0) ∩ Ω(an(z), bn(z), r0(z)) ̸= ∅.

Al tomar r = 2r0(z) + r0, se tiene que Ω(an(z), bn(z), r0(z)) ⊂ Ω(an, bn, r), de lo que se
sigue que

z <
1

2

∫
Ω(an(z),bn(z),r0(z))

ϕ2
ndxdy <

1

2

∫
Ω(an,bn,r)

(ϕn)
2dxdy.
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2. El numeral anterior implica que, para m ∈ N, existe un rm, tal que, para n suficientemente
grande se cumple que

1

2

∫
Ω(an,bn,rm)

ϕ2
ndxdy > q − 1

m
,

entonces
1

2

∫
Ω(0,0,rm)

ϕ̃2
ndxdy > q − 1

m
,

donde, ϕ̃n(x, y) = ϕn(x − an, y − bn), además, del Lema 6.2 se tiene que ∥ϕ̃n∥ 1+α
2
,1 ≤ B,

es decir, la sucesión (D
1+α
2

x ϕ̃n)n es acotada en H0,1(R2); y como, este espacio está inmerso
de manera compacta en L2

loc, se garantiza la existencia una sub-sucesión, que se notará de
la misma manera, (ϕ̃n)n la cual converge fuertemente a una función ϕ en L2(Ω(0, 0, rm)). El
razonamiento anterior, implica que, para cadam ∈ N, existe rm tal que,

q − 1

m
≤ 1

2

∫
Ω(0,0,rm)

ϕ2dxdy ≤ q.

Puesto que,Q(ϕ̃n) = q para todo n, se tieneQ(ϕ) = q. Y como (D
1+α
2

x ϕ̃n)n converge aD
1+α
2

x ϕ

en L2(R2), se tiene la convergencia débil de ϕ̃n a ϕ enH
1+α
2
,1. La desigualdad ,

∥ϕ̃n − ϕ∥p+2 ≤
∥∥∥D 1+α

2
x (ϕ̃n − ϕ)

∥∥∥γ
0

∥∥∥ϕ̃n − ϕ
∥∥∥1−γ
0

≤ C
∥∥∥ϕ̃n − ϕ

∥∥∥1−γ
0

,

garantiza la convergencia en Lp+2.

Como ∥ϕ∥ 1+α
2
,1 ≤ lím infn→∞ ∥ϕ̃n∥ 1+α

2
,1, entonces

I(ϕ) ≤ lím
n→∞

I(ϕ̃n) = Iq,

por lo tanto, I(ϕ) = Iq . Así lím
n→∞

I(ϕ̃n) = I(ϕ), entonces lím
n→∞

∥ϕ̃n∥ 1+α
2
,1 = ∥ϕ∥ 1+α

2
,1, consi-

guiendo así la convergencia enH
1+α
2
,1.

Caso 2: El argumento para el primer numeral es idéntico al del caso anterior. Mientras que,
para el segundo numeral, la justificación dada del caso anterior se puede ajustar para el espacio
H

1+α
2 (R2), sin mayores contratiempos.

Los resultados obtenidos durante el capítulo, permiten mostrar el Teorema 6.1:

Demostración del Teorema 6.1: Es consecuencia del Lema 1.14 y de los Lemas 6.1 - 6.8.

Nota 6.1.
La inmersión de Sobolev garantiza que, los resultados del caso 2 son válidos para p > 2, siempre que α ∈[
p−2
p+2

, 1
]
.
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Nota 6.2.
En los espacios H

1+α
2
,1(R2) se tiene garantizada la existencia de onda solitaria (Teorema 6.1), y también el

buen planteamiento local (Teorema 3.4), siempre que 5
8
< α ≤ 1. Mientras que, en los espaciosH

1+α
2 (R2)

hace falta establecer un resultado de buen planteamiento para el caso diagonal (α = β, 0 ≤ α ≤ 1).
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Trabajo futuro
Las técnicas aplicadas al problema dieron muy buenos frutos, sin embargo, no se pudo cubrir la tota-
lidad de los casos, por ello, los siguientes problemas quedaron abiertos:

Mejorar el buen planteamiento, para valores arbitrarios de α y β, en el intervalo [0, 1].

Obtener mejores resultados, en cuanto al buen planteamiento, para la no linealidad con p ≥ 3.

Estudiar la estabilidad de las ondas solitarias obtenidas en el capítulo 6.

Establecer si hay más casos o no, de existencia de ondas solitarias.
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