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Vil

Resumen

En el presente trabajo, se tratan cuestiones tales como el buen planteamiento local en los espacios
de Sobolev, espacios anisotrépicos con pesos y la existencia de ondas solitarias para el problema de
valor inicial asociado a la ecuacion:

Uy — Oy (D;*O‘ + Di*ﬁ) u+ uPuy = 0,

donde0 < o, <1ypeZ’ x,y,t €R.

Palabras clave: EDP, Ecuacion Z-K, Espacios de Sobolev,Espacios de Sobolev con pesos, Buen planteamiento

local.

Title

The Cauchy problem associated to a generalization of the Zakharov-Kuznetsov
equation.

Abstract

The present work, deals with issues such as the local well-posedness in the Sobolev spaces, weighted
anisotropic spaces and the existence of solitary waves, for the initial value problem associated to:

Uy — Oy (D;*O‘ + D;*B) u+ uPuy, =0,

where0 < o, < 1lypeZ",z,y,t € R.
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Introduccion

Las ecuaciones no lineales de evolucidn, son ecuaciones diferenciales parciales, en las que una de sus
variables independientes es el tiempo. Son utilizadas en gran medida para modelar fendmenos de la
mecanica de fluidos (ver [57]), la fibra 6ptica (ver [1], [37]) y la fisica del estado sélido (ver [60]), entre
otras. Unas de las ecuaciones mas importantes, de éste tipo, en la fisica son: La ecuacion Korteweg-de
Vries (KdV) (ver [45]), la ecuacion de Schrodinger (ver [32]), la ecuacion de Boussinesq (ver [9], [53]),
la ecuacion Benjamin-Ono (BO) (ver [3], [64]) y la ecuacién Benjamin-Bona-Mahony (ver [4]), debido
a los fenémenos que ellas modelan. El interés que tienen dichas ecuaciones, desde el punto de vista
de las matematicas, radica en el estudio de temas tales como, el buen planteamiento local y global,
existencia y estabilidad de ondas solitarias, principios de continuacién tnica, por mencionar algunos
de ellos. Tales problemas por su alta relevancia han sido abordados por diferentes autores, para la
ecuacion de Boussinesq (ver [7], [21], [24], [43]), para la ecuacion KdV (ver [22], [31], [35], [39], [40],
[41]) y para la ecuacion BO (ver [23], [25], [32], [34],[76]).

En las ultimas décadas la ecuacién (ZK),
uy + Oy Au 4+ uu, = 0, (0-1)

obtenida por Zakharov y Kuznetsov (ver [77]), en el contexto de las ondas acUsticas idnicas en plas-
mas magnéticos, la cual es una extension multi-dimensional de la ecuacion KdV (ver [46], [47]), ha
sido objeto de amplia investigacion. Por ejemplo, el buen planteamiento del Problema de Valor Ini-
cial (en adelante P.V.1) asociado a (0-1) se aborda empleando diferentes técnicas, las cuales dependen
del espacio en el que se trate el problema: En [20], se prueba el buen planteamiento local y global
del P.V.I asociado a (0-1) en H™(IR?) para m enteroy m > 1, adaptando la técnica de Kenig, Ponce
y Vega para la ecuacion KdV en [39] (alli se combinan el efecto regularizante tipo Kato, estimativas
tipo Strichartz, estimativas de la funcién maximal junto con un principio de contraccion). En [5], em-
pleando un principio de contraccién, se obtiene el buen planteamiento local y global en H'(R?) del
P.V.l asociado a la ecuacién (0-1) modificada, es decir, cuando la no linealidad es de la forma u?u,. En
[54] se tratd la ecuacidn ZK en HS(RS), mostrando que el P.V.l asociado a ésta, esta bien planteado
para s > 9/8, adaptando la técnica de Koch y Tzvetkov en [44] para la ecuacion BO (alli se emplean
estimativas tipo Strichartz localizadas, junto con un argumento de compacidad). En [52] se adapta
la técnica de lonescu y Kenig desarrollada para la ecuacion KP-I en [30] (Strichartz localizados en
tiempo-frecuencia), para asi probar que el P.V.l asociado a (0-1) es bien planteado en H*(R x T) para
s > 3/2; resultado que seria mejorado posteriormente en [70], ya que, combinando la técnica de Ke-
nig, Ponce y Vega con estimativas para funciones localizadas en fase y pesos en tiempo, se establece
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que el problema esta bien planteado localmente para s > 1. En [51] una adaptacion de la técnica de
Kenig, Ponce y Vega, permite probar que el problema generalizado (cuando la no linealidad es de la
forma uPu, y p € Z"), es bien planteado localmente para s > 3/4con2 < p < Typara s > %%4
con p > 8, alli también se obtiene que la solucion es global para s > 53/63 conp = 2y paras = 1
con p > 3, ambos resultados con condiciones adicionales sobre el dato inicial. En [69] se demuestra
el buen planteamiento local del problema generalizado para s > 1/4 conp = 2, para s > 5/12 con
p=3yparas > 1—2/pconp > 4 (empleando la técnica de Kenig, Ponce y Vega). Mientras que,
en [28] y [59] obtuvieron de manera independiente que el P.V.l asociado a (0-1), es localmente bien
planteado para s > 1/2 en H*(IR?), haciendo uso de los espacios de Bourgain; ademas en [59] se
demuestra que el problema esta bien planteado globalmente para H'(R x T)y H*(R?) con s > 1.
En [49] se prueba el buen planteamiento para s > 5/3 en H*(T?) del P.V.l asociado a la ecuacién
ZK, empleando estimativas tipo Strichartz localizadas en tiempo. De manera mas reciente en [42] se
probd que el P.V.l asociado a (0-1) esté bien planteado localmente para s > —1/4 y globalmente en
L?(IR?), estos resultados fueron obtenidos haciendo uso de una versién no lineal de la desigualdad
Loomis-Whitney; en el mismo trabajo se muestra que el problema estd mal planteado paras < —1/4.

En los espacios con pesos hay diferentes aportes, por ejemplo, en [10] se demuestra el buen plan-
teamiento local del P.V.1 asociado a (0-1) en H*(R?) N L2((1 + 2% + 4?)*/?dxdy), para s > 3/4,
esto se logra adaptando las ideas de Faminskii en [20]. En [26] se establece el buen planteamiento en
H*(R?) N L2((1 + |z|*™ + |y|*2)dxdy), para s > 3/4yri,ro > 0 tales que, max{ry,r2} < s/2,
obteniendo un resultado valido para el problema general, inspirados en las ideas de Famisnskii en
[20], junto con la estimativa del conmutador entre los pesos y el grupo asociado al P.V.I.

La existencia y estabilidad de ondas solitarias para la ecuacion (0-1), con no linealidad generalizada,
son tratadas en [15], mientras que, un interesante principio de continuacion Gnica del P.V.l asociado
a (0-1) se muestra en [66].

Otra ecuacion que recientemente ha despertado mucho interés, en la comunidad académica, es la
ecuacion con dispersion generalizada BO-ZK,

U+ Dy Uy + Uy, = utt,, con0 < a < 1, (0-2)

pues tiene dos casos particulares muy interesantes: Caso « = 1, es la ya mencionada ZK. Caso o = 0,
es una ecuacion que surge en el contexto de la electromigracion en nanoconductores delgados so-
bre un sustrato dieléctrico, la cual fue introducida en [48] y [33], y recibe el nombre de BO-ZK. Para
éste modelo en particular, por ejemplo, en [18] y [19], se prueba el buen planteamiento del P.V.l aso-
ciado en H*(R?) para s > 2 (via regularizacién parabélica), junto con la existencia y estabilidad
de ondas solitarias. En [11], se prueba el buen planteamiento del P.V.l asociado a la ecuacién BO-ZK
(empleando el método de regularizacion parabélica) en H*%2(R?) para s; > sy > 2, como tam-
bién, propiedades de persistencia de la solucion, buen planteamiento del P.V.l asociado a la ecuacién
BO-ZK, e incluso, se establecen principios de continuacién tnica para el problema en mencioén, en
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H*(R?) N L*((1 + 2 4+ y*)"dxdy), para s > 2, r > 0y s > 2r. En [12], se adapta la técnica de
Kochy Tzvetkov, para mejorar los resultados obtenidos en [11], mostrando que el buen planteamiento
se tiene en H*(R?) para s > 11/8,y en los espacios con pesos, H*(R?) N L* ((1 + 2% + y*)"dxdy),
tanto para s > 11/8yr € [0,11/16], como paras > 2ryr € (11/16, 1]. En [68] se obtiene el
buen planteamiento, en los espacios con pesos antes mencionados, paras > ryr € [0,3] (s > 5/3),
ysir € [3,4) el buen planteamiento se tiene en el mismo espacio, siempre que ©(0,0) = 0. En
[62], gracias a un argumento de compacidad, se prueba el buen planteamiento del P.V.l asociado a la
ecuaciéon BO-ZK en H*(IR?) para s > 5/4.

Para el P.V.l asociado a (0-2), el argumento utilizado en [74] (localizacion en tiempo en pequenos
intervalos dependientes de la frecuencia y la transversalidad), conlleva al buen planteamiento en
H*(R?) para s > % —ay0 < a < 1.En[13], los autores prueban la persistencia de la solucién en
espacios anisotropicos con pesos anisotropicos de la forma H(1+2)25(R?) N L2 (2251 + 3?2 dxdy),
y principios de continuacion unica, basados en los resultados de buen planteamiento obtenidos pre-
viamente en [71] (empleando estimativas bilineales y espacios de Bourgain).

La importancia de las ecuaciones ZKy BO-ZK, junto con los trabajos antes mencionados, han motivado
a plantear la siguiente version generalizada, tanto en la no linealidad, como en la dispersion, de la
ecuacion Zakharov - Kuznetsov,

w — 0,(DT £ D) P Yu + uPu, = 0, (0-3)

con0 < a,3<1yp € Z",donde D}*“ es la derivada homogénea, de orden 1 + « en la variable
x, definida via transformada de Fourier por: @(5, n) := [£]*Ta(€,n), andlogamente se define
D;*ﬁ para la variable y. Esta generalizacion cuenta con el signo positivo, con el cual se contemplan
las ecuaciones ZK y BO-ZK, y con el signo negativo, para el cual no hay un modelo conocido en la
literatura, pero genera gran interés ya que hace del modelo uno del tipo hiperbélico.

Asi pues, en el trabajo se tratara el P.V.l asociado a (0-3) en diferentes espacios, para probar su buen
planteamiento con técnicas “clasicas”, siguiendo la nocién de buen planteamiento establecida por T.
Kato en [35], y que puede ser consultada en la Nota 1.1.

La estructura del trabajo es la siguiente: En el primer capitulo se enuncian las definiciones y los resul-
tados basicos para el desarrollo del trabajo.

En el segundo capitulo, se emplean el Teorema del punto fijo de Banach y la técnica de regularizacion
paraboélica (ver [32]), obteniendo como resultados principales los dos siguientes teoremas:

Teorema 2.1.
Sean 0 < o, 8 < 1,p € Z*, u > 0y s > 1. Entonces, el P.V.I (2-2) es localmente bien planteado en
H*(R?).
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Teorema 2.7.
Sean 0 < o, 3 < 1, p € Z* y s > 2. Entonces, el P.V.I1 (2-1) es localmente bien planteado en H*(IR?).

Ademas, se establece el buen planteamiento global del problema regularizado en espacios de Sobo-
lev, incluso con indices negativos, para el caso p = 1.

En el tercer capitulo, haciendo uso de la técnica de Kenig, Ponce y Vega se establecen los siguientes
resultados:

Teorema 3.4.

Seanf=1,0<a<1 p=1yuy e H (R?), s> =22 Entonces, existen T = T (||u||s) > 0
y una dnica solucién u € C ([0, T] : H*(R?)), del P.V.I1 (2-1), la cual satisface (3-55) - (3-57). Ademds, si
T’ € (0,T), existe una vecindad V' de ug en H*(R?) tal que, la aplicacién dato inicial - solucién de V a la
clase definida por (3-55) - (3-57) es Lipschitz.

Teorema 3.5.

Sean=1,0<a<1 p=2yu € H (R?), s > 122 Entonces, existen T = T (||uo||s) > 0
y una dnica soluciéon u € C ([0, T] : H*(R?)), del P.V.I1 (2-1), la cual satisface (3-69) - (3-71). Ademds, si
T’ € (0,T), existe una vecindad V' de ug en H*(RR?) tal que, la aplicacién dato inicial - solucién de V a la
clase definida por (3-69) - (3-71) es Lipschitz.

Ademas, en éste capitulo se muestra que las soluciones de P.V.I garantizadas por los Teoremas 3.4 y
3.5 pueden ser extendidas a cualquier intervalo [0, T'], siempre que el dato inicial sea un elemento de
H'(R?).

En el cuarto capitulo, se obtiene el buen planteamiento del P.V.l asociado a (0-3) en X*, H*1*2(R?)y
X192 (espacios que se hallan en las Definiciones 1.7 y 1.8), siguiendo un argumento de compacidad,
como en empleado por Koch y Tzvetkov en [44]. Los resultados mas relevantes alli consignados son:

Teorema 4.1.
Sean f = 1,0 < a < Lp € X*,p = 1ys > 274 Entonces, existen T = T'(||¢]|x-) > 0y una

tinica solucion v de (2-1) tales que, u € C([0,T] : X*) y u, uy uy € Ly L3y, Ademds, la aplicacién dato

inicial - solucién es continua.

Teorema 4.3.

Sean 8 = 1,0 < a <1, ¢ € X*2R?»),p=1yr € [15+ Ta,16 + 8al. Si s; > ey Y
So > 3r

r—3=a) xs1,82 5 ST S9) > 0y una dnica solucién u de (2-1) tales que,

ue C([0,T]: X*%) yu, ug,u, € Lp L3 y la aplicacion dato inicial - solucidn es continua.

, existen un tiempo T'(||¢|

En el quinto capitulo, se prueba el buen planteamiento del P.V.l asociado a (0-3) en los espacios
de Sobolev anisotrépicos con pesos anisotropicos (exhibidos en la Definicién 1.7), y los resultados
obtenidos fueron los siguientes:
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Teorema 5.1.
Sean)<a<1,0<B<1, 81,80 >2,peZ™:

1. Sip € Fp™ RHy0 <r < g + a, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en
Fr (RQ), siempre que s; > r(1+ )y so > (1 + 3).

Ty

2. Sipe Fy?(R?)y S +a <r<I+a,elPViasociadoa (2-1) es localmente bien planteado en
Fi5™ (R?), siempre que sy > r(1 4+ )y sy > r(1+ 3).

7y

Teorema 5.2.
Sean0 < a<1,0<B8<1, 81,8 >2,peZt:

1. Sip € Fob™(R?) y0 < r < B+ 2, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en
Fou”? (R?), siempre que s1, 52 > (14 f3).

2. Sip € .735717152 (R?) y % +<r< g + B3, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en
007 (IR?), siempre que s1, 5, > (14 3).

En el mismo capitulo, también se demuestran los siguientes principios de continuacion tnica, del P.V.I
asociado a (0-3):

Teorema 5.3.

Sean0 < a<1,0<B<1, 51,8 >2,p=1, goE]—"?fQO( Hys1>r(l+a)ysy >r(l+p),
para2 < r < 3 + o Si la solucién u de (2-1), la cual pertenece al espacio F, ™ (R?), cumple para los
tiempos t; < t2 < T que, u(t;) € F:*2 (R?) parai = 1,2, entonces u(0,7,t) = 0 para casi toda

-)+ 0
neRytel0,T]

Teorema 5.4.
Sean) < a < 1,0< B <1, 5,8 >2p=1¢pc ]-"‘?1’820(11%2))/% a <r<I4acon
51> 7(1+a)yss > r(14 f). Silasolucién u de (2-1), que pertenece a F, y** (R?), cumple para los

tiempos t1 < to < t3 < T que, u(t;) € }"ifzo(Rz) parai = 1,2,3, entonces u = 0.

Teorema 5.5.
Sean) < a < 1,0< B<1, 58,8 >2p=1¢c¢c f;lfﬁ(Rz)yl <r< B—i—%,con
51,52 > 7(1 + f3). Sila solucion u de (2-1), quien es un elemento de F’.** (R?), cumple para los tiempos

t1 <ty < T que, u(t;) € ]—"31’52 (]RQ) parai = 1,2,y ademds [ (2uuy, + ¢.)dy > 0, entonces u = 0.

Y en la ultima seccion del mismo capitulo, se emplean los resultados obtenidos en el capitulo 4, para
mostrar una mejora en los teoremas de buen planteamiento enunciados para los espacios anisotro-
picos con pesos anisotrépicos, como se ve en los dos siguientes teoremas:

Teorema 5.6.
SeanB=1,0<a<1,p=1, (x)%p € L}(R?), p € X*12, donde s, >
parar € [15 + 7o, 16 + 8a.

y82>

(2+a) 2(r— 3 o)
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1. Sis; > 1+ o, el P.V.I (2-1) estd localmente bien planteado en F;(;** (R?), para 0 < 6 <

2+a)
2. Sisy > 1+ays; > 20, el P.V.1(2-1) estd localmente bien planteado en ;" (R?), para sz <
6 <1.
Teorema 5.7.
SeanB=1,0<a<l p=1, (y)Yy e L}(R?), ¢ € X2 donde s, > 4(2+a y Sy > ﬁ

parar € [15 + Ta, 16 + 8a. Si s1 > 20y so > 20, el P.V.I (2-1) estd localmente bien planteado en
P ),

El ultimo capitulo esta inspirado en los resultados obtenidos sobre ondas solitarias en [15], [18], [19]
y [48],y el objetivo principal de éste, es probar el siguiente resultado:

Teorema 6.1.
Para 0 < «, 5 < 1, existen ondas solitarias de la forma u(x,y,t) = ¢(x — ct,y) asociadas a la ecuacién
(2-1), en dos casos:

Caso1l: 0<a <1, f=1yp=123,si¢pecH ="

Caso2: a=3,0<a<lyp=12si¢p € H .



1 Preliminares

En este capitulo se dan a conocer la notacion, las definiciones basicas y los resultados fundamentales
empleados en el presente trabajo.

Definicion 1.1.
C«(R™) es el espacio de funciones definidas en R™ a valor complejo, continuas, que tienden a cero en infinito,
es decir,

Coo(R") := {f :R"™ — C| f es continua y ‘ l||'m flz) = O}

Definicién 1.2.
El espacio S(R") := {f € C(R™) ||| f|lag = sup |#*0° f(x)| < oo, para todo v, 3 € N“}, se
TeR™

conoce como el espacio de Schwartz.

Definicion 1.3.
El espacio de las distribuciones temperadas, consiste en los funcionales continuos del espacio de Schwartz, es
decir, es el espacio S'(R™).

Definicién 1.4.
Los espacios de Sobolev de tipo L? se definen para s € R como sigue:

H®R") = {f € S(R") | (1+[")/2f € LR, de) }
cuya norma es dada por:
1A= [ (IR rIAE P
Rn

Y la transformada de Fourier de o € S(IR?) se define as:

1 ,
o(&,m) = —/ @(x,y)efl(m&y")dxdy.
27T R2

Lema 1.1 (Lema de Sobolev).
Paras e Ryk e N



1. Sis > k+ 2y CE (R") es el espacio de las funciones con k derivadas parciales continuas, las cuales
se anulan en el infinito, entonces H*®(R™) estd inmerso continuamente en C* (R™), es decir, si f €
H?*(IR™) entonces, después de una posible modificacién de f en un conjunto de medida cero, f €
C* (R™) y existe una constante positiva C. tal que,

1 fllex @y = Y sup [0 ()] < Cul|£]]s-

o<k TER"

2. Sis > 5, H*(R") esun Algebra de Banch, es decir, existe C; > 0 tal que

1 fglls < Cull flsllglls-

Demostracién. Ver [53, Teorema 3.2, p. 47] y [53, Teorema 3.5, p. 51]. O]

Teorema 1.1 (Desigualdad de Gronwall).
Sean x, W y x funciones reales continuas, definidas en [a, b] con x(t) > 0, para todo t € [a, b]. Si

t
z(t) < WU(t) +/ x(s)x(s)ds, t € [a,b],
entonces, .
x(t) < U(t) +/ X(8)U(s)els Xwdugg
Ademds, si U es constante y
t
ot) ST+ [ x(a(s)ds

entonces,
z(t) < WeloxWdu

parat € [a,b).

Demostracion. Ver por ejemplo [16, Teorema 1, p. 1] y [16, Corolario 3, p. 3] 0 [29, Lema 1.6, p. 7] y [29,
Consecuencia 2, p. 8]. ]

Definicién 1.5.
La transformada de Hilbert (notada mediante H), se define de la siguiente manera:

Hf(x) = 1 lim Mdy.

T €—>00 |y‘>6 y

Definicion 1.6.
Para g € S’ (2), se definen los operadores .J3,J2, J*, D; y D, como sigue:

T

Tg(&m) =(1+&)2g(m).
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Tsg(€m) = (L+1)% g (&,m).
Tg&m=(1+E+1)25(n).

Dsg = [£]°9.
Dsg = [n|"g.

Lema 1.2 (Kato-Ponce).
Sif,g € S(R")paral < p < oo, s > 0, existe una constante C' = C'(n, p, s) tal que,

17(9) = FT D gany < C {19 goeany 1770 oy + 17 F oy N9
Demostraciéon. Ver [36, Lema X1, p. 902]. O]

Los casos excepcionales del siguiente teorema, no se consideran ya que no se emplean durante el
trabajo.

Teorema 1.2 (Gagliardo - Nirenberg).
Sean f : R" - R, 1 < ¢q,r < o0, 7, m € Ny 6 un numero real, tales que,
1 ] 1 m 1
—:l+9(———) +(1-0)-,
p n q

< @ < 1. Entonces,

3

y
IV flle < CIV™ Fll21F 1"

Demostracion. Ver [63, Teorema, p. 125]. [

Definicion 1.7.
Los espacios de Sobolev anisotrdpicos se definen como sigue:

H2 (R?) 1= {f € §'(B) | [|fllsrr < 50}

1= ([ [ o ler 4102 )] dean)

) ) o o 1,50 .
Mientras que, los espacios anisotrdpicos con pesos anisotrdpicos F.’!;’2 vienen definidos como,

51,52 (]RQ) — 5152 (RQ) N L2 (Rz) ’

donde

71,72 1,72

donde,
3
s, = ([ b+ 7)) Py
1

S (R RO

~ I ™+ yl™2) fllo
considerando || - ||o como en la Definicién 1.4. Por lo tanto,

/]

K S ~Y
s~ WLy + 171z
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Definicion 1.8.
Los espacios X *® y X *1%2 se definen por sus normas

Lf s = 1175 fllo + 172 llo

/]

xevez = {15 fllo + (1772 fllo,

respectivamente.

Cabe resaltar que dichas normas son equivalentes a las normas de los espacios H° y H**2, es decir,

1f s ~ [Lf]

Hs

/]

Xs1,52 7~ ||f’ H51:52 .

Lema 1.3.
Sean a y b niimeros reales positivos. Si J, = (1 — 92)2 y (v) = (1 + v2)2, para cualquier § € (0, 1)

1T ()P 0) | < cl(@) FI0 TP < (1= 0)[(0) Fl + 0] T2 1.
2. [{0)EO (T3t F)| < el()® IO F1T < (1= 0)[(0) £ + 01T .
Demostracion. Ver [25, Lema 2.8, p. 771] 0 [27, Lema 1, p. 443] y [61, Lema 4, p. 1217]. O

Lema 1.4.
Sea f una funcién en R tal que, ella y sus derivadas hasta de orden n-+1 estdn en L?(R) y ademds £\9)(0) = 0
paraj = 0,1,...,n. Entonces, existe una funcién g € L*(R) tal que, f = 2" 1gy

g(z) = / (St G

n!

< Cu[lF" 0,

lgllo = '
xn+1 0

Si a esto se le afiade la suposicion que f"+Y) tiene derivada fraccionaria de orden v en L?(R),

«@ « f n+l+a
10al, < |0 (5 )| <o,
Demostracion. Ver [58, Lema 2.0.31, p. 14] y [58, Corolario 2.0.32, p. 14]. O
Definicién 1.9.

Para cada b € (0,1)y f medible en R™ a valores complejos, la derivada de Stein de orden b se define para

o = ([ V)

cada x € R como sigue:
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Teorema 1.3.
Sibe (0,1)y

< p < o0, entonces f € LP(R™) siy sélo si
nta2o =P fe LR siy

1. f e LP(R™).
2. Dbf € LP(R").
Ademds,
1l = | = 9237~ 17l + A1
Demostracién. Ver [75, Teorema 1, p. 1]. [

Teorema 1.4.
Seanb € (0,1),1 < p < ooy f,g: R" — C funciones medibles. Entonces,

D*(fg)(z) < || fll P°g(x) + |g(x)| D" f(x).
AP < Ufllse 1Pgll e + [[9D° ] -
P9l < 11 Dgllz + [|9D°f ]| L. -
D = C DO -

w N -

N

Demostraciéon. Ver [61, Teoremas Cy D, p. 1212]. O]

Proposicién 1.1.
Sif(0,n)=0y0<a<l,

|z (son©7)] . < |7]l,. + e
Demostracién. Ver [6, Proposicion 2.19, p. 16]. O]
Lema 1.5.
Sibe (0,1)yl1+8>1,
D! <e—it<£|£|l+aif\n|1+ﬁ>> < th|g[bOte) 4 pata 4 gb|p|bATH), (1-1)

Demostraciéon. Como consecuencia del Teorema 1.4, se tiene que
D <€fit(§|§|l+“if\77|1+’8)> <D <efit£|£|”°‘> + D! (eﬂ‘tfml”ﬁ) — A+ B.

Para acotar Ay B, se emplea un argumento estandar para este tipo de derivadas:

‘e—ité‘lf\”
A2 =

2
¢ emit(eHR)le 2T
~L 1 1 1
—q (t 2t+a ¢t 2+a E‘1+a> —i((t 2+a {—i—w) [t 2+ §+w|1+oc>
e — €

— e

dz

|Z’1+2b

2

—1

:t 24«

dw

|t2%1w|1+2b

—tova ] (tﬁof) .
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El objetivo sera acotar I(y). Primero, se consideran los valores |y| > 1, asi, R se puede escribir
como la unién de B, y By, los cuales se definen como sigue: B; = {w € R| |w| < [y|~ 1y
By = {w € R ||w| > |y|~**)}, el Teorema del valor medio implica lo siguiente:

emw(lul'te) _ pi(wtw)lytw|tte) ?
I(y) = ]I +2 dw
e—iw(lulte) _ pi(wtw)lytwtte) 2 ’e—iy(lylHQ) _ o i(rw)lytwl ) ?
- d d
) |12 w+ ) ]2 w
1 2
2
w(2 + a)y1+aezy|y|1+ ) dw
< dw + 8 _ow
= |12 w+ . wit2b
By
2|, 12(1+a) =) 1-2b - dw 2b(14q)
=2(2+ a)y| w " Pdw + 8 —— < Cly| :
0 Jy|~(Fe)

Si ahora se estudia el caso en que |y| < 1, se escribird R como la unién de los conjuntos B; = {w €
R | <y}, B2 = {w € Rjw| > |yl =}y By = {w € R| |y < || < |y =)}, ya que, !
argumento es similar al anterior, se muestra tinicamente la integral sobre Bs:

() _ iyl e) |2 -

1
dw < / w2 dw + 8/ w2 dw < C.
| 1

Yl

— €

w125
B3

Por lo anterior, A satisface lo siguiente:
A<C (tblé’\b(”a) n tT) .
Para acotar B, el procedimiento es analogo al anterior:

) ) 2
‘e—ztamlﬂ’ _ pmit(E+2)n|

B? = dz

|Z|1+2b

. 2
eteits? _ giliehl )|

— (t|n]*+#)* dw = (t|n|"*?)* I (¢l 7).

|w|l+2b

El procedimiento para acotar I5(y), sigue las mismas ideas del caso anterior, obteniendo que:
L(y) < C (th]"*7)™.

Asi,

De lo que se sigue el resultado.
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Lema 1.6.
SibE(O,l),yl—l—ﬂZl,

D (oS58 < el 1 gl -2

Demostracion. La demostracion sigue las ideas expuestas en el Lema anterior, motivo por el cual sera
omitida. O

Proposicion 1.2.
Sea x € Cg° una funcién que x = Len (—1,1) y supp x C [—2,2], parab € (0,1)y 6 > 0,

cnl® 4+, 0#0b, <1
D° (1¢€1°X(8)) () ~ § e(=Inn))*/?, 6 =0, |nl <1
Wﬁ? ‘77| > 1

vy D" (1€1°x(€)) (-) continua enp € R — {0}. En particular, se tiene que

D’ (1¢1°x(€)) € L*(R) siysélosib < 0 + % (1-3)

Un resultado similar se obtiene para D (|£|?sgn(£)x(€)).
Demostracién. Ver [25, Proposicion 2.9, p. 771]. [

Proposicion 1.3.

1. Sea ¢ € L®(R) con ¢ ¢ € L*(R), para o = 1,2. Entonces para todo 6§ € (0, 1)
IL7% 0)fllo < cosll fllo-
2. Sin e (0,1,
1177 flgllo < ell@e e llgllo-

Demostracion. Ver [25, Proposicion 2.4, p. 770]. [

Proposicion 1.4.
Sea k € 7%, si |¢p™™) (x)| > 1 paratodo x € [a,b], y ¢'(x) mondtona en el caso k = 1, entonces

b .
/ £iN6(a)

Demostracion. Ver [53, Proposicion 1.5, p. 13]. O]

< oA VE (1-4)

Corolario 1.1 (Van der Corput).
Sea k € 7%, si |¢p™™) (x)| > 1 paratodo x € [a,b], y ¢'(x) mondtona en el caso k = 1, entonces

b
e @) < ax (Ul + 1) 0-5
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Demostracion. Ver [53, Corolario 1.1, p. 14]. O]

El siguiente lema se empleara para lograr realizar las estimativas de la funcion maximal, para el caso

g =1.

Lema 1.7.
Para cualquier y, t, £ € R, cont, & # 0, se tiene

/ei(t£n2+yn)dn_ le—i%g%sgn(ti)_ (1-6)
R V [£€]

Demostracion. Es consecuencia del Teorema de Cauchy. ]

Lema 1.8 (Cantidades conservadas).
Para el P.V.1. (2-1) las siguientes son cantidades conservadas:

lull = llelly- (1-7)
Y
1 1ta \2 148 \2 QP2
—// <Dm2 u) + <Dy2 u) — Y dxdy (1-8)
2 (p+1)(p+2
1 Tta N\ 2 148\ 2 2P +2
= [[ (D7) (D7 ¢) - dady.
2 /< 7 ( ’ (p) )+
Demostracién. Su demostracion sigue un argumento estandar, por lo que serd omitida. O
Lema 1.9.

Sean s1, so € R tales que, i + é < 2. Entonces, H**2(R?) C C'*°(IR?) y la inclusién es continua.
Demostracién. Ver [73, Lema 2.1, p. 5]. O]

Lema 1.10.
Sean sq, so € R7 tales que, i + i < 2. Entonces, el espacio H*"*2(R?) es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Ver [6, Proposicion 4.3, p. 32]. OJ

Definicion 1.10 (Descomposicion Littlewood - Paley).
Para descomponer una funcién g, se definen los operadores Q7. y Q%, para j, k = 0,1, . . ., como sigue:

—
—

(Q29)(&,m) = xpo.n) (1ED3(E,m), (Q2g)(E,m) = Xpzi—1.20)(IEDF(E,m)  sij > 1,

—

@Q9)(&m) == X (1D)aE ), (QEgNE ) = xperan()d(Em) ik > 1,

donde, 4 es la funcién caracteristica del conjunto A.
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Por lo tanto, g puede reescribirse como sigue:

g =33 (@QEQig)E ). (1-9)

k=0 j5=0

(1-9) implica lo siguiente:

lglls ~ >~ ikl

k,j>0
1205+ 1 5alls ~ D= (@) @d@iallo+ > (297 [@d@ioll+ > l@i@solls-
k>0,j>1 k>1,5>0 k,j >0
(1-10)
Teorema 1.5.
Sil<p<ooyl<s<l,
I (F D e, < CUTE g llglez, + 1f e I 29l e, )-

Demostracién. Consecuencia de los resultados obtenidos en [39, Teorema A 12, p. 614]. [

Proposicién 1.5.
Sean o € [0,1),3 € (0,1) con v + 8 € [0, 1]. Entonces, para p,q € (1,00) y para todo § > %, existe
¢ =cla, B,p,q,9) > 0tal que,

|DS[DE; al DY P £l < el J°Dpallyl| £,
Demostracion. Ver [14, Proposicion 3.2, p. 12]. OJ

Lema 1.11.
Sean D' f € LPy D*>f € L9, entonces para todo 6 € [0, 1], D*f € LP se tiene que,

ID*fllor < CogsuID 1176 1D% f1I 127
paras =0s; + (1 —0)syy + = Q—irl%qe.
Demostraciéon. Ver [58, Lema 2.0.4, p. 5]. O

Lema 1.12.
Si H es la transformada de Hilbert, entonces parap € (1,00) yl,m € Z*, existeun ¢ = ¢(p,l,m) > 0
tal que,

10, [H; alay fllp < el alloo | 1l

Demostracion. Ver [14, Lema 3.1, p. 10]. O]
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Lema 1.13.
Sean a.,b > 0. Si J2 f(x1, 32), (x;)" f (1, 32) € L*(IR?), entonces para cualquier € (0, 1) se tiene
que,

172 ()P Plls. < el I 12 A, . paraij = 1,2

La desigualdad también es vdlida para (-) v, con la constante c independiente de N, donde

_f () si-<N
<'>N_{ 9N si->3N

para N € 77,y (-) n esuna funcién suave, no decreciente en |- |, que ademds satisface (-)y < 1y |(-)(*)] <

cO*(-).
Demostraciéon. Ver [13, Lema 2.12, p. 1078]. O]

Proposicion 1.6.
Para0 <p <4, > jﬁy f € H*'(IR?), existe una constante c tal que:

a(p+4)—p
2
0

2 2
IFIEE2% < el fllg > 1D FIR £, I8,

en particular,

[l o2 < [[fllacr-

Demostracion. Ver [6, Proposicion 2.20, p. 22]. [

Lema 1.14 (Principio de Compacidad concentrada).
Sea (py,),, una sucesion de funciones no negativas en L' (R™), tales que, [ p,,(x) = X para todo n y algiin
A > 0. Entonces, existe una sub-sucesion (py, ), que satisface una de las siguientes tres condiciones:

1. (Compacidad) Existe y;, € RY para k = 1,2,--- tal que p,, (- + yx) estd concentrada, es decir,
para cualquier € > 0, existe R > 0 tal que,

/ Pn.(T)dr > X — €.
lz—yr|<R

2. (Desvanecimiento) Para cualquier R > 0,

lim sup / P, (2)dx = 0.
lz—y|<R

k—o0 yeRN

3. (Dicotomia) Existe o« € (0, \) tal que, para cualquier € > 0, existen kg > 1y p, , p2 > 0
elementos de L*(R™Y), tales que, para k > ko,

/ pL(a)dz — a
]RN

Ademds, suppp,, N suppp:, =0,y dist(supppy,, supppi) — oo cuando k — oco.

1ony — (on, + P2 )t < € <e

AN@@mx—@—a)ge
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Demostracién. Ver [55, Lema I.1, p. 115] y [56]. O]

Nota 1.1.

= En el trabajo se entenderd que la integral sin limites de integracidn, representa a la integral sobre todo

el conjunto de los reales, es decir,
/f(:c)d:c = / f(z)dz.
R

» Los simbolos <, <, >, > representardn incluso las desigualdades que tienen miiltiplos constantes de
algiin término, y dichas constantes no influyen en el resultado de manera importante, es decir,

f < kg se podrd notar como f < g.

= La nocién de buen planteamiento que se tendrd en cuenta en el trabajo es la siguiente:
Sean X y Y espacios de Banach tales que, Y — X. Considerando el P.V.I

(1-11)

Owu(x,t) = F(t,u(z,t)) € X
u(z,0) p(z) €Y,

donde F' : [0,T] x Y — X es una funcién continua. Se dird que el P.V.I (1-11) es localmente bien

planteado, si:

1. Paratodo ¢ € Y, existen T(p) > Oyu € C([0,T] : Y), tal que u(0) = ¢ y ademds u
satisface (1-11).

2. Existe una tnica v € C([0,T] : Y') solucién de (1-11).
3. Laaplicacién ¢ — u € C([0,T] : Y) es continua.

Ademds, si se llega a dar el caso que T = oo se dird que el problema es globalmente bien planteado.
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El eje central de este capitulo, es mostrar que el problema de Cauchy asociado al P.V.I de la generali-
zacion de la ecuacion Z-K

{ uy — Oy (DL u & D Pu) + uPu, = 0 (2-1)

u(0) = ¢ € H*(R?),

con0 <, <1lype Z",satisface el Teorema 2.7.

Para ello, se emplea la técnica de regularizacién parabélica, para la cual, es necesario considerar la
siguiente perturbacién del problema (2-1):

_ 1+a 148 Py — (02 1 2)2
{ up — Op (D *u £ Dy ou) + uPu, (02 + 97)*u (2-2)

u(0) = ¢ € H*(R?),

con0 < «a,8 < 1lyp € Z"ypu > 0. Mediante un argumento de contraccién se muestra que éste
problema satisface el Teorema 2.1. Posteriormente, se obtiene la independencia del tiempo de exis-
tencia de la solucion del problema regularizado (2-2) de los parametros s y 1, y finalmente, siguiendo
un argumento del tipo Bona-Smith se muestra el buen planteamiento de (2-1).

Con esto en mente, se tratara el problema lineal asociado a (2-2), el cual se define de la siguiente
manera:

{ up = 0, (D, u £ D) Pu) — (02 + 0;)%u (2-3)

u(0) = ¢ € H*(R?),
y cuya solucion esta dada por:
u=V,(t)p =y,

donde
A= 0,(DST £ D) — p(02 + 07)°.

Con esto en mente, el presente capitulo se divide en cuatro secciones; el objetivo de la primera seccion
es probar el buen planteamiento de (2-2), bajo las condiciones del Teorema 2.1. La segunda se centra
en mostrar el buen planteamiento de (2-1), bajo las condiciones dadas en el Teorema 2.7. La tercera
seccion, tiene como fin, probar el buen planteamiento local de (2-2) (con p = 1), en espacios de
baja regularidad segun lo establecido en los Teoremas 2.8 y 2.9. Mientras que, en la dltima seccion, se
obtienen los resultados necesarios, para mostrar el buen planteamiento global de (2-2) (conp = 1),
cuando s > 1y s € (—2, 1), como se enuncia en los Teoremas 2.10 y 2.11, respectivamente.
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2.1. Buen planteamiento para ;> 0

A continuacion se presentaran propiedades regularizantes de (V,(t)):>0, ¢ > 0, las cuales ayudan a
controlar la norma de la solucién de (2-2) y (2-3).

Lema 2.1 (Desigualdad de regularizacién).
Sean >0, t > 0, s € Ry X\ > 0. Entonces, para o € H*(R?) se tiene que

||Vu(t)90||s+)\ S CH(PHS, (2'4)

24
donde A, := 0,(DL+ & DI*P) — u(0? + 02)2y C' = C, (1 + i) .

Demostracion.

Vi@l

= [[+igr+ o

B / / (1+ [€]% + [nf?)stre= 21" o ¢, )| *dedn
< sup {<1+|f|2+|n|2>ke-%“<52+"2>2} J[ a1k +pyisenras

(&) €ER?

_ 2 2\2
ol sup {<1+|§r”+|n|%>e 2u(s417) } 2-5)
(€,m)eR?

2

(&, m)[*d€dn

ot [E(E T 0 H0) —p(e24n?)?]

IN

Se procedera a acotar cada uno de los sumandos dentro del supremo en (2-5). El primero de ellos no
presenta dificultad alguna, ya que,
e 2tn(&24n?)? <1, (2-6)

cuando t > 0. Para el segundo sumando, se define la siguiente funcion:
J(€) 1= g2 < fgPemuet,
la cual es par, por lo que, basta acotarla para los valores de £ > 0, asi:

(&) = 2671 (A — dtug®) = 0,

. A\ 4
5:(5) ,
o

f tiene un maximo global en £*, cuyo valor es:

\ O\ M2 / L\ M2
*\ —)\2: o _
rer=(4) e -m(n) @)

considerando,
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Para el término restante, se realiza un procedimiento analogo al del segundo sumando, obteniendo

lo siguiente:

1\ V2
A2 ERTT < g2t < Ry (m) : (2-8)

De (2-6) - (2-8) se sigue que

_ 2,,2\2 1 A2
HWﬁMMHSWM§wP{G+KW+MWF”M+“}SHMK§O+EJ ,

(&m€R?

o equivalentemente.

1\ M4
wammsmMQQ+m).

]

Para mostrar el buen planteamiento local de (2-2) en los espacios de Sobolev, con s > 1, se procede
como en [32], de modo que, se requiere probar el siguiente resultado:

Lema 2.2.
Paracadas > 1, 4 >0, T > 0yu € C([0,T] : H*(R?)), la ecuacién integral,

u(t) =V, (t)p — /Ot YV (t — t)uP () Opu(t))dl (2-9)

es equivalente al problema (2-2), en el siguiente sentido, v satisface (2-9) si y sélo siu € C*([0,T] :
H*~(R?)) y

lim u(t + h) —u(t)
h—0

-0, (2-10)
s—4

— Aju(t) — uP(t)0pu(t)

para todot € [0,T). Cuandot = 0ot = T, el limite se toma por la derecha o izquierda, respectivamente.
Demostracion. Siu € C([0,T] : H*(R?)) satisface (2-9), se tiene lo siguiente:

. Z% [Viu(t + 1) = V()] o + % /t T 0 w0,

t
+ % /0 [V, (t+h—1t) =V, t]uP(t)0,u(t)dt'.

Tomando el limite en cada sumando y aplicando las propiedades de V,, el Teorema del valor medio
para integrales y el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue implican que:

lim % V(t+h) = Va()] @ = AV, (),

h—0

1 t+h
lim 7 / Vu(t + h = t)uP(t")o,u(t')dt' =V ,(0)uP (t)0u(t) = uP(t)O,ult),

h—0
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lim % /Ot [Vt +h—t) =V, (t—tu(t)out)dt' = A, /Ot Vo, (t —t)uf () 0pu(t')dt'.

h—0

Por lo tanto,
dwu(t) = Ayu(t) + uP(t)0pu(t).

Reciprocamente, siu € C([0,T] : H*(R?)) N C*([0,T] : H*~*(IR?)) y satisface (2-10), entonces,
Ou — Ayu = uPdu,
por lo tanto,
LVt = )] = = AT~ O ult) + V(¢ — )0
=V, (t = t)uP(t") 0 u(t).
El resultado es consecuencia del Teorema fundamental del céalculo. ]

Ahora, se definira el operador que representa la ecuacion integral asociada a (2-2):
P(u(t)) = V,u(t)p — / VL — e (D)t (2-1)
0
parau € C([0,T] : H*(R?)), cuya norma es:
[|ulls00 == sup [|u(t)]]s.
[0,7]

Para utilizar el Teorema del punto fijo de Banach, se trabajara en la bola cerrada
X(T, M) == {ue C([0,T]: H*(R?) | [[u(t) = Vu(t)plls < M},
la cual, al ser dotada de la métrica:

d(u,v) = sup [lu(t) —v(t)|]s = [lu—v|[sw,
te[0,7]

resulta ser un espacio métrico completo, motivo por el cual se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.

1. Siu € C([0,T] : H*(R?)), s > 1, entonces ¥ (u) € C((0,T] : H*(R?)).
2. Existe T' > O tal que, siu € X(T, M), entonces ¥ (u) € X(T, M).
3. Existe 7' > 0 tal que, ¥ es una contraccién en X(1', M ).

Demostracion.
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1. Esta prueba se divide en dos etapas: La primera de ellas, consiste en ver que la imagen de u
mediante ¥ pertenece al espacio H*(R?):

t
()], < IV, (0)ell, + / IVt — 0 ()0t oty 20

c [t 1\
< 1+ ——nr D uP T (]| 51 dt!
ol + 5 [ (1 =) o @l

C t 1 1/4
[ 1+—> a1
ol + = [ (1 =) e

sup ||u(t)[[7TH(T + T/~ 1*).
1 t€[0,T]

<Jlolls + &
= [19]]s p+

La segunda etapa, tiene como fin probar la continuidad de ¥:

1 u(t + ) — @ ()|, <[|(V t+h> v,(0)el],
p+1/ H (t+h—t)—V,(t t’)]@xup“(t')ﬂsdt:
II
+L HhHV (t+h—t)ouP*' ()| dt’
p+1; K v s J'
I‘I,I

De modo que, los sumandos /]y I]] se acotan de la siguiente manera:

1 t
m<—s: / [Vt = )0u[V,u(R) = 1]u?™ ()]t (2-12)
p+1Jp ’

h
IIT < ?HVM(thh — t*)0,uP ! (t%)|],, paraalgan t* € [t,t + h. (2-13)
p

Al tomar el limite . — 0, de las propiedades de V() se sigue que [ tiende a cero. El sumando
I1,acotado en (2-12), tiende a cero en vista de desigualdad (2.1) y el Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. Mientras que, el sumando /71, acotado en (2-13), tiende a cero como
consecuencia del Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

2. Se procedera a mostrar que existeun 7" > O talque ¥ : X(T', M) — X(T', M ). Para ello, debe
tenerse presente la siguiente desigualdad:

ulls = lells < llulls = [[Va@®ells < [lu = Viut)ells < M, (2-14)
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siempre que s > 1. Por lo tanto,
t

1
u(t)o — vl V,(t — )ouPTdt — V,(t)e

p—l—l/ [Vt = )0,

t 1 i
<c (1 " —) | e
o ) 1

< O(M + ||| |s)7 (T + p3T7)
= (M + ||g||s)PT F(T), (2-15)

WHM—MNWM=‘

S

donde, F' es continua y creciente en el intervalo [0, 7], y cumple ademas que F'(0) = 0, por
tanto, existe 7] € [0, T tal que,

M
F(Ty (2-16)
)= G
3. Elsiguiente argumento, prueba que ¥ una contraccion:
— 1 ! !/ p+1 /
I —wv)Hs—]V <t>w—m Uyt~ Do
+—/ "o 0P i
p+1/ [Vt — )0, (ut — o#+)|| dt
c [t 1 \!
- - - p+1 _ p+1 /
<pirl (i asg) I =il
c [t 1\
- - - P=Ja)J _ !
< () S| el
< (M +[llls)" | Ju = ]|, (T + p~5T7)
= (M +lglls)"|Ju —v||, LF(T). (2-17)

Como en el caso anterior, F' es continua y creciente en el intervalo [0, 7], y cumple que F'(0) =
0, por lo tanto, existe T3, € [0, T tal que,

F(T)(M +ells)" | [u =], < 1. (2-18)

Ahora bien, tomando 7" = min{T},T;} se tiene que, en el espacio X(7', M), la aplicaciéon ¥
es una contraccion, por lo tanto, el Teorema del punto fijo de Banach, garantiza que existe una
Unica solucién para (2-2) en X(7', M).
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]

El resultado anterior, permite garantizar la existencia de solucion al problema (2-2) en H*(R?) (para
s > 1), pero, su unicidad se da Ginicamente en X (7', M), por lo que, debe estudiarse la unicidad de
la solucién en H*(RR?), asi como también, la dependencia continua respecto al dato inicial en dicho

espacio.

La unicidad de la solucién del P.V.l (2-2) en C([0,T] : H*(R?)), para s > 1, es consecuencia del

siguiente resultado:

Proposicion 2.2.

ELP.V.1. (2-2) posee una dnica solucién en el espacio C ([0, T : H*(R?)),si0 < o, <1, peZT,u>0

ys> 1.

Demostracién. Sean u,v € C([0,7] : H*), dos soluciones de la ecuacién (2-2) con datos iniciales

u(0) = pyv(0) = 1, entonces,
[lu(t) =

t
o Y p+1 g4 o
H o= g [Vt Ot = (V0w -

SHWW@—WHJLH / Vot — )0, () — oY )d!

S

t

Vu(t - t/)(?xvp“dt’)

dt’

g|\<p—¢Hs+ Lt =)0, (uPth — Pt dt’
slle=vll.+ 35 ( )W!a W= |
<llo—vll,+ =55 [ (142 )l - ot

1 P
<Ife ]l + (1+ ) = oll | e

p » . 3 1 i
p—j J /
Slle—vll + e INIE [ (14 ) el @

La desigualdad de Gronwall implica el resultado.

]

Para mostrar el buen planteamiento local del problema (2-2), hace falta probar la dependencia con-

tinua respecto al dato inicial, resultado obtenido en la siguiente proposicion.

S
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Proposicién 2.3.
Si0<a,8<1,p€eZ", u>0ys > 1,entonces la solucién de la ecuacién (2-2) depende continuamente
del dato inicial dado.

Demostracién. Sean (u,,)y u una familia de soluciones de (2-2), obtenidas realizando el proceso an-
terior, con datos iniciales (¢,,) y ¢ respectivamente. En la Proposicion 2.1, se mostro que el tiempo de
existencia de la solucién 7T;,, depende de la norma del dato inicial, ||, ||s, de modo que, ¢, — ¢ im-
plica que T;,, — T, escrito de otro modo, para todo ¢ > (O existe N € Ntalque,sin > N, T —e <
T,, < T + e. Eligiendo € adecuadamente, por ejemplo ¢ = T'/2, se sigue que T,, > T'/2 > 0, para
todon > N. Por lo tanto u,, esta definida en el intervalo [0, 7'/2], asi que, al seguir las ideas usadas
para mostrar la Proposicion 2.2, se tiene que:

p iy ) t 1 i
p=J J !
146) =)l < llo = el + € 3 ol 2ol | (14 ) M= .

(2-20)
La desigualdad de Gronwall implica el resultado.
O
Por lo tanto, ya se tienen todas las herramientas necesarias para probar el Teorema 2.1:
Demostracion del Teorema 2.1: Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.1,2.2 y 2.3. [

La solucién en H¢(IR?), para s > 1, del problema (2-2) garantizada por el Teorema 2.1, cumple con la
siguiente propiedad de regularizacion:

Proposicion 2.4 (Regularizacion de la solucién).
Sis > 1y € H? esel dato inicial de la solucién u del PVI (2-2) garantizada por el Teorema 2.1, entonces
uwe C0,T]: H®).

Demostracién. Observe lo siguiente:
1 t
||U||5+9 S “Vu(t)@“s+9 -+ m/o HVM(t — t/)ax(up+1)}‘s+0dt,7 (2-21)

la desigualdad de regularizacion (2.1), con s — 1 en lugarde sy A = 1 + 6, transforma (2-21) en:

t 1+46 EN
|[w]|s40 SHVH(t)wHSH—i—C/O (1+ . ) |0 (w ™)., dt

(t =)

t 146 E +1
<IVult)luso +C (1+—) ul Pt
I; + 0 ,u(t . t/) } ’ } ’s
Aplicando nuevamente la desigualdad de regularizacién (Lema 2.1), se obtiene que,
6\ C1t0 T

e <C(— A0 [— P < 2-22
oo =€ (02 lell+€ [ (G55) T Il ar <00, @22
siempre y cuando ITJFH < 1, esdecir, § < 3. Iterando este proceso se obtiene el resultado. O]



2.2 Buen planteamiento parap = 0 27

2.2. Buen planteamiento para u = 0

Los resultados que se desarrollan en esta seccidn, serviran para probar el Teorema 2.7. El primer re-
sultado que se establece para lograr este cometido, prueba que el tiempo de existencia de la solucion
no depende de p.

Lema 2.3.

Sean0<a,B<1,peZ", s>2,u>0yu, € C([0,T]: H*(R?)) solucién del problema (2-2) con
dato inicial ¢ € H*(IR?). Entonces, existen T, = T'(s, ||¢nlls) > 0y M > 0, independientes de i, tales
aue, u, € C((0,7,] + H*(R2) y supycoir |[u(t)ls < M.

Demostracién. De la Proposicion 2.4, se sigue que u, € C((0,7),] : H>(R?)), para 1 > 0, luego,
(s () )5 A pu(wy A%uy) s = (s, 0n (D £ D;+B)uu)s — (ups up Oputy)s. (2-23)

Dada la antisimetria del operador 9, (D} + D;*ﬁ), el primer sumando del lado derecho de (2-23)
es nulo.

Para el segundo sumando del lado derecho de (2-23), el Lema 1.2 implica que:

(t0; 1,0ty ) s SC1Ogup s |l 3
<Cllupl]slw.lls

<Clu| 27 2-24)

De (2-23) y (2-24), se sigue,

Ld

il + ll A2 < Ol 1272

por lo tanto,
5l < Ollulf52. (2-25)

Sipe C([0,T7%) : [0,00)), es la solucion maximal de

dp p+2
o = 2 (2-26)
p(0) = |[]|3,

p se define de la siguiente manera: p(t) = ||0||2(1 — Cpt||¢||?) "7 y T* = (Cp|||[?)~L. Por lo tanto,
el tiempo de existencia 7), de la funcién u,, se puede extender hasta cualquier I’ € (0,7*), para cada
> 0,y ademas

a2 < (). (2-27)

]
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El siguiente objetivo es mostrar que el tiempo de existencia de la solucion es independiente de s.

Lema 2.4.

Sean 0 < a,8 < 1, p e Z%s>2,u>0yu, € C(0,Ts1(p)] : HT (R?)) la solucién
correspondiente de (2-2), que estd definida en el intervalo independiente de 11, [0, 751 ()], donde ¢ €
H*t! (IR?) es el dato inicial. Entonces w,, puede ser extendida, de ser necesario, al intervalo [0, T], con ¢
visto como un elemento de H*® (R?).

Demostracion. Como T > T, de (2-23) se sigue que,

& HuuH < | wy (£) 5 1y, 0 (uy )))’ (2-28)

s+1 —

El Lema 1.2, implica

[ (u (8) s s ()] < € (U2 W2+ 100 ) Wl el )

2 —1
<C (”uu”p HUHHS_H +p HuuHI; HuuHS.H ”uu”s HUMHS_H)

<C ||uu||p ||u“||s+1

Integrando (2-28), respecto a t, se tiene la siguiente desigualdad:

luully < llllsy + Sup HuuH”/ i3, dt (2-29)

7 s+1

De la desigualdad de Gronwall se tiene lo siguiente: ||uu\|ir1 <C HgoHiH, y por el procedimiento de
extension realizado anteriormente se obtiene el resultado. [l

Para probar la dependencia continua, es necesario establecer un resultado previo. Para ¢, y ¢ €
HS(RQ) tales que ¢,, — @, para cada n fijo, existe una tnica solucion del P.V.l (2-2), u,,,, en el
espacio C ([0, 7] : H*(R?)), con u > 0, y con tiempo de existencia 75 ,(¢) > 0 (independiente
de w), cuyo dato inicial es ¢,,. Ademas, el tiempo tiene independencia de s, seglin el Lema 2.4. Tal
resultado es el siguiente:

Lema 2.5.
Bajo las consideraciones anteriores, para T' € (0, T ) fijo, existen Ny € Z y M > O tales que, T, > T
paran > Ny y ||u,,(t)||s < M, paratodot € [0, 7.

Demostracién. Del mismo modo en que se obtuvo (2-25), se tiene la siguiente desigualdad:

1d
2dt

Por lo tanto, ||u,..(t)||> < p(t), para cada t € (0,T),con0 < T < Tk y T: = (Cpllea|2) 1,
siendo p(t) = ||@nl)?(1 — Cpt||enl|?) " * , es decir,

[ltpn (B)]]s < sup /p(t) = M.

te[0,7

—upnl)? < Cllugn |2+ (2-30)
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Ahora, se procede a mostrar que ll’i\(‘)\ u, = ug existe, y satisface (2-2) en H*(R?) débilmente.
I

Teorema 2.2.

Para s > 2y ¢ € H*(R?), existen T > 0y una funcién uy € C, ([0,T]: H*) N CL ([0, 7] : H*3)
tales que, ug (0) = o y uy satisface la ecuacién diferencial en el sentido débil, es decir, para todo 1) € H*™>
yt € [0,T] setiene que,

Oy (10, ¥)y 5 = (0o (D37 £ D) g (t) = ufy (1) Do () ),
o de manera equivalente
t
(10 8),y = (00t [ (00 (DI £ D) o (¢) = uf (¢) o (¢)0),
0

y ademds
luo ()], < p (1)

Demostracién. Primero, se mostrara que la familia (u, ()) ., es una red de Cauchy en L? (R?):

1

iat [l — u“/”é == (uu — 1y, A% (puy, — 7“7)) (2-31)
(Uu — Uy, Oy (D}C“‘uu — D;Jrﬂuﬂ) — 0, (Dglﬁo‘u7 + D;Jrﬁuw)) (2-32)
— (=, 0y () — 120y (uy)) - (2-33)

Para acotar el lado derecho de (2-31), se debe hacer uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de
la siguiente desigualdad:

(= gy A (= y15)) = (U =ty A (= ) + (= 7) (e = 1, A%uy)
< by = al (elly + s ) flus -

El sumando (2-32) es cero, pues, el operador 9, (D11 + D;*B) es antisimétrico.

Mientras que, (2-33) es equivalente a:

1 =
YR am - 27 ] pij Y
2(p + 1)( (e = 1), 2 vty )

lo cual es acotado, en vista de la siguiente desigualdad:

-1 p—1
1 ol o— . 1 ; o
— lup = us || |0 Y W < ——— ||u, — usy| w ul™’
e o s S gy el

o0 S

Por el Lema 2.4, considerando M = sup \/p (t), y la desigualdad de Gronwall, se tiene que
[0,7]

[uy = uylly < Clp =11
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Por la completitud de L? (R?), existeug € C ([0, 7] : L* (R?)) la cual satisface la siguiente ecuacion:

i sup 11, (1) — o (1), = O,
10 (0,77

Ahora, se pretende mostrar que (uy (1)), es una red de Cauchy débil en H* (R?). Para ello, se
consideran o € H* (R?), ¢ > 0y ¢, € Stales que, [l — ¢c[|, < €. Asi,

|(uu - u77§0)|5 - |(u# T Uy, P Pe + 906)|s
< (lually +luslly) o = @elly + Ny = wslly [ (L +02)" ]|
<2Me+C|u—~|. (2-34)

Dado que, H* (R?) es un espacio reflexivo, él es débilmente completo, por lo que, existe un elemento
uy € Cy ([0,7] : H° (R x T)) tal que,

l,j?g (u,u (t) 790)5 = (U7 gp)s .

Como L? (R?) = (L* (R))' C (H* (R?))', la unicidad del limite implica que u () = v (t), para todo
t € [0, T]. Ademas, del Lema 2.4, se tiene lo siguiente:

luo(®)]ls = sup | (uo(t),¥)| = sup lim| (u.,(t),¥)] < p(t) < M,
|@]s=1 ||@]s=1 #40

parat € [0,T.

Resta mostrar que ug € C} ([0, T]; H*™3). Para tal fin, se considera ¥ € H* 3,y asi,
(un(t),¥),_5

¢
= (¢, ¥), 5+ / (A, (') + 0o (Dot *uy £ Dy uy) — w, ()P Opu,(t'), W) dt,
0

s—3
paracadat € [0, T;]. Dado que, u, — ug en H*(R?), se tiene que, A%u, — A?ug en H*?(R?), el

término O, (D} *u, + D Pu,) — 0(Di *ug = D) Pug) en HS3(R?) y ubd,u,, — ugdyug en

H*(R?), de manera uniforme en [0, T}]. Asi que, al hacer que y | 0 se tiene lo siguiente:
(up(t),¥), 5= (p,¥), 5+ /t (0:(Dy*u, + D;Lﬁuu) — uu(t)POyu, (1), ) g dt,
0
paratodot € [0, T}]. La integral
/Ot (0:(Dyug £ D;J“Buo) — ug(t')POyuo(t')) dt’

tiene sentido como una integral de Bochner, y en vista del Teorema de Pettis, 1, se puede escribir
como sigue:

t
uo(t) = o + / (=0s(Dy ug £ D) Pug) — ug(t') Oyue(t')) dt'. (2-35)
0



2.2 Buen planteamiento parap = 0 31

Por lo tanto,
Ayuo(t) = 0u(Dy " ug £ D) Pug) — ug(t') Oyue(t), (2-36)

existe para casitodo ¢t € [0, 7],y como uy(0) = ¢, entonces, uy es solucion débil del problema. [
Los siguientes resultados tienen como objetivo, mostrar la unicidad de la solucion:

Teorema 2.3.
Sean T > 0 fijo, s > 2, @1, o € H*(R?) yuy, uy : [0,T] — H*(R?), funciones acotadas tales que,

u1(0) = o1y uz(0) = w9, y ademds
up, up € C([0,7) : LAR2) N C,, ([0,T] : HY(R2)) N AC ([0, T3] - H3(R2)) .

Entonces

[[ur (8) = us()llo < llipr = el loe* 0,

y M = max {sup || (t)]]s, sup Huz(t)Hs}

[0,T] [0,T7]

Demostracién. Como s > 2, entonces s — 3 > —s, de modo que H*3 — H~*, por lo tanto, para
w =wu; —ugycadat € [0, 7] fijo, se tiene que

L (ot + B, w(t + ) — (w(t), w(t)),

_ <w(t+h2l_w(t>’w(t+h)>s+ <w(t+h})l—w(t),w(t)>s’ .

donde, hestal que t + h € [0,T],y (-,-), es el paréntesis de dualidad en H*(R?). Dado que, ¢ €
0, 7] — w(t) € H*(R?) es acotada, y como

w4 ) — w(t)
Do (t) = lim h

= 0,(DXw + D;Jrﬁw) — (ur(£)POruy (t) — ua(t)POrua(t)),

se tiene lo siguiente:

d 5 p p
S 0Ols = =2 (un ()" 0z (£) — ua(8)"Bzus(t), w(t)),

= =2 (w1 (1) 0pur (t) — ua(t)"Opua(t), w(t)), -

Por lo tanto, al sumar y restar u50,u; dentro del producto interno, y aplicar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene la siguiente desigualdad:

d
Zlw®I5 < Lo (flull, s all,) oI5,

donde L (||u1|,, [luzll,) = HZ?; w7 || |lua]l, + ||uz||P- El resultado se sigue de la desigualdad

de Gronwall. O]
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Teorema 2.4.
Sean p € H*(R?)y s > 2. Entonces, existen un tiempo T > 0 y una dnica ug € C([0,T] : H*(R?)) que
satisface (2-1).

Demostracién. El Teorema 2.3 garantiza la unicidad.

Para probar que uy € C([0,T] : H*(R?)), se considera¥ € H*(R?)talque, ||7||, = 1. Del Teorema
2.2, se obtiene:

| (o (), ¥)s| < [luo(t)]]s < p(t),
por lo tanto, para toda ¥ € H*(R?), se tiene que,
‘(Saa w)s‘ = ltljg ‘ (UO(t)a Lp)s |
= liminf 14
llr'{l(l)n ‘(uo(t), )S’
< limi
< lim inf{|uo (),

< limsup [Juo(t) ||,
£10

< limsup v/p(t)
an
= llell, - (2-38)

Tomando el supremo en (2-38), sobre ||7||, = 1, se obtiene lo siguiente:
lim inf {|uo(£)]], = tim sup [luo(1)]], —llmSUP\/ = llells
t10

de lo que se sigue,

lim |, = .
tlw [uo (D)1, = llell,
Como, ug(t) — ¢ en H*(R?), entonces

¢ _ s 2
ltTS uo(t) = ¢, en H*(R?).

Si ¢’ es un elemento fijo de (0,7'), existen 7 > 0y una Gnica v € C, ([O,T] : HS(R2)> N
Ccl ([O,T] : Hs*?’(]RQ)), las cuales satisfacen

Ow(t) — 0, (DT + D;Jrﬁ) v(t) +v(t)Pu(t) =
v(x,y,0) = up(t).
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La unicidad implica que v(t) = wu(t + t’), y como v es continua a derecha de ¢t = 0, entonces u
es continua a derecha de ¢ = ¢’. Como (2-2) es invariante bajo el cambio de variables (¢, z,y) —
(t' —t,—x, —y), la tnica solucién del problema

dw(t)v — 8, (DL + D;+B) w(t) +w(t)Pw(t) =0
w(z,y,0) =u(t),
es continua a derecha de w(t, x,y) = u(t’ — t, —z, —y), lo cual implica la continuidad de wy. O

Los siguientes resultados se basan en el argumento llevado a cabo por Bona y Smith en [8], para
obtener la dependencia continua y asi el buen planteamiento del P.V.l (2-1) en H*(R?), para s > 2.

Lema 2.6.
Sip € H*(R?), s > 2, se definen para 7 € R™, las siguientes funciones

s \Y
o= <€—T(1+§2+n2)? ¢) , (2-39)

1\
L+ (;) ] el (2-40)

Ademds las funciones o™ forman una red de Cauchy en L?(IR?).

o7 = el Ta=2)7]

entonces ll'ilg lle” —¢lls =0y

[T ls42 <

Demostracion. Como
l' T = l' 1 2 2\s
im I~ ol =tim [ [ (1462407

para probar que (2-41) tiende a cero, basta observar lo siguiente:

s 2
TR o dedn, (2-41)

s

(1+€ 4oy [ 040D 1 o <414 € + )1l

yque ll'fg e+ E 1) = (. Asi el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, implica

el resultado.

Para mostrar que (" esta acotada en H°"!, se emplean las propiedades del supremo, y se maximiza
.y _ 2 .
la funcién f(z) = z%e 2™, como sigue:

s 2
s 2,2 .
o7l = [ @ @4 gt erare ol deay
_2f1+5+n>*m%”"||w
n
1+sup§2 r(14+€24n2) 2 +SUP172€ T(1+£2402)2 H90||2
(&m) &m)

2
]_ s
< (1 +2 (—) e‘3> ol 2,
TS
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1
27 3
]_ s
1+(—) ] ol 2. (2-42)
ST

Resta mostrar que las funciones " forman una red de Cauchy en L?(IR?). Para ello, se emplea el

por lo tanto,

||S0T||§+1 <C

Teorema del valor medio en la funcion f(z) = e *(1H&+7)? .

- _r 2., 2\5 . _ 2. .2\5 .
2 —909\\3://‘@ 3G — e U2

<lr =8P [ [ 10+ + 073 Plgpaedn,

2
d&dn

por lo tanto,
o™ = &llo < 17 = Olll¢lls- (2-43)

De lo que se sigue el resultado. [

Ahora bien, si p, — ¢, en H*(IR?), para las aproximaciones ¢ definidas en (2-39), se tienen so-
luciones respectivas uj, ,. Como ¢ — ¢, cuando 7 | 0, paran = 1,2,..., oo fijo, siguiendo el
argumento usado para probar el Lema 2.5, es posible establecer un intervalo de existencia [0, T'] para
todas estas soluciones independiente de s, siempre que n sea suficientemente grande y 7 convenien-
temente pequefio. También se puede hallar una cota M para las soluciones en H*(RR?), asi

g, nlls < M, parat € [0,T]. (2-44)

wn

Teorema 2.5.
Sean ¢, p, € H*(R?) cons > 2, u > 0, ], 7, , como antes. Entonces, 0 < 6 < 7, existen C' > 0y
0 < n < 1 tales que, para todo t € [0, T, n suficientemente grande y 7 << 1, se tiene que

Hu;m, - uz,nHS S C [HSOT - SDQHS + 7.1771] . (2'45)

Demostracién. Sean 7y y N, tales que, u;n(t) esta definidaen [0, 7], para0 < 7 < 19y n > Ny, asi

8tHu;,n - uz,an <2 (u;,n - u9 (uT )paﬂﬁu;,n - (uz,n)pﬁzuz,n)

wn \un
< 2[[ (uf = s ()"0 (] — 10 0) )|
(W = s ()" = () )] (2-46)

La acotacion del primer sumando de (2-46), es consecuencia del Lema 1.2, como se ve en seguida:

‘ (u;,n - uz,na (ui,n)paﬂﬂ (u;,n - ui,n)) ’ < CY| ’ui,n’ ’g‘ ‘u;,n - U’Z,n”i < CMP| ’u;,n - uz,n‘ |§
(2-47)
Para acotar el segundo sumando de (2-46), se emplean las desigualdades de Cauchy-Schwartz y el
Lema 1.2, asi:

| (n = s (0)7 = (0)") i) |

< C’| |u;,n - uz,n| |S |:| ‘ (u;,n)p - (uz,n)p| ‘$||u;,n| |S + } ‘(u;,n)p - (uz,n)p| ‘So | |u;,n| |S+1} ) (2-48)
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siempre que, 5 < 59 < so+ 1 < s.

El primer sumando del lado derecho de (2-48), es acotado en vista de (2-44), como se puede ver a
continuacion:

T

], — ]| ()P = (il )P s
p . _ .
< uf,, — a2 () (wh,)" ) s (2-49)
=0 s
< CM||u],,, —ub |2 (2-50)

Para acotar el segundo sumando del lado derecho de (2-48), se debe tener en cuenta la siguiente
desigualdad:

Oul |l 1201 < 2| (U] (ul0)F Ouil, ) |

< Ollupnllsl[f, nll2s1 < CM|u

N |5y (2-51)

De modo que por (2-40), (2-51) y la desigualdad de Gronwall se tiene que,
ufnllsrr < Cll@T a1 < Cllel]s772, (2-52)
para T < 7.

0

Ahora, para acotar el término H(u;n)p — (U,

)p| ‘SO, se emplea el siguiente argumento:

p

> () ()™

Jj=0

uz,n ’ ‘50

} ‘(u;,n)p - (uz,n>p| ‘ < HUT,n -

S0

S0
< CHu;,n - uz,nH;\HuL,n - U’Z,n”(:g_)\
< CEMMM|uj,, — uynllo™, (2-53)

— S0 T 0 i
para A = “. Por lo tanto, ahora debe hallarse una cota para ||u], ,, — u;, |0, asi:

T 0 2 T 0 T p T 0 p 0
at”“pt,n B uu,nHO =2 (uu,n —u (uun) a’fuu,n B (uun) a’fuu,n)

g (0 )

2 (2 ) = ) S0 ()
<] S 0 6 | -t

. CMPHUT,n B uz,nl\g- (2-54)

T p+1
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Asi pues, la desigualdad de Gronwall garantiza lo siguiente:

1t = walls < Clle™ = 115 (2-55)

m,m

Porlotanto,para0 < 0 < 1

50

T T T 1- s -1
(g )? = (P[] |t lsr < Cll™ =&y [l
_ 50 s
<Ol = 7 (2-56)
De (2-46) - (2-49), (2-52), (2-53) y (2-56) se sigue que,
T T _sot!
Oull = W12 < C [l = 12 4 775

El resultado es consecuencia de la desigualdad de Gronwall. [

Gracias a estos resultados, es posible mostrar la dependencia continua de las soluciones del P.V.l
(2-2):

Teorema 2.6.

Sean ¢, € H*(R?), n =1,2,..., 00 tales que p, — poo en H¥(R?), y ug,, € C ([0, T,] : H*(R?))
sus correspondientes soluciones del P.V.1 (2-1), para s > 2. Entonces para cualquier T, € (0,T.), existe
un Ny tal que, T,, > T"_ para todon > Ny y

lim sup |luon(t) — uoeo(t)||, = 0. (2-57)
n—oo [O,Too]
Demostracién. Sean ], n =1,2,... 00comoenelTeorema2.5,y Uy, 1y SUS correspondientes solu-

ciones del P.V.l (2-1), con tiempos de existencia 7 ,,. Como consecuencia de los resultados probados
en esta seccion, para T € (0, T.), uj,,, € C' ([0, T] : H*(R?)), si n es suficientemente grande y 7 es
suficientemente pequeio. Note lo siguiente:

(o, — Uo,00, W)S = lim (u,,, — Uy oo, LD)S

w0

— “H)‘ (= ], W)+ (U] — ], 00, W)+ (U], 0 — Uppoor &)
I

= li?(w) [(uun — Uy, s W)S + (u;m — Upms W)J + (ugn = Uf o0 ![/)S, (2-58)
I

como consecuencia del Teorema 2.5, para € > 0, se la siguiente desigualdad:

(umn — U, s &D)s + (umm — U, W)S ‘ < e, (2-59)
para it > 0y 7 > 0 adecuadamente pequefios. Por lo tanto,

[ (o = w0, ), | < e+ [, — 5], ) 121, (2-60
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para cada ¥ € H*° (R?). Asi que, tomando el supremo sobre ||¥||; = 1, en (2-60), se obtiene la
siguiente desigualdad:

|0, — oo, < €+ Hugn — (2-61)
siempre que 7 > 0y lo suficientemente pequeiio.
El segundo sumando del lado derecho de (2-61), satisface que,

s, = wh |, < 2Ml00.0 — Pocoll
De lo que se sigue el resultado. [

Con la teoria desarrollada en el capitulo, se tienen los elementos requeridos para demostrar el Teo-
rema 2.7:

Demostracion del Teorema 2.7: El resultado es consecuencia de los Teoremas 2.3,2.4y 2.6. [

2.3. Indices con baja regularidad

En esta seccidn se considerara de nuevo el problema regularizado (2-2), y se mostrara su buen plan-
teamiento en H*(R?) paras € (—2,2].

2.3.1. Buen planteamiento local para s = 1

Para poder obtener el buen planteamiento local de (2-2) en H'(IR?), se debe probar el siguiente
resultado, y seguir las ideas desarrolladas en la primera seccion de éste capitulo.

Lema 2.7.
Sip>0,t>0,s€R"ype L'(R?), entonces

IVu®ell, < Cllell
Demostraciéon. Considerando
s —2ut(£24m2)2 A
IV, ()ell? < / / (11 € 4 pye e paeqy
<6l / / (148 4 ) e 2P ge

< ||90||Loo (// {» +77 s —2”1:(52—‘,—7] )Qdfdn—k// —20t(£%41?) dfdn)

= (|2l (A1 + As).
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Para acotar Ay, se utiliza el cambio de coordenadas a polares, y una sustitucion simple para obtener

00 2 4
Ay :/ / r2e 2 rdfdr
0 0
o0

lo siguiente:

:C(ut)_sgl/ T e %dg (2-62)
0

s41 1
— C(ut) F(S; )

El término A,, se puede ver como un caso particular de Ay, tomando s = 0.

Por lo tanto,
~ _1 _ s+l _1 _s+1
IVl < N2l (Gt F + () ) < ()78 + (ut)™ ) il
0

Teorema 2.8.
Sean 0 < o, B < 1, p= 1y p > 0, entonces el problema (2-2) estd localmente bien planteado en Hl(RQ).

Demostracion. La demostracion emplea el Teorema del punto fijo de Banach, de modo que, es analoga
a la del Teorema 2.1, por lo cual sera omitida. [

2.3.2. Buen planteamiento local para s € (—2,2)

Ahora, se presentara el buen planteamiento local de (2-2) en los espacios de Sobolev con baja regu-
laridad, para tal fin se consideran los espacios

X = {u € C([0,T]: H*(R?) | |lu|

x5 < OO},

donde 7" > 0, s € R. La norma en dicho espacio se define asi:
sl
lules. = sup {lu(lly + 5 flut) o}
te[0,7)

El objetivo de ésta seccion, se alcanza siguiendo los resultados obtenidos en [17], y un argumento
similar al de la primera seccion del presente capitulo, por lo tanto, basta considerar las siguientes
estimativas para el grupo:

IV, ()¢l g

Vel < (14 (T +17%)) el

x5 < HVu<t)90H5 +t§

t t t
/ V, (t—t)ouPdt|| < / V, (t —t)o,uPdt'|| +t1 / V. (t —t') Opu*dt
0 x5 0 0

s 0

< (0 4 ) 75 AT .
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Teorema 2.9.

SI0<a,B8<1,p=1,u>0,s€(-2,2)yp € H(R?), entonces existen T = T(||¢||,) > 0y una
dnica funcién u € X% la cual es solucién de (2-2), y ademds v € C ((0,T) : H"(R?)) para todor > 0y
con aplicacién dato inicial - solucién continua.

Demostracion. Se sigue de un procedimiento similar al realizado para probar el Teorema 2.1. [

2.4. Buen planteamiento global del problema regularizado
para s > —2

Con el objetivo de mostrar el buen planteamiento global del P.V.1 (2-2) con . > Oy p = 1 en H*(R?)
para s > 1, se requieren las siguientes acotaciones:

t
Il = a2 + 1 / | Aul2dt, 2-63)
0
10,02 < [[0nplZ e, (2-64)
y 2 2 -2
10,ull2 < 10,0l2 e . 2-65)

(2-63) es consecuencia de hacer producto interno en L?(IR?) de (2-2) con u y de la integracién por
partes.

Las estimativas (2-64) y (2-65) se obtienen de manera similar, por lo que se mostrara Ginicamente la
forma de hallar la primera de ellas. Para ello, se deriva la ecuacién (2-2) con respecto a la variable x
y luego se hace el producto interno en L?(IR?) con u,, asi, al notar v = u,, y al aplicar la desigualdad
de Gagliardo - Nirenberg (Teorema 1.2) en dos ocasiones, se obtiene lo siguiente:

d
eI < =l Av@)5 + llloll Av(@) lollw(@) o (2-66)

Como
lellollAv@)llollo(@®)llo < ElleligllAvE) + eIl t)]]5,
(2-66) se transforma en:
d _

—lo®1s < (€llells — ) 1AvOIG + < e@)]l5.
Eligiendo un valor para ¢ adecuado, para que satisfaga la desigualdad: €?||¢||2 < 1, se obtiene:

d _
Zle@ls < < le@)lls.

Por lo tanto, la desigualdad de Gronwall implica la siguiente desigualdad:

672
10:u®)lg = lo®1F < I0:pllge”
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Envista de las estimativas probadas en esta seccion, se puede establecer el buen planteamiento global
en H'(R) del P.V.I (2-2).

Teorema 2.10.
Si0<a,8< 1, u>0p=1ys > 1, entonces el P.V.I (2-2) estd globalmente bien planteado en
H*(R?).

Demostracion. Lapruebaen H'(IR?), se sigue de (2-63) - (2-65). Mientras que el resultado para s > 1
se sigue de la desigualdad de regularizacion

A2

e llupn < AR

proveniente de la ecuacién integral, con 0 < A < 1. De lo que se sigue el resultado. [l

El dltimo resultado del presente capitulo pretende mostrar el buen planteamiento global para s €
(—=2,1), x> 0,p = 1 en el espacio X5..

Teorema 2.11.
Si0<a,8<1, u>0,p=1ys € (—2,1), entonces el P.V.l (2-2) estd globalmente bien planteado en
X5.

Demostracion. Siu es la solucion de (2-2) dada por el Teorema 2.9, entonces
[ullx, < Mz,

paral’ € (0,T). Como u(T") € H'(R?), el Teorema 2.10 implica que, la solucién @ del P.V.1 (2-2)
con datoinicial u(7") es global, y por la unicidad de la solucién se tiene lo siguiente: u (7" +t) = a(t),
parat € [0,7 — T"], por lo tanto,

lullx; < lulley, + (@ + gy, < Myt (14 @ =T)) sup o).
- [0,7—T"]
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El objetivo principal de éste capitulo, es mejorar los resultados de buen planteamiento para el P.V.I
(2-1), obtenidos en el capitulo anterior. Para ello, se empleara la técnica de Kenig, Ponce y Vega, la
cual consiste en obtener las estimativas lineales conocidas como el efecto regularizante tipo Kato,
la estimativa tipo Strichartz y la estimativa de la funcion maximal, con el fin de controlar los térmi-
nos no lineales que implican derivadas fraccionarias, en el argumento de contraccion utilizado para
mostrar el buen planteamiento (ver [39]). Asi que, para lograr cumplir tal meta, el capitulo se ha divi-
dido en cuatro secciones, la primera de ellas, tiene como fin mostrar el efecto regularizante tipo Kato
(Teorema 3.1), siguiendo los resultados obtenidos en [20] y [35]. En la segunda seccidn, se aborda
el problema de hallar la estimativa tipo Strichartz (Teorema 3.2), siguiendo las ideas expuestas [38]
y [50] . En la tercera seccion, se modifican los argumentos en [20] y [39], para asi, hallar la estima-
tiva de la funcion maximal (Teorema 3.3). En la ultima seccidn de éste capitulo se muestra el buen
planteamiento local de (2-1), segln lo establecido en el Teorema 3.4.

3.1. Estimativa tipo efecto regularizante de Kato

Para estudiar el efecto regularizante tipo Kato (nombre empleado en honor al descubrimiento rea-
lizado por T. Kato en [35], para la ecuacién KdV), se sigue un argumento estandar, por ejemplo, el
expuesto por Famisnkii en [20], para la ecuacion Z-K.

Teorema 3.1.
Sean o, 3 > 0.Si f € L* (R?),

HD;TQV(t)f‘

<l fllys, (-1

LgLZ,

Ademds,

Dy* V(t)f

H ;

<cllfllz, - (3-2)

L Lit

Demostracién. Para mostrar (3-1), se supone que f € S (R?). Considerando 6 = &[T 4-¢&|n| P =
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©y(&), la cual es una funcién invertible, luego, ¢, (f) = &. Realizando una sustitucion se tiene que:

14+a

D, 2 V(t) f(x,y)
/ |§’1+° i(t( E\EI”‘”—&IW\1+6)+$$+yn)f(§ n)dédn

~ [[1e'®)

= (1ev <9>\%eiw*<9>f (6" (©).1) (2 0))') (0.

7 Ol OF ey Ol ey O+ f(5-1(0), 1) (67(6)) b

por lo tanto,

|pF v sy

2

— e, @15 = O f (0,1 0),m) (2, (6)'

— [[ 1o @i e @) [, @) dsan
11 2 (e9(8)
//\fl f&m ‘ ‘( T — S dedn
I4a 1
—/ e [P <2+a>\gyl+a+|ml+ﬂd§dn

< [[|Fen| azan =112,

Para obtener (3-2) se siguen las mismas ideas, pero en lugar de tener |£|'™® como factor, se tiene
[n|*+7. O

Nota 3.1.
Si se consideran el signo positivo en V(t), junto con « = [ = 1, el resultado coincide con el Teorema 2.2
probado por Faminskii en [20].

3.2. Estimativa tipo Strichartz

Como se desea ajustar el argumento empleado por Linares y Pastor para la ecuacién Z-K en [50], el
cual es una adaptacion de la técnica de Kenig, Ponce y Vega (ver [38]), se requiere aplicar el Corolario
1.1 (Lema de Van der Corput) y el Lema 1.7, esto implica que, el grupo en la variable 7 se debe tener
exponente de orden 2, por lo que, en adelante se trabajara con la condiciéon g = 1.

El siguiente resultado, es clave para mostrar la estimativa tipo Strichartz:
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Lema 3.1.
Sie<3,a>0y

I(z,y) = // |£‘eeit(ﬁ\flI‘L‘“rﬁln\Qﬂc&ﬂm)alfah77

entonces,
c
|It(x> y)‘ 3+at2e *
’t‘ 2(2Fa)
Demostracion. Sea
lsi|z] <a
Xa(x) = .
0silz| >a

Suponiendo que ¢ > 0, al aplicar la Proposicion 1.4, junto con el Lema 1.7, se obtiene lo siguiente:

, , € 1 14+« 2 z
[ e, y)| = | lim blggo / g ettt e “y”)xa(f)xb(n)dfdn‘
< lim g2 P 0@ ) () g
T a—oo t1/2 “
|U €— 1/2 |’U|2+QS n( )+xvt—1/(2+a) 1
SJL“;W sz a0 (4)
5 i(t|v|2 T2 sgn(v)+zvt—1/ (2+)
= lim m /’U 2i(tll* tsgney ot D) (0)d
G,A)OOtQ(ZJra
= lim - Ki(z,v).

a—00 t 2(2+a)

El objetivo serd mostrar que, K;(x,v) es acotada por una constante la cual no depende de x, v y t.
Para ello, se considera 6 € C§° tal que, si [v| < 1,0(v) =1,y 0(v) = 0 para |v| > 2, asi:

Kt(,r, U) S ‘/ ‘,U’671/262(t‘1}‘2+Oé$gn('l))+it’l)t71/(2+a))Xatl/(2+a) (’U) (8(’0)) d’U

+ ’/ |U‘5—1/261‘(\v\2+"‘sgn(v)+zvt*1/(2+a))Xatl/(2+a)(U) (1 . 9(1})) dv

=K} (z,v) + K(z,v).

K} (z,v) es acotada, pues, la exponencial también lo es, asi,

K av) < / 02X 3500 (0) (B(v)) o < c.

Para acotar K?(x,v), se utiliza el Corolario 1.1, definiendo las funciones:

o 2+« v
Gzt (V) :=|v|"¥sgn(v) —|—z—tl/(2+a),
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Far(0) =0l T X s (0) (1 = O(v)).

Como, f satisface que supp(f) = [—at/*t®) —1] U [1,at!/*9)], f € C? |f| < ¢ para cada
v € R,

1ol = sup [0] 2 X gprs (v) (1 = B(0)) < ca.

veER

Mientras que, la derivada de f, se acota en L!(R), como sigue:

/ 1 o
||fx,t(v)HLl(R) = |€— 5' / ‘Ul 3/2Xat1/(2+a)(v) (1 - 6(”)) dv

atl/(2+a)

= |2¢ — 1|/ 32 dy
1

< |2e — 1|/ v 2dy < s, .
1

parae < % Las derivadas de la funcién ¢, ; son:

T

Gra(v) = (2 ) o™ + sy

Gri(v) = (14 a)(2+ a)|v|*sgn(v).

Esta (ltima derivada satisface que [¢,(v)| > (1 + «)(2 4 a) > 1, parav € supp(f), por lo tanto,
el Corolario 1.1 implica lo siguiente:

KtQ _ ‘/ ’v‘671/261'(|v‘2+asgn(v)+xvt*1/(2+a>)Xatl/(2+a) (/U) (1 — 9(”{))) dv <c.

Obteniendo asi, el resultado deseado. ]

Nota 3.2.
Considerando e = 0 y o = 1, el resultado coincide con el Lema 2.7 de [20].

Lema 3.2.
Si0<e<3a>0y0<60<1,

_p3+at2e
IDIV(E) fllz, < clt]™" 2= | f]

’
P
Ly

dondep:ﬁy +[%:1.

D =
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Demostracién. Considerando la familia analitica de operadores Ty, ;, f = D2tV (t) f, del Lema 3.1,
se sigue que:
||T1+ivf||L;°y = [|I; f“Lg@
< el £ s,
C
fllzy, -

= T 3¥at2e
|t| 2(2+a)

De las propiedades de V(t), se tiene lo siguiente:
T fllzz, = ID7V () fllrz, = 1D fllzz, = 1 fllzz,
por lo tanto, el Teorema de interpolacion de Stein (ver [53]), implica el resultado. [

El siguiente resultado muestra la estimativa tipo Strichartz asociada a (2-1).

Teorema 3.2.
Si0§e<1/2,0z20y0§0§1,

Hfo/Q i’( )J HLngy < CH] HL2 (3-3)
1 1 _ 1 1 _ 2 3+a+-2e
con ; p/ a q/ - 1} p 1 gy - 9 (2 a)

Demostracién. El resultado es consecuencia del siguiente argumento de dualidad:

[pfvers]| = sup // ( <x,y>g<x,y,t>dt)dmy
LiLzy 1= loll g
<Iflg, / DEV(t)g(a,y, )t
L2

Yy

Ahora,

H/DQV g(z,y,t

// ([ DFv0at. o) ([ DEvaryir ) dady

: ) / DV (t —7)g(-, 7)dr

S Hg“Lg/Lgy

L2,

El lema anterior y el Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev, en la variable ¢, implican que

H/De6 9(>7) H/ HDOG )’
LI1%,
= H/lt ’ (2(2 a) Hg”[:ﬂ/ d;

S ||gHLg/L§; ‘

dr

p
Ly

L{
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Como una consecuencia inmediata, de la estimativa tipo Strichartz, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.1.

1.

V) fllz 155 < eT” [ D1 g, - (3-4)

dadosov > 0,0 < e < $yd = 144{20;—(12)5'
2.

IV s < T [ D (3-5)
paraa > 4/7,0 < e < %yfy = % El resultado es vdlido adn para 0 < o < 4/7, siempre
que0 < e < 2H2,

3.
Hv(t)f”L?:;L% <c ||f||Lgy ; (3-6)

cona>0y0<e<
Demostracién. Considerando ry ' como exponentes conjugados.
1. Ladesigualdad de Hélder y el Teorema 3.2 (con§ = 1,6 = 55,1 = IQJ(FQC:“_O‘Q)G, = 32&1(12)5’
00, ¢ = 2r), implican que
1DV @£ o < D2V o 1102
DV f| por

1
<T% |fllz, -

< T

Si se considera D;€/2f en lugar de f, se obtiene el resultado deseado.

2. Nuevamente, la desigualdad de Holder, junto con el Teorema 3.2 (con 0=1~v= %,r’ =
16(2+a) _16(24w) o ory . .
5t7atise’ | = 9(B+at2q P = 4 = ZT)’ implican que

T 4/9
€ € 9/4
D20 s, = ([ 10259001 )
< To || DV (1) 1l 9775 .-
T zy
Por lo tanto, la misma consideracion del numeral anterior implica el resultado.
3. Basta considerar el caso en que § = 1y e = 0, en el Teorema 3.2 para obtener el resultado
deseado.
O

Nota 3.3.

Los resultados obtenidos durante ésta seccion, son vdlidos para el caso incluso en que o« > 1, involucrando
asi otros problemas relevantes en la matemdtica, por ejemplo, cuando se tiene la derivada de quinto orden, es
decir, o = 3.
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3.3. Estimativa de la funcion maximal

La dltima de las estimativas lineales que suele considerarse es la de sup, ¢, 77 | V(?)(+)|, més conocida
como la estimativa de la funcién maximal. Para lograr ésta acotacion, se seguiran las ideas expuestas
en [20] y adaptadas en [65] para el caso 0,.(A + H0,.). Como en las estimativas desarrolladas en la
seccion anterior, se estudiara el caso en que 5 = 1,ademas 0 < a < 1y tnicamente el signo “+”
en el simbolo, es decir, V(t) = /(€™ +€1) ya que se emplearan el Lema 1.7 y el Corolario 1.1, lo
cual seria imposible en otro caso.

Para poder acotar el término antes mencionado se requieren unas consideraciones previas. Con esto
en mente se elige 1 € C°(R) tal que,

{0 s w0
Y=V 1 si o z>1

y que,
pllel = 1) +p2 = [) = 1. (3-7)

La sucesion de funciones 1 (€, i) definida por,

Yo(&,m) = (2 — |€]) (2 — |nl)
Ve(&,m) = (28 — €)@ — [nDp(ln] — 28 + 1)
+u(2M — €D p(lE] = 28 + D)u(2¥ — |n]), para  k>1,

satisface la identidad

o(&,m) +1(&,m) + -+ V(€ m) = (28 — €D p@F — |n)),

y ademas,
o0

> &m) =1, (3-8)

k=0
Por otro lado, para f € L? (R?), se define el siguiente operador:

Brf = ( ;/2]3)\/. 59
Si (&,1) € supp(Yr),
1< el <2F 6 2P -1 < || < 28,

asique2?* < 2(1+ &2 +1?),y
IBrfllce < 27| f]ls- (3-10)

Observe que, el grupo unitario V() puede reescribirse utilizando los operadores B, como sigue:
V() f(a,y) = Y VOB (x,y). (3-1)
k=0

De modo que, para hallar la estimativa de la funcién maximal, basta con acotar la parte interna de la
serie definida en (3-11). Para tal fin sera necesario establecer el siguiente lema.
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Lema 3.3.
SeanT > 0,t € [0,T], (z,y) € R% k € ZTU{0} y a, b < 2", Entonces existen una constante C(T') >
0y una funcién Hy, 1+ > O tales que,

'// UG e 2 (e (b — [nl)ddn| < Hyr(lal), (3-12)

para 0 < o < 1, donde

11—204k

/OO Hyr(x)de < C(T)2 s *(k+ 1) (3-13)
0

Demostracién. Para a > 3, se tiene lo siguiente:

pla = [€))u2 — [¢]) = n(2 = [€]),

y de (3-7) se sigue que,

pla —[€]) = pla — gD u(lE] = 1) + u(2 = ).

Por lo anterior, la integral de (3-12) se puede escribir como la suma de las dos integrales que se pre-
sentan a continuacion:

= / / IR (0 — € a(1€] — L)lb — [n])dedn,

Jo = / / e EIT R e (2 — |€]) (b — ] déd.

Asi que, es necesario acotar tanto J como J,. Para lograr tal objetivo, la idea en ambos casos sera
dividir el conjunto de los reales, en diferentes subconjuntos, de tal forma que las estimaciones reali-
zadas sobre éstos (bien sea de .J o J) satisfagan (3-13).

Para estimar .J se considera, sin pérdida de generalidad, 7" > 1y se definen las siguientes funciones:

Y€)= pla =[Nl = 1) y  a(n) := pu(b—|nl),

cuyos soportes vienen dados por{¢ | 1 < [£| < a}y{n | |n| < b}, respectivamente.

Considerando |z| < 27%/2,

‘/ / 6"““'51*“+fn2>+wf+y">w<5>w2(n)dfd”‘ < [ viermasan < 2

Ahora, se analizara el comportamiento de .J en el conjunto z > 27%/2 0 v < — max{27/2 32¢2%+}.
Considerando (&, n) tal que & € supp(v)) yn € supp(i)s), se definira la funcién:

e1(&,m) = t(EJE]T + &nP) + €,
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para probar la siguiente desigualdad:

el = max{ ELe @+ a7}, o

Sixz>27k2>0,
lp1e] = [t((2 4+ Q)| +0°) + 2| > (2 + )] + 7).

También se tiene que,

’@1£| 7

Considerando el caso en que 7 < — max {2"“”, 32t22k} , x < 0, la siguiente acotacion es inmedia-
ta:
|z| > max{27%/2 32t2%F} > 32127

Como € € [—a,—1]U[1,a]l,n € [=b,b]ya,b < 281 se satisface la siguiente cadena de desigual-
dades:
t((2+ Q)€ 4+ n?) <H((2 + )22 4 227F2) < 16127,

por lo tanto,

|z]

5 2 16t22% > (2 + ) [E[' + ).

De lo anterior, se tiene que,

1l = [t((2 + )¢ +7°) + 2

> o] = [t((2 + ) [§] + )]

= |zl/2+ [2]/2 = t((2 + Q) ] + )
2]

>_7
- 2

lo cual implica (3-14).

Para acotar la integral J se integrara por partes, obteniendo lo siguiente:
7= [ [ eteremsmyeyiaydgan
= [[ et ([ o e Mgt nac ) dn 319

ip1e(€,m)
_ ip1(&m) ( v(&) )d dn,
O supp /e ¢ 29015(5777) 5 7

[ (e
| J] < /wz(n) (/'85 (%)'c&) dn. (3-16)

asi,
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Para 27%/2 < |z| < 1, se probara la siguiente desigualdad:
|J| < 2F(k + 1)|z| . (3-17)

(3-14) implica lo siguiente:

[ e (e ee= | 2 i«
T |/'¢€'d€ B |/ et e

(2 + a)t{ite
Si 1—|—a /
|| M
c

_m+2<1|+’0‘ 20k + 1) In(2)

< c(k+1)|z|™, (3-18)

¢901§£

dé +

por lo tanto, de (3-16) y (3-18) se sigue (3-17).

Se probara que para |z| > 1, es vélida la siguiente desigualdad:
|J| < c2Fp2, (3-19)

Al integrar por partes, se obtiene:

ve fool (g ) o

Analizando el comportamiento de .J, la integral interna de (3-20), se observa que

’j|§/ Z_id@r?’/ ¢§901E§’d€+/ w%plfffldg_i_?)/ ¢@155

901§ 9015 @15
= J1+J2+J3—|-J4.

dg

Por lo tanto, se procedera a acotar cada uno de los sumandos obtenidos anteriormente.

~ 4 c
J < — d¢ < —. 3-21
< g [ el < e

Como [¢| > 1,

|the|t((2 + o) (1 + @) [€]*)
2—|—at§1+°‘

J2_ 2/ wfgolff dé—
|$| P1e

|¢s!
< — < d¢é < —. 3-22
| | I3 = |$\2/W€| $ < |$’2 G-22)

“= |x|2
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El tercer sumando J, es acotado, en vista de la siguiente cadena de desigualdades:

Pt c [*1 c
J3 - ‘ ’2 e+ d§ < ’917‘2/1 S_ng < W (3-23)

Mientras que, el ultimo de los sumandos acota como sigue:

Y- (tE]Y) c ("1 c
o< i [ gt < | @< 20

Por lo tanto, las desigualdades (3-21) - (3-24) implican (3-20).

Lo que permite definir la funcion Hj, 1 en los intervalos estudiados hasta el momento, como:

22 si x| <27k
Hyr(z) = C(’ffj‘)zk si (2> 2772V < —max{27%/2 32122 }) A (27K < || < 1)

2kx=2  si (2> 27F2 v < —max{27%/2,32t2%F 1) A (|z] > 1).

Ahora, se estudiara la manera de acotar .J cuando —32t22F < © < —27%/2_ Ppara ello, se reescribe .J

como sigue:
J:/amW“ﬂww@(/w@%mwwm@ds

_ / I+ () (1, % Y ) () de

1/2 )
:/q)(y _ Z) (/ <%) ei(t§|E1+a+x§—f@‘,+289n(£))¢(§>d§> dz, (3-25)

donde I;(y) = fei(t5”2+y”)dn, y la dltima igualdad es consecuencia del Lema 1.7 y de considerar

O(n) = ¥a(n).

Primero que todo, se considerara la integral interna de (3-25), la cual se notarad como .J, y se estudia-
ran los dos siguientes casos: 2% > 22/6 y 22 < 2?/6.

Caso 1 (2> > x?/6):
Se consideraran los conjuntos:

ERU 2
m={ele>Bhym—{ce< gl

Para obtener la estimativa de .J; en el conjunto €2, se define la siguiente funcion:

2

N 2
(&) = t(E[E]F) + € — 167
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la cual satisface que,

2

pece = (2 Q)1+ ) (@M + 535 = 2+ a)(1 + a)(@)e2 e >0,

como [¢] < a < 28+ entonces 20k D=1 < |gat,

Del Corolario 1.1, se tiene lo siguiente:

PARS

1/2
(l) (&) i Sgn(é)w(g)dg
951

1|
-\ 12 -\ 2
o P o
(7)) ¥ - f(@m) w)

+
[ L5121

kE(l—a)
< 732w '

LOO
21

[l el e
GRE GRS

5 _k(l-a) (32t)1/4 WY
<t762 3 { Bz +/Q ‘3/2d5

1Nsupp Y ’f
s k-a (32¢)V/4
<t 62 3 |x|—1/4

Ll
21

k(l a)
—1327 5
— |CL’|1/4

<ec (3-26)

—.
|z[s
Para acotar J; sobre la region {2, se debe tener presente la siguiente acotacion:

2

=1(2 Tta —
pe =12+ Qe+t

N 32232t 2?
Zt(2+a)|f|1+ +x +1—67§W+Tt§2

2 2

o 6z z
=t2+ )"+ + Tl * Toie2

22

16t£2’

> (2 + )€t + (3-27)

por lo tanto,
2 2

T > 12 a)le = (3-28)

e 2 12+ )¢ + 96082
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Para la segunda derivada de ¢, se observa que:

22
2lept
L

€1t

Por tanto, al multiplicar por un uno adecuado e integrar por partes .J1, se obtiene lo siguiente:

_ T 2 ip(€) JiTsgn(€) ¢(§) .
J1—/Q2 (M) e'¥\&)et a5 —wg(@zs@g(f)df

T\ iz Y e < U )1/2 V) \ i in
N iGsgn(&) _F\S/ e _ ) s ip(&) pigsgn(€) g :
(t|s|> RN S R / A\t deele)) :

delo que se sigue,

<5 ¥(¢)
— 2 S e 11172 ¢ (€)

Para acotar, el primero de los sumandos antes deﬁnidos se deberan tener presentes tanto (3-28),

como el hecho que 27%/2 < |z| < 2232t implica 2~ < 12l < 22 obteniendo asi:

lpee] <2+ a)(1+ a)l§]* +

<(24+a)(l+a) (3-29)

32t 32t
]
39¢ 2(372a)k/2
Ly < % 1/2 $e) I+ = (3—204)/4C (3+2a)/4 sc 3/2
t E1M2(2 + a)t[§| e, ¢ || 2]
Para el sumando Lo, se deben tener en cuenta (3-28) y (3-29), pues,
el c / Y / Ve
Ly< - / Y et 2 g = My + My + M,
172 J, Ifll/glsogl T . €132 ¢l t1/2 Jo, 1€1M207
(3-28) implica que
06£2¢ 751/2 251/2 z|3/4 ok/2
<o [ [ el < s 2Pt 2
t , €Y% N |3/
y que
£1/2 L2 £1/2 3o \/% c ok/2
M < o [ Ve = e | < i <

El término M3, se acota como sigue:

Vo < c/ 1 t&? t2|§|3+“+zt§2d£ 2K/
TSR o, R 2 P a2
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Obteniendo asi la acotacion de J; en €2,.

Caso 2 (2> < x?/6):
Para 22 = px?,donde 0 < p < %, se definen los siguientes conjuntos:

_ 2] pla| _ || plz]
m={sle> il —{a % <e< By —{g o<l

Para el conjunto {23, se siguen las mismas ideas que se usaron para acotar la funcion en €2, y obtener
(3-26), por lo tanto,

9—2ak

276

|z[o

’J1| S &

Para controlar |.J;| en €y, se debe tener presente que |£| > 1, asi,
52 ) 52
<5t +r+ —=
4t§2 <l 4t§2

un argumento de concavidad sobre ¥} mostrara la acotacion de ¢,. Como,

((8)7)-Fen=((2)) 5

y como Uge = 10t + 2t£4 > (), entonces, para todo £ € €24 se cumple:

pe(§) = 2+ o)t + o+ —— = 9(8),

]
() < ——= -
&) =—15- (3-30)
de lo que se deduce la siguiente desigualdad:
]
—. -31
ee(©)] 2 5 (3-30
Ahora, se establecera una acotacion para pg;:
2
z
el = [(2-+ )1+ el san(E) -
22 2t
< 6t[¢|* + —
I e
<c (t|§| + ||§||) (3-32)

Estas cotas seran Utiles para poder hallar la estimacion que corresponde a |.J;| en esta region, como

se puede ver enseguida:
)
+ 0, (— d§
am) S AN

c [( v
i g | i
el N Y] ge]
BQ4> +/94 |€’1/2‘90§| er/Q4 |5‘3/2|()0§| 5+/94 ’§|1/2 2 5]

<L_< ¥(§)
:M1+M2—|—M5—|—M4

— 2\ L€l
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El primer sumando cumple que,
C
M, < ——.
L= 2|

Para el segundo sumando, se debe tener en cuenta (3-31), asi

c c
M, < ——— dé < ——.
< g J 146 =
El tercer sumando no presenta dificultades, dada la definicion de ¢ y (3-31),

c (0 c <1 c
My < dé < dé < .
DT Jg, [€P ¢= £z /1 €13/ = t1/2|z|

Para el ultimo sumando, deben tenerse presentes la definicion de €24 y (3-32),

c ¢ ||
1= 3 | e (11 )

c v tlg] c (0

— " _
0727a] Jo, 1072 12) © F 0721a] Jo, 1P

c <1
< d
<wm ),
C

< .
— t1/2|$‘

dg

Por lo que en )4
2k
Ji| < c—.
’ 1| = |JI|3/2
Para obtener la acotacion en la region €25, se estudiara primero el caso en que £ > 1,y se tendra en

cuenta que
2 2

te— == ,(¢).

ces(€) = (2 + @)1+ lel" — 5 <86~ 5

Al acotar 1J; se obtiene lo siguiente:

9 plz| 2 8 £1/2 1/2| |1/2 \/5‘ |1/2t1/2 1
— = — x — x —
1 24 V2 p pl/2

4p — 1
:\/ﬁtl/2|x‘1/2< p\/_ ) <0,
p

por lo tanto,

Ahora se estudiara la acotacién para § < —1,

pla[\ (2 + @)1+ a)p 2 tz]*/2 + [a]V/2(2t) 3°
1433 ot - (2t)0/2pl/2

< Gtz <0
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Como,

2
3i>0,
2¢1 =

se sigue que |pge| > Mt'/?|z[Y/2, dondeM = min{|C,|,|C,|} > 0. Por lo tanto, el Corolario 1.1
implica que,

weee(€) = 2+ ) (1 + a)até]* ™ +

1/2

i j i % sgn

1| = | g (m) POl T 8y (€)de|
5

—1/2 m 1/2

< e (t2)2]'?) ( ) I

LOO
Q5

te]

()"

L}zs
< et a1 ([l + el )
23k/2

x|

Asi pues, para —32t2%F < x < —27%/2 se define,

Hyr(x) == c(k+1) (2%k|ac|_Ts + 23_22a”“|x|_3/2 + Z%M_l)
para la cual es valida la siguiente desigualdad:
[ <@Ll e < Her(x),

y ademas, H, 7 satisface (3-13).

Para mostrar que Jy = [ e!CEIE e tattym) (9 |€])u(b — |n|)dEdn es acotada, vale la pena
recordar que (&) = p(2 — [€]) y supp(vo) = {€ | [§] < 2}.

Al considerar los valores de x tales que |z| < 1607, se observa lo siguiente:

ol < / Yol E)a(n)dédn < 2" (3-33)

Ahora, se consideraran los valores de x que cumplen 2 > 1607 0 x < — max{1607, 32t22k}, con la

intencion de probar que :
c2k
1 Jo| < = (3-34)
x

Para tal fin, se define la siguiente funcion:

wo(&,m) = tEIE[T +&n*) + €.

Sixz > 1607,
ol = t((2+ )| +7°) + 2 >

|8
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Ahora, como x < — max{1607, 32t2%}, entonces |z| > 32t2%,y dado que b < 2**!, se tiene la
siguiente desigualdad:

t((2+a)|§|1+0‘+772) S t(<3)22+22k+2) S 16t22k < ’m‘

= 77
por lo tanto,
ool = [E((2 + Q)€ +7?) + ]
> [z = [t((2 + @) [€]'7 + )|
x| | |z o
= = = 2+ )lE] 4+ n)?
2 2
 lal
pu— 2 .
Mostrando asi que,
| > |33|
woe(§,m)| = 5 (3-35)

Como z > 1607 o x < — max{160T’, 32t2%} y en vista de (3-35), entonces |po¢| # 0. Por lo tanto,
para acotar .J en este conjunto, se sigue que

| Jol = ’ / / ei%(@z/zo(sm(n)dsdn‘
b 2
ipo (&) del dn.
S/_b%(??)’/_ge ¥o(§) 5’ n

La integral interna es la que debe acotarse. Para ello, se dividira la integral en dos intervalos, para

’
evitar los problemas que trae el valor absoluto y luego se integrara por partes, como se puede ver en
seguida:

2 o ?
/ ezwo(§)¢0(£)d£:/ ewo(&)%(g)dg—i—/ e ©qpy (€)de
_9 -2 0

100 0 0
()] Lma(Ea ()
1Po¢ Yoe/) |_a 2 14po¢ Pog
ip0 2 2
()] (2)
1P0¢ Pog 0 1Pog Pog

L@ [ ()
/ 2 % (Woea5 (9005 “ /0 % % %

- tPog Pog
= Al + AQ.
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En vista de la similitud de los procedimientos para acotar los sumandos, se acotara Unicamente A,,

2 1 Yo
41 < [ o (so—of’& (@)) ‘df

2 2 2 2 2
S/ &2& d£+3/ wogfogg'd€+/ ¢0<P30£gg‘d£+3/ woiogg‘dg
0 | Poe 0 Poe 0 Poe 0 Poe

= A21 + A22 + A23 + A24.

El primer sumando no representa ninguna dificultad, pues (3-35) implica que,

ans S [ ol < ¢

Para acotar los sumandos que hacen falta, se debe tener presente que || > 1607, asi:

Agy < 5 /QW e < &1 /Zt(2+ J(1+a)|erde < —L < ©
— — T o) o — < —.
PSP Jy T =2 = 160722 = 22

c(2+a)(1+a)at [ c

Aoz < dé < —.

= 221607 e e

Y el dltimo sumando, se acota como sigue:

c 2 c
Ay < —— 2 |dé < —.
2= :c2(16OT)2/0 [Voeeeldé < 5
De las desigualdades anteriores se deduce (3-34).

El objetivo ahora sera acotar .J; en el intervalo —32t2% < x < —160T. Para ello, se reescribira .J
como sigue:

1/2 )
T — / By — 2) ( / (%) ei(t(flél”a)ﬂ&j@+4sgn(£))¢0<f)d§> i, (3-36)

para (1)) = (1.

Analogamente, al trabajo realizado para acotar J, se tomara la integral interna de (3-36), la cual se
notara como .Jy1, y se consideraran dos casos:

Caso 1 (2> > x?/6):
||

Como |z| > 1607 > 160ty 2 > [¢], implican 5, > €2, al definir siguiente la funcién :

2

N 2
p(€) = t(E[E]) + € — T
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y siguiendo el mismo argumento utilizado para obtener (3-27), se obtiene:

2 2

> #((2 L+a S (2 oy T 3-37
g > H(2+ @)IE[) o+ o > (2 + )IEP ) + g (-37)
Mientras que, la segunda derivada se puede acotar de la siguiente manera:
2’2 t2|§‘3+a+2’2
=|(2 1 telt — — 1 < b6——r——- 3-38
ol = |2+ @)1+ aler - | <o TEL 639

A lo anterior se adiciona el hecho |£|~1/2e'T9"(&) = (—i¢)~1/2, por tanto,

Cc

S|
77 | e (e

—-1/2

Jor =

es integrable alrededor de cero, se tiene

Como se pudo ver en (3-37), p¢ # 0,y dado que (—i€)
- Yo el
172 (—i€) Vi

lo siguiente:
2 2
c i Yo
R <—> de.
Ly 12 /_2 C\(—i&) i ¢
Como 1g(2) = ¥o(—2) =0

2 (%
i< 5 [ o ()|

Jor =

c [P e ? 1/10%055
=07 || i) e ’ T / (—ig) 3/2905' Wt i / (Zie) 22
= Al + AQ —|— Ag.

o . . 2
Para acotar los dos primeros sumandos, se debe usar el siguiente hecho: 4/%5 < 92552 t que es conse-
cuencia de (3-37). Luego,

c 2 1/10§§2t tl/Z 2 C(T)
s [ dfﬁffﬁ/_Q’%ﬁ’dfﬁ

2 2 1/2

c o7t t (T)
A2 < 4 /_2 Sy | %= ‘1/’0"1’5 =

Mientas que, el ultimo sumando es acotado, en vista de la siguiente cadena de desigualdades:

y /‘ S I S S ﬁf/‘wd€< o)
3 < 1172 REE t[? 2e2e[ite 4+ 22 22 ° 0

De lo anterior, se concluye que |Jy;| < Cg)-
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Caso 2 (22 < x?/6):
Si 2% = pa?, para 0 < p < 1/6, se divide la region en los siguientes conjuntos:

_ plz| 2 _ 2] ! = > Pl !
904_{§|2_t<€<1_0t/\|$|1/2§|§| , Qo5 = §|€<2_t/\|x|1/2§|€|

1
y906={§|W2|§|}-

Para obtener la acotacion sobre el conjunto {24, se procede de manera analoga a como se hizo en €1,
entonces, se requiere definir las siguientes funciones

2 2
=t 4o — Z_ ,ﬁ = 5¢ 2 Z_
P(E) = HEE™) 26 — o y 06 =51+ + o
para 0 < [¢| < 2, las cuales satisfacen que,
we(§) < 0(E) + 2t[¢]. (3-39)
Como,
1/2 1/2
plz| |z] ]
| (= =—0Gp-1)=90(——
((2t> ) 7 Gr=1) 10t ’
y ademas ¢ > 0, se tiene la siguiente desigualdad: J(&) < —%, para & € ()4, entonces,
el _
e < +2t[¢]. (3-40)
12
Ahora, definiendo la funcién
2]
=——42

y teniendo en cuenta que t < T, yque 1607 < |z| < 32t2%% implica V1607 |z|'/? < ||, se

obtiene lo siguiente:
1/2
p|| || 2 1/2,.1/2),.11/2
chadl =" =y
g<<2t) ) Rt AP ||

o =l 2 VIGOT s 1y
=7 2]

+
- 12 V2 V1
< o
= 4\3 5

IN
|

(3-47)
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mientras que,

1/2 9
g M — _m_i_ 1/2|x|1/2
10t 12 \/E

S ‘x| L= 2 V 16OT| ’1/2
V10 V160

_m+m
- 12 20
=]
_= 3'42
30 (3-42)

Las desigualdades (3-41) y (3-42), implican el siguiente hecho:

1/2 1/2
o ()Y < lele o (1)) < lel
¢ ot = 4 A\ ot = 30’

y como pgee > 0, para 0 < |£] < 2, al aplicar un argumento de concavidad se obtiene lo siguiente:
|pe(§)] = cla], (3-43)

paratodo & € (g,.

Como 0 < [¢] < 2, implica |z| < 2‘@' y de la definicién de 2y, se sigue que p2|;§\ < &yt < z|,
entonces, para acotar la funcion ¢ se emplea el siguiente argumento:

2 2

z
< 6t|E|”

|pee| = [(2 + ) (1 + @)t[E|"sgn(E) —

pr? 2t

2|5|tm

Nombrando Jy, a la integral Jy; restringida al conjunto {24, al aplicar integracion por partes, se ob-
tiene lo siguiente:

< 6tl¢] + 2t +

c | e*yy c (o
| Joa| < +—/ ) (—)'dg
t1/2 |5‘1/2¢§ s +1/2 G0s 3 ‘€|1/2906
c | %y c boe| / Yo / Yolepee|
< = lTs + = dé + —5 dé + — d
172 |[E]20¢ | |pa, 7% Jags 1E1V%]0¢] 1172 Joo, 1E13721¢| 12 Jau, [E1V267

I:A1+A2+A3+A4.

Para acotar los sumandos anteriores es muy importante tener en cuenta la definicion de €24, la cual
implica que |£|+/2 < |z|'4, asi

c |x|t/4 c

A SR T AR

(3-45)
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el

&
RS t1/2‘33| 2] Jou, |Yoe| < 2] P (3-46)

c 1
A < / dt
122] Jo,, TEP72
2
c 1
__° 4
P0a] oy TP

__ ¢ —1/2)2
= m(—f 2 -1/2)

C

< W (3-47)

Mientras que, el tltimo sumando requiere tener presente la desigudad: Ix\;l/“ < |€]Y? < v/2,yaplicar
(3-44), es decir,

c Yot €] / Yolz|
<
Asyn | i U+ g ), T

1/2
Sﬂﬂ|P/ %E|d6+wﬂ‘/mmwz

c |z c
= me t172| )3/
c

De las estimativas (3-45) - (3-48) se tiene la siguiente acotacion: |Jys| < AT

Para estudiar la integral sobre la region {25, se mostrara primero la siguiente desigualdad: || >
c|z|. Para ello, se debe tener presente que la region €25 no contiene al cero, motivo por el cual g
esta bien definida sobre el conjunto antes mencionado, y ademas es positiva, como se puede ver a

continuacion,
2+ a)(1+a)at 322

P = T g 2~

Por lo tanto ¢ es creciente, como ésta funcion es impar, basta considerar el caso en que 0 < £ < 2,
asi pues,

2\ /2
Pee(§) < pee(2) o wee(§) < pee ((Z%) ) :

El argumento anterior implica que debe establecerse la siguiente desigualdad:

1/2
Dee <m|'n {2, (%) }) < —clz|. (3-49)
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Si2 < (24)1/2 entonces 2 < pxt, por lo tanto,

2t
pa?
Pee(2) = 2+ a)(1+a)(2%)t — Tot
< 2+ a)(14 a)(2%)|z| B m
- 180 2
(24 a)(1+ a)(2*) — 90

= 3-50

pues || > 1607
1/2

Ahora, si (p;f') < 2, entonces |z|"/?t1/2 < ill/;t < 1/2160\3:] por lo cual,

pla 7\ pla|\? pa?(2t)%2
%((Tt) >_(2+“>(”O‘)t(2_t) St

81/2|x| ((2 + a)(l + a) (14a) /2|x| a—1) /2t(1 a)/2 _ 2(1+a)/2>

p1/2160 2a/2 1/2
L\ (me)/2 (14+a)/2
81/2|z| (2+a)(1+a)p(160p) _ 9(l+a
p1/2160 20/2p1/2 (3-51)

(3-49) se sigue de (3-50) y (3-51).

Por lo tanto, para acotar la integral Jys, la cual serd entendida como la integral Jy; restringida a (2,
se empleara el Corolario 1.1, como sigue:

C

1 .
| Jos| = m/ Wewzbodf‘

< Yog
- 151/2|$|1/2 |§|1/2 €121, |§|3/2
= Bl + B2 + Bg.
Como M+/2 < |€], entonces
B < c|z |/ _ c 7
172|172 ~ {172[5[ 1/

c|z |/ c

B2 < s Ml < e

c__° Yo I EpeRey: _c
By < t1/2|x|1/2 /ﬂ o |€|3/2 dg < 251/2| |1/2 |§| L S t1/2|m|1/4’

|1/2

|z
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obteniendo la siguiente acotacion:
C

"]05| S W

La integral Jy, restringida a {2y, sera notada como Jyg, se acota sin mayor problema, como se ve a
continuacion:

|| =1/
c 1 ~ c 1 c c
Jos| = | == ————eWPdé| < —= ——df = —=¢/? = qmia
| 06| +1/2 /Qoa (—i§)1/2€ ¢0 5‘ — $1/2 /QO6 15‘1/2 f +1/2 0 t1/2|a:]1/4
De lo anterior, si —32t2?* < x < 1607, para cada y se tiene lo siguiente:
|Jo| < (T)(k+ 1)t’1/2|w]*1/4 < o(T)2%(k + 1)]95\*3/4. (3-52)
Por lo tanto, la funcién
c2k si |z| < 160T
Hyr(x) =< kg2 si x> 1607 Vr < —max{1607, 32t2%}
c(T)(k + 1)2%|z| =3/ si —32t2%F < x < 160T
satisface (3-12). ]
Teorema 3.3.
Sif=1,0<a<l1,s>Y22y fe H (R?),
V() fllzzzeg. < C(T )| f]s- (3-53)

xHyT

Demostracién. Como el operador By, definido en (3-9), es simétrico y conmuta con el grupo V(¢), el
Lema 3.3 implica que

/0 V(t — )(B2g) (., )t

T
/ / (// ei((tt’)w(f,n)ﬂmZ)€+(yw)n)wk(§,n)d§d,7> g(z,w,t’)dzdwdt'
0

T
g/ / Her(e — 2)|g(, w, )] dzdwdt’
0

T
ZHk,T(lw\)*/ /Ig(aﬁ,w,t’)!dwdt’, (3-54)
0

parag € C°(R?), p(&,n) = [E[T + Eny L € [0, 7.

Si el operador Ay, : LpL2, — L2, es el definido mediante:

Arglo,y) = / e (OV(—1)(Beg) (@, y, 1),
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se tiene lo siguiente:
(Arg, ) = // Arg(z,y) f(x y)dwdy
/ ( xr(t)V(—t)Brg(z, y, )dt) flx,y)dady
= [ato) ( / / S 6 )i, ) FE )
= [t [[ el miaten nacan o
= [t ([[ 0Bt 03w sy ) a
— [t ([ o

z,y,1)V(t) By f(x, y)dl’dy> dt.

Por lo tanto A} : L2, — LyL?, eseloperador Ajf = V(t)Bif.Si X = L2L,p, sudual es

YT
X* LiL;‘},, aplicando el Lema 3.3y (3-54), se obtiene:

T
HAI:A/CQHL%L% = H/ V(t — t/)Bi(I,y7t/)g<x7y’t/)dt/
' 0

L_?EL;%
< lolizny, [ Hur(lahdo
S O(T)ZIIEQQk

(k+ 1)2||9||L3.L;T7

asi que, por (3-11) se puede concluir lo siguiente:

IV(£) £l 2o <ZHV VB2 f 121, <201 FZ29 (ke + D) f]ls = C(T,9)|f s

xHyT

Nota 3.4.
Los resultados expuestos en esta seccion, coinciden con el Lema 2.2 y el Teorema 2.4 de [20], siempre que
a=1

3.4. Mejoras en el buen planteamiento

Los resultados presentados durante éste capitulo, la técnica de Kenig, Ponce y Vega, junto con un
argumento de contraccion, permiten mejorar el resultado de buen planteamiento obtenido en el se-
gundo capitulo de éste trabajo. Cuando o = 1 se tiene el buen planteamiento global, a partir de las
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leyes de conservacion presentadas en el Lema 1.8. Con esto en mente, para la clase de funciones que
cumplan las siguientes desigualdades:

1 D3t pgerz . + |1 Dytie || e 12, < 00, (3-55)
[t 22105 < 00, (3-56)
HUHL%LZ% < 00. (3'57)

es posible mostrar que el Teorema 3.4 es valido:

Demostracién del Teorema 3.4. Para realizar la demostracion se supondra que 122% < s < 1,ya que

para los valores de s > 1, se aprovecha la linealidad de la derivada en las estimativas de los Teoremas
3.1y3.3.

Se definen,
U(u)(t) = Wy (u)(t) = V(t)ug — / tV(t — ') (uu, ) (t")dt’, (3-58)

para0 < 7T < 1,y los espacios

Xr:={uecC(0,T] : H*(R?)) | u(u) < oo}, (3-59)
y
Xt ={ue Xr | ulu) <a}l, (3-60)
donde,
() i= el e, + Nl + Doz, + 1Djuallmra, +lulzeze  G-6D

El objetivo sera elegir valores adecuados para a y 7', de tal manera que W sea una contraccion sobre
X4. Para tal fin, primero se debera estimar la parte lineal de (3-58), empleando las estimativas del
Teorema 3.2 (para 1 —€/2 < s), el efecto regularizante del Teorema 3.1y las estimativas de la funcion
maximal (3-53), como sigue:

p(V (t)uo) =[[V(E)uollLg mz, + 10V ()uollr2reg + D502V (ol pger2,,
+ [1D50:V()uol oo 12, + [[V()uoll 212,
<|luollzr- + el DDyl 2, + | Diuollzz, + [1Dyuollzz, + elluol|
<ef| o[ sz (3-62)

La parte no lineal de (3-58), se acotara estudiando cada sumando de la norma y por separado. Primero
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se estimara la norma L?(R?)

/0 tV(t — ") (wuy) (¢")dt’

T
< / IV(t — #)wue) ()] 2 ¥
2, 0 "

T
< c/ [ty |2, dt’
0

T
< / ot el 22,

T

< clullpaz, [ it
0

< T2l ooy, Uz |22 Lo

< TV (p(u))?, (3-63)

que es consecuencia de las desigualdades de Minkowski y Holder.

Para acotar la norma en L2(R?) de D3 ( [, V(t — t')(uu,)(t')dt’") se emplearan las desigualdades de
Holder, Minkowski, como también la regla de Leibniz para derivadas fraccionarias,

HD; ( /0 tV(t - t’)(uux)(t/)dt’)

T
< [ 1Dz ()
L2 0 Y
T T
< / lotall o, | Dl 2, e+ / luDS sz, dt
0 ‘ 0 ’

T “xy

T
< ¢ Dull iz / letall e + TV DSl 2 12
0

S CTI/QHUHL%OHS

Ty

< T2 (pu(u))?. (3-64)

toll gy + T2 Mull pz s | Ditall ez,

Analogamente,

HD; ( /0 V- t’)(uux)(t’)dt')

< T2\ Dyull ez, el oz g + T2l 2 o5 | Dyttal| e 12,

< T2 (pu(u))?. (3-65)

2
L3,

Para estimar la norma LQTL;’CZ, se considerara 0 < € < 1/2, de tal forma que 1 — ¢/2 < s. Se
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emplearan las estimativas del Corolario 3.1 junto con las desigualdades (3-63)-(3-65), para obtener:

O / tV(t — ") (uug ) (¢ dt’

L7 Ly

v ([ vt

L7Lg,

T
< [ 10770, ) (0],
0
T
< [ ) e, e
0
T T T
<o [ )@l + e [ IDs @Oz, + e [ 1D )]z de
0 0 0

< C/o H(uux)(t’)HL%ydt/—i-c/o
< T2 (p(u))?.

T T
| D3 () (t) 122,08 + / D5 (s (¢ 1., @

Para acotar la norma en LgoLiT, se hara uso del Teorema 3.1y de la desigualdad (3-64), como se ve
en la siguiente cadena de desigualdades:

HD; (ax /0 V- t’)(uux)(t’)dt’)

2, V(t) ( /O tV(—t’)D;(uux)(t’)dt’>

L¥LY, L¥LY,

T

< [ IDs )¢z, e
0 ,

< T2 ()

De igual manera,

HD; (ax /O tV(t - t')(uuz)(lf’)dt'>

LeL2,

2,V (1) ( /0 tV(—t’)D;(uux)(t’)dt’>

LeL?,

T

<e / DS i) ()| 2,
0

< TV (u(u))

Por ultimo, para la norma en LiL;%, se deben emplear la estimativa de la funciéon maximal (3-53) y

las desigualdades (3-63)- (3-65), para obtener:

/OtV(t — ") (uu, ) (¢")dt’ = Hv(t) (/OtV(—t’)(uum)(t')dt’>

L2L3% L2135

s, A

< / (s (2]
< ().
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Lo anterior implica que,

(0 () < clluoll s + T (a(u))?. (3-66)

Por lo tanto, al elegir a = 2c¢||uo|

sy T > 0tales que,

1
caT'? < 3 (3-67)

siu € X, entonces u(¥(u)) < a, en consecuencia ¥ : X% — X4.
Siguiendo este mismo esquema, se muestra que W es una contraccion pues,

(0 (u) = W(@)) < T2 (p(w) + p(@) p(u — @) < 2acT?p(u — @),

para & € X¢. Por lo tanto, existe un tnico v € X, tal que ¥(u) = u, es decir,

u(t) = V(t)ug — /tV(t — ") (uuy) (") dt' (3-68)
0
parat € [0,7.
Siguiendo lo mismos argumentos, se prueba la existencia de 7} € (0, 7)) tal que,
(0 () = W(@)) < Jlug — diolls + T3 (p) + pu(@) pa(u — ),
por lo tanto, la aplicacion uy — w, definida en una vecindad V' de uy es Lipschitz. O

Nota 3.5.

En [71], Ribaud y Vento, haciendo uso de los espacios de Bourgain prueban que, para e € [0, 1]y s > 2--2,
el problema (2-1) es localmente bien planteado en H('+®)*25(IR?), de modo que, el Teorema 3.4 contribuye
a mejorar este resultado cuando 0 < o < %.

Para mejorar el buen planteamiento para el caso p = 2, la prueba requiere trabajar con la clase de
funciones que satisfacen las siguientes desigualdades:

D3tz || e r2,, + 1 Due] [ pger, < 00, (3-69)
HUIHL%L%; + HUIHL%ML% < 00, (3-70)
HUHL%L?!T < Q. (3'71)

112«

Demostracién del Teorema 3.5. Como en la demostracion del teorema anterior, se supondra que ~—*

s <1y0 < T < 1,de modo que, al definir el siguiente operador:

U(u)(t) = U, (u)(t) = V(t)ug — /0 t V(t—t) (v’u,) () dt, (3-72)
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y los espacios:

Xr={ueC(0,T]: H* (R?)) | pa(u) < oo} (3-73)
y
Xt =A{ue Xr| pa(u) <a}, (3-74)
donde,
H2(u) = llullgems, +llullog oo +llall sy g +11D3tall ez, + | Dyl o +llullizigs, 3-75)

se mostrara que, para valores adecuados de a y 7', ¥ es una contraccion en X . Para ello, primero se
acotara la norma 5 sobre la parte lineal de (3-72), haciendo uso del efecto regularizante (Teorema
3.1), las estimativas tipo Strichartz (Corolario 3.1) con 1—¢/2 < s, la estimativa de la funcién maximal
(Teorema 3.3) y las propiedades del grupo V(t), obteniendo lo siguiente:

w2 (V(t)uo) = [[V(O)uoll o s, + IVl g 1o + 10V E)uoll o4,
+ ||D;8mV(t)UO||LgoL§T + HD;aacV(t)uO||LgoL§T + HV(t)uOHL%L;OT
<luoll, + lluolly + || D7 /*Ozul|, + 10V (#) Daiol| e 12,
+ 0,90 Dol po + IV (B2,
< ||u0||S ) (3-76)

Para acotar (i sobre la parte no lineal de (3-72), se debe acotar cada sumando de 15 por aparte. Para
acotar la norma en H*(IR?), se acotaran cada una de sus componentes por separado, como sigue:

/O t V(t—t) (vuy) (&) dt’

T
< [ ],
0 0 o
T
< [l Vol o

T
< lpas, [ Il Tl o
< Tl o, Tl

< Tl oo s,

UHL%L% ||u$|lL%/4L%

< T (na(u))?, (3-77)

las desigualdades anteriores son consecuencia de las propiedades del grupo V() y las desigualdades
de Minkowski y Holder. Para acotar la norma en L?(IR?) de D;(f(f V(t —t')(u*u,)(t')dt'), se utilizan
las desigualdades de Holder, Minkowski, como también la regla de Leibniz para derivadas fracciona-
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rias, asi:

HD; (/Otv (t —1t) (vus) () dt’)
< [0z () )

T
o O P e e = P

2
L2,

dt’

2
Lz,

T T
< [ g Wl 1Dl -+ [ g D,
0 0
T T
< HD:ScUHL%Lgy/O [l o lull o dt'—i—/o Jullgs, luD3uel dt’

< T*\\ull L g,

ull g ey luall oo + Tl g oog Il zng | Divtell oo,

< T2 (o))’ + TV (pa(w))” (3-78)

Siguiendo el mismo argumento se acota la norma de DZ(fOt V(t — t')(uu,)(¢')dt') en L?(R?),

HD; (/OtV(t —t) (v?u,) (t) dt’>

< T*\\ull L g,

2
Lz,

ull g ngg 1zl oo + T ull g pog llull 2 oos, HDZUxHLgoLgT

< T2 (o))’ + T° (pa(w))” (3-79)

Para acotar la norma de la parte no lineal en L%L;‘Z’/, se hace uso del Corolario 3.1y de la desigualdad

(3-77), como se ve a continuacion:

/O t V(t—t) (uuy) (&) dt’

= HV(t) (/Otv (=) (vug) (t) dt’)
[ ventu) @

T
< [ bl a
0 Ty

< T (o))’ (3-80)

L%Lg@ L3 Lyy

<

2
L2,
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Si0 < e < 22 talque 1 — /2 < s, del Corolario 3.1y las estimativas (3-77) - (3-79), se deduce que
3 q y

o / t V(t =) (uPu,) () dt’

9/4
L*re

_ Hv(ﬂ ( /0 tV(—t’) 0, (1u,) (¢) dt,)

9/4
Lt

SAIW?W%W%JWwwf

T
< [l ar
OT T T
< [ et @lar + 10z () @llyar+ [ 1D ) ()] e
< T (pa(w))® + T (pa(w))’ (3-81)

Para la controlar lanormaen L;OLZT, se emplea el efecto regularizante (Teorema 3.1) y la desigualdad
(3-78), obteniendo lo siguiente:

t
HD; (ax / V(t—1t) (vuy) (¢) dt/)
0 LgOLiT

0, V(t) ( /0 tV (=t") D (vuy) (t') dt’)

LgeL?

S ‘

/O V() D2 () ()

0
T
< [ 1Dz ) )]
0
< T (up(w))® + T (pa(u))’ (3-82)
De igual manera, pero empleando (3-79) en lugar de(3-78), se obtiene que
t T
HD; (ax/o V(t —t) (vug) (t') dt’) < /0 | Dy (u?us) (#)]],

< T (pa(u)* + TV (na(w))*  (3-83)

LeL?,

Finalmente, de la estimativa de la funcién maximal (Teorema 3.3) y las desigualdades (3-77) - (3-79),
se concluye que

‘ /0 t V(t—t) (v’u,) (') dt’

- HV(t) (/Otv (=) (v?us) () dt’)
< [ M) @), ar

< T 1y w))* + TV (s (). (3-84)

L3L% LELYT
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De las estimativas (3-76) - (3-84) se tiene que
pa (W (w)) < Jluolls + T (pa(w))?,

como 0 < T < 1,al considerar a = 2| ugl|s tal que a>T/® < 1/2, se tiene que si u € X,
p2(¥(u)) < a, en consecuencia ¥ : X% — X4

Para ver que W es una contraccion en X$, se siguen las mismas ideas del teorema anterior, asi como
también para probar que la aplicacién 1, — 1w, definida desde una vecindad V' de u, que depende
de Ty € (0,7) en X¢. es Lipschitz. N

3.5. Buen planteamiento global

Ahora se mostrara como extender las soluciones locales del P.V.I (2-1) a soluciones globales, cuando
el dato inicial es un elemento de H'(R?), « = 8 = 1y en el simbolo se tiene el signo positivo. Para
ello es necesario recordar las cantidades conservadas que posee el problema (Lema 1.8)

I(u) = // u?(z,y,t)dvdy (3-85)

I(u) = %//}R2 ((8{qu)2 + (0,u)” — WQ@MUPH) dxdy (3-86)

Teorema 3.6.

1. Siug € Hl(]Rz) entonces la solucién local del P.V.1 (2-1) dada en el Teorema 3.4 puede ser extendida
a cualquier intervalo [0, T'.

2. Siug € HY(R?) y ||ugllo << 1 entonces la solucién local del P.V.l (2-1) dada en el Teorema 3.5
puede ser extendida a cualquier intervalo [0, T.

Demostracion. Para los dos numerales, es necesario realizar las siguientes consideraciones, si u €
C([0,T] : H'(R?)) es la solucion de (2-1), es posible aplicar la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg
parat € [0, 7], obteniendo que:

0 —
[u(@®)]|zr+e < el[Vu®)llg [lu®)llo ™,
conf = Zﬁ. Las leyes de conservacion implican lo siguiente:

a7 < [u)]|3 + [|0.w®) ||z + |0yult)]
< ol + 2L (u(t)) + c|lu(t)| me,
< Juollg + 212 (uo) + ¢ |Juollf lu(®)|1}. (3-87)
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1. Para este caso (p = 1), se considerard y := y(t) = ||u/|?. De (3-87) y la desigualdad de Young

se sigue que:
2 2 A uolly | v
Y~ < luolly + 212 (uo) + —5— + 5,
esto garantiza la existencia de M = M (||uo||1, T') tal que,
sup ||u(t)|]y < M. (3-88)

te[0,7

Sea T’ = sup{0 < T | existe una unicau € C([0,T] : H'(R?)) solucién de (2-1)}. Supo-
niendo que 7" < oo, en vista de (3-88), la solucién u € C'([0,T") : H'(R?)) satisface que,

lu(@)lly < M ([[uoll, , T,

paratodot € [0,7"). Del buen planteamiento local se tiene que 7' ~ ||ug||; 2. Al considerar el
P.V.I (2-1) con dato inicial ¢ € H'(IR?), el cual satisfaga la desigualdad ||p]|; < M (||uol1,T),
se puede hallar un tiempo 7} > 0, tal que

Ty <eM™* <ol
y una dnica solucion v € C([0,T}) : H'(R?)) del P.V.1 (2-1) con v(0) = . Si se toma ¢ =

uw(T" — T1/2), al definir

w(t) = { ult) Si0<t<T —Ty/2 (3-89)

U(t—T/+T1/2) SIT,—Tl/QStST/—f—Tl/Z

Note que w(t) satisface la ecuacion integral (3-68), para cadat € [0,7" + Ty /2], lo cual con-
tradice la definicién de 77, por lo tanto, 7" = oc.

2. Paraeste caso (p = 2), al considerar y := y(t) = ||ul|?, de (3-87) se tiene que:
y* < oo+ ey

Para obtener una desigualdad anéloga a (3-88), se requiere que ||ug||o sea un valor pequefio
(Jluollo << 1),y asi seguir el argumento del caso anterior para poder extender las soluciones
locales a soluciones globales en H'(RR?).

]

Nota 3.6.
Es importante resaltar que las soluciones dadas en los Teoremas 3.4-3.6 pertenecen a un subespacio de H*(R?)
el cual estd determinado por las normas i1 y 112, seglin sea el caso.
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En el presente capitulo se daran condiciones para que el problema (2-1) esté bien planteado en los
espacios isotropicos X ° mencionados en la Definicidn 1.8, como también en los espacios anisotropi-
cos H*1*2(R?) y X*1:%2 descritos en las Definiciones 1.7 y 1.8, respectivamente.

Para lograr el buen planteamiento en estos espacios, se hara uso de un argumento de compacidad,
para el cual se deben mostrar las estimativas de energia asociadas al P.V.l (2-1). Partiendo de éstas
y del Corolario 3.1, se obtiene una estimativa no lineal, la cual es fundamental para hallar soluciones
de (2-1), como limites (en el sentido distribucional) de soluciones suaves (ver [44]). Por tal motivo,
es necesario tener presentes las cantidades conservadas que posee el problema (2-1), descritas en el
Lema 1.8.

Con esto en mente, el presente capitulo se ha dividido en tres secciones, en la primera se muestran las
estimativas de energia, en los espacios X*y X°*2. En la segunda, se prueba el buen planteamiento
local de (2-1), segln las hipotesis del Teorema 4.1. Mientras que, en la Gltima seccion del capitulo,
se muestra un resultado de buen planteamiento local para los espacios H**2(R?) (Teorema 4.2),
seguido de la mejora plasmada en el Teorema 4.3.

4.1. Estimativas de energia

En esta seccion se procede a mostrar las estimativas de energia en los espacios isotropicos X° y
anisotropicos X *1%2,

Lema 4.1.
Sean 0 < a, 8 < 1, u solucién del P.V.I (2-1) con ¢ € H* (R?) y s > 1. Entonces

(g 10wl 1 410yl 15 )

sup [[ul| . < Ce
o<t<T

el e

para todo T € [0, 1].

Demostracién. Aplicando el operador J¢ en (2-1) y haciendo el producto interno en L?(IR?) con Jéu,
se obtiene la siguiente ecuacion:

// JjutJiudxdy—// J;@xD;+°‘quud$dy$// Ji@xD;J“ﬂuJ;udxdy%—// Jouug Jiudrdy = 0,
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0 equivalentemente

th HJSuHO // J20, DX uJ udxdy + // J30, DHﬂquuda:dy // Jiuug Jiudxdy.
(4-1)
La antisimetria de los operadores J0, D!ty Jj(’?xD;*ﬁ, garantiza que los dos primeros sumandos
del lado derecho de (4-1) son cero, por lo tanto,

1 d < <
§dt Sul|2 = //J i, JJudzdy

/ —0u (Ju) dxdy // ul ug) Jyudzrdy

< (|02l o T3l + 1125 u) wallo | T5ull,
2
< HazuHng HJ;uHO, (4-2)

lo cual es consecuencia de la desigualdad de Kato-Ponce (Lema 1.2).

Siguiendo la misma idea, pero usando el operador .J; en lugar de J7u, se obtiene la ecuacion,

// JysutJf,udxdy—// J;&DimuJ;udxdy?// J;@xD;JrﬂuJysudxdy—i-// JyuugJyudrdy = 0,

es decir,

th HJSuH = // J,;0 DHO‘quudxdyi // J,;0 D1+5uJSuda:dy // Jyuug Jyudzdy.
(4-3)
La antisimetria de los operadores J;@xD}c*"‘, Jysé?xD;*B implica que, los dos primeros sumandos del
lado derecho de (4-3) se anulan, obteniéndose:

%% Ho // Jyuug Jyudrdy

/ —0, u Js d:z:dy // ux Jyudzdy

sully + 1 155 u] el 15w

| 2
< (10wl + 10yull s ) (15ly + 150, ) (4-4)

Lo cual se sigue de las desigualdades de Young y Kato-Ponce (Lema 1.2).

Sumando (4-2) y (4-4), se obtiene que:

d 2 2 2
Sl < € (190l sy + 10yl ) Nl < € (Nl + 100l e + 10500 ) el

La desigualdad de Gronwall, implica lo siguiente:

6”1"”[/%[@%+“a$u||L%L%+“ayu||L%L% ]

2 2
s S ||90| Xs

lul
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Lema 4.2.
Si0 < a, < 1,y ues la solucién de (2-1) con dato inicial o € H*(IR?), entonces para s; > sy > 1,y
para T € [0, 1], se tiene que,

(1 g +10ul 1y g 10001 15, )

sup ||ul ]

o<t<T

X51,52 S e X51:52.

Demostracién. Procediendo como en el lema anterior, pero usando el operador .J! en lugar de J;, se

obtiene que:

1d, <
§£\|JJUII3 < 1 0ut g | T3 ulfp-

Y en lugar del operador J,, se utiliza el operador .J,2, obteniendo:

Tl < ol 12l + N1 e ol Tl
< sl 17520l + (10l 15 Beulo -+ 1 T52ullol9etul ) 11520l
< Nowull oz 1570l + (10yulles, (1 732ullo + 172 wllo) + 152 loll ety ) 1520l
< (|90l + 110yl 35 [0 5o

siempre que s; > 5. Por lo tanto,

d 2 2
e luln e < C (I0sulg + 19yl 5 )

2
< C (Jlull gy + 1950l + 192l o) s

y la desigualdad de Gronwall, implican el resultado. O

15+ 7

4.2. Buen planteamiento local en X?*,s > 12+

En esta seccion se abordara el buen planteamiento del P.V.l (2-1) en los espacios de X*, para ello es
necesario mostrar el siguiente resultado:

Lema 4.3.
Sean 3 = 1,0 < a < Lu € C([0,T] : H*(R?) N CY([0,T] : H*(R?)y f € C([0,T] :
H>(R?%),T € [0, 1] tal que,

Ou — 0, (DL & D;)u = 0,f,

si sy > 4(32+Taa)y So > 1, entonces,

1
[l re < T2 7 TP ulloge 2, + 12" Fllzyrz, )

T “zy
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Demostracién. En esta demostracion se empleara una descomposicion del tipo Littlewood-Paley, por
tal motivo, se hara uso de los operadores Q7. y Q’; para 7,k = 0,1, ..., exhibidos en la Definicién
1.10. De (1-9) se sigue que,

[ullzs e < Z Z ||Q§Q§;U||L1TL3§;/- (4-5)

k=0 j=0

Para obtener la estimativa requerida, el intervalo [0, T se divide en 2/** sub-intervalos del mismo
tamafio, 27/ 7*T, los cuales son notados como [a; ,n, @jmi1), cOnm = 1,2, ..., 27%% asi al acotar
uno de los sumandos del lado derecho de (4-5) se obtiene:

2J+k
HQ;Q%UHL;L% < Z HX[ajm@j(m-!—l))(t)Q’;Qg:uHL%"L%
m=1

2j+k

S Z (T27(j+k)>§ ||X[aj,m7aj,(m+1)) (t) QZQ;”HL%L% . (4'6)

m=1

Aplicando la férmula de Duhamel, el Corolario 3.1y notando u(a;,,) como u;,, cada sumando de
(4-6), se puede ver de la siguiente manera:

I Xlazm:aj,(m+1)) (t)QSQ;UHL%L% < ||X[aj,m,aj,<m+1)) (t)V(t)QZQiuj’m HLQTL%
t
[ Ity e OV = QSRS i 00
a5 m

' ) aj m+1 i . .
2Rl + | 2RI s

Ty
a;m

§27j6 (HQZQéUj,m”L%y + 2jHX[aj,maaj7(m+l))<t>Q§QifHL;L%y> ’

_ 14«
donde § = ey Entonces,

2i+k

QEQIull s e < (T27UFH)2 Y " 279 (HQ’;Qéuj,mHLgy + 29mej,m,aj,(mm(t)@’;@;fHLlTLgy)
m=1

2tk

< T1/2 | 9—i—k Z ||2§Q];244é%%5j62£uj,m||L3y +2 HQ’;%&%X(X)JQ;f
m=1

Y

Lyl
asi, de (1-10) y al sumar sobre j y k, se obtiene la acotacién requerida: z

lull g pee < T2 (HJ;QJ;WHL%% + ||J£1fHL1TLg,y) :
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Lema 4.4.
Si=1,0 < a < 1yulaessolucién de (2-1) , con dato inicial ¢ € H>°(R?) en el intervalo [0, T,

entonces, para s > iéfs) existe un tiempo T (||¢|| s » s) > O tal que,

T
9(T) = /0 (lullzgg + lluellzgg + lluyllze )dt < (T, el x5 s) -

Demostracién. Como u, 0,uy O,u satisfacen el Lema 4.3 considerando a f como u?/2, 9,(u?)/2y
0, (u?)/2 respectivamente, se tiene la siguiente desigualdad:

g(T) < T2 (|U§1J§2U||L39L2 + |3 Iy 0vull Lo, + HJ;;”J;QayUHLg?L%y)

zy

T T
LT ( |z e [ 120w, de+ [
0 0 0

3+a 1
donde s; > 1(2+a) y So > 3

T

| J21 0, (u?)|| Liydt) , 47

Los tres primeros sumandos del lado derecho de (4-7) se acotan de la siguiente manera:

12t Ty ullgerz, < |lul

XSy (4'8)
lo cual se sigue de aplicar la desigualdad de Young conp = q = 2.

173 T ullgers, < 7ullzs, + [1pullrs, (4-9)

T “zy

que es consecuencia de a desigualdad de Young (con p = 12472 1tia)

11450 Y4 = 4324 )

1547a ., . _ 1547a
310 Y4~ 1256

En el tercer sumando, se aplica nuevamente la desigualdad de Young pero conp =
asi:
173 Ty ull ez, < I Tpulles, + [ Tyullzz, - (4-10)

T “zy
Los sumandos del lado derecho de (4-7) que tienen integrales, se acotan empleando el Teorema 1.5,
como sigue,

T

/ 175 M e2, < 13 ull oy nes 1l pgexcs + [l o o el e xe (4-11)

0

T
/0 |3 udpulrz, < cl| S5 ull iy pes [lull e xcs + ellull 1 e [l rge xs (4-12)

y

T

/ [ udyul|rz, < cfl J3 ull s e lull e xs + cllull oy nos lull zge x+- (4-13)
0

Sumando (4-8)-(4-13) e invocando el Lema 4.1 se obtiene:
g(T) < Tl x-e*T (1 + g(T)).

Un argumento estandar de continuidad, garantiza el resultado. O]
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Con los resultados obtenidos durante el capitulo es posible realizar la prueba del Teorema 4.1.

Demostracion del Teorema 4.1: Se considera una aproximacion de la identidad p € C°(R?), cuyo so-

portees el conjunto [—1,1] x [—1,1]y p(&,n) = L,si (§,m) € (—3,3) x (=1, 1). Ademéssip € X*
\Y

se definen las funciones o, € X* N H™ asi, o5, = (P (E) 90)

El objetivo inicial es mostrar algunas de las propiedades de los datos iniciales y, luego de sus res-
pectivas soluciones y finalizar la prueba empleando las propiedades de L.

Considerando s’ < s, se tiene que,
sl (p(£2) 0 (£.2))
s’ g n . 5 n ~
+1(m* ok P\ o(&,m)

< 1
— k2(s—s')

1% — @l

asi,

1
||90/€ - 90m| Xs < ?H@HXS (4-14)
k(s—s")

1
X' S k,(s_sl) ||90k — ©m

Si se considera m > k, se puede ver lo siguiente:

i oo (52) (& 2) o

donde, ¢ puede ser tanto £, como 7). Entonces, el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,
garantiza la siguiente igualdad:

2

7

s =0. (4-15)

lim —
k00 lor = omllx
Considerando la familia de soluciones (uy), asociadas a los datos iniciales (), cuya existencia es-

ta garantizada por el Teorema 2.7 (para los casosenque § = 1y 0 < a < 1). Como u, €
C ([0, T] : H*(R?)), el Lema 4.4 garantiza la existencia de un tiempo 7' > 0 tal que,

T
/ (luallzss + s g, + N, o < C. (4-16)
0

La desigualdad (4-16) y el Lema 4.1, implican la siguiente estimativa:

sup [l (4-17)
De la desigualdad de Gronwall, se sigue que,
Bx oo 890 m oo
= w3 < Nl = e 0z (4-18)
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y de (4-15), se obtiene la igualdad:

lim [l — |l = 0. (4-19)
k,m—o00

De (4-14) y (4-17), se tiene que:

1
sup [Jug — upllo < EH@! X, (4-20)
0<t<T
y
sup ||ug| (4-21)
0<t<T

Por lo tanto, al interpolar (4-20) y (4-21), para s’ < s, se deduce la siguiente acotacion:

sup [ux — < el @-22)

0<t<T

es decir, la familia (uy), es de Cauchy en C([0,T] : X*') (para s’ < s), por lo tanto, existe u €

C([0,T] : X*) tal que, uy o uen C([0,T] : X*). La desigualdad (4-19) implica la convergencia
—00

de (u)auen C([0,T] : L?(R?)). Mientras que, (4-17) y el Teorema de Banach - Alaoglu (ver [72]),

garantizan la pertenencia de u al espacio L>([0, 7] : X*).

Para probar que (uy,) es de Cauchy en L} 7Ly, se consideran w = uy, — U, y f = (up, + um)w, asi, el
Lema 4.3 implica la siguiente acotacion:

T
1 S S S
/ syt <T% (|72 T2 g + 12 Pl s, )
0 T Hzy Ty
L T
<Pl + [ 12 (ot w) )], . (4-23)
0
siempre que s > AL(?;FTC;) yss > 3
En vista de (4-22), el primer sumando del lado derecho de (4-23), satisface la siguiente desigualdad:

lwll gy = o= llellxe,

1547

paras > s’ > 1ora)”

Para el segundo sumando del lado derecho de (4-23), el Teorema 1.5 implica que,

172" (Cum 4 i) w)lg < N7 (o + i) llg [Jwll g, + Nl + wnll oo (177wl - (4-24)
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Como 5 e, <

©|lxs, (4-16) y (4-24), implican que,

X.s

T
|12 e ) wllg, e < 5l
0

se garantiza lo siguiente:

T
/ k=l dt — 0.
0 k,

m—0o0

Para mostrar que (Vuy) es de Cauchy en L} 7Ly, se utiliza de nuevo el Lema 4.3, asi:

T
/0 00l + N0yl ' < 1T T2 00+ (2000l (4-25)
+ |3 (wlpuk + umaxw)HL,}L%y + |2 (wOyuk + umaywleTLgy :

Los dos primeros términos del lado derecho de (4-25), se acotan de manera similar, de modo que, se
mostrara inicamente uno de ellos:

HJ;ljszawaLoToL%y < lwllpgexsr <

—kass

Mientras que, los dos tltimos sumandos del lado derecho de (4-25), se estiman de manera parecida,
por lo tanto, basta mostrar inicamente uno de ellos:

175 (ke + wm) Ozl pa p2, < N3 (n + ) |3 1og 102wl Lo 12, + lun 4 |2y pos (175 w0l e 2,

< ||wHL°°X9'

Xs

——

lo cual es consecuencia del Teorema 1.2, la desigualdad de Young y (4-16), junto con la suposicion
s’ —s; > 1.

Paraverqueu € C'([0,7] : X*), se emplean la continuidad débil v en X* y la estimativa de energia
presentada en el Lema 4.1, como sigue,

lpllxs < timinflut)[x: < limsup [u(®)]x: < flollxe
10 10

obteniendo asi, la continuidad a derecha en ¢t = 0. Para el resto de puntos se razona como en el Teo-
rema 2.4.

La unicidad basta establecerla en L?(IR?), y ésta se sigue de (4-18). Mientras que, la dependencia
continua se tiene gracias a un argumento de tipo Bona - Smith. Il
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4.3. Buen planteamiento en espacios anisotropicos

Primero se mostrara un resultado base, para luego emplear un argumento de compacidad analogo al
presentado en la seccion anterior con el fin de tener una mejora sobre éste.

Teorema 4.2.
Si0 < a,f<1,¢ec H2 Ry + - < 2para sy, sy > 2, entonces existen un tiempo T =

T (ll,,s, - M) > 0y unafuncién u € C ([0, : H**> (R?)) la cual satisface el problema (2-1), y la
aplicacién dato-solucién es continua.

Demostracién. Haciendo uso de la regularizacidn parabdlica y teniendo en cuenta la siguiente version
de la desigualdad de regularizacion:

V(@) ol grsitrsaer, = ||J;1+/\1Vu(t)90||L2 + ||J§2+A2Vu(t)90llm

< (14 (¥ + 0¥ ol

H*1:52,

junto a los Lemas 1.9 y 1.10, es posible obtener resultados analogos a los obtenidos para los espacios
H* (R?).

Para mostrar que existe un tiempo 7' > 0y una constante M independientes de 1, tales que,

sup [[uy, (t)] <M,

[0,7]

H51:52

se procede como en el Lema 2.3, obteniendo la siguiente ecuacion:

o7 | oty + |3 Ayl = (leuu | J;luﬁaxuu)o,
y como,
‘ 2 2
‘(Jiluu | J;uﬁaxuu)o‘ < Ha:cUZHSl_l HUuHsl < ||Uu||ff )
entonces,
Ld 2 2 2
57 1a wallo + 175 Bullg < [ (4-26)

De forma analoga en la variable y, se obtiene que,

1d

KPR o

0 )

[ | Tp2ud)o| < (1952 0t N, -
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Ademas,
(EamXtA // 26270 (1 1 e2) [l apae
S//(1+n2) (2=t fﬁ?dndu//(ug?)z | dnde
< [l 7z llg + [Tl
por lo tanto,
MNWMHHW%WHQMW% (4-27)

Sumando (4-26) y (4-27), se obtiene que:

1d )
o O P

Asi, el mismo argumento empleado en el Lema 2.3, cambiando el dato inicial de la ecuacién diferencial
por [|¢l|?, ., implica el resultado.

Como se hizo en el Teorema 2.2, por la convergencia fuerte en L?(R?) y uniforme en [0, T,y lo ob-
tenido anteriormente, se garantiza la existencia de un tiempo 7" > Oy u € C,([0,7] : H**) N
AC([0,T) : H51=3272) |a cual satisface (2.1).

La unicidad se obtiene del mismo modo en que se hizo en el Teorema 2.3, y la dependencia continua
se puede probar siguiendo, nuevamente, un argumento de tipo Bona-Smith. [

Ya quesetiene el resultado base, se mostrara un resultado analogo al Lema 4.4, en los espacios X 12,

Lema 4.5.

Sean = 1,0 < a < 1, u la solucién de (2.1) , con dato inicial p € H"O(Rz) el cual se define
en [0,T),yr € [15 + Ta, 16 + 8a/, entonces para s; > Y52 > e ST—a—, existe un tiempo
T (||l xs1.0 5 S1, S2) > 0 tal que

)7

T
9(T) = / (ull g, + lluallzgg + lluyllzeg )dt < C (T, [[@ll xore2 5 51, 52) -
0

Demostracién. El procedimiento es analogo al seguido en la demostracion del Lema 4.4, con una pe-
quena variacién en los valores empleados en la desigualdad de Young, por tal motivo sera lo Unico
que se mostrara en detalle.

Para s} > 3210;) y sh, > 1/2, considerando p = ¢ = 2, se tiene la acotacién:

15 T2 ul| ez, < ||ul

X51:52. (4'28)
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Sipr = 17i5a ¥ & = 71154 entonces la desigualdad de Young implica que,

||J;3+1J55U||L;°Lgy < [ tullze, + (1752l 22, - (4-29)
Y finalmente empleando la desigualdad de Young con p, = 31—y G, = ;—5—, se obtiene la estima-
tiva:

LT3 Ty ull e, < 1Tulles, + 1750l s, (4-30)

Empleando el Teorema 1.5 se puede ver lo siguiente:

[

!
JE?

!
J;lu’

T
Odt < /0 HquluHodt < ||u||L1TLg§:, ‘

< ||UHL1Tng||“||L39X81»82, (4-31)

LFLE,

T / T ! /
| 1 wdaade < [ (Wosalll Zhull + 175 Byl ) at
0 0

< N Owull ez, 15wl oy 1o, + 1950t o, Nl oy s (4-32)

< lullzgexsrsa |3 wll Ly pos + llullzgexorsa [l oy rec

T T
[ 1z oyl < ([ 10yulal gz uls + 172 0ulall- )
0 0

< N0yullsgre, 17 ull e + 1720y ull s, Jull g (4-33)

< ullpgexorsa ([ ull prpoe + llullpgexorsa [l o1 rec -

Sumando las desigualdades (4-28) - (4-33) y empleando el Lema 4.2, se obtiene que,
9(T) < [lpllxer e (1 + g(T)),
un argumento estandar de continuidad muestra que g es acotada. [

De modo que ya se tienen las herramientas para mostrar el buen planteamiento en los espacios X *1:°2,
enunciado en el Teorema 4.3.

Demostracion del Teorema 4.3: Siguiendo las ideas empleadas para probar el Teorema 4.1, se puede
ver que para s; < s, S5 < s2 y m > k > 1, se tienen las siguientes estimativas:

1 1
lor = @mll gt < o 1950l + 7= [| 7526 (4-34)
=

]’{552—3’2

len;O ||90k - SOWHXSL% = 0.
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Para los datos iniciales ¢, € X*°2 N H*, el Teorema 4.2 garantiza que existen soluciones del P.V.I
(2-1),uy € C([0,T] : H*) tales que,

lim |lox — @l|xs1s2 =0,
k—oo

||(10/€||X31’S2 S ||90||X81,32_

El Lema 4.5 garantiza la existencia de un tiempo 7" > 0, tal que,

T
wmzjkmm@+mw%ﬁw%mwﬁsc, (4-35)
0

por lo tanto, de la estimativa de energia obtenida en el Lema 4.2 y (4-35), se obtiene la siguiente
acotacion:

Sup ||uk| X 51:52 < C (4'36)
0<t<T
De la desigualdad de Gronwall se tiene que:
lim  sup |lug — umllo = 0. (4-37)

k;m—00 gt

De (4-34), la estimativa de energia obtenida en el Lema 4.2 y (4-35), se siguen

1 1
sup [ — ullg < o 1720l + 1 [15] (4-38)

)
0<t<T 0

sup Huk‘ Xs1.52 < H(P‘ Xs1.52. (4-39)
0<t<T

Una interpolacién junto con (4-38) y (4-39), garantizan la estimativa:

1 1
sup ||ukj_um||Xs’1,s’2 < ||J;1¢||0+m ||j;24pH0’

0<t<T ks1—#

por lo tanto, (u;) es una sucesion de Cauchy en C/([0, 7] : X*1%2) (para s < s1y s, < s5); lo ante-

rior, garantiza la existencia de u tal que uy, o uen C([0,T] : X*%2). En vista de (4-37), u o
—00 —00

en C([0,T] : L*(R?)). Mientras que, (4-36) junto con el Teorema de Banach - Alaoglu implican que
w € L®([0,T] : X*1°2),

Para ver que u € C([0,T] : X*“*2)yu, u,,u, € Ly L3, se sigue el mismo esquema del Teorema

4.1, teniendo en cuenta que, las normas a considerar son en el espacio X °"*? en lugar de X°.

La unicidad se tiene, ya que en L?*(IR?) se tiene tal resultado. La dependencia continua se prueba

empleando un argumento tipo Bona-Smith.
]
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Nota 4.1.

Como era de esperarse, el método aplicado al P.V.I1 (2-1) en el capitulo 3, genera mejores resultados que el de
compacidad, pero, dada la indole de las cantidades conservadas (Lema1.8) y los resultados obtenidos en la
tercera seccion del presente capitulo se sugiere que los espacios mds “naturales” para tratar éste problema son
los anisotrépicos.



5 Espacios anisotropicos con pesos

En el capitulo 4 se observé que los espacios anisotrdpicos, son ideales para tratar el P.V.I (2-1), moti-
vo por el cual, en el presente capitulo se trataran tres aspectos importantes del P.V.1 (2-1) en dichos
espacios. En la primera seccion se aborda el buen planteamiento de (2-1) en los espacios anisotropi-
cos con pesos anisotrépicos (Teoremas 5.1y 5.2). En la segunda seccion, se muestran tres resultados
de continuacion tnica (Teoremas 5.3, 5.4 y 5.5). Y en la tercera y tltima seccion de éste capitulo se
emplean los resultados del capitulo 4, para realizar mejoras en el buen planteamiento local en los
espacios anisotropicos con pesos anisotropicos (Teoremas 5.6 y 5.7).

La norma en estos espacios, como se establecio en la Definicion 1.7, tiene la forma:

/]

El primer sumando, en vista de la identidad de Plancherel, implica que se deben considerar las deri-
vadas de f en L?(IR?), mientras que el segundo, sugiere que f debe estar en el espacio de Sobolev
anisotrépico H**2(IR?) estudiado en el capitulo anterior. Para tratar esta cuestion, es importante
considerar la transformada de Fourier del grupo generado por la parte lineal de la ecuacion (2-1), por
lo tanto, se considera f tal que, f = V¢ = et (sam (@l keml )

©, y se estimaran sus derivadas
respecto a las variables £ y ). Con este fin, se listaran dichas derivadas, que en el caso de la variable £

Felg2 = HfHL%L,,,Q(]l@) + HfHHSLS2(R2) :

son:
0V = (=it)(((2 + )¢ £ n|"*7))V.
G2V = |(=it) (2 + @)1 + a)sgn(©)[¢*) + (=it)* (2 + )l & n|+)’] V.
RV =[(—=it) (2+ a) (L + a)al¢]* )]V
+ [3(=it)* ((2+ a) (1 + a)sgn(€)|§]*) (2 + )¢ £ [n]*F)] V
(it (2 + a)lel e 97| v
Por lo tanto param = 1,2, .. ., la derivada de orden m de V' se puede expresar como:

-1

3

J
(=it Cay (sgn(©))™7 Y [+ 0=t 060y
1 k=1

(i)™ D G| ] (4

J=0

oV =

J

+ V.




89

Este calculo, junto con algunas estimativas que se nombraran en su momento, conducen al siguiente
resultado:

Lema 5.1.
Si0<a<1,0<B8<1, e Fg? cons;, sy € RTys; >r(l+a), so > r(1+ ), cuando
0 <7 < 2+ a, entonces,

1Dt (V@)|, < ) llel

donde p(t) es una funcién continua y creciente.

]:210752 5 (5'1)

Para 2 +a <r < I+ q, el resultado es también vdlido, siempre que, 97(0,m) = 0para0 < j < |r] -2,
donde |- | es la funcion parte entera.

Demostracion. Para obtener dicha acotacion se trataran primero los casos enteros,n = 1,2,3,4y
luego los casos no enteros.

Derivadas enteras:

Comenzando con el caso en que n = 1, se obtiene lo siguiente:
10e(V)lly < 11(0e@) Villp + [1(0V) @l
< (192l + [|(=it) (2 + Q)] £ [nl"™*7) ¢],) IV ]|
< C (el + 1 (|05l + 125ll,) ) IV s
<CA+0) el

siempreques; > 1+aysy > 14 f.

Ahora, se trataran los casos n = 2, 3, 4. En los casos n = 3, 4 se deben tener en cuenta las expresio-
nes que generen exponentes negativos en la variable &, los cuales deben ser tratados de una manera
especial.

102 (V@)llo <D 1@ m@) (08 V) ||, + 1| (98¢) V],
m=1

<|[(%e) v,
n m—1 J

+22 D0 > HCa;[[(079) ((sgn(@) [g] o+t =tn Dy =Dy [

m=1 j=1 k=1

F 303 C, |0 mg) (0t gy |

m=1 j=0
S ||(p| ]_—:;10152 —I— I+ ][ (5-2)
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Como en la desigualdad (5-2) todas las sumas son finitas, basta acotar cada uno de los sumandos. Los
términos de la primera sumatoria /, se dividen en dos casos, cuando el término || tiene exponente no
negativo (m—j < (j+1—k)(1+«))ycuando tiene exponente negativo (m—j > (j+1—k)(1+a«)):

Casom — j < (5 + 1 — k)(1 4+ a): Los términos que se han de acotar son de la forma:

H (agz—m¢) ((sgn(f))m+j |¢|AFa)GH1=k)=(m=j) |77|(1+6)(k—1)v) Ho
< [1V]]oo || (59 (6))™ ]| 1+ 1R ~m= [ (4861 (g

o

(m—j)m (A+B)(k—1)m

< iS5 (gpme) |+ ||l @) (5-3)
que es consecuencia de la desigualdad de Young con p = H%k yq= m- jn: LT k, siempre
que k # 1.

Los términos de (5-3) se acotan haciendo uso del Lema 1.3; para el primer sumando se consideran
0, = n ;m’ 1 =nyb = n(l+ )y jj 1__]{:)]{_ n(m ) < n(l + «); y para el segundo
sumando, 0, = n= m, as =mnyby = n,iljﬁ(? _T_ ]12 < n(1+ f), por lo tanto,

|07 (Jg] =Ry DY) H

n(1+a)([+1-k)—n(m— J)

< OV (||t

n(1+ﬁ)(1+1 k)(k— 1)

+H< m—j—1+k

@

)

], el Lema 1.3 con

Si £k = 1, se debe aplicar la desigualdad de Young con p = e yq =
m

n—m

0= ,a=nyb=n(1+ «a), como también el Lema 1.4 para asi obtener el resultado deseado.

Casom —j > (j+1—k)(1+ «): Esto ocurre en tres ocasiones, la primera cuando, k = j = 1y
m = n = 3;al aplicar la desigualdad de Young con p = ¢ = 2, se obtienen dos sumandos, el primero
no presenta dificultad alguna para mostrar que es acotado, mientras que, para mostrar la estimativa
del segundo, se debe emplear el Lema 1.4, asi que se requiere ¢(0,7) = 9:¢(0,n) = 0, obteniendo
lo siguiente:

Bl < IVl e 0],

20,4 ~
< |[1€fP@ ot Hw<ﬂ )

La segunda, cuando k = j = 1, m = 4y n = 4; al aplicar la desigualdad de Young (con p=3y
q = 3), como antes, se requiere emplear el Lema 1.4, lo cual hace necesario ¢(0,7) = 9:¢(0,7) =
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9(0,n) = 0, por lo tanto,

(@)

1@ (sgn(©)IEl* V) |y < IVl

sgn(§ )I£I“|5|2

< [lsgn(©let*ell, + HW 0

<llellp,

51,89 .
n,0

Y la dltima ocurrencia es cuando £ = 7 = 1, m = 3 yn = 4, siguiendo las ideas de los casos
anteriores, se obtiene la siguiente acotacion:

& (€= V) [ < 1Vl H|£I°“ - (1n1+79)
q 0
n|"*Pp
H RE o
<l Fgt2 e

La acotacion de /], se obtiene considerando dos casos, en el primero de ellos, se suponen > m, la
deS|gualdad de Young ( conp =ty q= ) y el Lema 1.3 para los dos sumandos resultantes con
0 =""",a, =n,bp = (1+ a)ny 0y = =n, by = (1 + B)n respectivamente, implican la
S|gU|ente cadena de desigualdades:

(027 (Xm0 ) |, < [V [ €21l 29) (@5

< H|5|(1+amagz mA 0_'_ H|n| 1+5) m@g mA

< llell 7

51,52,
n,0

0

En el segundo caso, cuando n = m, la desigualdad de Young con p = % yq = %, garantiza el

resultado.

Derivadas fraccionarias:

Ahora, se trataran las derivadas no enteras, del tipo H@g(V@) ||O parar > 0, se considerarar =n+b
conn=0,1,2,3yb € (0,1),einclusoel cason = 4 parab € (0,a—1/2)ya € (1/2,1). De modo
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que, el calculo de éstas conlleva a la siguiente desigualdad:

o S IDUERIV |+ D | DLE V)0 ™)

m=1

|9 (Ve

i

o

< [PV,

n m—1 j
+ Z Z thca,j D2 ((927p) (sgn(€))m™+ || HHIGH=R=(n=i) | (4D E-D ) I,

m=1 j=1 k=1

+ 3t Cay ||DE ((927mp) [€] =Dy AV ||

m=1 5=0

= Ap+ Ay + Ay (5-6)

El término A;, no presenta ninglin problema dada la naturaleza de p y de V, pues||V|| L =1.

Para acotar Ay, se aplican las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), obteniendo la si-
guiente desigualdad:

< [De ((927m¢) el =D ) V| + [ (987 [l P D (V)

= Ay + Agp.
El término A4, se acota empleando el Lema 1.3 dos veces, primero con a; = — 7+ b, b~1 =
(m—j+b(l+a)yld = — Hbyluegoag = n+bby = (n+b)(1+ﬁ)y02 = ";_fbrb como
también, la desigualdad de Young con p = m+b yp="=— _@“b, obteniéndose:
An < VI (Il S a7 ||+ [lInPe ()00 ) < gl e

Mientras que Ays se acota mvocando el Lema 1.5, luego la desigualdad de Young en cada sumando

asi:pr = L, g = "dipy = Lo gy = "Ly gy = B g = Dy por ltimo el Lema 1.3
cona; = n, bl—n(1+ﬂ)y91—— as = n, bg—n(l—l—oz)yegz— as =n+b, by =

(n+b)(1+8)ybs ="= =n+bby=n+b)(1+a)yl,= n asi:

-J j n—m - = a
Ay < H|5‘(1+a)(m J)’W(Hﬂ)a5 %) <t2+a +tb‘5|b(1+ )+tb|n|b(1+ﬁ)> HO
)
—mg 0>

+ H |§|(m+b)(1+a)
Note que término A, no aparece cuando n = 1, éste término se debe tratar de una manera diferente,
dependiendo de los valores entre los cuales varia r, de modo que se contemplara cada caso por se-

< 1585 ([l 04?0

. + H ’£|m(1+a)agfm¢

1oph (|||n’(m+b)(1+ﬁ)ag—m¢ .

< (@) llell

51,59 .
n,0

parado:
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2<r<524+a,0<a<1/2:
En este caso A, posee un Unico sumando (m = 2,7 = k = 1), para acotarlo se requiere de una
funcion x (&) € Cg° tal que, supp(x) = [—2,2]y x(§) = 1 para ¢ € (—1,1), luego,

IDZ(1€1*sgn(€)V @) llo < IDE(IEI*sgn(E)x(E)V)llo + DL€l *sgn(€)(1 = x (V@) (5-7)
= Ao + Agp.

Aplicando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) se puede ver que:
Azt < | DE(IE1*sgn(€)x(€))2llo + 1 DLV E)IE["s9n(§)x(E)lo = Azt + Az,
Sib < o + 3, la Proposicion 1.2 garantiza que || D* (|£|7x(€)) ||, < oo, por lo tanto,
Ajir = IDe(Ig]sgn(€)x(€))2ll5
< /sgp [2(&:m)[*dn

S/H(s@)ﬁw’”(un)ﬂig dn

< [leFt.mlizyan

< / (/(1+x2)r|¢y(x,77)|2dx) (/ ﬁm) dn

< Il (5-8)

Para acotar el término A,;2, se emplean las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), como
también el Lema 1.5, la desigualdad de Young y el Lema 1.3, como sigue:

Agiz < [ Dg(V) €] sgn(&)x ()@ llo + [ De(@)1E[*sgn(€)x(€)]

2 (e} a0 o ~
< ||tz + 1P 4 ) g Bllo + (1181 De () lo
< c(®)]¢l

51,82 .
fr,O

Ahora se acotara A, haciendo uso de las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), se ob-
tiene:

Agy < [IDZ(1E[*sgn(§)(1 — x(€)2)V [lo + 11€]*sgn(€) (1 — x(£)) DV )lo = Azar + Ass2.
Para acotar A1, se utilizan la Proposicion 1.3 y el Lema 1.3 como sigue:

)

gy < HD@ (1etson(©)1 - x(€)

<[] ((&)*%)
< ¢l

0

(5-9)

51,892 .
‘FT‘,O
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Mientras que A2, se acota empleando el Lema 1.5, la desigualdad de Young y el Lema 1.3.

524+a<r<3,0<a<l/2:

Dado que, bajo estas condiciones r = 2+ b,y b € (1/2,1/2 + «), debe acotarse el mismo término
del caso anterior, pero en este intervalo no se cumplen las hipotesis de la Proposicion 1.2, lo que hace
necesaria la condicion ¢(0) = 0, ya que esto permite invocar la Proposicién 1.1, para controlar la

expresion HD’g (1€]*sgn(§)x(£)9)||,» por lo tanto,

D2 (|€]*sgn(€)x(€)D)]],
< ¢ sgn(&)x@@no + [18e (1€]7sgn()x(€) @),
oL

< llgllo+ ]ma HIEXERlo + e D2l + 15edl
< Igllo + g1 (O] 1Dedl + IEIX@l - 1962y + €1 Bex(€)l e 12l + 15ello
< g2

Los demas términos se pueden acotar como se hizo en el caso inmediatamente anterior.

5/24+a<r<4,1/2<a<1l:
Enelcasoenquen = 3yr = 3+ b, para acotar el término A, se procede como sigue:

()
0
+1* || Dg (sgn(©)I€l ¢ V) [|, + £* | D (sgn(©)Ig]* Il V)|
=Ag1 + Ao + Agz + Ass.

Ay <t[| D¢ (sgn(©)I]*V o) |,

Los términos Asy, Aoz y Aoy se acotan de manera similar a como se hizo con los términos de (5-7).
EL término que genera mayor interés es Ay, el cual se acota aplicando las propiedades de la derivada
de Stein (Teorema 1.4) junto con el Lema 1.3, la desigualdad de Young conp = ¢ = 2y el Lema 1.4
para el primer sumando y el segundo sumando se nota As, y se acota mas adelante, asi pues,

HDf <'£’a|§|>

+ Asy

s”<£>a““’> (£> +‘J§b“) (ﬁ) + A
[SPAIR €]
< |[(ey2 g, + Pl % +HDg+1 + Asp
0
< [l@ll Frayee + Ase.

Para acotar el término Ajy, se usa la condicion J:(0) = $(0) = 0, ya que aparecen potencias
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negativas de ||, por lo tanto, al aplicar la desigualdad de Young y los Lemas 1.4 y 1.5, se obtiene:

Agy < clt) (H%w 2

|§|a+ba+b
1

ale|b(1+5)
. H ")
0 §

) ) (5-10)
0
)

~

'

< et (Hm% =

< eft) llgll e

. + H |£’2(a+ba+b)¢

o T 1€

-

3<r<524+a,1/2<a<1:
Si se considera que r = 3, debe reconsiderarse la forma de obtener (5-5), pues, se carece de la

hipdtesis 0¢(0) = ¢(0) = 0, por lo que se introduce una funcién de corte, la cual satisface que
|€]“~ 1y es integrable cerca del cero, luego,

[lel*"o

o < gl el + el 1 =0l
< |[0ellge el x|, + 1€l =20 e Nl
) n

[P

< ||

s 1l

Py (5-11)

Sise consideraquer =3+ b,b < a—1/2y1/2 < a < 1, se tienen los mismos términos del caso
anterior, por lo cual todos los términos se acotan de la misma manera, salvo As, ya que no se posee
la hipétesis de que J:»(0) = ¢(0) = 0, asi, al introducir una funcidn de corte se tiene que:

Ag < ’ D! (|g|a%) + Agy
0
< || Dz (I1€1* " x@) ||, + || P2 (1171 (1 = X)) ||, + Ase
=B + By + Az, (5-12)

donde A3, tiene la misma forma de antes. Primero, los esfuerzos se centran en los términos B y Bs.
Para acotar B, debe sumarse un cero adecuado, como puede verse en seguida

By < || Dg (I€1*x(@(&, ) = (0,m)) [|, + [| D¢ (I6]**x(£(0, ) ||, = Bur + Bra.
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El término By, se acota empleando la desigualdad || D¢ f|lo < || f[lo + [|0z f [lo, asi que

Buy <€ X ($(&,n) = (0,n)) |, + [|0e (I€]*"x (2 <s, > 2(0,m))]],
o (Bt oo (i

+ eroen (2R )] e

< 196l glx

0

at H!\@@IIL?HIQ“”X\IL@ ot HHagsf)lngo\||§|ae35><||Lg

L3

+ |10z gl |

<llpll gy 2.

El término B9, no presenta dificultades, pues al tomar el supremo en £ y aplicar la Proposicion 1.2,
se obtiene su acotacion:

Biz < ||l 1% (161°7%) Iz

1z S lellmyee
EL término B, se acota teniendo presente que |£|* 1 (1 — x), 9(|€]* (1 — x)) € L>=(R), asi:

By < ||IDL(El™ (0 = xDlleg 22

ot HHI&\a_l(l — Xz I De(@) 1.2 g S Il

El término A3, se reescribe como en (5-10), por lo tanto,

€1” €1
oz e

donde As;: ya ha sido acotado en (5-11). La estimativa para término Azz2 se muestra en seguida:

= Ao + Aszg2 + Agos,
0

H |§‘o¢+ba+b

Agge < T ollo < 12 oo

Para controlar el término Ajzys, se requiere de otra funcidn de corte, xo(7) que cumpla con las mismas
condiciones de x (&), asi, al definir x1(£,7) = x(£)x0(n), se tiene que:

Agos < || Il T2 Ll xa] o + ([l T = xa) @,
~ a— « (1 _Xl) « a»
< etz ezl + [ S| Mmesvierl
LOO

<llell

51,89 s
7,0

donde la dltima desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Young con p = b’;l yq=0+1.

4<r<724+a,1/2<a<1:
En el dltimo caso a considerar, se tendrd en cuentaquer =4+ by 0 < b < a — 1/2. Aqui los térmi-

nos se acotan siguiendo las ideas de alguno de los casos anteriores, por lo tanto no se mostraran en
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detalle.

Los sumandos de As [|D((97¢) (sgn(&)I€1°V)) llo, [|D((9e ) (sgn(€)IEPFV)) o,
||Dg((8§¢)(sgn({)a|n|1+5V)) lloy ||D2(¢sgn(§) 1£]%72V)||o se acotan empleando una funcién de cor-
te x(&), la Proposicién 1.2 y las ideas utilizadas para acotar (5-7), como se puede ver para el tltimo
de los términos mencionados:

IDe(2sgn(€)IE[* V) lo <[IDe(@sgn(©)IE°~*xV)lo + [ De(¢sgn(©)IE* (L = x)V) o
<[ De(sgn(€)IEl*X)VRIE| 2o + llsgn(&)[€1*xDe(V RlEI ) lo
+[1Dg(@sgn(€) €1 *(1 = x)V) o
<llpllpese.
Para estimar el término || DZ((0:%)(|€|*~'V'))llo, se deben emplear las propiedades de la derivada de

Stein (Teorema 1.4), junto con los Lemas 1.3, 1.5, 1.4, y la desigualdad de Young, como se puede ver
en la siguiente cadena de desigualdades:

1D ((9e2) (1€~ V) lo <||Dg<(a£ )€V Ilo + 11(2e2)(I[* ) De(V) o

Ja Ocp O
(H@ gl b G )
(1) (€12 D°0eplo + llg e llo + il 5232
||90”J-‘:1052

De los términos restantes HDg(gbsgn(ﬁ)]f\ga“V)HO, ID2(@sgn (&) €2 n]"PV)]lo,
IDe(sgn(&)IE]* I+ lo, IDE(BIEP V)0, 1DE(GIEI V) o, dltimo es el que mayor
interés despierta, debido a su dificultad, por ello, primero se emplean las propiedades de la derivada
de Stein (Teorema 1.4):

IDE(GLEN™ Il V)llo < [l DE(SIEI* DV llo + [lInl* 7 @1[* De(V)llo = By + Ba,

para luego aplicar los Lemas 1.3 y 1.4, junto con la desigualdad de Young, y obtener asi la acotacion

para By,
e e G|
H | I [ R P e
<UD+ 1O+ 155l
gnsonf;gw.

La estimativa del término B, es consecuencia de los Lemas 1.5, 1.4 y 1.3, junto con la desigualdad de
Young.

Concluyendo con la demostracion. [



98 5 Espacios anisotrépicos con pesos

. : . e i g a 8
Continuando con el estudio de las derivadas de la funcion Vo = e it (sgn()le[*£elnl"* ) ¢, pero ahora
en la variable ), es posible establecer un resultado analogo al anterior:

Lema 5.2.
S0 <a<1,0<3< 1, e Fi consy, sy > 2y 51,5 > (1 + (), entonces cuando
O<r<p+ %

1D, (VO |, < ct) Nl

donde c(t) es una funcidn continua y creciente.

SR (5-13)
0,r

El resultado también es vdlido para 5 + % <r<pg+ g, si se adiciona la hipétesis de que 8{7'(5, 0) =0,
para0 < j < [r] — 2.

Demostracion. 0 < r < 1:
El primer caso a tener en cuenta es cuandor = by b € (0, 1), el cual se acota empleando el Lema 1.6
y la desigualdad de Young, como se ve en seguida:

1D (Ve OSH(DZV)@HOHIVD‘“
<t"[[l¢[In""& + HVD 90”0
<t’ (l|§b(l+ﬂ)¢Ho+ [ty |yt
<P ol

r=1:
En este caso, debe estimarse la primera derivada de V' respecto a 7, la cual no presenta mayor difi-
cultad ya que,

0,V = (—it) (££(1 + B)sgn(n)|nl”) V.
Por lo tanto, al aplicar la desigualdad de Young conp = 14+ fyq = %, se obtiene la estimativa
requerida:

19, VO)ll, <11(0,V) @l + ||Van¢7||0
<t ||€sgn(n)ln 2l
<t ([|¢"72|, + Hinl”%Ho) + 10,2l -

1<r<3/24+p3,0<08<1/2:
En este caso se consideranr = 1 +byb € (0,3 + 1/2), de modo que, la norma que se debe acortar
es la siguiente:

D% [(—it) (££(1+ B)sgn(n)nl”) Ve + V@],
< (1+ B)t|| Dy, (¢sgn(m)nl’ V@) ||, + D5 (Vau)],

< (1+ ) (||} (¢sgnm Inl° )HﬁHfsgn DV ) + [(D5V) 0,8
=1+ 08)t(A1+Ay)+ As + ||V }Df;

w [Prdn¢

[e.9] ‘
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Se procedera a acotar los sumandos A;, ¢ = 1,2, 3. Para A; debe introducirse una funcién x(n) €
C5°(R) tal que, x(n) = 1sin € (=1,1) y supp(x) € [-2, 2], luego,

Ay <Dy (€sgn(m)nl”x (@) |, + |y (Esgn(m)nl® (1 — x(m)@)]|,
=An + A (5-14)

El término Ay, se acota aplicando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), la Proposi-
cion 1.2, las ideas usadas para obtener (5-8) y el Lema 1.3, obteniéndose que,

Ay < ||D} (sgn(n)|nl’x(m) £2]|, + ||sgn(n)Inlx(m) D% (£@) |,
<ol

51,89 .
‘FU,T

Para el término Aj, se aplican las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), obteniendo
dos sumandos; en el primero de ellos se aplican el supremo sobre los términos que involucran a Yy,
la Proposicién 1.1, la desigualdad de Young (con p = 5;1 yq =0+ 1) y el Lema 1.3 (con ag =
1+ b, b, = 1 + b), mientras que, para el segundo sumando se aplica el Lema 1.3 cona; = 1+ by

by = 1 + b en dos oportunidades, asi:

e — |l <§sgn(n)|n\ﬁ(1 —x(m)e(1 + Inlﬂ)>
B 1+ |n? 0
sgn s — sSgn B —
< 5@(1“”‘/3)@2( g (n)lanlr (’71]‘/3 x(n))) 0 g (77)472\r T?l]'B X(U))DZ (ea(1+ Inl"))
sagn B
<o O | e+
sgn A1 — R R
n g (77)‘177—"— ?n’ﬁ X(U))H (”{Dﬁgp . n<§|n|/390)”0>
sgn(n)nl’(1 = x(n)) sgn(n)nl’(1 = x(n)) 1+
S( R Hoﬁ TP Hm) (I Pl
sgn A1 — A 1+b 1+4b) (14
X)) Bl + 166+l + 170701 %uo)
< llell g

EL término A, no requiere tanto esfuerzo, ya que es consecuencia de el Lema 1.6 y la desigualdad de

Youngconp =3+ 1lyq= Hﬁ , como se puede ver a continuacion:

As < ¢l (16" +t7551el”) |

£ lP¢,
+ H|§| (1+b)(1+5)

<t [l P V||, + ¢
< (t%tﬁ) ([[ln| 00D

(el

51,52 .
0,r

)

P
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Para poder acotar A3 se emplean el Lema 1.6, la desigualdad de Young conp = 1+ fyq = %, y

finalmente el Lema 1.3 considerandoa = 1 + by b’ = (1 + b)(1 + 3), obteniendo que:

X
b(1+8)H

Ay <t ||1E Il 0,¢
< (|09,
< ¢ <H<§>(1+b)(1+5)¢

< c@®lell

o 2
r=2:
Para este caso, se requiere controlar la segunda derivada de V' con respecto a 7, esto implica el uso
de la hipétesis ¢(&,0) = 0, como se puede ver a continuacion:

)+t [[€0,]l,
o 2|12+ O] ) + 55 (J[¢e)

#lo)

l2wve), < Hwﬁv

' ClEmPev, + [elmPsanmvagll, + |62
0
= A+ Ay + As + Ay

El término A4 no presenta ninglin problema para acotarse, dadas las hipdtesis sobre (.

El término As, se estima utilizando la desigualdad de Young y el Lema 1.3, asi:

1€ln173yllo < 1€ 70,8110 + lInl™*0yllo
< [[5@llo + 12D @llo + 1 (m)* P&l
< llell

51,82 .
0,2

El término A, se controla utilizando la desigualdad de Young con p = 3(31;5) yq= 3(1226).

Mientras que, el término A; se acota empleando la desigualdad de Young y los Lemas 1.4 y 1.3, como
sigue:

A < Hra”ﬂ HW*W
<14, ()0 H0+H
<||73o ”%HﬁH 3,
< llplyes

2<r<5/24+p3,0<8<1/2:
Para este caso, se considerara b € (0,1/2 + ),y r = 2 + b,y ademas, la hipétesis (£, 0) = 0,

23 @l < |24 (e v )| + 12 eprav)ll
0

+ D5 (€l sgn(mVanp) |, +[P5 (95¢)
= A+ Ay Ay + Ay,

o
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Se aplican las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) al término A, para asi obtener la

desigualdad:
(5 2 )
]

Para acotar el primero de los sumandos obtenldos, A1, se hace uso de los Lemas 1.4y 1.3 con a =

(240b0)(1+B8)yb =2+ 1b,ast:
AR r)

= Ay + Ap.
0

A1§’

Hanm (V)

< |1, (Elnl”@)llo

< )T |
< el =

51,82 .
o,r

EL término A;, se limita empleando, los Lemas 1.6, 1.4 y 1.3, como se puede ver a continuacion:

c(t) (10, (I 1nl* @) lo + 110, (1€ Inl") o)

e(t) (1) T + [[ () T+
elt) el

%
SlnlﬁmDﬁ(V)

0

<
<

El término A, se controla empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), el Lema
1.6, el Lema 1.3 y la desigualdad de Young, como sigue,

IID” Em*e) V|, + |2 mI* oDy (V)]
< (H< JZ 1+8) 90”0 + H‘§|2+b|77|6(2+b

s()H\

El procedimiento para acotar A3 es analogo al realizado en (5-7), pero se deben emplear funciones
de corte para cada variable, como se puede ver en seguida:

As <|[|Dn” (x()nl’sgn(n)x(£)EVa,@) ||, " (L= xm)nl”sgn(n) (1 — x(£)EVaye)|,
< || D" (x(m)Inl’sgn(n)) x(£)EV ¢ (m)nl®sgn(n)x()EDn’ (Vo,@)||,

Pl ¢],)

S152-

+||Dn” (1 = x()) In|” sgn(n)d,) (1— V|,
+ | (1 = x () Inl"sgn(n)ye(1 — X(f))fpﬁb (W),
= A3 + A32 + Ags + Ay (5-15)

Siguiendo las ideas empleadas para obtener (5-8), se tiene que,

a5 < [slo,gtempPis < [ e (€ )l < el

El término Aj,, requiere emplear las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4), el Lema 1.6,
la desigualdad de Young y el Lema 1.3, como se pudo ver en el caso cuando r € (1,2).
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El término Ass, se controla empleando el Lema 1.3 en dos ocasiones, obteniendo la siguiente estima-
tiva:

Ass < | D*(In|°€0,¢)llo
< [[{)" 5 T (y)ello
< [l{)" T+ (w)ello
< ) @)ello + 11740 (1)l

< Jlell zgse + 1Tl + [[(y)*Pllo

< |l

51,52 .
]:O,r

Y el término A3y, se acota empleando el Lema 1.6, la desigualdad de Young y el Lema 1.3:

Asy < c(t) (I[P H0€) Ty @llo+) P (€) Tn@llo)
<e(t) (I(n (Hﬁ)(m’ Tnllo + (€)1, 8|o)
< c(t) (I{m PO |o + (€Yo + (1T @l )
< (t)HSOHfSl 2.

Mientras que para dominar el término A, sdlo se necesita utilizar las propiedades de la derivada de
Stein (Teorema 1.4),y los Lemas 1.6 y 1.3.

2<r<3/24p,1/2<8<1:

Para acotar el término A;, cuando se consideran2 < r < +3/2yr = 2+bconb € (0,5—1/2),no
se requiere la hipdtesis ¢(&,0) = 0, pues, al agregar una funcion de corte x(n), la funcion |7]|f3 x(n)
resulta integrable cerca del cero, y ademas se puede aplicar la Proposicion 1.2, lo que ayuda a contro-
lar estos términos siguiendo las ideas usadas para acotar los sumandos B; y B en (5-12).

r=3
En este caso se tiene que,

103(V@)llo <t*(1E%n1Psgn(n)@llo + 1€ 0l sgn(n)@llo + t <[l sgn(n)@llo
+ 1€ %0, @ llo + tIE I 0,2 ll0 + €| sgn(m)D2@llo + (|32 10
—B, + By + By + By + Bs + B; + B

El altimo término no presenta problemas para acotarse, dado el origen de . Para acotar el primer
término, nicamente se requiere aplicar la desigualdad de Young (con p=1+pPyq= %) Los
términos B, y B¢ requieren aplicar la desigualdad de Young y el Lema 1.3 para lograr su acotacion.

Mientras que para acotar los términos By, Bs yDB; es necesaria la hipotesis (&, 0) = 0,¢(€,0) = 0,
con el fin de invocar el Lema 1.4, seguido del Lema 1.3.
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3<r<5/24p,1/2<8<1:
Haciendo r = 3 4 b, como r € (3,5 + 5/2), se tiene que b € (0, 5 — 1/2), por lo cual,

1D} (V@)llo <t*|| DY (& > sgn(n)@V ) lo + (| D2 (&2 n|* sgn(n)dV) o
+ )| Dy (€l 2sgn(n)@V)lo + 2 Dy (20> 0,5V )l
+t)| Dy (&[0l 0,8V ) o
+ ]| D2 (& |nl sgn(m) 2@V ) lo + [ D (826V) o
—C) + Cy+ Oy + Cy + Cs + Cg + .

Los términos C' y C'; se acotan empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4),
como también el Lema 1.6, la desigualdad de Young y el Lema 1.3.

Los términos Cy y Cg requieren de las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) junto a los
Lemas 1.6 y 1.3.

Los términos restantes se acotan empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4) y
los Lemas 1.6, 1.4 y 1.3, de éstos se mostrara el que tiene la potencia negativa mas grande:

Cs < [P (Elnl? @) o + 1D (1] 1" @) o + 1D5 (1] 117 &) o
< > T pllo + 1> T Dollo + [ ()2 TP gl
< [ll

Concluyendo asi la demostracion. [

51,52 .
]:O,r

5.1. Buen planteamiento en los espacios anisotropicos
con pesos

Los Lemas 5.1y 5.2 son la base para mostrar el buen planteamiento del P.V.I (2-1) en los espacios
Fro” (Teorema 5.1) y F,** (Teorema 5.2), respectivamente. De modo que, se procedera a mostrar
el primero de éstos resultados:

Demostracion del Teorema 5.1: Se probara Gnicamente el primer numeral del teorema ya que el se-
gundo se puede probar de manera analoga.

Como F;y** C H*"*2, por la teoria desarrollada en el capitulo anterior (Teorema 4.2) ya se tiene
garantizada la existencia de una solucién de (2-1) en H*"*?, por lo tanto, u satisface,

u(t) =V(t)p + /OtV(t — t"uPu,dt,

siempre que ¢ € F, ;7 (R?).
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Por la contenencia de los espacios, lo tinico que debe se probado es la persistencia en el espacio
L2 ,(IR?). Como consecuencia del Lema 5.1, se obtiene:

t
Ju@lzz, < IVOlos, + [ 1V(e = 2)aeuslsz ot
0
t
<clOllelliz, + [ clt = Ol de
0
t
Olleliz, + [ et =)l lall, . .

la desigualdad de Gronwall garantiza que [[u(t)[| 2 < oo, es decir, [[u(t)]
0, T7.

Foysz < 00, parat €

S1,52

Para mostrar la unicidad de la solucién en el espacio . ;*, se tomaran dos soluciones uy v con datos

iniciales 1 y @9, respectivamente, tales que
t
[ —wllzz, < c()ler = eallr2, +/ ot — )| 0u(u* — vP )| 2 dt!
0

t
Oller = palla, + [ el =) (10 = ) wallig, + o7 (e = 02) iz, )
0 | ,

< c(t)ller — eallrz,
Fob? < lu — 'U| FiL éz) dt’,

t —1
+/ et —t|lu— vl 1 622 [u? 0P| 5
0 j=1

de modo que al aplicar la desigualdad de Gronwall y suponer que ¢ = (5 se tiene el resultado.

suo + [0

Para mostrar la dependencia continua, se consideran datos iniciales ¢, € 25’32, cuyas soluciones
correspondientes son ug, para k = 1,2,--- ,00. Si o — Yoo, Up —> Us €N H52 de nuevo, el
objetivo es analizar su comportamiento en LrO’ pero siguiendo las ideas utilizadas para obtener la
unicidad se sigue que:

et = uecllzz, < (M) lon = ooz, e,

de lo que se sigue el resultado. [

La prueba del segundo resultado obtenido en los espacios anisitropicos con pesos (Teorema 5.2) sigue

los mismos pasos del anterior, teniendo en cuenta que la norma en consideracion es en L%m en lugar
2

de LT’O, de modo que,

Demostracion del Teorema 5.2. La demostracion es analoga a la del teorema anterior, por lo que sera
omitida. [

Conmo L ,,(R?*) = L2 ((R*) N Lj,,(R?), es posible establecer el siguiente resultado:
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Corolario 5.1.
Sean) <a<1,0<B<1, 51,8 >2,c0nsy,s5 € R:

1. Sip € Fi2, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en F351:52 (R?), siempre que:

i T1LT2

0<r <a+5/2, 0<ry<pf+3/2ysetengaque sy, se > max{ri (1 + «a),ro(1+ 5)}.

2. Sip € f"ﬁf;ﬁ;, el P.V.I asociado a (2-1) es localmente bien planteado en }'"5117’,?22 (R?), siempre que:

a+5/2<r <a+T7/2008+3/2 <1y < [+5/2ysetengaque s;,se > max{ry (1 +
Oé),?”z(l—i—/@)}.

Demostracién. Es consecuencia de los Teoremas 5.1y 5.2. [

5.2. Continuacién unica

En esta seccion se muestran propiedades de continuacidn Unica asociadas al P.V.I (2-1), siguiendo
las ideas expuestas en [6], [13] y [25] . EL primer resultado de continuacién Unica (Teorema 5.3) se
muestra a continuacion:

Demostracién del Teorema 5.3: Primero, se considerara el caso 0 < o < 1/2yr = 2 + b, donde
b=1/2+ a,porlotanto 2 < r < 3; ademas, sin pérdida de generalidad, se tomara t; = 0. Como u
satisface la ecuacion integral, dada por la formula de Duhamel, al multiplicar ésta por |z|>*® y aplicar
la transformada de Fourier, se obtiene la siguiente ecuacion:

lia ~ lia ~ l ! « -3
D" 0fa = DR (V) + 5 /0 D02 (V(t - )ea?) dt. (5-16)

El objetivo es mostrar que la norma en L?(IR?) del lado derecho de (5-16) es finita. Asi que, se deben
estimar los siguientes términos:

1D (V()322) lla + 1% (96V (1) (2:2)) o + 10 (@2V (1)2) o 5-17)
+ [ (10t (v = 20222) o+ 10 (06V 0 = £0)@ei) o+ 10 (132 (¢ = )2 o)

Para acotar el primer sumando del lado derecho de (5-17), se utilizan las propiedades de la derivada
de Stein (Teorema 1.4), seguidas de los Lemas 1.5 y 1.3, para obtener la siguiente estimativa:

1D (V(£)9£#) llo < D¢ (V (1)) llo
~ b ~ ~ ~
< (11" Dz pllo + (17w 0F pllo + I Inl" P OE Bl + | DEDE BNl

<) (el + 1200 + 1Ol + i) 24051,
27T%

< p()ll¢l

]_‘;1752 5
§+a,0
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dondes; > (1 4+ «)(2+b)yse > (14 5)(2+ D).

El primer sumando de la parte no lineal de (5-17), se acota considerando t = t, — t' y empleando los
Lemas 1.3, 1.2 y el de Sobolev (Lema 1.1), como se puede ver en la siguiente cadena de desigualdades:

|2t (vien)

<c(t) (|I1€P002¢u o + 1922llo + Inl*+#62€ullo + | DEOZER o)
<c(t) (&) EMO+Igu2 |y + || JF0eu2lo + | D260
+ ([P 2o + || DEOZEU2]|,)
<c(t) (&P (wug ) o + [[{2) 2uttallo + [ JFD0) (uy) o
+ [y g o )
<c(t) (|| Joull po | T+, g + HJWH%H otz || o
o )2l + | Tyl o [ SO g
+ [ JEDOE o g || e + (1) ol s | 1)

<c(t)]ull%

#

S1,52 .
F24b.0

La acotacion de los demas sumandos siguen estas ideas, excepto por uno de los términos que aparece
al expandir el sumando que contiene la segunda derivada de V/, ya que no se cumplen las condiciones
de la Proposicion 1.2, como ocurria en (5-7), por tal motivo se acotara ése término en particular:

IDe(IE]*sgn(©)V@)llo < IDE((it)[€]*sgn(€)xV @) llo + IPE((it) €] sgn(€) (x = DV H)lo
< [ De((it) €] sgn()x(V = D)) llo + [ De((it) €] sgn(€)xP)lo
+ [ De((it) €] *sgn (&) (x — DV P)[lo. (5-18)

El tercer sumando del lado derecho de (5-18), se acota de manera similar como se hizo en el Lema 5.1
(término A,y de (5-7)).

El primer sumando del lado derecho de (5-18), es finito en vista de la Proposicion 1.1,y de que (V' —
1)(0,n,t) = 0.

S1, 82

Al notar al segundo sumando del lado derecho de (5-18) como || Dg(F) ||, dado que ¢ € f
tonces V (t)p € ]-"‘(”1’52 Siz*V(t)p — FV € Lj(R?), se sigue que FV € Lj ,(R?), pero esto ocurre
siy solosi p(0, 77) = (0 para todo 7.

Para la parte no lineal se considerat = t, > 0,y se razona de manera similar a la parte lineal. Como,

ng (0¢u(t)) € L*(R?), entonces,

D ((it)lflasgn(ﬁ)x(é“)sb(é) ~if - t’)\aasgn@)x@)g@dt) e I*(R?).
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De la siguiente estimativa:

o ([ 1o~ 00 somieroa)

0

< [u-1

< [~y (o e=some)|

0 00 ’

0

dt’

D (g sgn(©)x(©)) |

u2

0 n |H£‘a+1 "DQ )

) dt’,
0

ydeoiu?| < fulle 22 bul| ,sesigue que D (@20 (i0)¢|sgn()x(€)2(¢)) € LA(R?)
Comou(t) € Fyip5,entonces, (it)[£]|*sgn(&)x(€) (&) € L*(R?),lo cualocurresiysolosi p(0,7) =
0 para casi toda 7.

OO ‘

a—i—%u

El argumento anterior, junto a la ecuacion integral:

g, n,t) =V(t)p — 56/ ' u2dt’,
implican que 4(0,7,t) = 0 para casitodonyt € [0, T].

Enelcasoenque 1/2 < o < 1,se consideranb = o — 1/2yr = 3 + b, de talformaque 3 < r <
5/2 4 ay se acotan los términos de forma analoga, pero utilizando la ecuacion :

D0k = DRV (1 /1)2““85 (t —')Eu2dt,

en lugar de (5-16). [
El segundo resultado obtenido de continuacidn Unica (Teorema 5.4) se prueba en seguida:

Demostracién del Teorema 5.4: Considerando el casoenque 0 < o < 1/2yr = 3+ b,conb =
1/2+ o, esdecir,3 < r < 4,y ademas, sin pérdida de generalidad, se asume ¢; = 0. Al u ser solucién
de (2-2), se puede hacer uso de la férmula de Duhamel, luego ésta se multiplica por ||>*? y se aplicar
la transformada de Fourier, obteniéndose que

Tk = d?*“a5 / D“ﬁo‘a5 )@2) (5-19)

Tomando la norma en L?(IR?), al lado derecho de (5-19), se tiene que

HDg( HO?LZHDg 853 J‘P) lo

+/0 (HDg (v<t—t')agng2)Ho+iHDg (8§V(t—t’)a§—fng2)uo> 4
j=1



108 5 Espacios anisotrépicos con pesos

Para mostrar que los términos anteriores se pueden acotar de la misma forma en que se hizo en el
Lema 5.1, se acotan el primer término de la parte lineal, utilizando las propiedades de la derivada de
Stein (Teorema 1.4),y los Lemas 1.5y 1.3

1De (V()9%) llo < 1D (V(1)9E2) llo
N b N A A
< |1l 0Ep N0 + IEz=0Epllo + 100 Bllo + 1DEEH o

< c(t) (H@\ o+ [T Gl + IHOTIE S + \!(77)(”6)(3”)95\!0)
27T

< c(t)ll¢l

2
51,52 .
]:Z+oz 0
2 ’

Y el primer término de la parte no lineal, considerando ¢ = ¢, — ¢’ y empleando los Lemas 1.3, 1.2 y el
de Sobolev (Lema 1.1),

|t (vinozee)

|, <o) (11" 03ea o + 260 + [P +202¢u2 o + | DEGEE]o )
<e(t) (I1€) O+ Iea + | eo + 26|

+ [y GO+ g2 o 4 | DLAEEW||)
<c(t)|ul

51,52 .
Fotb0

Como en el teorema anterior, los términos que se deben analizar con detalle son aquellos que tienen
el producto sgn(§)|£|*, ya que no cumplen con las condiciones de la Proposicion 1.2, y bajo las hip6-
tesis consideradas surgen dos sumandos con dicha forma, sgn(£)|£|%|n|* Py sgn(€)|€]V O, el
primero de ellos cumple que,

sgn(©)IE|° "V g = sgn(©IE|°nl" XV + sgn(€)IE]* (1 = x)V§ = Ai + Ao,

siguiendo las ideas para acotar el término As, de (5-7), se puede ver que Ay € LEM. El sumando A,
2
se reescribe como sigue:

sgn(€)|E]* " PV e = sgn(&)|€|* TP x@ + sgn(€)|€]*n|" TP x(V — 1)p = A1y + Ao,

y como (V' —1)(0,7n,t) = 0, entonces A}, € L2l+a' El término A;; se transforma, sumando un cero
2
adecuado, asi:

sgn(€)IE]* 1" xp () = sgn(€)IE]* 1" xp(0)+sgn(€) €] 1" x(2(6)=(0)) = Ain+Aue,

el Teorema del valor medio garantiza la pertenencia de AY,, al espacio L2l+a' Como ¢(0) = 0, en-
2

\ 2
tonces A/, € L%Jra.

Para el segundo término, sgn(§)|£|*V O0¢p, se realiza la siguiente transformacion:

sgn(&)[§]*V Oep = sgn(§)|€|*x(§)V Oep + sgn(§)[]* (1 — x)V O = B1 + B,
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como en el Lema 5.1, B € LQl+ R?). El término B, es més delicado de analizar, para ello se
2

a,O(
reescribe de la siguiente forma:

By = sgn(§)[€]*x(6)Iep + sgn(E)|E]*x(E)(V = 1)0ep = Bur + Bua,

1
5+a , .

donde D2 By, es un elemento de L?(IR?). EL término B, se transforma, sumando un cero adecua-
13

do, como sigue:

By = sgn(&)[€1*x(£)0ep(0,m) + sgn(&)[€1*x(§) (0ep (€, m) — 9 2(0, 1)) = Buar + Buaz,

como D¢ “(Byy2) € L*(R?), entonces DF * (92V (1) — sgn(€)|€]*x(£)3e(0,n)) € L*(R?).
Razonando analogamente a la parte lineal, la parte no lineal, cumple lo siguiente:

1. t2 N )
D52+ (/ (agv(tz - t’)uQ — (t2 _ t/>39n(€)’§|a)((€)a§90(0777)) dt/) c L2(R2).
0
Entonces, el hecho de que Dém(aga) € L2(R?), equivale a que:

D} (san(@lel ) (imdeso.n — i [ o OO0 ) ) < LR,

Para transformar el término,

to .
it0p(0.0) ~ 1 [t~ )00, m)at, (5-20)
0

debe tenerse presente las siguientes identidades:

Oep(0,m) = // —izpe” Wdxdy, (5-21)

85(51?2)(0,77) = // 0 ute” drdy = // ure” M drdy = %// zue”Wdrdy,  (5-22)

la cual es consecuencia del siguiente hecho:

A 1
// xOue " dxdy = // 20, (D £ D;+B + §u2)da:dy. (5-23)

Al remplazar (5-21) y (5-22) en (5-20), se obtiene la siguiente expresion:

t2
— ity // zpe” " dxdy —i/ (tg — 1) (% // xue‘mydxdy) dt'. (5-24)
0

Integrando por partes el segundo sumando de (5-24), se obtiene que:

—ity // xpe”"Mdxdy — i(ty —t') // xue‘mydxdy}i,;? +i/ // xue” "Mdxdydt,
0
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por lo tanto, (5-20) se puede ver de la siguiente manera:

to
z/ // zue” "dxdydt.
0

[~51,52
Como u(ty) € ]:%Mo, entonces

;' (89n(§)|€!°‘x(§) /0 |l xue-i"yda:dydt’) e IA(R?).

Pero esto ocurre Gnicamente cuando fOtQ [ [ xue " dzdydt’ = 0 para cadan € R, en particular
cuando 1 = 0, lo que motiva a definir la funcioén:

to
I(t) ::/ //xudmdydt’,
0

como I(0) = I(t;) = 0, el Teorema de Rolle implica la existencia de € (0, t,) tal que,

@) - / / su(P)dady = 0.

Analogamente, como u(t3) € F3!*

§+a,0'eXiSte ty € (to,t3) tal que,

/ / vu(fy)dady = 0,

de (5-23) con n = O junto con el Lema 1.8, se tiene que

d 1 9 1 9
E//xudxdy—é//u dxdy—ﬁ//go dxdy,
//xudxdy = t]|o||2 + // zrodrdy.

En conclusion, el primer momento de una solucién no nula, es una funcion estrictamente creciente,
por lo cual ||¢||o = 0, entonces u = 0.

por lo tanto,

Para el caso en que 1/2 < «a < 1, un argumento analogo al realizado garantiza el resultado, pero se
utiliza la cuarta derivada de V' (t)¢ en lugar de usar (5-19). O

El dltimo de los resultados de continuacion Unica que se alcanzaron (Teorema 5.5), es para la variable
y y su prueba es la siguiente:

Demostracion del Teorema 5.5: Como en los teoremas anteriores se considerara el caso en que 0 <
f<1/2,yr=1+bconb=1/2+ f,ysin pérdida de generalidad se asumira que t; = 0. Dado que
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u € Fy” es solucion del P.V.I (2-1), la férmula de Duhamel, multiplicada por |y|" y transformada
via la transformada de Fourier, implica que:

D:*Po,a =Dz 0,V (1 / Do,V (t — t)ewdt. (5-25)

Tomando la norma en L?(IR?), sobre el lado derecho de (5-25), se tienen que considerar los siguientes
términos:

1D (V (#)t€sgn(n) nl"@)llo + 1D (V (£)952) o

t
+ [ (1D = O3t = Oogsgnmlnlea) o + 1DV (¢~ 10,7 ) e
0
=A; + Ay + As + Ay

El término A; se puede estimar empleando las propiedades de la derivada de Stein (Teorema 1.4),
la desigualdad de Young y el Lema 1.6. Mientras que, para el término A4 deben usarse los mismos
resultados junto con los Lemas 1.2 y de Sobolev, y la consideracién adicional de que ¢t = ¢, —t/, como
se puede ver enseguida:

~ _b_ “
Ay < |11 120,010 + 1t7+7 €170, @10
< p@) ({0,510 + 1(m)*TT8,5l0)
< p(t) (J() DG g + || () THOTFA g + (| T3] o)

< p(t)llel

51,52 .
For

Ay < p(t) (\|J£1+b)(1+ﬁ) (uug) o + HJéHb)(HB)(UUx)Ho + |ty >1+b llo )
<p®)lel

51,52 4
0,r

para s1, so > max{2, (1 +b)(1 + B)}.

Como en los resultados anteriores, se estudiaran en detalle los sumandos que contienen el producto
In|®sgn(n) pues no cumplen con las condiciones de la Proposicion 1.2.

De lo anterior se tiene que
t A~
D0yt +iD,, (t(ﬁln\ﬂsgn(n))v(t)sb +/0 (t = )€l sgn(n)V (t — t’)&ﬂdt’) € L*(R?).
Como para t = 15, se tiene que D3+ﬂ8nﬁ € L?, entonces,

D, (anrﬁsgn(n)vuz) / "o+ - WV (-0)6R2) dt’) € LX(R?).
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to

Si se consideraa F' = £|n|’sgn(n)V (t2) [,* ¢ + (t2 — t’)V(—t/)&;?dt’, lo anterior equivale a que

. b . .
D)F e L*(R?), es decir, D} (x(n)F + (1 — x)(n)F) € L*(R?). En vista del Lema 5.2, se tiene la
pertenencia de D) ((1 — x)(n)F') al espacio L*(R?), lo cual implica que:

s (alPsontnVtatn) [ (o =)V (-0062) ) € L7(R2)

Sisenota g(&,n) = OtQ £ (aﬁ + (o — t’)V(—t’)Szﬁ) dt’, lo anterior es equivalente a:

A (rnr%gn<n>v<t2>x<n> I/ g(x,we“xf*ymdxdy) e I(R?),

es decir,
D} (I sanV (o) [[ ey € 22,

para casi toda z. En otras palabras,

Dz (InfPsgn(m)V (t2)x(n) (3" (2, m) — §%(x,0)) + §*(x, 0))) € LA(R),

para casi toda z. Si F' = |n|®sgn(n)V (t2)x(n), como F(§%(z,n) — ¢%(z,0)) € L*(R), se requiere
que el resto esté en L?(R), es decir,

148 N
Di " (Insgn(m)V (t2)x(n)g" (z,0)) € L*(R),
pero esto implica que ¢¥(z, 0) = 0, equivalentemente,
to -
3(£.0) = / & (#(@,0) + (12 — )V (~t)e?) dt’ = 0.
0
Lo anterior se puede ver como:
/(@w(%y) + dhu*)dy =0,
o de manera equivalente:
2/(8xu)2dy = — / (2u8§udy + axgo(:zz,y)) dy.

Como [ (2uug, + ¢,)dy > 0, entonces u2 = 0, por lo tanto u, = 0,y como la norma en L? de la
solucidn es finita, se tiene que u = 0. O
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5.3. Mejoras en el buen planteamiento

En esta seccion se prueban los Teoremas 5.6 y 5.7, empleando los resultados obtenidos en el capitulo
4 y siguiendo las ideas expuestas en [13] y [25].

Demostracion del Teorema 5.6: Se mostrara inicamente el primer numeral, ya que el segundo se hace
de manera analoga.

Para esta demostracion es necesario tener presente la definicion de los pesos truncados hecha en el

Lema 1.13:
[ (x) siz<N
(r)n = { ON siz > 3N

para N € Z*, tal que, (x) y sea una funcidn suave, no decreciente en |z|, y ademas satisface las si-

guientes desigualdades: 0, (z)y < 1y |[(z)}(x)| < cO*(z).

Aplicando los pesos truncados sobre la ecuacion (2-1) y el producto interno en L2(IR?) con (z)4u, se

obtiene la siguiente ecuacion:

sarl@dalt = [[atoto.ntutndy - [[@uefootudsy
- //(x)%u(x)?vuumda:dy

=I+I11+1I1.

Para acotar [ es necesario reescribir el término utilizando el conmutador y también emplear la regla
de Leibniz, como sigue:

<x>?vaxDalg+au = _[Dg? <x>?V]Dx8a:u + Dg(<x>‘]9vaaxu)

= _[D$§ <x>§V]Dmaru - D§<ax<x>?VD:vu> + Dg@x«xﬁ\,Dru)

= —[Dg; ()} DeOpe — D3 (95 ()} Dyt) — D0y ([ Do ()3 Ju) + D0, () u)
= A+ Ay + Az + A4

La Proposicion 1.5 garantiza las siguientes acotaciones:

1Allo = I[Dg; (@) V] Dadullo < 11720 ()N llqll Dg Oxullo,

1A2llo = [| D (9: ()% Daw)llo
< [I[D2; s ()N Daullo + (102 {)y D3 ullo
< (17202 )N gl D5 o + 1102 () yllocl | D2 ulfo-
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Para el término A3 se debe tener presente que [D,; (z)%]u = H(0.(x)%) — [H; (x)%]0.u. De los

Lemas 1.11, 1.12 y la proposicion 1.5, se obtiene la siguiente cadena de desigualdades:

10500 [ Da; ) V]ullo = [| D3 0:H(0x () yu) — Dy 0u[H; (x)y]0zullo

< [|1DgFH(0ux)5u) o + 1 DG 0:[Hs () §]0:u]

< 1D Dy (05 () 3u) llo + 1031 () §]Owtl§ 1100 [H; )] Orullo™

< D202 (x)xw)lo + 1 D5 (Du () 0swe) o + 107 [Hs (@) y]Dwuullo + 110a[H; (2) 3]0 ullo

< D203 @)y llsollullo + 110 @) ylloo | DS ullo + 11D5: O ) §]0wtello + (102 () DS Dl
1103 @) oo lullo + 1105 (@) lloo 1o

< 1D202 (@) lloclullo + 102 (2% oo | DS ullo + 1| 7202 (x) I | Dg ullo
+ 102 {2) Wlloc 1 D5 o + 103() i lloo ullo + 110 ¢)% oo lulo.

Por la antisimetria de la derivada, el término [[(z)%uDS "0, ({z)%u)dzdy tiene un aporte nulo en
la suma. Por lo tanto |I| < [[{x)%u|o||u|

X S1:52.

Para acotar I ] se debe emplear el siguiente hecho: |0, (v)%7| < (2)2’~!, como también el Lema 1.13,

asi:
[ [ttt o.ozudedy - / [ wrtouo.0,uzay
//((:v> )20, (0,u)*dzdy
/ / 2(9,u)2dxdy
5 [ @ sy

g—1
(@) > Jyulls
2
< (IKz)vullo + 117 ullo)
< (=) vull} + 117 ull5.

I/\

IN

Para [11, se tiene que,

[ @futofno.= [[@reom < 0.l @l

52 1@l < I@)Rully (14 10sulloe) + lullry e < Ia)iulls (1 + [10zullo0) + M,

Por lo tanto,

asi pues, de la desigualdad de Gronwall se tiene siguiente acotacion:

t
() yull§ < ||<x>?v90||§+tM+/ e (Ix)yeell + ' M)dt.
0
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Haciendo que N — o0, el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue garantiza que
2) ullf < ) |13 + R(t),
siendo h una funcién continua que satisface que h(t) v 0,porlotanto,u € L>([0,T] : L*({x)?dzdy)).
%

Para obtener la continuidad de la aplicaciéon ¢ — (z)%u(t) en L*(R?, (z)?dxdy), deben tenerse en
mente, la continuidad débil y el siguiente hecho:

v
@) vu®llo = lla)yu@)lo] < !t—t’|+/t ¢ (I{x)yello + 7M) dr
<Ot -1,
lo cual, junto al Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, implican que
[[[{) u(®)llo — [1{z) u(t) o] < Clt —1'].
Por tanto t > ||{x)%u(t)||2, resulta continua en L*(R?, (z)?dxdy).

Para ver la unicidad se considera otra solucién v de (2-1), cuyo dato inicial es ¢. Definiendo z = u —v
y empleando un procedimiento como el anterior, se obtiene que,

Kz)% 205 < 12)% (e = D)IIE + ctllp — ¢>Ho+/0 e ([{@)x (0 = D + ct'llp — gt

La dependencia continua es consecuencia de un argumento tipo Bona-Smith.

Para tratar la persistencia cuando = 1 + 6, debe hacer un pequefio ajuste al argumento anterior:
1d 2 N
3 H(m)?vquO ://(x>?va:u<x>?\,x8$Di+ udxdy + //(x)%xu(m)?vx&cD;Jrﬁudxdy

- //(a:ﬁvxu(a:)?\,xuuxdxdy

=+ 114111

I se puede ver como:

I= //(x}%xu(x)?\,Df“aam(a:u)da:dy -2+ ) //(xﬁvxu(x)?\,Di*auda:dy =1+ L.

I; es analogo al sumando I del caso » = 6. En el término I, se aplica la desigualdad de Cauchy -
Schwartz, obteniendo la siguiente desigualdad:

|1o] < [l (@)xwulloll () Daullo,
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lo cual sugiere que el término involucrado en la segunda norma, requiere ser transformado utilizando
el conmutador, asi :

<x>?vDals+au = [<$>(19v= Dﬂ Du + D?(@?\/Dxu = Iy + I,

donde el primer sumando es acotado gracias a la Proposicion 1.5; para el segundo se tiene que /55 =
D20, ((z)4Hu) — D20, (x)4Hu = D20, ((x)%Hu) — (DSHO, ((z)qu) + D20, [(x)%, H] w),
por lo tanto,

[E2llo < 1| [J3, Ou ()] Hu) llot 1| Ou ()i T2 Hullo + [| 17 ((2) )
+ D20, [(2)y, H] w511 9 [(2)y, H] ullo™
<llullo + 17z ullg + |73 () [, + 1102 @ | Mall§ [[0ad) ]y ealle™,

l

de lo que se sigue que | Ir| < ||(z)% zu||o||u|| xs1.52-

11 se puede ver como:

IT = //<x>?\,xu<x>?v8xD;+6(xu)dxdy — //(x)?vxu(xﬁvD;Jrﬁudxdy =11+ I,.
11 es andlogo al sumando /I del caso r = 6. Para estimar I /5, basta observar lo siguiente:
L] < [[(@)yeull, ()3 Dy ™ ull,-
El sumando /71 es analogo al del caso r = 6.

Para los casos cuando r = 2 + 6, se puede emplear la ecuacion integral y aplicando el Lema 5.1 se
tiene el resultado. [

Demostracion del Teorema 5.7: Siguiendo las ideas del Teorema anterior, se considerara primero el
caso r = 0. Se aplican los pesos truncados, en la variable y, a la ecuacién (2-1) y se hace el producto
interno en L?(R?) con (y)%u, obteniendo que:

1d
sl = [ [kuwho.Drudsdy [ [ w)huty)s0,0udsdy

+ [ whutyundady
=I+1I+1I1.

Los términos I y 111 tienen un aporte nulo por la independencia de ()% de  y la antisimetria de la
derivada.
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Para el término I, primero se asumira que 6 > 1/2, asi, al integrar por partes, aplicar las desigual-
dades de Holder y Young, junto con el Lema 1.3, se tiene que:

Il =— /E)y(y)?\?uax@yu - /(y)f\?ﬁyuaxayu
ooy
2 (W) +

<|[ s+ llullZ-

<[ /w00

!
<| 3, (@) |, + el

Si 6 € (0,1/2], entonces |9, (y)¥| < (y)% < 1, por lo tanto:

[t~ [ o,utud,0, = [ 0,%0.u0,0 < ol 0yl < ulf

luego,
d
2l @%ull” < e (1+ ) %ul)

al integrar respecto a t, usar la desigualdad de Gronwall y el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, se tiene que la aplicacion t — (y)%u(t) es continua en L*(R?, (y)’dxzdy).

El caso en que r = 1 + 0 se hace de manera similar. Y el caso r = 2 + 6 se puede trabajar con la
ecuacion integral, y con el Lema 5.2.

La unicidad y la dependencia continua se obtienen de manera analoga al Teorema anterior. [
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En este capitulo, se tratara un aspecto diferente al abordado en los demas capitulos del presente tra-
bajo, ya que, tiene como objetivo, mostrar la existencia de ondas solitarias asociadas a (2-1) en los
siguientes casos: Caso 1: 0 < a < 1, S =1lyp=1,2,3.Caso 2: a = 5,0 < a < 1lyp =1,2.
Para ello, se considera una solucién de (2-1) en forma de una onda viajera u(x, y,t) = ¢(x — ct,y),
con ¢ > 0; siendo c la velocidad de la onday ¢ = = — ct la variable caracteristica. Ademas, para
que ¢ sea una onda solitaria, se supondra que pertenece al espacio 55 (R?), (una presentacion
mas detallada sobre ondas viajeras, puede consultarse en [67] y en las referencias alli contenidas).
La forma de abordar tal cuestion, sera siguiendo las ideas expuestas por Albert en [2], trabajo en el
cual se expone de manera detallada el principio de compacidad concentrada, introducido por Lions

en [55] y [56].
Dado que ¢ satisface la ecuacion diferencial parcial:
1
—chy — 0(D ¢+ D) + —— ("), = 0
o = 0,(DL"6 + Dy70) 4 (7). =0,
al integrar ésta respecto a x, se obtiene la siguiente ecuacion:

1
— ¢ — (Dt Dith o o g 6-1
b~ (D79 + D) + =™ =0, (61
o equivalentemente,

—cQ'(¢) = I'(9),

donde, () e I son las cantidades conservadas (1-7) y (1-8), respectivamente, presentadas en el Lema
1.8,y que se recuerdan, dado el progatogismo que tendran en el capitulo:

Qw = [ dsdy

I(u) = %// <D;§au)2+ (DEU)Q _ %dwdy.

Con esto en mente, se empleara el principio de compacidad concentrada de Lions (ver [55] y [56]),
siguiendo un esquema similar al expuesto en [2] y [6].
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Con el fin de llevar a cabo tal argumento, se requiere definir para cada ¢ > 0, el siguiente conjunto:

Gy = {o e HF R | Qp) = qf (6-2)
paraelcaso1.Y
Gy = {p e HF ()| Qo) = af. (63

para el caso 2.

También es necesario definir la familia de problemas de minimizacién asociados
I, :=inf{I(p) | p € G,}. (6-4)

Si ¢ es solucion de (6-4), también lo es de (6-1), asi que, para hallar tal solucién, se definiran las
siguientes sucesiones:

Definicion 6.1.

., 1ta 1 o Lo 2
Una sucesion (¢,,), en H 2 ' (R*) (para el caso 1) o en H = (IR*) (para el caso 2), se conoce como una
sucesion minimizante para I,, si

Q(¢n) =q, paratodon € N, y lim I(¢,) =1
n—oo

Definicién 6.2.
Si (¢n)n es una sucesién minimizante para I,; se define la sucesion, M,, : [0, co] — [0, g] como,

M,(r) == sup // @2 dady,
2 (a,b)ER? Q(a,b,r)

siendo §2(a, b, r) el rectdngulo [a — r,a + 1| X [b — r, b+ 7].

Es de resaltar que la sucesion (M,,),, es una sucesion de funciones crecientes y uniformemente acota-
da, asi pues, el principio de seleccion de Helly, garantiza la existencia de una sub-sucesién, que se nota
de nuevo por (M,,),, la cual converge puntualmente a una funcién creciente y acotada M : [0, oo] —
0, ¢], de modo que, tiene sentido definir el siguiente valor:

= lim M(r), (6-5)

r—00

el cual satisface 0 < v < q.

En vista de los elementos definidos, el método de compacidad concentrada consiste en dos pasos:
Primero: Mostrar que v = q. Segundo: Probar que dada una sucesién minimizante, ésta tiene una
sub- sucesién que al ser trasladada ligeramente, es fuertemente convergente en H5 (parael caso
Noen H 5" “ (para el caso 2), a un elemento del conjunto G, correspondiente.

Para lograr estos objetivos, lo primero que se muestra, es que I, es acotado para todo ¢ > 0.
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Lema 6.1.
—oo < I, <0, paratodog > 0y0 < a < 1, tanto en el caso 1, como en el caso 2.

Demostracién. Caso 1: Se considera ¢ € H5 (R?), una funcién positiva, la cual satisface que
Q(¢) = q, de modo que, para cada # > 0 se define,

oz, y) = 02¢(x,0y).

1
—/ gbgd:cdy
// (x,0y)) dxdy
—5 [[ ety = Qo) =4
Para mostrar que I (¢g) < 0, se procede como sigue,
1 14a 2 5 2¢1‘!97+2
= - D.? + (D - d
o J (P50 (Do = e

-3/ / #obote. o)+ (Dbote o)) - LA,

Aplicando () a ¢y, se obtiene que,

0%
— 2|D.* Lo ||| ..
H ¢H0+ H y¢HO ( +2)<p_|_1>”¢HLP+2
. , m Lo 112 5 2|p|P%2, .
Sif < min {1, () P}, k= HDm qb”o,l = [[Dyollgym = oty se tiene que I, < 0.

El hecho de que —oo < I, se sigue del siguiente argumento:
21(¢) = 21(¢) +2Q(¢) — 2Q(¢)
2¢p+2
~ ol ~ [ oo~

p+1)(p+2)
> 2¢— ——||¢||P12
= q (p_|_1)(p_|_2)||¢||Lp+2
> 2¢— ———|| 0|52

donde, la ultima desigualdad es consecuencia de la Proposicion 1.6.

Caso 2: Sea ¢ un elementode H 2 (IR?), con las mismas consideraciones del caso 1. La primera parte
de la prueba es similar a la realizada para tal caso, como se puede ver a continuacion:

1+a Qp
D,* 91+a D, ——— ¢l
(¢9 ‘ ¢H ¢ 0 <p+2><p+ )H¢‘ Lp+2»

5
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1ta |2 p+2
= ool - 2
0

m, se tiene que

conf < min{l,(%)m},k —
I, <0.

Para mostrar que —oo < I, un argumento analogo al del caso 1, implica que,

21(¢) = 21(¢) +20Q(¢) — 2Q(¢)

ot — [ 2
et~ | Gy

> 2 — ———— 0|72
= q (p + 1)(]? + 2) ||¢”Lp+2

> —2q —
- (

—|||[12,
p+1)(p+2) :

donde, la ultima desigualdad es consecuencia del Lema de Sobolev (Lema 1.1). U]

El siguiente paso, es mostrar que las sucesiones minimizantes son acotadas.

Lema 6.2.

Para0 < o < 1, si (¢,,), es una sucesién minimizante para 1,, existen constantes B > 0y ¢ > 0 tales
que:

Para el caso 1:

1. 6all ey < B.

2. ||¢nllzp+2 > 0, para n suficientemente grande.
Para el caso 2:

1. l6alle < B.

2. ||énl||pr+2 > 6, para n suficientemente grande.
Demostracién. Caso 1:

1.

2 2 p+2
”(anHT"‘,l < 2[(¢n) + ZQ((bn) + (p—i— 2)(]9 n 1) H(bn‘ Lp+2

(1+a)(4+p)—2p

< C+2q+Crllgaly "

p
1+«

1ta p
Di? ¢u|| — [10youllg

0
2[(A+a)(p+4)—2

ja)
<C+20+Cq owm + 210,05

2[(1+0) (p+4)—2p]

asi que, al considerar B = \/ﬁ (C’ +2q + Cyq Fe)lE-» ), se tiene el resultado.
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2. Para esta prueba se razona por contradiccion. Se supone que no existe ¢ tal que ||¢y, || o2 > 6,

asi
liminf// P2 drdy < 0,
n—oo
por lo que,
I, = lim I(¢n)
n—oo
1
= 5 tim (D25 6|+ 18,0 s ol
1
lénllfree >

(pt+1)p+2)

lo cual contradice el lema anterior.

Caso 2:
1.
||¢n||1+a < 21(¢n) +2Q(¢n) + m”%”iﬁa
< C 420+ a5 16l
< C 42+ Cigrs H%Hi’li :
como - =P < 2 se garantiza la existencia de tal B.

2. Se procede de manera analoga al caso 1.

El siguiente resultado tiene como objetivo, mostrar la propiedad sub-aditiva de /,,.

Lema 6.3.
Paraqi, g2 > 0y 0 < a < 1, setiene que I, 14, < 14, + Iy, tanto para el caso 1, como para el caso 2.

Demostracion. Caso 1: Para § > 1 se define ¢y = 0¢, la cual satisface la identidad:

Q(¢9) = 0°Q(9).

Mientras que, la segunda ley de conservacion, implica que

I(¢g) < 0°F21(¢)).

Por lo tanto,

T2y = inf{I(¢) | Q(¢0) = 6°q}
< 0PF2inf{I(¢) | Q(¢) = ¢}
< 61,
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asi lpy < 01, paracadaf > 1.

Si se considera ¢; > ¢» > 0, entonces

q2
Iq1+Q2:Iq1<1+%> < (14—;)[ Iq1+ <q1>lgé <Iq1—|—]q2.

Caso 2: La prueba es idéntica a la del caso 1, teniendo en cuenta que el conjunto G, cambia, pero
esta no genera modificacion alguna en el argumento, ya que, no se han empleado propiedades de los

elementos de dicho conjunto.
O

Para ver que no se da el desvanecimiento de la onda (v = 0), se presenta los siguientes dos resultados:

Lema 6.4.
Para0 < o < 1,sean B > 0, 6 > 0 tales que:

(i). Para el caso 1: ||¢||1+Ta1 < By ||@||oe2 > 8, sip € H 251 (R2).

(ii). O paraelcaso 2: [|¢]|1sa < By||@|Lorz > 0,510 € H'="(R?).

Entonces, existe n = n(B, ) > 0, tal que

sup // |(j§|p+2dxdy > .
(a,b)€R? Q(a,b,1/2)

Demostracion. Caso 1: Como
1+a
ol = > | / 0P (Dyo dady < 3 —2 / / 6[F+2dudy,
i,jEZL 7]71/2 i,jeZ ||¢||LP+2 (4,4,1/2)
entonces, existen ig, jo € Z, tales que,

1+«

/ / ¢* + (Da? ¢)° + (Dyo) dady < M / / |p|P 2 dady.
Q(io.jo,1/2) D17 0ve J Jioo1/2)

De la Proposicion 1.6, se sigue que ||¢|| ;p2 < C'||@]] 14a 4, por lo tanto,
5

Jlr 14a 1/2
( / / |¢|p+2dxdy) <A ( / / > (DI g 4 (Dy¢>2dxdy)
Q(%0,70,1/2) Q(ZOJO,l/Q

1/2

B2 p+2
<Al /l o[ 2dady |
LP+2 9(107]071/2)

(p+2
5+2)? ||¢HL€>+2) io
2<p+2> = 2<p+2) ’¢| dxdy.
(AB) Q(40,j0,1/2)

en otras palabras
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Concluyendo la prueba para el caso 1.

Caso 2: Siguiendo el mismo esquema, pero utilizando la norma en H" en lugar de la norma en
H55 y en cambio de la Proposicion 1.6, empleando el Lema de Sobolev (Lema 1.1), se tiene el
resultado. ]

Lema 6.5.
Tanto para el caso 1, como para el caso 2, si (¢,,),, es una sucesién minimizante para I, el valor v definido
en (6-5) es positivo.

Demostracién. Caso 1:
Del lema anterior se tiene que para cada ¢,, existen ) > Oy (a,, b,) € R?, tales que

/ / (6P *2ddy > 1.
Q(an,bn,1/2)

Considerando p € C§°, talque 0 < p < 1en £2(0,0,1/2)y supp(p) = ©(0,0,1); parar > 0 se

define p,,(z,y) = p <@, %), entonces

o< [ oaay < [[ oy iy < 1o [ ornlonidss
Q(an,bn,1/2

de lo que se sigue
0<n<CM(2r).

Caso 2: Dado que, la diferencia entre este caso y el anterior radica en el conjunto G, definido en (6-2)
y (6-3),y que la conclusidn del Lema 6.4, es la misma en los dos casos, el argumento anterior funciona

en este caso.
U

Para analizar el comportamiento de las sucesiones minimizantes, se enuncia el siguiente resultado:

Lema 6.6.

Sean 0 < a < 1, (¢,,)», una sucesién minimizante para I, y ¢ > 0. Entonces, existen un natural N y dos
sucesiones de funciones {gx, gn-1,-- .}y {hn, hyy1,...} en H 21 (R2) parael caso T;0en H 2" (R2)
para el caso 2, tales que paran > N

1. |Q(gn) — V| <e.
2. |Q(hn) — (g —v))| <e
3. [I(¢n) — (I(gn) + L(hn)) | <e.

Demostracién. Tanto para el caso 1, como para el caso 2, en cada item del lema se necesita considerar
las siguientes funciones: p, 1 € C§°(R?), tales que:
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= 0<p< 1L » 0<yp <L
= p = 1lenelconjunto €2(0,0,1). » ) =1enR?—Q0,0,2).
= supp(p) € Q(0,0,2). = supp(y) € R? —Q(0,0,1).

Ademas de lo anterior, se requiere que p* + 1)? = 1,y como antes p,.(z,y) = p (£,%) y ¢, (z,y) se
entendera de manera analoga.

Como

M(r) = lim M,(r) = lim sup // ) P2 dxdy,

n—oo n—oo CLb R2 2

entonces, para ¢; > 0y r suficientemente grande, se tiene que v — ¢; < M(r) < M(2r) < v, asi
que, para un r lo bastante grande, fijo, existe N € N tal que,

v—e < My(r) < M,(2r) < v+ e,

por lo tanto, para todo n > N se puede elegir una pareja (a,,, b, ), tal que,

1 1
v—e€ < —// P2dxdy < —/ Prdxdy < v+ €.
2 Q(an,bn,r) 2 Q(an,bn,2r)

Por simplicidad en la notacidn se consideraran,

9n(2,Y) = pr((2,Y) = (n; 00)) 0 (2, y) = (Prndn) (T, y),

ho(z,y) = ¥r((2,y) — (A, bn))n(T,y) = (Yrndn)(2,y).

Los dos primeros numerales se prueban de manera idéntica en los dos casos, ya que, se emplean
hechos sobre (), py 1, los cuales no se modifican bajo las definiciones de GG, ((6-2) para el caso 1y
(6-3) para el caso 2).

1 1
- //(prnéf)n)dedy <= // P2drdy < M,(2r) < v+ €.
2 7 2 Q(an,bn,r)
1 5 1 ) 1 )
S (Vrnn) dady < = ¢ drdy — = Prdrdy < q— (v —e).
2 ’ 2 2 Q(an,bn,r)
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3. Caso 1: Para probar éste numeral se requiere tener en cuenta que,
1 l+a 2 1ta 2 14a 2
[F(6n) = (Ly(gn) + Iy(ha))| <5 // (DIQ (qbn)) - (DIQ (gn)) - (DIZ (hn)> dxdy‘
1
b5 | [[ 002 = 00" - )z

1

+2 p+2_hp+2d d

+<p+1><p+2>‘//¢ﬁ G = fin y‘
—[+II+III.

Para acotar I debe sumarse un cero adecuado, y emplear la Proposicion 1.3, de modo que

I<~ / / n (me? ¢n> (@z)m ¢n> dxdy+0<%>.

I I se puede controlar asi:

1< [0 -tz 5| [ (Do + D)) d2asas

‘/ (Canypnn)(Pr,nDy¢n)dxdy' + ‘/ (anDy@Z’r,n)(¢r,nDy¢n)dxdy’
:A1+A2+A3+A4.

El aporte de A; es nulo. Mientras que A, cumple que
2 2
As < g (1Dl + DI N6 lise s
Los términos A3y A4 se acotan de manera similar, asi que solo se mostrara la forma de estimar
As.
| D M
Ay < 1Dypeall [ [ nDybudndy < P22 o,

Mientras que paraacotar [ [ se debe tener en cuenta que supp(l pp+2 zpp+2) C Qan, b, 2r)—
Q(an, by, ) = Q. Sea p,.,, tal que, supp(pyn) = Qy 1 — pﬁfﬁ Wﬂf < prn < 1,y la Propo-

sicion 1.6 implica que

(I+a)(p+4)—2p 2ptp(lta) (+a)(p+4)—2p

||p;,n¢nHiiﬁ2 < ’|p;,n¢n||0 e ||pr nqan 1+ 2(1+a) <C Hpﬁ,n%ﬂg < 2061 ) )

de lo que se sigue el resultado.

3 Caso 2: Como en el caso anterior

1) = o) + 1| <3| [ (05 (0)) " = (D25 )" = (027 (00) " ans
5|/ / (0,5 ) = (027 @) = (0% () "

+2 p+2 p+2d d
+p+1 )(p+2) ‘//gbp ‘“J‘
=]+ 1T +1I1I.



127

Los sumandos I y I se acotan de la misma manera como se hizo con el término [ del caso 1.
Mientras que el sumando 771 es el mismo del caso 1, pero quien garantiza el resultado es el
Teorema 1.2, de modo que, se tiene el resultado.

]

El primero de los objetivos, probar que no hay dicotomia, es consecuencia del siguiente resultado:

Lema 6.7.
Si (¢n)n €s una sucesién minimizante para I, v = g, tanto para el caso 1, como para el caso 2.

Demostracién. Caso 1: Suponiendo que v < ¢, el lema anterior implica para e = 1/m > 0, existen
dos sucesiones de funciones (g,,,) y (hy,, ), tales que

1

1Q (gn,) vl < -

1

Q) — (@ =) < -

1 (60) = (I (gn) + 1 ()| < —.

m

it T,

las cuales satisfacen que B,,,, C,,, — 1, se tiene que
m—0o0

Considerando

p+2
I, <I1(B,qg, )= BI(qg, — BEF?) // g”m —Ztm____dxd 6-6
y +2
hP
I,—, < I(Bphy,) = B.I(h,,)+ (B2, — Bo?) // ”"L —m_dxdy. 6-7

Dado que ||gn,, || zp+2 ¥ |, || L +2 SON acotadas, al sumar (6-6) y (6-7), y tomar el limite m — oo, se
obtiene que

I, <L+ 1,y < lim (I(gn,)+1(hy,)) = lim I(¢n,) =1,
m—0o0

m—ro0

lo cual contradice el Lema 6.3, por lo tanto v = gq.

Caso 2: La demostracion es idéntica a la del caso 1, la diferencia radica en la justificacion de que tanto
Gn,,,, cOMO h,, estan acotadas en LP*2, ya que, en el caso 1 proviene del la Proposicién 1.6 y en el
caso 2 del Lema de Sobolev (Lema 1.1). ]
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Por ultimo, se muestra que se da la compacidad del principio de compacidad concentrada (1.14).

Lema 6.8.
Bien sea, para el caso 10 parael caso 2.Si0 < a < 1, v = qy (¢, )n €s una sucesién minimizante para I,
entonces existe una sucesion (a,, by, ),, tal que:

1. Para n suficientemente grande y para todo z < q, existe r = r(z), tal que

1
= // ¢2drdy > z.
2 Q(an,bn,r)

Onl(@,y) = dul(@,y) — (an, bn))

. Iy lta 1ta
tiene una sub-sucesién convergente en H ="+ (IR2) (para el caso 1) 0 en H =" (R2) (para el caso 2).

2. La sucesidn definida como

Demostracion. Caso 1:

1. Como,

1
g=v = lim M(r) = lim lim sup —/ @2 dxdy,
Q(a,b,r)

r—00 r—00 N—>00 (a,b)GRQ
existe 1o > 0, tal que, para n suficientemente grande,
1
sup = / P2 dxdy > 4
(a,b)ER? 2 Q(a,b,ro) 2
Cada uno de éstos valores de n tiene asociada una pareja de la forma (a,, b,,), tal que
1
—/ G2dady > L.
2 Q(an,anO) 2

Si z es un valor el cual cumple ¢/2 < z < ¢, dado que v = ¢, existen r¢(2) y N(z) tales que,
paran > N(z)yalgin (a,(z),b,(z)), se tiene que,

1
- / P2dxdy > 2.
2 JQan(2)bn(2)r0(2))

Puesto que
1
5/ Prdxdy = q,

se tiene que
Q(an, bn,m0) N Qan(2),bn(2),70(2)) # 0.

Al tomar r = 2r¢(z) + 79, se tiene que Q(a,(2), b,(2),70(2)) C Q(an, by, ), de lo que se

sigue que
1 1
z < —/ P2dxdy < —/ () dxdy.
2 JO(an(2).bn(2),r0(2)) 2 Joan b



129

2. El numeral anterior implica que, para m € N, existe un r,,, tal que, para n suficientemente

grande se cumple que
1

1
—/ padady > q— —,
2 Q(an,bn,rm) m

1 ~ 1
5[ sy a-
2 Q(0,0,7m) m

donde, ¢, (2,y) = ¢n(x — an,y — by), ademas, del Lema 6.2 se tiene que Hd;nHHTal < B,

entonces

es decir, la sucesion (D;Taqgn)n es acotada en H%!(IR?); y como, este espacio estd inmerso
de manera compacta en L} , se garantiza la existencia una sub-sucesion, que se notara de
la misma manera, (¢, ), la cual converge fuertemente a una funcién ¢ en L2(€(0,0,7,,)). EL
razonamiento anterior, implica que, para cada m € N, existe r,, tal que,

1

1
q——S—/ p*dxdy < q.
m 2 ©(0,0,rm)

~ lfa . Lta
Puesto que, Q(¢,) = ¢ paratodo n, se tiene Q(¢) = q.Y como (Dy* ¢,,), convergea D, * ¢
en L*(R?), se tiene la convergencia débil de ¢, a ¢ en H 2", La desigualdad

v I—y

an_¢ an_gb

I—y
| ,

<C
0

160 = Bllps2 < || D> (60— 0)

0 0

garantiza la convergencia en LP*2,

Como ||gz5||1+ToL1 < liminf, ||gz~5n||1+Ta’1, entonces

I(¢) < lim I(¢,) = I,

n—oo
por lo tanto, I(¢) = I, . Asi lim I(¢,) = I(¢), entonces lim ||¢y || 11a ; = ||¢]| 1a ;, consi-
n—oo n—o0 2 2

. , . 1ta
guiendo asi la convergenciaen H 2 !,

Caso 2: El argumento para el primer numeral es idéntico al del caso anterior. Mientras que,

para el segundo numeral, la justificacion dada del caso anterior se puede ajustar para el espacio
1+a . .

H™2 (IR?), sin mayores contratiempos.

]
Los resultados obtenidos durante el capitulo, permiten mostrar el Teorema 6.1:
Demostracion del Teorema 6.1: Es consecuencia del Lema 1.14 y de los Lemas 6.1 - 6.8. [

Nota 6.1.
La inmersién de Sobolev garantiza que, los resultados del caso 2 son vdlidos para p > 2, siempre que o €

p—2
P2



130 6 Ondas solitarias

Nota 6.2.

En los espacios HHTQJ(]RQ) se tiene garantizada la existencia de onda solitaria (Teorema 6.1), y también el
buen planteamiento local (Teorema 3.4), siempre que g < a < 1. Mientras que, en los espacios H (R?)
hace falta establecer un resultado de buen planteamiento para el caso diagonal (o« = 3, 0 < v < 1).
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Trabajo futuro

Las técnicas aplicadas al problema dieron muy buenos frutos, sin embargo, no se pudo cubrir la tota-
lidad de los casos, por ello, los siguientes problemas quedaron abiertos:

= Mejorar el buen planteamiento, para valores arbitrarios de ay 3, en el intervalo [0, 1].
= Obtener mejores resultados, en cuanto al buen planteamiento, para la no linealidad conp > 3.
= Estudiar la estabilidad de las ondas solitarias obtenidas en el capitulo 6.

= Establecer si hay mas casos o no, de existencia de ondas solitarias.
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