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Matrix of capacitance and Laplace’s Equation, properties and applications
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Introduccion

La ecuacién de Laplace es importante en muchas éreas de la fisica y la ingenieria[l],
siendo ampliamente conocidas sus aplicaciones en electrostatica (ecuacién del potencial
eléctrico)[2], Bl [4], la hidrodindmica (la ecuacién de continuidad para un fluido incom-
presible), la termodindmica (difusién del calor independiente del tiempo) y la gravitacién
(campo gravitacional). Recientemente Xue, M. et al la emplean en el estudio de la relacién
del potencial y el campo eléctrico y su relacién con la rugosidad de las superficies[5].

Las propiedades de la ecuacién de Laplace son bien conocidas [6], asi como las diferentes
metodologias de solucién. En varios trabajos se ha estudiado la separacién de variables
y su uso como método de solucién para la ecuacién de Laplace [7, [8, [, [10], siendo estos
resumidos por Moon & Spencer[11]. El formalismo de las funciones de Green y los mapeos
conformes como metodologia para solucionar problemas asociados a la ecuacién de Laplace
con fronteras esféricas y cilindricas han sido estudiados por J. T. Chen et al. [12, [13], [14].
También se emplean diferentes métodos numéricos en la soluciéon de de la ecuacion de
Laplace, Ghassemi et al. han estududiado y comparado los métodos de elementos finitos y
de elementos de frontera tanto para condiciones de frotenras mixtas [15], cémo simples[16],
mientras que J. T. Chen & W. C. Shen emplearon la metodologia semianalitica de los
kernel degenerados en fronteras circulares [I7]. La solucién de la ecuacién de Laplace con
condiciones de fronteras simple y su aplicacién a diversas simetrias ha sido estudiada por
Morales et al. [48].

En el area de la electrostatica, el problema del potencial eléctrico esta directamente
relacionado a la ecuacion de Laplace este combinado con la distribucién de carga en la
superficie de un conductor nos lleva al problema de la capacitancia eléctrica, es decir,
solucionar el problema de la capacitancia eléctrica implica solucionar el problema del
potencial eléctrico. La naturaleza geométrica de la capacitancia es mencionada en muchos
textos de electricidad y magnetismo [2), 3, 4] sin embargo las aproximaciones formales
para mostrar este hecho suelen basarse en el formalismo de las funciones de Green [I8],
19, 20], lo que lo hacia de dificil acceso a los cursos béasicos de electricidad y magnetismo
donde suele introducirse el concepto de capacitancia eléctrica. Es por esto que William
J. Herrera y Rodolfo A. Diaz desarrollan un trabajo sobre la naturaleza geométrica de la
capacitancia empleando la ecuacién de Laplace [21] que permite estudiar las propiedades
de los coeficientes de la matriz de capacitancia de una forma maés simple. Esta formulacion
permite estudiar algunas propiedades mas generales como la positividad de la matriz y
sus valores propios [22], y posibilitando el desarrollo de un método més eficiente para la
determinacién de la matriz de capacitancia en configuraciones de miltiples conductores[23)]
y redes de conductores|24].

VII
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El célculo de la capacitancia de diferentes configuraciones de conductores ha sido abor-
dada por varios autores [25]-[36], aplicando generalmente la misma metodologia: hallar el
potencial eléctrico, determinar la distribucién superficial de carga y realizar el cociente
entre ambos. Para configuraciones de conductores embebidos o superficies conductoras en
tres dimensiones O.D. Momoh, M. N. O. Sadiku, y C. M. Akujuobi han desarrollado tra-
bajos analiticos y numéricos enfocdndose en los esferoides[38] prolatos [37] y oblatos [39]
y Nechaev desarroll6 célculos de las capacitancias y polarizaciones para los elipsoides [40],
Lekner trabajé con esferas |41l 42]. Calculos para configuraciones cilindricas se encuentran
en el trabajo de Dawes [43] y Das et al [44] hay ejemplos de célculos para mas geometrias
[26, [45]. El texto de Estermann[46] tiene un amplio compendio de casos. También hay
aproximaciones empleando el método de mapeos conformes para simetrias cilindricas que
aprovecha resultados de cdlculos previos [47].

Sin embargo, usando los desarrollos previos de William J. Herrera y Rodolfo A. Diaz
[21l 22] se ha desarrollado una metodologia que basada en la ecuacién de Laplace y ha-
ciendo uso de las propiedades de la matriz de capacitancia permite simplificar de forma
considerable todos estos calculos analiticos y encuentra que los calculos basados en mapeos
conformes son sélo un caso particular de aplicacién del método desarrollado.

En esta tesis se presentan los desarrollos que se hicieron alrededor de la ecuacién de
Laplace para unas condiciones de fronteras especificas y su aplicacion a la determinacion de
la capacitancia para diferentes geometrias. Los resultados de este trabajo fueron publicados
en Journal of Electrostatics[4§]].

En el capitulo 1, se estudian las propiedades de la ecuacién de Laplace, su formulacién
en sistema de coordenadas generalizadas, y en sistemas de coordenadas ortogonales, repa-
samos las condiciones de frontera, el método de separacion de variables como método de
solucion y las propiedades de la ecuacion de Laplace y sus soluciones.

En el capitulo 2 se introduce el formalismo de las funciones arménicas base. Estas
son las que nos permiten resolver la ecuacién de Laplace en un volumen entre de dos
fronteras cerradas con condiciones de Dirichlet como condiciones de frontera. Gracias a
esta aproximacion problemas de geometrias que usualmente se consideran complejos, como
los cilindros no concéntricos [43], los esferoides prolatos [37], esferoides oblatos [39] se
solucionan de una forma simple. En el caso particular de los sistemas de simetria cilindrica
encontramos que satisfacen una forma general de solucién que depende tnicamente de la
coordenada que genera el “cilindro”, solucién que tiene gran aplicacién en el estudio de los
sistemas que se puedan estudiar por medio de la teoria de los mapeos conformes [47][13].

En el capitulo 3 se determinan las funciones armdnicas base para seis geometrias dife-
rentes: cilindros concéntricos, corte transversal eliptico y no concéntricos, esferas concéntri-
cas y esferoidales oblatos y prolatos. Asi mismo se escriben estos resultados en términos
propios de la geometria[46] que nos permiten verificar los limites cuando se levan a geo-
metrias usuales, bien sean cilindros concéntricos o esferas concéntricas.

En el capitulo 4 se reproducen los resultados de la formulacion de la capacitancia
basada en la ecuacién de Laplace[21], 22], se notan las ventajas de la formulacién y se ve
como las propiedades de la matriz de capacitancia surgen naturalmente de una formulacion
puramente geométrica.

En el capitulo 5 todos los desarrollos realizados en los capitulos previos son combinados
para obtener la capacitancia de las configuraciones correspondientes a cilindros concéntri-
cos, cilindros de corte transversal eliptico, cilindros no concéntricos[43], cascarones esféri-
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cos, cascarones esferoidales prolatos[37] y cascarones esferoidales oblatos[39][12]. También
se muestra la “generalizacion” de la capacitancia para sistemas de simetria cilindrica y se
encuentra como las diferentes geometrias convergen a los valores clasicos.



CAPITULO 1

Ecuacién de Laplace

En este capitulo estudiamos la definiciéon de la ecuacién de Laplace y las superficies
de frontera. Repasamos los diferentes tipos de condiciones de frontera, seguimos con una
descripcién general del método de separacion de variables como método de solucién de
ecuaciones parciales y estudiamos los diferentes tipos de separabilidad que hay. Seguimos
con un repaso a las propiedades de la ecuacion de Laplace y de sus soluciones y terminamos
con la formulacién de la ecuacion de Laplace en un sistema coordenado tridimensional.

1.1. Definicién

Supongamos que v es una funcion real de N variables, definida en un abierto €2 C R".
La ecuacién

2 2
V2¢(1’1,...75L’n):aw(‘rlf'wxn)+“‘+a¢(1’17...,xn)
z? 22

=0 (1.1)

se llama ecuacién de Laplace. El operador V? se conoce como operador Laplaciano v las
soluciones a la ecuacion de Laplace, son llamadas Funciones Armdnicas. Estas son la base
de la teoria de potenciales y se han estudiado en diversidad de situaciones, geometrias y

condiciones de frontera[37, 47, 17, 13, [43].

1.2. Fronteras y Condiciones de Frontera

Existen dos tipos generales de superficies de frontera:

e Cerradas Aquella superficie de frontera que encierra completamente a la solucion,
confindndola a un espacio de volumen finito.

e Abiertas Aquella que permite que la solucién se extienda al infinito en al menos
una direccion.

Por ejemplo, una esfera es una frontera cerrada para el espacio al interior de ella, pero
representa una frontera abierta para el espacio por fuera.

1



CAPITULO 1. ECUACION DE LAPLACE 2

Para poder obtener una solucién tnica a la ec. (LIl se requiere conocer el valor de
¥ (S) en la superficie de frontera S o el de su derivada normal en dicha superficie g—ﬁ| s.
Segun sea el caso se tiene:

e Condiciones de Dirichlet El valor de ¢(S) en la frontera S estd definido.

e Condiciones de Neumann El la derivada normal g—lﬁ]s en la frontera S estan
definido.

e Condiciones de Cauchy El valor de ¢(.5) y su derivada normal g—ﬁ |s en la frontera
S estan definidos.

Cuando las condiciones de Neumannl] o Dirichlet estin en una superficie S cerrada, la
solucion es unica y estable, mientras que las condiciones de Cauchy son muy restrictivas.
Si la superficie S es una superficie abierta las condiciones de Neuman o Dirichlet son
insuficientes para obtener una solucién y las condiciones de Cauchy no llevan a una solucion
estable. Cabe anotar que, muchas veces las condiciones Dirichlet o Neumann, se consideran
homog]éneas sip(S)=00 g—ﬁ|5 = 0 e inhomogéneas si Y(S) = F (S) o g—fﬂg = F(9). [0,
Cap 6

1.3. Separacion de variables

La separacion de variables es un método para resolver ecuaciones diferenciales parciales.
El procedimiento puede resumirse asi

1. Escribir la ecuacién diferencial parcial en un sistema coordenado que se ajuste a la
geometria del problema.

2. Separar esta ecuacién en tres ecuaciones diferenciales ordinarias.
3. Obtener la solucion de estas ecuaciones.

4. Construir la solucién unica que satisfaga las condiciones de frontera, empleando las
soluciones obtenidas en el paso (3).

En resumen, este método consiste en reescribir la ecuacién parcial en un conjunto de ecua-
ciones ordinarias, obteniendo una ecuacion independiente para cada variable involucrada
en la ecuacién parcial inicial.

1.4. Tipos de separabilidad

Teniendo en cuenta lo discutido en la seccién [[L3, podemos distinguir dos tipos de
separacion de variables[11].

1Como las condiciones de frontera corresponden a gradientes y no a valores, al menos el valor de un
punto de 1) debe ser conocido para que la solucién sea tunica.
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1.4.1. Separabilidad Simple

Cuando la suposicién

b (@, = [ X5 06) (1.2)

permite separar la ecuacién (1) en n ecuaciones diferenciales ordinarias. Se dice que la
solucién es Separable Simple

1.4.2. R-Separabilidad

Cuando la suposicién

w%mwmzma%ggg&u> (1.3

permite separar la ecuacién (1)) en n ecuaciones diferenciales ordinarias. Se dice que la
solucion es R Separable.

1.5. Propiedades de las funciones armonicas y la ecuacién de
Laplace

La ecuacién de Laplace y sus soluciones tienen las siguientes propiedades:

1.5.1. Linealidad

Sean k; y k; escalares de valor real (k;,k; € R) y las funciones de variable real 1; y
j, tenemos que

V2 (kithi + kjp;) = ki V20; + k;V2p;. (1.4)

1.5.2. Principio de Superposicion

Sean k; y kj escalares de valor real y 1; y v; funciones que son soluciones de (L.
Entonces la combinacién lineal k;v; + kj1; también es solucion,

1
%W (kithi + kjab;) = ki V2 + k; V3, = 0. (1.5)
=0 =0

1.5.3. Leyes de la media

El valor de una funcién arménica en el centro de una esfera es igual al valor medio de
la integral de la funcién sobre la superficie de la esfera. Es decir, si xg € 0 y una esfera
centrada en xo y con radio R tal que B(zg; R) C Q con Q un abierto 2 C R™ y ¢ una
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funcién arménica, entonces

1
2rR S(XQ,R)

¥ (%0) ¥ (x)dS, (1.6)

donde S (xp, R) = 0B(xo; R) es la superficie de la esfera unitaria B(zo; R).

1.5.4. Minimos y maximos locales

Las leyes de la media permiten concluir que si 9 es solucién de (II)) en el dominio 2
entonces 1 no tiene maximos o minimos locales en el interior del dominio §2.

1.5.5. Unicidad

Si ¥y, ¥ ¥, son funciones que son solucién de la ecuacion de Laplace (L) en el volumen
V' y que satisfacen as condiciones de frontera (ver [[L2]) entonces v, = 1, + [ siendo [ una
constante de valor real. Es decir, la solucién a la ecuacion de Laplace es uinica, salvo una
constate aditiva si se especifican los valores de frontera que limitan a V.

1.6. Ecuacion de Laplace y sistemas ortogonales

La ecuacién de Laplace es separable (Simple o R) en una amplia variedad de sistemas
coordenadosﬁﬂﬂﬂ, aunque muchos son tan matematicamente complejos que es poco proba-
ble encontrarles una aplicacién en la fisica. Los casos de uso mas comunes de la ecuacién
de Laplace () mencionados en la introduccién (electrostética, hidrodindmica, termo-
dindmica, gravitacién) corresponden a sistemas tridimensionales ortogonales con diversos
tipos de simetrias.

1.6.1. Sistemas Ortogonales y factores de escala

Un sistema de coordenadas ortogonales puede definirse a partir del sistema de coor-
denadas cartesiana. Si x, ¥,z son las coordenadas cartesianas, entonces las coordenadas
ortogonales, u, v, w, pueden escribirse como funciones de x, y, zﬁ:

u=u(z,vy,2)
v=uv(z,Yy,2) (1.7)

w=w(z,y,2)

Consideremos el elemento diferencial dr = (dx, dy, dz), usando la definicién en la ecuacién

(L), tenemos que:

or or or
dr = %du + %dv + 8_wdw (1.8)

2por lo menos 60, incluyendo la familia coordenadas ciclidas y sus inversiones
3Las funciones inversas se escribirfan cémo = z(u, v, w), y = y(u,v,w) y z = z(u, v, w)
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Donde gz, gz y g—; son vectores tangentes, a las curvas constantes de u, v y w, respecti-
vamente. Ahora consideremos los vectores unitarios e,, e, y €, como vectores paralelos

a gz, g’; y aw, respectivamente. Definimos los factores de escala hy, hy y hy como:

or

huE‘— or

v

or

dvhz%

(1.9)

s hy = ‘

Por lo que elelemento infinitesimal de la ecuacién ([LL8]) se puede escribir de la siguiente
forma:

dr = hydue, + hydve, + hy,dwey (1.10)

A partir de la fomra del elemento diferencial dr dado en la ecuacién (LI0) podemos
escribir otros elementos cémo: el elemento de volumen:

dV =(ey - dr)ey] - {[(ey - dr)e,] X [(ew - dr) ey} = hyhyhydudvdw (1.11)
Los elementos de superficie:
dSy = hyhydvdw ; dS, = hyhydudw ;5 dSy, = hyhydudv (1.12)

y el gradiente de una funcién f

_Lof o 1of . 109f
V= I ou " + I, ou " i I ow (1.13)

1.6.2. Ecuacién de Laplace en sistemas ortogonales

En términos de un sistema tridimensional ortogonal (u,v,w) la ecuacién de Laplace
(LI) se puede escribir como

2, 1 9 [ hyhy 0P aphay O hahy 00\
Phum o [2 (Bhed0) | D (Rhu00Y L D (b D) gy

donde u, v, w son superficies coordenadas que se pueden expresar como funciones suaves
de las coordenadas cartesianas x,¥y, 2 y hy, hy, hy, los respectivos factores de escala.

Existen casos en los que la superficie de frontera S y los nodos de 1 coinciden exacta-
mente con los valores constante de una coordenada o son ortogonales a la misma. En ese
caso la solucién se puede escribir de la forma

Y (u,v,w) =U (u) O (v,w). (1.15)

En casos mas limitados se puede separar como un producto de tres funciones, cada una
dependiente de una sola coordenada

(w) (1.16)
(w) /R (u,v,w) . (1.17)

Hay un total de 11 sistemas coordenados ortogonales tridimensionales donde se cumple
la ecuacién (LI6]) y dos para los que se la ecuacién (LI7) se cumple [6], cabe anotar que
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esto no necesariamente restringe la cantidad de sistemas donde se satisface la ecuacién

En este capitulo abordamos, la ecuaciéon de Laplace, los sistemas coordenados orto-
gonales, el método de solucion por separacion de variables y lo aplicamos para sistemas
coordenados ortogonales tridimensionales. Las propiedades de la ecuacién y su solucion
son empleadas en capitulos posteriores.



CAPITULO 2

Funciones Armonicas Basicas

Consideremos la solucion de la ecuacién de Laplace en la region entre dos fronteras
cerradas y tenemos condiciones de Dirichlet (ver seccién [[2)), vemos que si se puede en-
contrar un sistema coordenado ortogonal tal que por lo menos una de sus coordenadas
coincida con las superficies de frontera del problema que se ajuste a la geometria y la solu-
cién al problema de Laplace sea separable en esa coordenada, podemos obtener la solucién
a partir de los factores de escala del sistema de coordenado empelado. A estas soluciones
les llamamos funciones arménicas basicas.

2.1. Definicion

Consideremos el sistema de coordenadas ortogonales (u, v, w), con sus correspondientes
factores de escala (hy, hy, by ). Asumiremos que las fronteras consisten de dos superficies
cerradas S; y S en las que la coordenada u toma los valores constantes u; y us en Sy y
S9, respectivamente. Suponiendo que una de las superficies contiene a la otra, el volumen
V' es el volumen encerrado por las superficies, entonces nos interesa encontrar la solucién
fj(u,v,w) de la ecuacién de Laplace (I.I4]) en el volumen V, con las siguientes condiciones
de frontera

fj(Uj,'U,'lU):l, fj(uiav7w)zo ; con 17]:172 Yy Z#] (21)

donde 4,7 = 1,2 son los indices de las funciones que determinan la frontera. Es decir,
u; se refiera al valor constante de la coordenada u en la superficie S;. En términos de las
coordenadas (u, v, w) la ecuacién de Laplace en tres dimensiones ([LI4]) para f; se convierte

en
O ([ hohw 0f;\ | 0 (hwhu 0f;\ | 0 (huhy 0f;\] _
[zm( ™ au>+av< b ov) 9w \Thy o) T 22

A las funciones f;(u, v, w) que sean solucién de ([Z2) con las condiciones de frontera (ZII)
las llamaremos funciones armonicas bdsicas.
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F1GURA 2.1. Problema de dos superficies cuando una contiene a la otra.

2.2. Solucién

Suponiendo que la funcién fj(u,v,w) se puede separar de la formaf6] (LI5])
Las condiciones de frontera (Z.1]) nos llevan a

fi (g, v,w) = Uj (u) ©5(v,w) = 15 j=1,2 .
fi (us,v,w) =Uj (u;) ©(v,w) = 0 ;con i,j=1,2y i#j. (2.5)

En adelante se asume que ¢,j = 1,2 e i # j, a menos que se indique lo contrario. Como las
coordenadas v y w toma cualquier valor sobre cualquier superficie de frontera, es necesario
que Uj (u;) = 0, para satisfacer la condicién de frontera (Z3) y obtener una solucién no
trivial. Por otro lado la condicién (24) nos lleva a que

1
Uj (uj)

donde A; son constantes que solo dependen de u;. Entonces podemos reescribir la solucién

fi(u,v,w) en Z3)) como

0 (v,w) =

Aj, (2.6)

filu,v,w) = A;U;j (u) = £ (u) (2.7)

y como la solucién depende unicamente de la coordenada u, tenemos que (2] toma la
forma

fj (ul) = 0 N fj (uj) =1. (28)
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A partir de la ecuacién ([27) sabemos que 0, f; = 0, f; = 0 y gracias a la ecuacién (2.2)
tenemos que

O (hohy 0fj(w)\
%<h—u—éu ) = 0, (2.9)

por lo tanto

hvhw af] (u)
hy, ou
Se nota que no hay dependencia de u al lado derecho de la ecuacién (ZI0). Por lo que la

dependencia de u que viene 0, f; (u) del lado izquierdo de la ecuacién (2.I0) debe cancelarse
con el factor remanente h,hy,/hy,. Por lo que es razonable asumir que

= k;j (v,w). (2.10)

hyhy
hy

G (u) H (v,w) (2.11)

Cabe anotar que la validez de esta suposicion esta condicionada por el sistema coordenado
que se este empleando.

A partir de (ZII]) tenemos que el Laplaciano (Z9) toma la forma

H (v, w) a% [G () aféi“)} = 0, (2.12)
como H (v, w) # 0 tenemos
% [G (u) dleiu)] =0, (2.13)
entonces
G (u) (ﬁjjig(ﬁ) = B; (2.14)

donde Bj; son dos constantes dependientes de S;. Ahora, encontramos la solucién f; (u)

B,
. = 2.1
df; (u) Gw du (2.15)
integrando a ambos lados de la ecuacién
fi(u) = B, _du + C; (2.16)
A ) G (u) J '

siendo C} otra constante asociada a las superficies de frontera. Definimos Z(u) como

dZ (w) 1
du  — G(u) (2.17)

entonces obtenemos que f; (u) se puede escribir como

fj (’LL) = BjZ (u) + Cj (2.18)
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Combinando la ecuacién (ZI8)) con las condiciones de frontera de (28] obtenemos

fi(wi) = 0=DB;Z(u;) + Cj (2.19)
fi(u) = 1=DB;Z(u;)+Cj (2.20)

Usando la ecuacién ([Z.I9) obtenemos el coeficiente C
Cj = —B;Z (u;), (2.21)
para encontrar el coeficiente debemos sustituir la ecuacién (2Z21I]) en la ecuacién (220,
1= B;Z (uj) — B; Z (u;) , (2.22)

al despejar B; se obtiene
1

12 (uj) = Z (ui)]

Finalmente, al sustituir las ecuaciones [2.2I)) y (Z23) en ([2I8) llegamos a una expresion
general de f; (u)

B, = (2.23)

Z (u) — Z (ui)
[Z (uj) — Z (wi)]
La expresién de la ecuacién ([Z24) corresponde a la solucién de la ecuacién de Lapla-
ce en cualquier sistema de coordenadas tridimensional ortogonal donde se satisfaga las

ecuaciones (23), 24) y Z5).

fi(u) =

(2.24)

2.2.1. Solucién al problema complementario

En el problema complementario deseamos encontrar la funcién f; que es solucién a la

ccuncion 0 [hohwdf:\ 0 [huhy0fi\ & [huhyOf
[@(m %)*%(m %)*%Uw %)]:0’ (2:25)

con las condiciones de frontera

fi(uj,v,w) =U; (u;) ©;(v,w) = 1 ; i=1,2 (2.26)
fi (uj,v,w) =U; (uj) O;(v,w) = 0 ;con i,j=1,2 e i#j (2.27)

Haciendo las mismas suposiciones y empleando el mismo procedimiento podemos encon-
traremos f; (u)

fi(u) = [Z (us) — Z (uy)] 22
Al sumar las ecuaciones ([2.24]) y ([2:28)) tenemos
e~ L) = Z(w) | Z ()~ 2 ()
fi(w) + fi(u) 1Z (uj) — Z (us)] + (Z (u;) — Z (uy)]
_ Z(w) = Z(w) = Z (u) + Z (uy) (2.29)

[Z (uj) = Z (ui)]
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Podemos notar que las soluciones fi (u) y f2 (u) (i =1, j = 2) cumplen la ligadura

fi(u) + fa(u) =1, (2.30)

en la regién V en la cual se satisface la ecuacién ([2.2) con las condiciones de frontera (Z.1]).
Por lo que con sélo f (u) podemos obtener la solucién del problema complementario ya
que f1 (u), se obtiene usando la ligadura (Z30) .

2.3. Funciones armonicas base para un caso particular de fac-
tores de escala

En el caso particular en que

=1 (2.31)
se tiene que la expresién (ZI1]) toma la forma
G(u)H (v,w) =1

esto implica que
G(u)=H (v,w) =1 (2.32)
por lo que partiendo de la definicién de Z (u) dada en la ecuacién (2.I8])
dZ (u) 1

T = G (2.33)

Integrado ambos lados de la igualdadcon respecto a u

Z (u) = /udu (2.34)
Z(u)=u+C (2.35)

Haciendo uso de la invarianza gauge de f; (u), (ver Z4)) se puede ver que la ecuacion ([2.24])

toma una forma mas simple
U — U
fi(u) = . (2.36)

’LLj—’LLZ'

2.3.1. Simetrias cilindricas y mapeos conformes

Si una funcién compleja es un mapeo si la funcién es continua y tiene una unica
derivada. Un mapeo del plano XY al plano UV, se considerara conforme si se cumple que

ou_ oo
or Oy

v ou

= 2.
Oz oy (2.37)
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Si proyectamos este mapeo sobre el eje Z (x = u, y = vy z = 2z) tendriamos un sistema
ortogonal tridimensional con los factores de escala (ver ec. (L))

(0= Oy \| L (0= Ou\| L, _|(92)] _
[ R (69 IR () R

Debido a que el mapeo es una funcién analitica, se tiene que g—z

| [(0x Oy\| @_@ B
o= (5 50| | (5o e) | = (239

La ecuacién ([2Z39) implica que para el caso de mapeos conformes la condicién (2:37])
siempre se cumple [6]. Aunque esta condicién es sélo una condicién suficiente, porque el
resultado en (Z30]) solo requiere que se cumpla (Z37]).

= —%, entonces
(%

QJ|Q>
e <

y

e

2.4. Invarianza gauge

Al observar detenidamente las definiciones de G (u), H (v,w) y Z (u) (ecuaciones (Z.I1)
y [2I]) ) facilmente se puede ver que estas funciones no son unicas, aunque esto no repre-
senta un problema ya que no corresponden a observables fisicos. Sin embargo consideremos
las funciones
1

G (u) = kG (u), H@w,w)=aH (v,w), Z(u)= EZ (u) +p (2.40)

Donde £ y 8 son constantes arbitrarias. Al reemplazar ([240) en (ZI1]) se puede observar
que

hohoy

U

=G (u) H (v,w)

>
s >

Y = kG (u) aH (v,w) .

hu

Como estamos estudiando la misma geometria los factores de escala no han sido modifi-
cados, por lo que se requiere que o = % Entonces

oy hay
hy

= kG (u) %H (v, w)
=G (u) H (v,w),

es decir que G (u) = kG (u) y H (v,w) = aH (v, w) no afectan los resultados obtenidos.
Ahora, si se reemplaza Z (u) de (2.40) en la solucién f; (u) obtenida en (ZI8) se tiene que

fj () = B;Z (u) + C;

= Bj —Z(u) +B> +Cj.
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FI1GURA 2.2. Problema de dos superficies cuando una contiene a la otra y cada una se encuentra
a un potencial diferente.

Distribuyendo las constantes obtenemos

= B, ( Z (u ) +C (2.41)
—lzz (u) + B;B + C. (2.42)

Como las contantes B; y C; se obtienen a partir de los valores de frontera, podemos definir

_ B;
BJE yC’ B;s+ Cj,

lo que nos permite escribir f; (u) de la forma
fj (u) = BjZ (u) + éj,

con lo que se comprueba que f; son invariantes ante transformaciones gauge, es decir existe
una sola f; para cada j.

2.5. Soluciones a la ecuacién de Laplace en casos mas gene-
rales

Consideraremos un caso mds general. Sea una funcién v (u, v, w) que satisface la ecua-
cién de Laplace en el volumen V' con las condiciones de frontera ¢ (S1) = ¥1 y ¥ (S2) = 9,
es decir

V2 =0 con v (S1) =11 y 1 (S2) = o. (2.43)
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Usando el principio de superposiciéon (LH) y la propiedad de linealidad (4], podemos
escribir

¥ (u) = Y1fi (w) +afa (u). (2.44)

Es facil comprobar que con la definicién de 1) dada en (2.44]) se satisface la ecuacién de
Laplace

V2 (u) = 1V f1 (w) + 12V fo (u) (2.45)

asi como las condiciones de frontera

Y (ur) = Y1 f1 (u1) +2 fo(uz) y o (u2) =1 f1 (u2) +b2 fo (u1) .

La ecuacién (230) nos permite escribir la ecuacién (2.44]) como

¥ (u) =2 + f1(u) (Y1 —¢¥2), (2.46)
y gracias a la unicidad (C50]) tenemos que la funcién ¢ (u) definida en ([2:48) es la solucién
a la ecuacion de Laplace (2.43)).

Este resultado significa que podemos llevar la teoria de las funciones arménicas base a
diferentes problemas fisicos. En este trabajo lo enfocaremos a la electrostatica y el cdlculo
de capacitancias.

2.6. Resumen

e Considerando una configuraciéon geométrica de dos superficies S y Sy en las cuales
una de las superficies contiene a la otra. El volumen V es el que queda entre las
superficies.

— Asumimos un sistema de coordenadas (u,v,w), con factores de escala
(P, o, hyy) tal que la coordenada u es constante en cada superficie Sy y Ss. (las
constantes uj y ug deben ser diferentes para obtener una solucién no trivial).

e Teniendo las anteriores condiciones, consideremos la ecuacién de Laplace al interior
del volumen V'

9 (M DL\ | 0 (huhi0fY | 0 (huby0f\]
ou h, Ou ov hy Ov ow \ hy Ow n

— con las condiciones de frontera

f] (’LLj,U,’lU) =1 5 fj (Ui,’U,ZU) =0 ; conl Z)j = 172 y { #]7 (247)
e Las soluciones f; (uj,v,w) tienen las siguientes caracteristicas

— Las funciones f; sélo dependen de la variable u y se pueden construir usando
el siguiente conjunto de ecuaciones.

i(u) = 2 (w) = Z () ;ocon i,] = /) ]
hohy ) dz (u) 1
ho = G (u) H (v,w) =G (2.49)
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— Enlaregién V en la cual se satisface la ecuacion de Laplace, las funciones f (u)
y fa (u) satisfacen

fi(u)+ fa(u) =1 (2.50)
e Cuando % = 1, tenemos que G (u) = H (v,w) =1y enese caso Z (u) =uy
U — U;
j = . 2.51
fi (u) wj — u; ( )

e Las funciones arménicas base f(u) sélo dependen de la geometria, son adimensionales
y son Unicas para cada j.

e Se pueden solucionar problemas més generales, del tipo V21 = 0 con 9 (S1) =

1y ¥ (S2) = 12 haciendo ¢ (u) = 2 + fi (u) (Y1 — ¥2) .



CAPITULO 3

Calculos de Funciones Armonicas Basicas en
diferentes geometrias

Para ilustrar los resultados obtenidos para las funciones armonicas bésicas en el capi-
tulo () se desarrolla el problema en seis sistemas geométricos ortogonales. En el grupo de
los Cilindricos (seccién ([B.0])) se estudian los casos de los cilindros concéntricos, de corte
transversal eliptico y cilindros no concéntricos y en el grupo de los Rotacionales se estudia
el caso de los cilindros concéntricos, esferas concéntricas y los sistemas esferoidales oblatos
y prolatos.

3.1. Sistemas cilindricos

Cualquier sistema de coordenadas bidimensional que se proyecte sobre un eje per-
pendicular al plano que lo contiene genera un sistema de coordenadas cilindricas. Estan
formados por una familia de planos paralelos y dos familias de cilindros, ortogonales entre
si. Son de nuestro particular interés aquellos que son generados con un mapeo que proviene
de una transformacién conforme, porque en ese caso los factores de escala satisfacen la
condicion ([237]) y las soluciones arménicas base se obtienen de forma directa al aplicar la

relacion ([2.30]).

3.1.1. Dos cilindros concéntricos

Consideremos dos cilindros concéntricos de longitud infinitos con radios a y b respecti-
vamente, siendo b > a. Esta geometria se adapta de manera intuitiva al sistema coordena-
das polares cilindricas (r, ¢, z), pero como estamos interesados en sistema de coordenado
que satisfaga la relacién (2.31]), por lo que es mejor tomar un sistema que provenga de una
transformacion conforme, y ese es el caso de las coordenadas polares cilindricas conformes
(p,p, z) que se obtienen al trasladar las coordenadas polares conforme sobre el eje Z y

'También se les llama coordenadas polares logaritmicas

16
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FicUrA 3.1. Dos cilindros concéntricos, el exterior de radio b y el interior de radio a.

se definen como,

x = elcosp; y=elsinp; z=z (3.1)
hy = €5 hy=¢€"; h,=1 (3.2)

Estas coordenadas estan definidas en los intervalos
p>0; 0<p<2r; —o0 <z < 00.

Dado que
2 2 _ 2
€ +y - (ep) )
las superficies de p constante corresponden a cilindros concéntricos de radioﬁ r = e’.

Para este caso (u,v,w) — (p,p, z), como los factores de escala (B1) y ([B2) satisfacen la
condicién ([Z.31)), las soluciones arménicas base se obtienen de forma directa. (2:36))

— pi 1 i . o
fi(p) = p—pi _ In(r/ri) i ri=a ro=>0 con i,7=12y i#}j, (3.3)

pj—pi  In(rj/ri)

que es el resultado usual para esta geometria.

3.1.2. Dos Cilindros Elipticos Confocales

Consideremos dos cilindros de corte transversal eliptico, confocales, sobre el plano
XY y de longitud infinita. Los semiejes menores se encuentran en el eje Y y los semiejes
menores se encuentran sobre el eje X.

El semieje menor del cilindro interno es by y el semieje mayor es a1 , mientras que para el
cilindro externo as corresponde al semieje mayor y by es el semieje menor. El sistema de
coordenadas eliptico cilindrico es el que mejor se adapta a esta geometria y estd definido

2Siendo estrictos deberfamos, para conservar las dimensiones se debe definir r = roe”, en este caso
tomamos rg = 1.
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b) z

F1GURA 3.2. a) Coordenadas elipticas. b) Cilindros de corte transversal eliptico. Las elipses son
confocales, los semiejes mayores se encuentran sobre el eje X y los menores sobre el
eje Y.

por el siguiente conjunto de ecuaciones:
x = acoshfcosn; y=asinhésinny ; z==z2 (3.4)
he = hy= ay/sinh? & +sin’n ; h, =1, (3.5)
donde las coordenadas (£, 7, z) estén definidas en
E>0; 0<n<2m; —c0<z<00 (3.6)

ya= %l, con d la distancia entre los focos.
De las ecuaciones (4] y (B3] se puede ver que

2 2, ,2
x 2 = +y .2
—————— = cos —— 55— =sin 3.7
a2 cosh? € Y G2 sinh? 13 K (37)
2 2
z 2 Y 12
———— = cosh —~2—— =sinh” £. 3.8
a2 cos?n Sy a?sin’n ¢ (3:8)

Al combinar las ecuaciones ([3.7) y (3.8)) se encuentra que las coordenadas (£, 7, z) satisfacen
identidades trigonométricas e hiperbdlicas

z? y? 2 2
Zeoh?e T aZsni’e = cos“n+sin“n=1 (3.9)
22 Y2
— cosh?¢ —sinh?¢€ = 1. (3.10)

a’cos?n  a?sin’n

La relacién (BI0) muestra que las superficies de £ constante son los cilindros elipticos
confocales, mientras que la ecuacién ([B.I0) muestra que las superficies de 7 constante
corresponden a superficies hiperbodlicas confocales. Por lo que, tomaremos £ — u, es decir
¢ es la superficies donde se definen las condiciones de frontera.
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Este es otro ejemplo en el que se cumple la condicién (231]). Entonces las funciones
arménicas base estan dadas por (2.36]), y que en este caso son

g6 =28

= ;=12 e i#]
& — &

(3.11)
Para expresar la ecuacién ([B.I1]) en términos geométricos, usaremos el hecho de que cuando
consideramos un & cualquiera, de la ecuacién (B4 sabemos el punto sobe el eje X que
corresponde al semieje mayor es (z,y) = (ag,0) y n =0, es decir

ap = acosh &,
(ver B2))

y que cuando sobre el eje Y nos encontramos en el punto (x,y) = (0,b;) y n = 7/2 tenemos
Entonces se puede ver que

b, = asinh &;.

tanh &, = b—k

ag
Recordando que por ser elipses se cumple la relacion

(3.12)

_ 2 2
a= bk ag.

Ya que cada valor de £ define un elipse con un semimeje menor b inico, podemos escribir
(BII) en funcién del semieje menor b como

(3.13)

tanh~! < gk_ 2> — tanh~! <%>
£ (by) = Vi

i : ) Z,j:1,2el§éj
tanh (Z—J> — tanh™! (%)
J 7

Ahora, como aj > b;, 2—i < 1, podemos hacer uso de la relacién

(3.14)

sz < 1.

1 1+
tanh™!(z) = =1
anh™ " (z) 5 In (1 — >
Entonces tenemos que

b
b N O T e
£, = tanh™* <—k> = —In ( a’“) :
ag 2 -
interior del paréntesis,

(3.15)
Aplicando las propiedad de los logaritmos In\/z = %lnx y desarrollando el cociente al

b

b 1+

o -1 k - a
& = tanh (%) = 2ln< _i)

| =

ay
1+ 22
_ ak
= ln(l_b_k>
ay
. ln<\/ak—|—bk>
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o . . . _ Vantb :
Multiplicando el argumento al interior del logaritmo natural por 1 = Vartor ¥ desarro
llando el producto notable

¢, ln<\/ak+bk\/ak+bk>
' Vg — by Vay + by,
I ap + by,
aj, — b}

es decir

&, = tanh™? <b—k> =1In (ak + bk> (3.16)

por lo que

b b
é‘y_gl _ 1n<aj+ j>—1n<a2+ Z>
a a
I <aj + bj)
ai+bi )’
Usando la relacién de la elipse (BI3) para reescribir los semiejes menores by, = /a3 — a?,
se tiene que

aj + /a3 —a?
G—&G=h|——u|. (3.17)
ai +/a? — a?

Asi que (BI0) también se puede escribir como

In <ak+W>

a;++/a;

fiar) = -
j N <aj+\/zz§j>

;6,7 =1,2 e i#j, (3.18)

a;++/a?—a?

La ventaja de la formulacion BI8 es que es facil ver que en el limite a — 0, se tiene la
funcién arménica base para cilindros concéntricos ([B3.3).

3.1.3. Dos cilindros circulares no concéntricos

Los cilindros circulares no concéntricos son otro caso donde se cumple la condicién
[2.31)) consideremos la geometria que se ilustra en la figura B3] el cilindro externo tiene
radio 79, y el interno tiene radio r1. Los centros de los cilindros estdn localizados en los
puntos (z¢,,0) y (z¢,,0), separados una distancia D.

Para la ecuacién de Laplace asociadas a estas superficies el sistema coordenado que
mejor se adapta es el sistema bipolar cilindrico, que es una proyeccién sobre el eje Z del
sistema coordenado bipolar (ver B.4).
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Ficura 3.3. Cilindros no concéntricos. El cilindro exterior tiene radio r; y contiene al cilindro
interior de radio 79, sus centros se encuentran separados una distancia D.

El sistema coordenado bipolar tiene dos focos, F} y Fb, usualmente localizados en
(—a,0) y (a,0), respectivamente y separados una distancia D = 2a. Usando las coordena-
das (7,0, z), las transformaciones a coordenadas cartesianas (z,y, z) estdn dadas por

asinh 7 asino
_ A L 3.19
v coshr —coso '~ 7 coshr—coso = -~ ( )
hy = h, = ¢ S h, =1, (3.20)

coshT — coso

Las coordenadas (7,0, z) estan definidas en los intervalos
0<o<2r ; —00o<T<+00 ; —00< 2z < +00. (3.21)
Sea P un punto arbitrario en el plano (z,y). Entonces la distancia d; desde el foco F; a
P esta dada por
di = (x +a)* +y°,
y la distancia ds desde el foco Fy a P estd dada por
d3 = (z —a)* + 9>

Entonces la coordenada o representa el angulo entre las lineas dy y do que unen cada foco
con P,y la coordenada 7 corresponde a (ver B.4)

f = (Z—;) . (3.22)

A partir las ecuaciones (3.19) y ([B.20) se puede llegar a las identidades
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4

F 1 F 2
(-a,0) @0y *

D=2a

FIGURA 3.4. Sistema coordenado bipolar con los focos F} = (—a,0) y F2» = (a,0). Se muestra que
las curvas asociadas con los valores constantes positivos de 7 (7 > 0) son circulos
que contienen el foco F», mientras que valores constantes negativos de 7 (7 < 0) son
circulos que contienen el foco F;.

2
2>+ (y —acoto)? = .a2 (3.23)
sin“ o
2 a?
y2 + (l’ — a coth 7') = 3 - (324)
sinh® 7

Las ecuaciones (3:23) y (3:24)) nos permiten ver que en el plano los valores constantes de
o corresponden a circulos no concéntricos que tUnicamente se intersectan en los dos focos
(lineas rojas en la figura[3.4]), mientras que las curvas de 7 constante corresponden a circu-
los que no se intersectan, tienen diferentes radios y centros (lineas azules en la figura[3.4)).
Anadiendo la coordenada z, obtenemos la configuracién de cilindros no concéntrico.
Entonces tomamos (u,v,w) — (7,0,2), es decir que los valores constantes de 7 son las
superficies donde se definen las condiciones de frontera. Este sistema de coordenadas tam-
bién satisface ([2.31]), por lo que las soluciones armonicas bésicas se obtienen directamente
de la ecuacién ([2:36]).

L) = = =12y i# (3.25)

Tj — T;

Cabe anotar que para que el el circulo Cy definido por el valor constante 75 contenga
al circulo C; que esta definido por el valor constante 71 se requiere que |m2| < |71|. La
inversién del numerador de la funcién ([B27]) en términos geométricos no es trivial. Sin
embargo el denominador es més facil de obtener. (ver seccién [(.2.3]).

3Los valores negativos de 7 son circulos que contienen aF}.
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3.2. Sistemas rotacionales

Los sistemas rotacionales o de simetria axial consisten en superficies axialmente simétri-
cas que se intersectan perpendicularmente mas un un conjunto de semiplanos que terminan
en el eje de rotacién. Se pueden generar al tomar un sistema de coordenadas bidimensional,
hacer coincidir uno de sus planos con el Z y girarlo alrededor del eje Z. Segin las simetria
del sistema bidimensional, este puede tener uno o dos sistemas rotacionales asociados.

3.2.1. Dos cilindros concéntricos

Al hacer coincidir el eje Y de plano cartesiano con el eje Z y rotarlo sobre el mismo
se obtiene el sistema coordenadas de cilindricas. En la seccién ([BI.J]) ya estudiamos este
problema cuando el sistema proviene de una transformacion conforme que se proyecta
sobre el eje Z que nos permite usar las propiedades que derivan de (Z3]). Sin embargo,
este es un caso particular del resultado més general (ver seccién (2.4))). Si abordamos el
problema de la figura ([B1]) desde su formulacién més usual, tenemos el sistema coordenadas
cilindricas

r = rcosp; y=rsinp; z=z (3.26)
hy 1; hy=r; h,=1 (3.27)

Las que estdn definidas en los intervalos
r>0; 0<p<2r; —oo<z<o0.

Las superficies de r constante corresponden a cilindros concéntricos con radio r y eje de
simetria en Z, por lo que tomamos (u,v,w) — (7, ¢, z). Tomando la expresién de (21T
tenemos que

hoh.

oo G(r)H (p,2) (3.28)
= 1 cos @sin g, (3.29)

asi que una posible solucién es
G(r)=r ; H(p,z)=H (p)=—cospsinyp (3.30)

Es bueno notar que G (r) = r? y H (¢) = sin ¢ también son una solucién, y que estas dos
soluciones se conectan tomando k = —1 y § = 0 en las ecuaciones ([Z40). Preferimos la
solucién ([B30) que nos lleva a una forma positiva de Z (u).

Ahora, de la segunda de las ecuaciones de (ZI8]) obtenemos la solucién para Z (u) = Z (1)

d
Z(r) = %:zlnn (3.31)
y combinando (B31]) con (2.I7), obtenemos
~ Inr—1Inn; In (r/r;)

Clnry—Inr;  In(rj/r)

que es la expresién usual que ya habfamos obtenido en la ecuacién ([B.3).
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F1GURA 3.5. Un cascarén esférico de radio ro que contiene a una esfera sélida de radio r y
comparten el mismo centro.

3.2.2. Dos esferas concéntricas

Consideramos superficies como las de la figura B35l en ese caso tenemos que el sistema
coordenado que mejor se adapta al problema de Laplace son las coordenadas esféricas, que
en su definicién usual son (r, 0, ¢), con

x = rcosfsing; y=rsinfsing; z=rcoso (3.33)
h, 1; hg=r; hg=rsinb, (3.34)

y se encuentran en el dominio
r>0; 0<p<2r; 0<o<m.

Ahora, la relacion
? +y? + 22 =P (3.35)

muestra como las superficies de r constante corresponde a cascarones esféricos, por lo que
escogemos (u, v, w) — (r,0,¢). De la ecuacién ([2ZII]) tenemos que
hehg
hy

G(r)H (8,¢) = r’siné. (3.36)
Entre las diferentes posibles soluciones, escogemos
G(r)y=—r*; H(O,9)=H() = —sin. (3.37)

Otra posible solucién es G (r) = 72 y H () = sinf, tomando x = —1y 8 = 0 en las
ecuaciones (240]), pero la solucién ([B.37) nos lleva a una forma positiva de Z (u). Ahora,
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de la segunda de las ecuaciones de (([2ZI8))) obtenemos la solucién para Z (u) = Z (r)

dr 1
2= G="1. (3.38)

y combinando la ecuacién ([B38) con la ecuacién (2.17), obtenemos

1_ 1
=

Asumiendo 7; = rg y r; =1, con rp > 71, la ecuacién (B:39) se reduce a

a0 - () (-2)

Este es el resultado esperado para esta geometria. Los casos de los esferoides prolatos y
oblatos deben poder llegar a este resultado como caso limite.

3.2.3. Esferoides Prolatos Confocales

F1GURA 3.6. Dos cascarones esferoidales prolatos. Los esferoides son elipses de revolucion confo-
cales, el corte en el plano XY corresponde una seccién circular cuyos radios son los
semiejes menores.

Consideremos la region definida por dos cascarones esferoidales prolatos confocales como
los de la figura 3.6l El el sistema coordenado que mejor se adapta al problema de Laplace
de esta geometria es el sistema coordenado esferoidal prolato.

El sistema coordenado esferoidal prolato se obtiene al hace coincidir el eje que contiene
a los semiejes mayores del sistema de coordenadas elipticas (£,7) con el eje Z, y hacer la
rotacién alrededor del semieje mayor de las elipses. En su definicién usual tenemos (&, 7, )

x = asinh{sinncosy ; y=asinh{sinnsing ; z =acoshfcosn, (3.41)



CAPITULO 3. CALCULOS DE FUNCIONES ARMONICAS BASICAS EN DIFERENTES GEOMETRIAS 26

P ‘ . _d
donde &,7 son las coordenadas elipticas (en el plano), ¢ es el dngulo azimutal y a = §

la semidistancia ente los focos de la elipse. El dominio de las coordenadas es

€S

d
6207 776[0777]7 CL:§ ; (106[07271-)'

Los factores de escala estan dados por

he = h, = a\/sinh*¢ +sin?n ; h, = asinhEsing. (3.42)

A partir de las ecuaciones [B41]) podemos ver que
2+ y2

22 = (acosh € cos n)?

= (asinh ¢ sinn)? (0052 © + sin’ ¢) = (asinhsin n)?

a partir de alli podemos obtener las relaciones

x2 + y2 22

02 2
— % — = Sl —(—5— — COS 3.43
a?sinh? ¢ Y a2 cosh? ¢ K (3:43)
2 2 2
Ay o z _ 2
i R e P (3.44)

de donde obtenemos las identidades hiperbdlicas y trigonométricas

2’2 $2 + y2 2 2
= cos“np+sin“n=1 3.45
a2cosh?¢  a?sinh®¢ 7 ! (3.45)
2 2, .2
F T Y osh?¢ — sinh?é = 1, (3.46)

a’cos’n  a?sin’n

La ecuaciéon (B.46]) nos indica que las superficies de £ constante corresponden a esferoides
prolatos, mientras que la ecuacién ([3.45]) nos muestra que las superficies de 7 constante
corresponden a hiperboloides de revolucién. Entonces, para la geometria que nos interesa,
las condiciones de frontera son valores constantes de £, por lo que tomamos (u,v,w) —

(&1, 9)-
Al combinar las ecuaciones ([3.42)) y (2.11]), obtenemos
hyh,

he

= h, = asinh&sing = G (&) H (0, ),

por lo que G (£) y H (n, ) estan dadas por
G (§) =asinh§ ; H (n,p) = sinn. (3.47)
Ahora, combinando (2.17), (3.47), obtenemos Z (&)

Z(&) = i (3.48)

3
- él/ﬂﬁihg de. (3.49)
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Resolviendo la integral se tiene

Z(6) = %m <tanh g) . (3.50)

finalmente, al reemplazar (3.50) en (2Z24) obtenemos las funciones arménicas base para
esta geometria,

AR,
12 (&) = Z (&)]

El resultado anterior se puede expresar en forma explicita como

In (tanh %) —In (tanh %) . <:::5§> .
PO ) () T (F)

donde &; y &; son los valores constantes asociados a las superficies S; y ;.

i (€) (3.51)

Para escribir la funcién f; (£), de la ecuacién (B.52) usamos la ecuacién de un esferoide
prolato (elipsoide de revolucién alrededor del eje-Z), que es

2 2 2
z Tty
-+ —-— =1 3.53
En el caso de un esferoide prolato, ay es el semieje mayor y b; el semieje menor del elipsoide
de revolucién correspondiente a la superficie . Al comparar las ecuaciones ([B.43]), (B53))
y teniendo en cuenta que las funciones cosh £ y sinh £ son positivas para £ > 0, tenemos

que
b
cosh &, = %k y sinh&, = Ek' (3.54)

Ademsds, en esta geometria también se cumple la relacion entre los semiejes y la semidis-
tancia focal (813)), usando la identidad hiperbdlica combinada con ([3.54]) obtenemos

&k sinh &, b/a by
tanh - == = a g
2 I+coshé, 1+°E  a+ag
2 2
&k V%%~ @
tanh— = +———— 3.55
o 2 a+ ag ( )

donde la distancia focal d = 2a es la misma para todas las elipses, por ser confocales.
Al reemplazar (3.55) en el denominador de (5.31]) encontramos que podemos escribir la
funcién f; (§) de la ecuacion (B.52) en términos de un semijemayor ay, asi:

n <\ /a%—a2(a+ak)>

(a+a;)y/a2 —a?

fi(ax) = phj=12y i#j (3.56)
()

\ /a? —a?(a+a;)
(a+aj)\/a7—a?

La ecuacién ([B.50) no estd definida en a = 0, pero el limite a — 0 existe y se reduce al
caso de las dos esferas concéntricas.
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3.2.4. Esferoides Oblatos Confocales

FicURA 3.7. Dos esferoides oblatos confocales. Los esferoides son elipses de revolucién confocales.
El corte en el plano XY es a una seccién circular cuyos radios corresponden a los
semiejes mayores de las elipses.

Consideremos un cascarén como el conformado por la figuraB.7l El sistema coordenado
esferoidal oblato es el que mejor se adapta a esta geometria. Este sistema coordenado se
obtiene al rotar el sistema coordenado eliptico (£,7) alrededor del semieje menor de las
elipses. Las coordenadas son (£,7,¢) y la transformacién de coordenadas cartesianas a
coordenado esferoidal oblatas esta dada por

x = acoshcosncosy ; y=acoshfcosnsing ; z=asinh{sinny. (3.57)
Estas coordenadas se definen en el dominio
T d
> = ca=— ,
§=0, 776[ 2,2}, pel02m) s a=g, (3.58)

y sus factores de escala estan dados por

he = hy = ay/sinh?¢ +sin?7n ; h, = acosh & cos. (3.59)

A partir de las ecuaciones ([B.57) podemos ver que

2%+ y? = (acosh € sinn)? (cos2 © + sin? ¢) = (acoshsin n)?, (3.60)

2% = (asinh & cosn)?.

A partir de allif podemos obtener las relaciones

2., ,2 2
rty 2 z .2
———%— = cos ———— =sin“n, 3.61
a2 cosh? ¢ Y g2 sinh? £ K (3:61)
2, ,2 2
Tty 2 Z 12
———-— = cosh ———— =sinh“¢. 3.62
a?cos?n Sy a?sin’n ¢ (3.62)

Por medio de las ecuaciones ([3.62) y ([B.GI) se obtienen las identidades trigonométricas e
hiperbdlicas

22 + o2 22
a?cosh?¢  a?sinh?¢

2., ,2 2

Tty z 2 12
Toosty  aZsnn = cosh®{ —sinh“ ¢ = 1. (3.64)

cos’n +sin’n =1 (3.63)

La ecuacién (B.63]) muestra que las superficies de 7 constante corresponden a hiperboloides
de revolucién, mientras que la ecuacién ([B.64]) muestran que las superficies de & constante
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corresponden a esferoides oblatos. Asi que para el problema de la figura [B.7 escogemos

(u,v,w) = (&,m,¢). Combinando 211 y [3.59), se obtiene

hyhg

. = hy=acosh{cosn=G(§) H(n,¢). (3.65)
3

Entonces
G (&) =acoshé ; H (n,p) = cosn, (3.66)

por lo que para este caso Z (§) estd dada por

1 1
Z(&) = E/cosh§d§
= % sin~! (tanh €). (3.67)

Combinando [B:66) y (B.67) con ([2.24) obtenemos
Z(§) — 2 (&)

; = . 3.68
hO= ez (0%

Reemplazando [B.67) en ([B:68) obtenemos
£(6) = sin~! (tanh§) — sin~! (tanh &) P12y it (3.69)

sin™! (tanh ;) — sin™! (tanh&;)
Para escribir la ecuacién ([B.69) en términos de factores geométricos debemos usar las
propiedades geométricas de un elipsoide oblato de revolucién,

2 2 2
z e+ y
-+ —-— =1. 3.70
b? a? ( )

7
Comparando las ecuaciones [B.10), (B:63) y (3I3), tenemos que

2 1.2 B2 bi aj, — a’
a“sinh“§, = by a 2cosh? ¢, = ak = tanh{ =—=—*——
g g

tanh¢, = /1 3 =4/1—¢€ (3.71)
k

En la tltima expresién usamos el hecho que a/ap = €, donde €, representa la excen-
tricidad de la elipse asociada a la coordenada &;. Al reemplazar la ecuaciéon ([B71) en
(533), podemos obtener una expresion para f; (£) de la ecuacién ([B.69) en términos de la

excentricidad €.
sin™! (w /1 — ei) —sin~! (, /1 — ef)
sin™! (, /1 — e?) —sin~! ( 1-— ef)

La identidad cos 'z = sin~ ! /1 — 22; 0 < 2 < 1 nos da una versién aiin mas simple

fi(ex) =

(3.72)

cos ™! € — cos ™! €;

Ji (ex) = - (3.73)

cosTlej —cosTlg
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Para encontrar el caso limite de (B.73]) se debe volver a la expresién (B.71]).

3.3. Resumen

Encontramos las funciones armonicas basicas para seis geometrias diferentes: cilindros
concéntricos, corte transversal eliptico y no concéntricos, esferas concéntricas y esferoidales
oblatos y prolatos. Se nota como el procedimiento se simplifica y el algoritmo se aplica
igual en los diferentes casos. Para el caso particular de los sistemas de simetria cilindrica
que cumplen la relacién de los factores de escala (ec. (231])) desarrollado en la seccién 23]
se desarrollaron tres casos en la seccién de sistemas cilindricos Bl En la seccién se
desarrollaron cuatro casos donde se uso6 la suposicién de la separacién de los factores de
escala contemplados en la ecuacién (ZTIT). El caso de los cilindros concéntricos se resolvié
por las dos metodologias. Este es de especial de interés, ya que el sistema coordenado
cilindrico tradicional no proviene directamente de una transformaciéon conforme, lo que
nos permite verificar que la metodologia no se restringe a sistemas ortogonales que se
originen a partir de transformaciones confome.



CAPITULO 4

Capacitancia

En este capitulo analizamos como encontrar la matriz de capacitancia a partir de
la ecuacion de Laplace asociada al grupo de conductores, las condiciones de frontera y
funciones armonicas base asociadas, llegando asi a una formulaciéon basada en factores
geométricos unicamente. Las propiedades ya conocidas de la matriz de capacitancia se
pueden deducir a partir de esta formulacion, asi cémo varias nuevas, que son propias del
nuevo método. Algunas propiedades, como la simetria C;; = C};, emplean el principio de
superposicién[2] [3]. Sin embargo emplear el enfoque de N conductores rodeados por un
conductor NV +1 en combinacion con funciones arménicas base para solucionar el problema
de Laplace asociado que se presenta en [2I] hace que muchas de estas propiedades sean
més directas y evita tener que acudir al formalismo de las funciones de Green[19, [I§]. En
este capitulo estudiaremos, a partir de dicha aproximacion, la capacitancia como un factor
que depende unicamente de la geometria, y obtendremos sus propiedades a partir de la
ecuacion de Laplace que se asocia a la configuracién de conductores asociada, asi como
varias propiedades de la matriz de capacitancia y sus elementos.

4.1. Definicion

Si un conductor aislado con una carga () tiene un cierto potencial de ¢q, con el cero
de potencial en el infinito. ) es proporcional a ¢y y coeficiente de proporcionalidad es
conocido como capacitancia, C.

Q = Coyo. (4.1)
Cuando se tienen un conjunto de N conductores y un conductor adicional que los encie-
rra (N + 1), con sus respectivas cargas qi,...,qn,GN+1 Y potenciales ¢1,..., 0N, ON+1

asociados, el factor de proporcionalidad se vuelve una matriz. (ver la configuracién de
conductores en la figura [.T]).

31
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F1GURA 4.1. Un sistema de N conductores internos con un conductor N+ 1 encerrandolos. ¢; es el
potencial de cada conductor. La superficie S; encierra al conductor ¢ y se encuentra
arbitrariamente cercana y es localmente paralela a la superficie real del conductor.

4.2. Funciones armoénicas base en n superficies

La densidad superficial de carga de un conductor electrostatico esta dada por
(4.2)

o =¢oE-n; = —¢yVop-n; (’iZI,...,N+1),
donde n; es un vector unitario normal a la superficie S; con direccién al exterior del
conductor i, E el campo eléctrico y ¢ el potencial eléctrico. La carga en cada conductor

se determina como
Qi :% ag; dsS = —Eof qu - n; ds. (4.3)
El potencial ¢ en el volumen Vg, que es el volumen al interior de la superficie externa
Sn+1 y al exterior de las N superficies internas S; y cuya superficie total es S = 57 +
... + Sy + Sna11, debe satisfacer la ecuacién de Laplace
V2 =0, (4.4)
con condiciones de fronteras
L,...,N+1). (4.5)

P (Si) =wi (i=

Gracias a la propiedad de linealidad de la ecuacién de Laplace (L4), la solucién para ¢

puede ser parametrizada como
N+1
(4.6)

6= il
j=1
donde las funciones f; satisfacen la ecuacién de Laplace en el volumen Vg, cumpliendo las

(4.7)

condiciones de frontera

V2fj:0, fJ(SZ):&J (’i,j:1,...,N+1),
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mientras el factor ¢ conserva los valores del potencial eléctrico. Estas condiciones nos
permiten establecer que el problema tiene solucién tnica (ver [[2) y, ademds, que las
funciones f; dependen tinicamente de la geometria.

4.2.1. Propiedades de f;

Como las funciones f; toman valores constantes en las superficies S;, coni = 1,..., N+
1, es facil ver que V f; es ortogonal a dichas superficies.

V£ (i) - mi = (1= 2645) [V £5 (Sl (4.8)

como f; es solucién de la ecuacién de Laplace, no tiene maximos ni minimos locales (ver
([L5.4)), esto combinado con las condiciones de fronteras establecidas en la ecuacién (4.1)
que establecen que el minimo de de la funcién f; = 0 en cualquier superficie S; con i # j,
por lo que

0<f; <1 (4.9)

La linealidad de la ecuacién de Laplace nos permite ver que la funcién

N+1

F=3 i (4.10)
j=1
es solucion de la ecuacién de Laplace con las condiciones de frontera

VEF=0, F(S)=1 (i=1,...,N+1), (4.11)

como F' =1 a lo largo de St la unicidad de la ecuacion de Laplace nos indica que F' =1
a lo largo de Vg, también, por lo que

S fi=1 (4.12)

Estas propiedades son complementarias a las que habfamos encontrado en el capitulo (2
dedicado a funciones arménicas bésicas, extendiendolas a varias superficies equipotenciales.

21 22]

4.3. Capacitancia definida en términos de las funciones
armonicas base

Al relacionar la carga eléctrica de la ecuacién (£3) con la redifinicién del potencial ¢
en la ecuacion (G), se tiene que

N+1

Qi =Y _ Cijej, (4.13)
=1
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con C;; definida usando las funciones f;

Cij = —€0 ji Vfi(Si) mn; = _oné/ Vfi-Vfj (4.14)

T

Con esto se puede construir la matriz

g1 =Cuip1 + Crapa + - + Ciny19N+1 (4.15)
g2 = Co101 + Coopo + -+ + Cont1ON 11

gn+1 = Cny1101 + Cnyri2p2 + - + ONypiN+1PN+1

4.3.1. Propiedades de Cj;

A partir la definicién de Cj; dada en ([dI4) se obtiene
Cij = C]Z (4.16)

Al combinar la propiedad de la simetria de Cj; de la ecuacién ([AIG) con la propiedad de
la suma de las f; de la ecuacién ([@.IZ), se obtiene que la suma de los elementos de una
fila o columna de la matriz C;; son cero,

N+1 N+1

Y Cy=) Cij=0. (4.17)
j=1 i=1

Otra propiedad que se obtiene de la definicién de Cj; en ec. [@I4) es Cj; > 0. Para Cjj
tenemos que apoyarnos en las propiedades de f; dadas por las ecuaciones (L8] y ([£9),

Al combinar las propiedades de Cj; dadas en las ecuaciones ([I0),[@I7) y EIS), se
obtienen més propiedades de Cj; (ec. ([@I19)),

N N
ZCZ'N-H <0, ZC,']‘ >0 (4.19)
i=1 1=1
N
Cisl =D 1C, CiiCjj > C}; (4.20)
i#]
N
|ICN+1,N+1] = Z |Ci N+l |ICN+1.N+1] > [Ci N1 (4.21)

i=1
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4.3.2. Propiedades de la matriz de capacitancia

Es fécil ver que la matriz es real y simétrica C;; de dimensién (N + 1) x (N + 1), pero

observando las propiedades ([£.10) se nota que sus grados efectivos de libertad son W

que equivalen a los grados de libertad de una matriz real y simétrica de dimensién N x N.

)

La matriz de capacitancia formada con los elementos Cj; con i,j = 1,2,..., N (también
llamada matriz restringida o matriz-r) es una matriz definida positiva, por lo que sus
valores propios son positivos. En cambio, la matriz formada con los elementos Cj; con
i,7 = 1,2,...,N,N + 1 es una matriz singular positiva, tiene un valor propio nulo (no
degenerado) y sus demds valores propios son positivos[22].

También se tienen expresiones para la energia interna del sistema de conductores mostrado

en la figura @11

| N | NV
U=3 Z Cijpjpi = 3 Z Qiwi, (4.22)
27] Z?]
asi como el teorema de reciprocidad,
N+1 N+1
> Qigi =Y Qg (4.23)
i=1 g=1

donde {Qi, i} v {Q}, .} son dos grupos de combinaciones de cargas y potenciales para
la misma configuraciéon de conductores.

En las definiciones usuales de capacitancia que se usan en las ecuaciones (1) y (£I3)
no es clara la naturaleza puramente geométrica de los elementos de la matriz de capaci-
tancia. De hecho, es comin que en cursos de electromagnetismo se expongan argumentos
para demostrar que la matriz de capacitancia depende solo de la geometria [3],[2], algunos
emplean métodos mas avanzados como el formalismo de Funciones de Green para demos-
trar este cardcter geométrico, y para la realizacién de algunos calculos de capacitancia
[19, (18], 20], y algunos otros autores hacen diferentes acercamientos para el célculo de
capacitancia en geometrias muy especificas [30), 28, 29].

Sin embargo, en la formulacién expuesta en este capitulo (ec. ([AI4])) la naturaleza
geométrica es directa. Las caracteristicas geométricas de los coeficientes Cjj, asi como
sus propiedades, bien resultan evidentes como el caso de la simetria (ec. ([@I6])) o bien
se pueden obtener al combinarlas con las propiedades de las funciones f; (sec. {{2.])),
como es el caso de la nulidad de la suma de las filas o de las columnas de la matriz de
capacitancia (ec. ([{I7)), la positividad de los elementos C;; (ec. (II8))) y el conjunto de

propiedades (ec. (EIT)).

Otras propiedades de la matriz de capacitancia se obtienen de esta formulacién, como el
hecho de que la matriz-r (formada por los Cj; con 4,5 = 1,2,..., N) es una matriz definida
positiva, y que la matriz-e (formada con los elementos Cj; con ¢,j = 1,2,...,N,N + 1)
es una matriz singular positiva. Estas propiedades, combinadas con la energia interna del
sistema, (ec. ({22)), permiten encontrar configuraciones para minimizar la energia interna
del sistema descrito en la figura [4.1] [22].



CAPITULO 5

Capacitancia y funciones armonicas base

En este capitulo estudiaremos la capacitancia para dos conductores embebidos. To-
mando como base el desarrollo de las funciones armdnicas base que se hizo en el capitulo
y combindndolo con lo desarrollado para las capacitancias en el capitulo ] veremos la
forma que toma la capacitancia en cada caso estudiado y realizaremos las transformaciones
necesarias para escribirla en términos puramente geométricos.

5.1. Capacitancia de dos conductores embebidos

En el capitulo [ la capacitancia fue definida en relacién a las funciones base segin la
ecuacion ([{I4) , a saber,

Cij = —Eofg ij (Sz) - ;.

como las funciones arménicas base f; toman valores constantes en cada superficie, siendo
fi(S;) =1y f;j(S;) =0, entonces V f; es perpendicular a dichas superficies. De hecho se
puede probar que[2]]

Vfi(ui,v,w) -n; >0 para i # j. (5.1)

Esto significa que el gradiente V f; (u;,v,w) es paralelo al vector n;, que es el vector
normal a la superficie S; en cada punto (u;, v, w) sobre la superficie S;, por lo que, usando
las ecuaciones ([2.24)), (Z1I1)), y recordando que estamos suponiendo que f; (u, v, w) depende
tunicamente de la coordenada u, tenemos que

1 dfj (ul) '

j \Uqs U, ;= j (W, Uy = 2
V(o) s = 95 ()] = | (5:2)
La ecuacién (2.I7) nos permite escribir (5.2]) como
Vi (u,v,w) -n; = ! (5.3)
SR U (uiyv,w) (2 (ug) = Z ()] G (i) | '

Ahora, como todas las funciones de la integral (£I4)) deben ser evaluadas en la superficie
S;, que significa evaluarlas en u = u;, y como el vector n; dS es ortogonal a los vectores
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unitarios e, y e, asociados a las coordenadas v, w, tenemos que
dS = |hy (ui, v,w) hy (ui,v,w)] dv dw, (5.4)

donde hemos tenido en cuenta que dS es definida positiva. Usando la ecuacién (Z.11]) en
la ecuacién (4] encontramos que el diferencial de superficie es

dS = |hy (ui,v,w) G(uw;) H (v,w)| dv dw. (5.5)

Al sustituir las ecuaciones (6.3) y (5.5) en la ecuacién ([14), los coeficientes no diagonales
de la capacitancia toman la forma

€0

G = T2 ) -

H (v,w)|dv dw ; con i,j=1,2 y i#j. 5.6
2 B 1H @) (5.6

Se debe recalcar que mientras ([@1]) es valida para cualesquiera valores i y j, las ecuaciones
(B3) y (BI) sélo lo son para i # j. Para obtener los valores diagonales sélo es necesario
usar las propiedades. [21]

Cii+Cip=0; CijZCj' = CZ"Z—C,']' con i,j =12y i#j,

o explicitamente
011 = 022 = —012 = —021. (57)

Vale la pena recalcar que la ecuacién (5.6) también es invariante ante transformaciones
gauge del potencial eléctrico (B.3]). Por otro lado las ecuaciones (5.6) y (B.7) nos llevan a

21 22]

Ciy >0 y Cij <0 con1 75 7 (5.8)

De (57) podemos ver que los valores propios de la matriz de capacitancia (2 X 2) son
0y 2C11. Esto combinado con la ecuacién (B.8)) verifican el hecho de que la matriz de
capacitancia es singular positiva [22]. Recordando (A1) podemos reescribir (5.7]) como

Q1= C11(¢1 — ¢2) = Caz (¢1 — ¢2) = —Qa. (5.9)

Cuando S; corresponde al conductor interno, ); es la carga total. Pero si S; corresponde la
cara interior del conductor externo, (); es la carga acumulada en la superficie. Por 1ltimo,
cabe anadir que si el conductor interno es hueco, la superficie de tal cavidad no contribuye
a la integral de superficie que hemos usado para calcular la capacitancial21].

5.2. Capacitancias para simetrias cilindricas

Cuando las superficies de los conductores corresponden a sistemas coordenados que
cumplen la relacién (2II]). La capacitancia también toma formas simples. Recordemos
que cuando

las G (u), H (v,w) y Z (u) toman la forma

G(u)=H((v,w)=1yZ(u) = u. (5.10)
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Usando las ecuaciones de (5.I0) podemos escribir la capacitancia como
€0 S
Com i s 4 s
|uj —uil Js,
y para los elementos diagonales
C,-,-:—Cijzeioj{dvdw ; ocon 4,5 =12y i# ] (5.12)
uj — il Js,

La ecuacién ([B.I2) recuerda la estructura de la capacitancia de dos placas paralelas con
un «area»

Acrs Ejé dv dw (5.13)
Si

y separadas una «distancia» |u; — u;|, aunque la integral (5.13]) no es un drea propiamente
dicha (por ejemplo, si las coordenadas v y w corresponden a angulos angular, Acsy es
adimensional) asi como la magnitud |u; — u;| no siempre corresponde a una distancia.
Este resultado, aunque no es exclusivo de las transformaciones conformes si se puede
obtener usando ese formalismo, ya que las transformaciones conformes vistas a la inversa
mapean curvas paralelas en lineas rectas paralelas.

5.2.1. Dos Cilindros Concéntricos

Consideremos los cilindros concéntricos de la figura Bl ya vimos que el sistema de
coordenadas polares cilindricas conformes (p, ¢, z), definido por las ecuaciones (B.1]) y ([B.2))
son las que mejor se adaptan para usar la ecuacién (L.12). Asumiendo que z € [—L/2, L/2]
con L >> a, es facil ver que

Cy; = 670}{ do dz
lpj = pil Js,
o L/2
Cii = 670/ d(p / dz
lp; — pil Jo —L/2
2mwegL 2meg L o .,
Cy; = —-Cj= - c i j=1,2y i#] 5.14
T To—al ~ MGr/r] (510
Como p =1In(r), ro = by r = a, tenemos que
2meg L 2megL
Oy = 102 _“T€0 (5.15)

Inb—1Ina| |[In(b/a)|’

que es el resultado usual para esta configuracion.

5.2.2. Dos Cilindros Elipticos Confocales

Consideremos dos cilindros de corte transversal elipticos, confocales, de longitud mucho
mayor que su distancia focal d = 2a esto es L > 2a. Tomanos by y bs como los semiejes
menores y a1 y as como los semiejes mayores del cilindro interno y externo respectivamente,
como se muestra en la figura En la seccion B.1.2 vimos las coordenadas cilindricas
elipticas (£, 7, z) definidas en las ecuaciones ([3.4), (B.3]) y (3.6]) son las que mejor se adaptan
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a esta configuracion. En este caso los coeficientes de capacitancia (5.12]) son

27 L/2
o0 - enmigeg [T
11 12 !52—51\ L

2meoL
Cn = —Cp= ﬁ : (5.16)

Aunque la expresién en (5.I0) es simple, resulta més util expresarla en términos geométri-
cos propios de la configuracién. Para esto podemos usar las relaciones (3.16])

2meg L
Cn=-Cpp= 0 (5.17)
‘tanh ( ]) tanh™ ( 1>‘
Sin embargo, preferimos usar la relacién ([B.I7) que nos lleva a
2megL
Cn=-Cp= 0 (5.18)

a1++/a?2—a?
In( &2V a—4
as+ a2—a2

Se nota que el limite a — 0 lleva a la capacitancia de dos cilindros concéntricos.

5.2.3. Dos cilindros circulares no concéntricos

Los cilindros circulares no concéntricos son otro buen ejemplo donde se cumple la
condicién ([Z31)), asi que la capacitancia estd dada por (5.12)

2 L/2
011 == / do / (5.19)
’7'2 - 7'1\ L/2
27T€0L

C'11 = —012 = m

(5.20)

que es un resultado bastante simple. Sin embargo, aiin se debe escribir la expresién |75 — 71|
en términos geométricos conocidos de los cilindros, es decir, el radio de cada cilindro y
la separacién entre sus centros. Para llevar la ecuacién (5.20) a términos geométricos nos
apoyaremos en la figura [5.1]

El cilindro externo tiene un radio ry y su centro se encuentra en el punto (z,,0) del
plano cartesiano. El cilindro interno tienen un radio r; y y su centro se encuentra en el
punto (z,,0) del plano cartesiano. Sus centros estan separados una distancia D.

Primero recordamos que la ecuacion cartesiana para un cilindro cuyo centro se encuentra
en el punto (0, z.) estd dada por

(x—xe)? +y? =712 (5.21)



CAPITULO 5. CAPACITANCIA Y FUNCIONES ARMONICAS BASE

40

F1cUurA 5.1. Dos cilindros de corte transversal eliptico confocales

Al comparar la ecuacién con la ecuacion [5.21] es facil ver que

a = rsinhT7
r. = acothTt
. cosh 1
. = rsinh7—
sinh 7
zr. = rcoshr.

(5.22)

(5.23)

Consideraremos los circulos de la figura (5.1)). Se nota que D = z., — x,. Usando la

ecuacion ([0.23]) correspondiente a cada circulo, tenemos que

r9 cosh 79 — r1 cosh = D.

(5.24)

Ahora, al estar los dos cilindros en el mismo sistema de coordenadas bipolares cilindricas,
el foco a es el mismo para ambos cilindros, por lo que, usando la ecuacién [(5.22] tenemos

que
r1sinh 7 — rosinh » = 0.

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion obtenemos
r% cosh? 75 + r% cosh? 71 — 2ry79 cosh 71 cosh 7y = D?.
Empleando la identidad hiperbélica cosh? 7 — sinh? 7 = 1, tenemos que
r% + r% + r% sinh? 75 + r% sinh?® 71 — 2ry79 cosh 71 cosh 7y = D?.

Empleando la relacién de la ecuacion (5.22]) y agrupando términos, obtenemos

r% + 7‘% + 2779 (sinh 7o sinh 7 — cosh 71 cosh 19) = D?,

— cosh(ma—71)

es decir
r? +r2 - D?

cosh (15 — 1) = Srirs

(5.25)
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Como (192 — 71) > 0 la funcién cosh (12 — 71) es positiva

24,2 _ 2
%) 7 (5.26)

|79 — 71| = cosh™! (
27‘17’2

por lo que la ecuacién (520) se puede reescribir en términos propios de la geometria como
27 EQL

cosh™! <_"%+T§—D2 ) )

2rire

Ci1 = —Chia =

(5.27)

Los dos cilindros concéntricos se obtienen para el caso D = 0, usando la relaciéon

cosh™!(z) =1In (a: +Vz > x>1, (5.28)

y teniendo en cuenta que (7‘% + r%) /(2rir9) > 1, y asumiendo que r9 > 71, tenemos
que, gracias a la ecuacién (B.28) podemos escribir (5.26]) como

2 2 2 2 2 2\ 2
ry+r ry+r ry+r
hf_l 1 2 - 1 1 2 1 2 -1
o8 ( 27"17’2 & 27’17"2 + 27"17’2

2, .2
cosh™! <w> = In <7‘_2> for o > ry. (5.29)

L

Esto demuestra que la relacién (5.29) toma la forma de (B.15]) cuando D = 0.

5.3. Capacitancias para Sistemas Rotacionales

La expresion (5.0) facilita enormemente el calculo de las capacitancias para conductores
con Simetria Axial. Consideremos las tres geometrias estudiadas en el capitulo 21

5.3.1. Dos Esferas Concéntricas

La capacitancia de dos esferas concéntricas es un resultado bien conocido. Sin embargo,
con la (5.6) es muchisimo més facil, si tenemos en cuenta las ecuaciones (3.37) y (3:38) en
ec. (5.6) y ademéas suponemos que r2 > r; obtenemos

€0
Cry = H (0,)] db dgp = — 7§ sin 6] do di,
1Z(r2) = Z ()] Js, ;——i
2w
47raoab
Ciy = 0 deo de .
12 E__‘/ sin (a—b)
Es facil ver que Cy1 = —C'2, por lo que el coeficiente de la capacitancia, es el esperado
dmegab

Ci = —Cjj = (5.30)

a—b"
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F1GURA 5.3. Dos cascarones esferoidales prolatos

5.3.2. Esferoides Prolatos Confocales

Para el calculo de la capacitancia de los dos cascarones esferoidales prolatos sélo debemos

reemplazar (347) y (350) en (5.6]), y obtenemos

27 T
Cro=— =0 / dy / sinn dn
‘% In (tanh %2) — %ln (tanh %)‘ 0 0

El célculo explicito de C9; da Co1 = Cha, como se espera. Entonces

4dmaeg
tanh %J
In 2
tanh >

Este ejemplo por los métodos tradicionales es mucho més complicado (ver Ref. [37]).
Usamos los resultados de la secciéon ([B.23) para escribir la ecuacién (5.31)) en términos

Cii = —Cyj = © 4,j=1,2 and i# j. (5.31)
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de los factores propios de la geometria, asi que los coeficientes de capacitancia para un
cascaron esferoidal prolato son

4dragg

n ((a—i—ai)1 /a?—a2 ) '

Cn’ = —Cij = (5.32)

(ataj)y/a;—a?

La ecuacién (5.32)) no esta definida en a = 0, pero el limite a — 0 existe y se reduce al caso
de las dos esferas concéntricas. Para hallar el limite debemos usar la regla de L’Hopital.
Suponiendo que a; > a;,tenemos que

4 €0

lfm s (a+a)Ja—a] ~ln[(a+a))Ja? ]

a—0 C“ a—0 a

/a? — a2 — (a";ﬂ a2 — a2 — (a+aj)a
; a; —a? v Va2—a?

= lim —

a=0 (a+ai),/a?—a2 (a+ aj)+\/a? — a?

(a; — a) <a§ —2a? — aia) — (aj — a) (a? — 2a* — aja)

= lim

a0 (a2 — a?) (a? _ az)
4 .-
i meo (a; al)’
a—0 Cm a;a;

que es la relacién geométrica que se encuentra en (5.30) por lo que el limite converge
correctamente.

5.3.3. Esferoides Oblatos Confocales

FIGURA 5.4. Dos esferoides oblatos confocales.

Para determinar la capacitancia de los cascarones oblatos confocales usamos las ecua-

ciones ([3.66), (3.67) y (5.6), obteniendo

o —&o 2 p w/2 p
= COS ,
J ‘% sin~! (tanh &) — ésin_1 (tanh EZ)‘ /0 7 /_ﬂ—/g e

471'(160
Ci = —Cij=1= - ;
! |sin~! (tanh &;) — sin™! (tanh &;)|

i,j=1,2 and i#j (5.33)

este procedimiento comparado con el usado en [39], es considerablemente simple. Para es-
cribir (5.33)) en términos de factores geométricos debemos usar las propiedades geométricas
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de un elipsoide oblato de revolucion,
-+ —=—=1L (5.34)
b; i

Comparando las ecuaciones (5.34), (B.63) y (313), tenemos que

a? — a?

. b;
a?sinh?¢, = b? : a’cosh®¢; = a? = tanh¢ = — =
a; (073

2
tanh§; = 1/1—%:,/1—63 (5.35)

En la tltima expresiéon usamos el hecho que a/a; = ¢;, donde ¢; representa la excentrici-
dad de la elipse asociada a la coordenada &;. Al reemplazar la ecuacién (5.35) en (5.33),
podemos obtener la capacitancia en términos propios de la geometria

dracgg

T () ()

z =sin"'v/1—22; 0 <z <1 nos da una versién ain méas simple

Cii =

la identidad cos™!

4dragg

Cii = (5.36)

|cos~!€; — cos™! ¢

Para estudiar el limite cuando a — 0 empleamos la relacién €; = a/a; y recurrimos a la
expansion en serie de Taylor de (cos_1 € — cos™! ei) alrededor de cero, a saber,

1 1 1 1 1 3 1 1
1 1Y ~ 3 5 7
(cos €j — COs ei)Na<_i__j>+Ea <_3__3)+Ea <_5__i5>+0(a),
a J

7 ? J
(5.37)

Por lo que en el limite tenemos que se recupera la relacion de las esferas concéntricas.



Conclusiones

e Los problemas de la ecuacién de Laplace en una regién entre dos fronteras cerradas
y con condiciones de Dirichlet donde la frontera asociada a la condicién de Dirichlet
se pueda asociar a una coordenada de un sistema de coordenadas ortogonales y esta
sea separable en la soluciéon se pueden solucionar por el método plateado en este
trabajo de forma independiente de la naturaleza fisica del problema.

e Cualquier problema de simetria cilindrica asociado con la ecuacién de Laplace y con-
diciones de Dirichlet cuya geometria pueda asociarse a una transformacién conforme
se pueden solucionar de forma simple y directa con el método desarrollado en el
presente trabajo.

e Problemas de simetria cilindrica mas complejos que los abordados en este trabajo:
Cilindros concéntricos de corte transversal eliptico y no concéntricos, pueden abor-
darse con la misma metodologia.

e El formalismo de las funciones armoénicas bésicas se presenta cémo una metodologia
para resolver problemas asociados a curvas equipotenciales de forma mucho més
simple.

e Las propiedades de las funciones arménicas bésicas, como se vio en el caso de la ca-
pacitancia, facilitan el calculo, ahorran muchos pasos intermedios e incluso permiten
encontrar nuevas propiedades, al aplicarlas a calculo de observables fisicos.

e El estudio de la naturaleza geométrica de la capacitancia permite encontrar las
propiedades de la matriz de capacitancia de una forma mucho maés simple que con
otros formalismos, abriendo posibilidades para implementar procesos que permitan
optimizar, minimizar o maximizar las propiedades requeridas en la configuracion de
multiples conductores.

e La combinacion del formalismo de las funciones armonicas bésicas y la formulacion
geométrica de la capacitancia nos permitié resolver el problema de dos conducto-
res embebidos de una forma general y mucho maés simple que la que requieren los
métodos tradicionales.

e La capacitancia de sistemas de geometria cilindrica guarda similitudes con la de
los sistemas de placas paralelas. Para los sistemas provenientes de transformaciones
conformes esto equivale a que la transformacién conforme lleva el problema cilindrico
a un problema de placas paralelas.
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