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Código: 01835253

Universidad Nacional de Colombia

Facultad de Ciencias

Departamento de F́ısica

Bogotá, D.C.
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Ĺınea de investigación

Métodos Conceptos y Enseñanza de la F́ısica
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Abstract: We found solutions to the Laplace’s equation with special boundary conditions
in a curvilinear coordinate system and with the properties of the capacitance matrix,
we develop a method that allows to find the solution of the Laplace’s equation and the
capacitance associated with a complex geometry in a simple way

Palabras clave: Ecuación de Laplace, Condiciones de Frontera, Coordenadas Cur-
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Introducción

La ecuación de Laplace es importante en muchas áreas de la f́ısica y la ingenieŕıa[1],
siendo ampliamente conocidas sus aplicaciones en electrostática (ecuación del potencial
eléctrico)[2, 3, 4], la hidrodinámica (la ecuación de continuidad para un fluido incom-
presible), la termodinámica (difusión del calor independiente del tiempo) y la gravitación
(campo gravitacional). Recientemente Xue, M. et al la emplean en el estudio de la relación
del potencial y el campo eléctrico y su relación con la rugosidad de las superficies[5].

Las propiedades de la ecuación de Laplace son bien conocidas [6], aśı como las diferentes
metodoloǵıas de solución. En varios trabajos se ha estudiado la separación de variables
y su uso como método de solución para la ecuación de Laplace [7, 8, 9, 10], siendo estos
resumidos por Moon & Spencer[11]. El formalismo de las funciones de Green y los mapeos
conformes como metodoloǵıa para solucionar problemas asociados a la ecuación de Laplace
con fronteras esféricas y ciĺındricas han sido estudiados por J. T. Chen et al. [12, 13, 14].
También se emplean diferentes métodos numéricos en la solución de de la ecuación de
Laplace, Ghassemi et al. han estududiado y comparado los métodos de elementos finitos y
de elementos de frontera tanto para condiciones de frotenras mixtas [15], cómo simples[16],
mientras que J. T. Chen & W. C. Shen emplearon la metodoloǵıa semianaĺıtica de los
kernel degenerados en fronteras circulares [17]. La solución de la ecuación de Laplace con
condiciones de fronteras simple y su aplicación a diversas simetŕıas ha sido estudiada por
Morales et al. [48].

En el área de la electrostática, el problema del potencial eléctrico está directamente
relacionado a la ecuación de Laplace este combinado con la distribución de carga en la
superficie de un conductor nos lleva al problema de la capacitancia eléctrica, es decir,
solucionar el problema de la capacitancia eléctrica implica solucionar el problema del
potencial eléctrico. La naturaleza geométrica de la capacitancia es mencionada en muchos
textos de electricidad y magnetismo [2, 3, 4] sin embargo las aproximaciones formales
para mostrar este hecho suelen basarse en el formalismo de las funciones de Green [18,
19, 20], lo que lo haćıa de dif́ıcil acceso a los cursos básicos de electricidad y magnetismo
donde suele introducirse el concepto de capacitancia eléctrica. Es por esto que William
J. Herrera y Rodolfo A. Diaz desarrollan un trabajo sobre la naturaleza geométrica de la
capacitancia empleando la ecuación de Laplace [21] que permite estudiar las propiedades
de los coeficientes de la matriz de capacitancia de una forma más simple. Esta formulación
permite estudiar algunas propiedades más generales como la positividad de la matriz y
sus valores propios [22], y posibilitando el desarrollo de un método más eficiente para la
determinación de la matriz de capacitancia en configuraciones de múltiples conductores[23]
y redes de conductores[24].

VII
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El cálculo de la capacitancia de diferentes configuraciones de conductores ha sido abor-
dada por varios autores [25]-[36], aplicando generalmente la misma metodoloǵıa: hallar el
potencial eléctrico, determinar la distribución superficial de carga y realizar el cociente
entre ambos. Para configuraciones de conductores embebidos o superficies conductoras en
tres dimensiones O.D. Momoh, M. N. O. Sadiku, y C. M. Akujuobi han desarrollado tra-
bajos anaĺıticos y numéricos enfocándose en los esferoides[38] prolatos [37] y oblatos [39]
y Nechaev desarrolló cálculos de las capacitancias y polarizaciones para los elipsoides [40],
Lekner trabajó con esferas [41, 42]. Cálculos para configuraciones ciĺındricas se encuentran
en el trabajo de Dawes [43] y Das et al [44] hay ejemplos de cálculos para más geometŕıas
[26, 45]. El texto de Estermann[46] tiene un amplio compendio de casos. También hay
aproximaciones empleando el método de mapeos conformes para simetŕıas ciĺındricas que
aprovecha resultados de cálculos previos [47].

Sin embargo, usando los desarrollos previos de William J. Herrera y Rodolfo A. Diaz
[21, 22] se ha desarrollado una metodoloǵıa que basada en la ecuación de Laplace y ha-
ciendo uso de las propiedades de la matriz de capacitancia permite simplificar de forma
considerable todos estos cálculos anaĺıticos y encuentra que los cálculos basados en mapeos
conformes son sólo un caso particular de aplicación del método desarrollado.

En esta tesis se presentan los desarrollos que se hicieron alrededor de la ecuación de
Laplace para unas condiciones de fronteras espećıficas y su aplicación a la determinación de
la capacitancia para diferentes geometŕıas. Los resultados de este trabajo fueron publicados
en Journal of Electrostatics[48].

En el caṕıtulo 1, se estudian las propiedades de la ecuación de Laplace, su formulación
en sistema de coordenadas generalizadas, y en sistemas de coordenadas ortogonales, repa-
samos las condiciones de frontera, el método de separación de variables como método de
solución y las propiedades de la ecuación de Laplace y sus soluciones.

En el caṕıtulo 2 se introduce el formalismo de las funciones armónicas base. Estas
son las que nos permiten resolver la ecuación de Laplace en un volumen entre de dos
fronteras cerradas con condiciones de Dirichlet como condiciones de frontera. Gracias a
esta aproximación problemas de geometŕıas que usualmente se consideran complejos, como
los cilindros no concéntricos [43], los esferoides prolatos [37], esferoides oblatos [39] se
solucionan de una forma simple. En el caso particular de los sistemas de simetŕıa ciĺındrica
encontramos que satisfacen una forma general de solución que depende únicamente de la
coordenada que genera el “cilindro”, solución que tiene gran aplicación en el estudio de los
sistemas que se puedan estudiar por medio de la teoŕıa de los mapeos conformes [47][13].

En el caṕıtulo 3 se determinan las funciones armónicas base para seis geometŕıas dife-
rentes: cilindros concéntricos, corte transversal eĺıptico y no concéntricos, esferas concéntri-
cas y esferoidales oblatos y prolatos. Aśı mismo se escriben estos resultados en términos
propios de la geometŕıa[46] que nos permiten verificar los ĺımites cuando se levan a geo-
metŕıas usuales, bien sean cilindros concéntricos o esferas concéntricas.

En el caṕıtulo 4 se reproducen los resultados de la formulación de la capacitancia
basada en la ecuación de Laplace[21, 22], se notan las ventajas de la formulación y se ve
cómo las propiedades de la matriz de capacitancia surgen naturalmente de una formulación
puramente geométrica.

En el caṕıtulo 5 todos los desarrollos realizados en los caṕıtulos previos son combinados
para obtener la capacitancia de las configuraciones correspondientes a cilindros concéntri-
cos, cilindros de corte transversal eĺıptico, cilindros no concéntricos[43], cascarones esféri-
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cos, cascarones esferoidales prolatos[37] y cascarones esferoidales oblatos[39][12]. También
se muestra la “generalización” de la capacitancia para sistemas de simetŕıa ciĺındrica y se
encuentra como las diferentes geometŕıas convergen a los valores clásicos.



CAPÍTULO 1

Ecuación de Laplace

En este caṕıtulo estudiamos la definición de la ecuación de Laplace y las superficies
de frontera. Repasamos los diferentes tipos de condiciones de frontera, seguimos con una
descripción general del método de separación de variables como método de solución de
ecuaciones parciales y estudiamos los diferentes tipos de separabilidad que hay. Seguimos
con un repaso a las propiedades de la ecuación de Laplace y de sus soluciones y terminamos
con la formulación de la ecuación de Laplace en un sistema coordenado tridimensional.

1.1. Definición

Supongamos que ψ es una función real de N variables, definida en un abierto Ω ⊂ Rn.
La ecuación

∇2ψ (x1, . . . , xn) =
∂2ψ (x1, . . . , xn)

x21
+ · · ·+ ∂2ψ (x1, . . . , xn)

x2n
= 0 (1.1)

se llama ecuación de Laplace. El operador ∇2 se conoce como operador Laplaciano y las
soluciones a la ecuación de Laplace, son llamadas Funciones Armónicas. Estas son la base
de la teoŕıa de potenciales y se han estudiado en diversidad de situaciones, geometŕıas y
condiciones de frontera[37, 47, 17, 13, 43].

1.2. Fronteras y Condiciones de Frontera

Existen dos tipos generales de superficies de frontera:

• Cerradas Aquella superficie de frontera que encierra completamente a la solución,
confinándola a un espacio de volumen finito.

• Abiertas Aquella que permite que la solución se extienda al infinito en al menos
una dirección.

Por ejemplo, una esfera es una frontera cerrada para el espacio al interior de ella, pero
representa una frontera abierta para el espacio por fuera.

1



CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE LAPLACE 2

Para poder obtener una solución única a la ec. (1.1) se requiere conocer el valor de
ψ (S) en la superficie de frontera S o el de su derivada normal en dicha superficie ∂ψ

∂n |S .
Según sea el caso se tiene:

• Condiciones de Dirichlet El valor de ψ(S) en la frontera S está definido.

• Condiciones de Neumann El la derivada normal ∂ψ
∂n |S en la frontera S están

definido.

• Condiciones de Cauchy El valor de ψ(S) y su derivada normal ∂ψ∂n |S en la frontera
S están definidos.

Cuando las condiciones de Neumann1 o Dirichlet están en una superficie S cerrada, la
solución es única y estable, mientras que las condiciones de Cauchy son muy restrictivas.
Si la superficie S es una superficie abierta las condiciones de Neuman o Dirichlet son
insuficientes para obtener una solución y las condiciones de Cauchy no llevan a una solución
estable. Cabe anotar que, muchas veces las condiciones Dirichlet o Neumann, se consideran
homogéneas si ψ(S) = 0 o ∂ψ

∂n |S = 0 e inhomogéneas si ψ(S) = F (S) o ∂ψ
∂n |S = F (S). [6,

Cap 6]

1.3. Separación de variables

La separación de variables es un método para resolver ecuaciones diferenciales parciales.
El procedimiento puede resumirse aśı

1. Escribir la ecuación diferencial parcial en un sistema coordenado que se ajuste a la
geometŕıa del problema.

2. Separar esta ecuación en tres ecuaciones diferenciales ordinarias.

3. Obtener la solución de estas ecuaciones.

4. Construir la solución única que satisfaga las condiciones de frontera, empleando las
soluciones obtenidas en el paso (3).

En resumen, este método consiste en reescribir la ecuación parcial en un conjunto de ecua-
ciones ordinarias, obteniendo una ecuación independiente para cada variable involucrada
en la ecuación parcial inicial.

1.4. Tipos de separabilidad

Teniendo en cuenta lo discutido en la sección 1.3, podemos distinguir dos tipos de
separación de variables[11].

1Como las condiciones de frontera corresponden a gradientes y no a valores, al menos el valor de un
punto de ψ debe ser conocido para que la solución sea única.
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1.4.1. Separabilidad Simple

Cuando la suposición

ψ (x1, . . . , xn) =
n∏

j=1

Xj (j) (1.2)

permite separar la ecuación (1.1) en n ecuaciones diferenciales ordinarias. Se dice que la
solución es Separable Simple

1.4.2. R-Separabilidad

Cuando la suposición

ψ (x1, . . . , xn) =
1

R (x1, . . . , xn)

n∏

j=1

Xj (j) (1.3)

permite separar la ecuación (1.1) en n ecuaciones diferenciales ordinarias. Se dice que la
solución es R Separable.

1.5. Propiedades de las funciones armónicas y la ecuación de

Laplace

La ecuación de Laplace y sus soluciones tienen las siguientes propiedades:

1.5.1. Linealidad

Sean ki y kj escalares de valor real (ki, kj ∈ R) y las funciones de variable real ψi y
ψj , tenemos que

∇2 (kiψi + kjψj) = ki∇2ψi + kj∇2ψj . (1.4)

1.5.2. Principio de Superposición

Sean ki y kj escalares de valor real y ψi y ψj funciones que son soluciones de (1.1).
Entonces la combinación lineal kiψi + kjψj también es solución,

1

2π
∇2 (kiψi + kjψj) = ki∇2ψi

︸ ︷︷ ︸

=0

+ kj∇2ψj
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0. (1.5)

1.5.3. Leyes de la media

El valor de una función armónica en el centro de una esfera es igual al valor medio de
la integral de la función sobre la superficie de la esfera. Es decir, si x0 ∈ Ω y una esfera
centrada en x0 y con radio R tal que B(x0;R) ⊂ Ω con Ω un abierto Ω ⊂ Rn y ψ una
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función armónica, entonces

ψ (x0) =
1

2πR

∫

S(x0,R)
ψ (x) dS, (1.6)

donde S (x0, R) = ∂B(x0;R) es la superficie de la esfera unitaria B(x0;R).

1.5.4. Mı́nimos y máximos locales

Las leyes de la media permiten concluir que si ψ es solución de (1.1) en el dominio Ω
entonces ψ no tiene máximos o mı́nimos locales en el interior del dominio Ω.

1.5.5. Unicidad

Si ψn y ψm son funciones que son solución de la ecuación de Laplace (1.1) en el volumen
V y que satisfacen as condiciones de frontera (ver 1.2) entonces ψn = ψm + l siendo l una
constante de valor real. Es decir, la solución a la ecuación de Laplace es única, salvo una
constate aditiva si se especifican los valores de frontera que limitan a V .

1.6. Ecuación de Laplace y sistemas ortogonales

La ecuación de Laplace es separable (Simple o R) en una amplia variedad de sistemas
coordenados2[11], aunque muchos son tan matemáticamente complejos que es poco proba-
ble encontrarles una aplicación en la f́ısica. Los casos de uso más comunes de la ecuación
de Laplace (1.1) mencionados en la introducción (electrostática, hidrodinámica, termo-
dinámica, gravitación) corresponden a sistemas tridimensionales ortogonales con diversos
tipos de simetŕıas.

1.6.1. Sistemas Ortogonales y factores de escala

Un sistema de coordenadas ortogonales puede definirse a partir del sistema de coor-
denadas cartesiana. Si x, y, z son las coordenadas cartesianas, entonces las coordenadas
ortogonales, u, v, w, pueden escribirse cómo funciones de x, y, z3:

u = u(x, y, z)

v = v(x, y, z) (1.7)

w = w(x, y, z)

Consideremos el elemento diferencial dr ≡ (dx, dy, dz), usando la definición en la ecuación
(1.7), tenemos que:

dr =
∂r

∂u
du+

∂r

∂v
dv +

∂r

∂w
dw (1.8)

2por lo menos 60, incluyendo la familia coordenadas ćıclidas y sus inversiones
3Las funciones inversas se escribiŕıan cómo x = x(u, v, w), y = y(u, v, w) y z = z(u, v, w)
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Donde ∂r
∂u ,

∂r
∂v y ∂r

∂w son vectores tangentes, a las curvas constantes de u, v y w, respecti-
vamente. Ahora, consideremos los vectores unitarios eu, ev y ew como vectores paralelos
a ∂r
∂u ,

∂r
∂v y ∂r

∂w , respectivamente. Definimos los factores de escala hu, hv y hw como:

hu ≡
∣
∣
∣
∣

∂r

∂u

∣
∣
∣
∣
; hv ≡

∣
∣
∣
∣

∂r

∂v

∣
∣
∣
∣
dv ; hw ≡

∣
∣
∣
∣

∂r

∂w

∣
∣
∣
∣

(1.9)

Por lo que elelemento infinitesimal de la ecuación (1.8) se puede escribir de la siguiente
forma:

dr = hudueu + hvdvev + hwdweW (1.10)

A partir de la fomra del elemento diferencial dr dado en la ecuación (1.10) podemos
escribir otros elementos cómo: el elemento de volumen:

dV ≡ [(eu · dr)eu] · {[(ev · dr)ev]× [(ew · dr) ew]} = huhvhwdudvdw (1.11)

Los elementos de superficie:

dSu = hvhwdvdw ; dSv = huhwdudw ; dSw = huhvdudv (1.12)

y el gradiente de una función f

∇f =
1

hu

∂f

∂u
eu +

1

hu

∂f

∂u
eu +

1

hw

∂f

∂w
ew (1.13)

1.6.2. Ecuación de Laplace en sistemas ortogonales

En términos de un sistema tridimensional ortogonal (u, v, w) la ecuación de Laplace
(1.1) se puede escribir como

∇2ψ =
1

huhvhw

[
∂

∂u

(
hvhw
hu

∂ψ

∂u

)

+
∂

∂v

(
hwhu
hv

∂ψ

∂v

)

+
∂

∂w

(
huhv
hw

∂ψ

∂w

)]

= 0, (1.14)

donde u, v, w son superficies coordenadas que se pueden expresar como funciones suaves
de las coordenadas cartesianas x, y, z y hu, hv , hw, los respectivos factores de escala.

Existen casos en los que la superficie de frontera S y los nodos de ψ coinciden exacta-
mente con los valores constante de una coordenada o son ortogonales a la misma. En ese
caso la solución se puede escribir de la forma

ψ (u, v, w) = U (u)Θ (v,w) . (1.15)

En casos más limitados se puede separar como un producto de tres funciones, cada una
dependiente de una sola coordenada

ψ (u, v, w) = U (u)V (v)W (w) (1.16)

ψ (u, v, w) = U (u)V (v)W (w) /R (u, v, w) . (1.17)

Hay un total de 11 sistemas coordenados ortogonales tridimensionales donde se cumple
la ecuación (1.16) y dos para los que se la ecuación (1.17) se cumple [6], cabe anotar que
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esto no necesariamente restringe la cantidad de sistemas donde se satisface la ecuación
(1.15).

En este caṕıtulo abordamos, la ecuación de Laplace, los sistemas coordenados orto-
gonales, el método de solución por separación de variables y lo aplicamos para sistemas
coordenados ortogonales tridimensionales. Las propiedades de la ecuación y su solución
son empleadas en caṕıtulos posteriores.



CAPÍTULO 2

Funciones Armónicas Básicas

Consideremos la solución de la ecuación de Laplace en la región entre dos fronteras
cerradas y tenemos condiciones de Dirichlet (ver sección 1.2), vemos que si se puede en-
contrar un sistema coordenado ortogonal tal que por lo menos una de sus coordenadas
coincida con las superficies de frontera del problema que se ajuste a la geometŕıa y la solu-
ción al problema de Laplace sea separable en esa coordenada, podemos obtener la solución
a partir de los factores de escala del sistema de coordenado empelado. A estas soluciones
les llamamos funciones armónicas básicas.

2.1. Definición

Consideremos el sistema de coordenadas ortogonales (u, v, w), con sus correspondientes
factores de escala (hu, hv, hw). Asumiremos que las fronteras consisten de dos superficies
cerradas S1 y S2 en las que la coordenada u toma los valores constantes u1 y u2 en S1 y
S2, respectivamente. Suponiendo que una de las superficies contiene a la otra, el volumen
V es el volumen encerrado por las superficies, entonces nos interesa encontrar la solución
fj(u, v, w) de la ecuación de Laplace (1.14) en el volumen V , con las siguientes condiciones
de frontera

fj (uj , v, w) = 1 , fj (ui, v, w) = 0 ; con i, j = 1, 2 y i 6= j (2.1)

donde i, j = 1, 2 son los ı́ndices de las funciones que determinan la frontera. Es decir,
ui se refiera al valor constante de la coordenada u en la superficie Si. En términos de las
coordenadas (u, v, w) la ecuación de Laplace en tres dimensiones (1.14) para fj se convierte
en [

∂

∂u

(
hvhw
hu

∂fj
∂u

)

+
∂

∂v

(
hwhu
hv

∂fj
∂v

)

+
∂

∂w

(
huhv
hw

∂fj
∂w

)]

= 0 (2.2)

A las funciones fj(u, v, w) que sean solución de (2.2) con las condiciones de frontera (2.1)
las llamaremos funciones armónicas básicas.

7
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Figura 2.1. Problema de dos superficies cuando una contiene a la otra.

2.2. Solución

Suponiendo que la función fj(u, v, w) se puede separar de la forma[6] (1.15)

fj (u, v, w) = Uj(u)Θj(v,w) ; j = 1, 2 (2.3)

Las condiciones de frontera (2.1) nos llevan a

fj (uj , v, w) = Uj (uj)Θj(v,w) = 1 ; j = 1, 2 (2.4)

fj (ui, v, w) = Uj (ui)Θj(v,w) = 0 ; con i, j = 1, 2 y i 6= j. (2.5)

En adelante se asume que i, j = 1, 2 e i 6= j, a menos que se indique lo contrario. Como las
coordenadas v y w toma cualquier valor sobre cualquier superficie de frontera, es necesario
que Uj (ui) = 0, para satisfacer la condición de frontera (2.5) y obtener una solución no
trivial. Por otro lado la condición (2.4) nos lleva a que

Θj (v,w) =
1

Uj (uj)
≡ Aj , (2.6)

donde Aj son constantes que solo dependen de uj. Entonces podemos reescribir la solución
fj(u, v, w) en (2.3) como

fj(u, v, w) ≡ AjUj (u) ≡ fj (u) (2.7)

y como la solución depende únicamente de la coordenada u, tenemos que (2.1) toma la
forma

fj (ui) = 0 ; fj (uj) = 1. (2.8)
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A partir de la ecuación (2.7) sabemos que ∂vfj = ∂wfj = 0 y gracias a la ecuación (2.2)
tenemos que

∂

∂u

(
hvhw
hu

∂fj (u)

∂u

)

= 0, (2.9)

por lo tanto

hvhw
hu

∂fj (u)

∂u
= kj (v,w) . (2.10)

Se nota que no hay dependencia de u al lado derecho de la ecuación (2.10). Por lo que la
dependencia de u que viene ∂ufj (u) del lado izquierdo de la ecuación (2.10) debe cancelarse
con el factor remanente hvhw/hu. Por lo que es razonable asumir que

hvhw
hu

= G (u)H (v,w) (2.11)

Cabe anotar que la validez de esta suposición esta condicionada por el sistema coordenado
que se este empleando.

A partir de (2.11) tenemos que el Laplaciano (2.9) toma la forma

H (v,w)
∂

∂u

[

G (u)
∂fj (u)

∂u

]

= 0, (2.12)

como H (v,w) 6= 0 tenemos

d

du

[

G (u)
dfj (u)

du

]

= 0, (2.13)

entonces

G (u)
dfj (u)

du
= Bj (2.14)

donde Bj son dos constantes dependientes de Sj. Ahora, encontramos la solución fj (u)

dfj (u) =
Bj
G (u)

du (2.15)

integrando a ambos lados de la ecuación

fj (u) = Bj

∫
du

G (u)
+ Cj (2.16)

siendo Cj otra constante asociada a las superficies de frontera. Definimos Z(u) como

dZ (u)

du
≡ 1

G (u)
, (2.17)

entonces obtenemos que fj (u) se puede escribir como

fj (u) = BjZ (u) + Cj (2.18)
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Combinando la ecuación (2.18) con las condiciones de frontera de (2.8) obtenemos

fj (ui) = 0 = BjZ (ui) + Cj (2.19)

fj (uj) = 1 = BjZ (uj) + Cj (2.20)

Usando la ecuación (2.19) obtenemos el coeficiente Cj

Cj = −BjZ (ui) , (2.21)

para encontrar el coeficiente debemos sustituir la ecuación (2.21) en la ecuación (2.20),

1 = BjZ (uj)−BjZ (ui) , (2.22)

al despejar Bj se obtiene

Bj =
1

[Z (uj)− Z (ui)]
. (2.23)

Finalmente, al sustituir las ecuaciones (2.21) y (2.23) en (2.18) llegamos a una expresión
general de fj (u)

fj (u) =
Z (u)− Z (ui)

[Z (uj)− Z (ui)]
. (2.24)

La expresión de la ecuación (2.24) corresponde a la solución de la ecuación de Lapla-
ce en cualquier sistema de coordenadas tridimensional ortogonal donde se satisfaga las
ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5).

2.2.1. Solución al problema complementario

En el problema complementario deseamos encontrar la función fi que es solución a la
ecuación [

∂

∂u

(
hvhw
hu

∂fi
∂u

)

+
∂

∂v

(
hwhu
hv

∂fi
∂v

)

+
∂

∂w

(
huhv
hw

∂fi
∂w

)]

= 0, (2.25)

con las condiciones de frontera

fi (uj, v, w) = Ui (ui)Θi(v,w) = 1 ; i = 1, 2 (2.26)

fi (uj , v, w) = Ui (uj)Θi(v,w) = 0 ; con i, j = 1, 2 e i 6= j (2.27)

Haciendo las mismas suposiciones y empleando el mismo procedimiento podemos encon-
traremos fi (u)

fi (u) =
Z (u)− Z (uj)

[Z (ui)− Z (uj)]
(2.28)

Al sumar las ecuaciones (2.24) y (2.28) tenemos

fj (u) + fi (u) =
Z (u)− Z (ui)

[Z (uj)− Z (ui)]
+

Z (u)− Z (uj)

[Z (ui)− Z (uj)]

=
Z (u)− Z (ui)− Z (u) + Z (uj)

[Z (uj)− Z (ui)]
(2.29)
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Podemos notar que las soluciones f1 (u) y f2 (u) (i = 1, j = 2) cumplen la ligadura

f1 (u) + f2 (u) = 1, (2.30)

en la región V en la cual se satisface la ecuación (2.2) con las condiciones de frontera (2.1).
Por lo que con sólo f2 (u) podemos obtener la solución del problema complementario ya
que f1 (u), se obtiene usando la ligadura (2.30) .

2.3. Funciones armónicas base para un caso particular de fac-

tores de escala

En el caso particular en que
hvhw
hu

= 1 (2.31)

se tiene que la expresión (2.11) toma la forma

G (u)H (v,w) = 1

esto implica que
G (u) = H (v,w) = 1 (2.32)

por lo que partiendo de la definición de Z (u) dada en la ecuación (2.18)

dZ (u)

du
≡ 1

G (u)
(2.33)

Integrado ambos lados de la igualdadcon respecto a u

Z (u) =

∫

udu (2.34)

Z (u) = u+ C (2.35)

Haciendo uso de la invarianza gauge de fj (u), (ver 2.4) se puede ver que la ecuación (2.24)
toma una forma más simple

fj (u) =
u− ui
uj − ui

. (2.36)

2.3.1. Simetŕıas ciĺındricas y mapeos conformes

Si una función compleja es un mapeo si la función es continua y tiene una única
derivada. Un mapeo del plano XY al plano UV , se considerará conforme si se cumple que

∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂v

∂x
= −∂u

∂y
. (2.37)
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Si proyectamos este mapeo sobre el eje Z (x = u, y = v y z = z) tendŕıamos un sistema
ortogonal tridimensional con los factores de escala (ver ec. (1.9))

hu =

∣
∣
∣
∣

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u

)∣
∣
∣
∣
; hv =

∣
∣
∣
∣

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v

)∣
∣
∣
∣
; hz =

∣
∣
∣
∣

(
∂z

∂z

)∣
∣
∣
∣
= 1 (2.38)

Debido a que el mapeo es una función anaĺıtica, se tiene que ∂x
∂u = ∂y

∂v y ∂y
∂u = −∂x

∂v , entonces

hu =

∣
∣
∣
∣

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(
∂y

∂v
,−∂x

∂v

)∣
∣
∣
∣
= hv . (2.39)

La ecuación (2.39) implica que para el caso de mapeos conformes la condición (2.31)
siempre se cumple [6]. Aunque esta condición es sólo una condición suficiente, porque el
resultado en (2.36) solo requiere que se cumpla (2.31).

2.4. Invarianza gauge

Al observar detenidamente las definiciones de G (u), H (v,w) y Z (u) (ecuaciones (2.11)
y (2.18) ) fácilmente se puede ver que estas funciones no son únicas, aunque esto no repre-
senta un problema ya que no corresponden a observables f́ısicos. Sin embargo consideremos
las funciones

Ḡ (u) ≡ kG (u) , H̄ (v,w) ≡ αH (v,w) , Z̄ (u) =
1

κ
Z (u) + β (2.40)

Donde κ y β son constantes arbitrarias. Al reemplazar (2.40) en (2.11) se puede observar
que

hvhw
hu

= Ḡ (u) H̄ (v,w)

hvhw
hu

= kG (u)αH (v,w) .

Como estamos estudiando la misma geometŕıa los factores de escala no han sido modifi-
cados, por lo que se requiere que α = 1

κ . Entonces

hvhw
hu

= kG (u)
1

κ
H (v,w)

= G (u)H (v,w) ,

es decir que Ḡ (u) ≡ kG (u) y H̄ (v,w) ≡ αH (v,w) no afectan los resultados obtenidos.
Ahora, si se reemplaza Z̄ (u) de (2.40) en la solución fj (u) obtenida en (2.18) se tiene que

fj (u) = BjZ̄ (u) +Cj

= Bj

(
1

κ
Z (u) + β

)

+ Cj .
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Figura 2.2. Problema de dos superficies cuando una contiene a la otra y cada una se encuentra
a un potencial diferente.

Distribuyendo las constantes obtenemos

fj (u) = Bj

(
1

κ
Z (u) + β

)

+ Cj (2.41)

=
Bj
κ
Z (u) +Bjβ + Cj. (2.42)

Como las contantes Bj y Cj se obtienen a partir de los valores de frontera, podemos definir

B̄j ≡
Bj
κ

y C̄j ≡ Bjβ + Cj,

lo que nos permite escribir fj (u) de la forma

fj (u) = B̄jZ (u) + C̄j,

con lo que se comprueba que fj son invariantes ante transformaciones gauge, es decir existe
una sola fj para cada j.

2.5. Soluciones a la ecuación de Laplace en casos más gene-

rales

Consideraremos un caso más general. Sea una función ψ (u, v, w) que satisface la ecua-
ción de Laplace en el volumen V con las condiciones de frontera ψ (S1) = ψ1 y ψ (S2) = ψ2,
es decir

∇2ψ = 0 con ψ (S1) = ψ1 y ψ (S2) = ψ2. (2.43)
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Usando el principio de superposición (1.5) y la propiedad de linealidad (1.4), podemos
escribir

ψ (u) = ψ1f1 (u) + ψ2f2 (u) . (2.44)

Es fácil comprobar que con la definición de ψ dada en (2.44) se satisface la ecuación de
Laplace

∇2ψ (u) = ψ1∇2f1 (u) + ψ2∇2f2 (u) (2.45)

aśı como las condiciones de frontera

ψ (u1) = ψ1 f1 (u1)
︸ ︷︷ ︸

=1

+ψ2 f2 (u2)
︸ ︷︷ ︸

=0

y ψ (u2) = ψ1 f1 (u2)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ψ2 f2 (u1)
︸ ︷︷ ︸

=1

.

La ecuación (2.30) nos permite escribir la ecuación (2.44) como

ψ (u) = ψ2 + f1 (u) (ψ1 − ψ2) , (2.46)

y gracias a la unicidad (1.5.5) tenemos que la función ψ (u) definida en (2.46) es la solución
a la ecuación de Laplace (2.43).

Este resultado significa que podemos llevar la teoŕıa de las funciones armónicas base a
diferentes problemas f́ısicos. En este trabajo lo enfocaremos a la electrostática y el cálculo
de capacitancias.

2.6. Resumen

• Considerando una configuración geométrica de dos superficies S1 y S2 en las cuales
una de las superficies contiene a la otra. El volumen V es el que queda entre las
superficies.

– Asumimos un sistema de coordenadas (u, v, w), con factores de escala
(hu, hv , hw) tal que la coordenada u es constante en cada superficie S1 y S2. (las
constantes u1 y u2 deben ser diferentes para obtener una solución no trivial).

• Teniendo las anteriores condiciones, consideremos la ecuación de Laplace al interior
del volumen V

[
∂

∂u

(
hvhw
hu

∂fj
∂u

)

+
∂

∂v

(
hwhu
hv

∂fj
∂v

)

+
∂

∂w

(
huhv
hw

∂fj
∂w

)]

= 0

– con las condiciones de frontera

fj (uj , v, w) = 1 , fj (ui, v, w) = 0 ; con i, j = 1, 2 y i 6= j, (2.47)

• Las soluciones fj (uj , v, w) tienen las siguientes caracteŕısticas

– Las funciones fj sólo dependen de la variable u y se pueden construir usando
el siguiente conjunto de ecuaciones.

fj (u) =
Z (u)− Z (ui)

[Z (uj)− Z (ui)]
; con i, j = 1, 2 y i 6= j (2.48)

hvhw
hu

≡ G (u)H (v,w) ;
dZ (u)

du
≡ 1

G (u)
. (2.49)
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– En la región V en la cual se satisface la ecuación de Laplace, las funciones f1 (u)
y f2 (u) satisfacen

f1 (u) + f2 (u) = 1 (2.50)

• Cuando hvhw
hu

= 1, tenemos que G (u) = H (v,w) = 1 y en ese caso Z (u) = u y

fj (u) =
u− ui
uj − ui

. (2.51)

• Las funciones armónicas base f(u) sólo dependen de la geometŕıa, son adimensionales
y son únicas para cada j.

• Se pueden solucionar problemas más generales, del tipo ∇2ψ = 0 con ψ (S1) =
ψ1 y ψ (S2) = ψ2 haciendo ψ (u) = ψ2 + f1 (u) (ψ1 − ψ2) .



CAPÍTULO 3

Cálculos de Funciones Armónicas Básicas en

diferentes geometŕıas

Para ilustrar los resultados obtenidos para las funciones armónicas básicas en el capi-
tulo (2) se desarrolla el problema en seis sistemas geométricos ortogonales. En el grupo de
los Ciĺındricos (sección (3.1)) se estudian los casos de los cilindros concéntricos, de corte
transversal eĺıptico y cilindros no concéntricos y en el grupo de los Rotacionales se estudia
el caso de los cilindros concéntricos, esferas concéntricas y los sistemas esferoidales oblatos
y prolatos.

3.1. Sistemas ciĺındricos

Cualquier sistema de coordenadas bidimensional que se proyecte sobre un eje per-
pendicular al plano que lo contiene genera un sistema de coordenadas ciĺındricas. Están
formados por una familia de planos paralelos y dos familias de cilindros, ortogonales entre
śı. Son de nuestro particular interés aquellos que son generados con un mapeo que proviene
de una transformación conforme, porque en ese caso los factores de escala satisfacen la
condición (2.31) y las soluciones armónicas base se obtienen de forma directa al aplicar la
relación (2.36).

3.1.1. Dos cilindros concéntricos

Consideremos dos cilindros concéntricos de longitud infinitos con radios a y b respecti-
vamente, siendo b > a. Esta geometŕıa se adapta de manera intuitiva al sistema coordena-
das polares ciĺındricas (r, ϕ, z), pero como estamos interesados en sistema de coordenado
que satisfaga la relación (2.31), por lo que es mejor tomar un sistema que provenga de una
transformación conforme, y ese es el caso de las coordenadas polares ciĺındricas conformes
(ρ, ϕ, z) que se obtienen al trasladar las coordenadas polares conformes1 sobre el eje Z y

1También se les llama coordenadas polares logaŕıtmicas

16
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Figura 3.1. Dos cilindros concéntricos, el exterior de radio b y el interior de radio a.

se definen como,

x = eρ cosϕ ; y = eρ sinϕ ; z = z (3.1)

hρ = eρ ; hϕ = eρ ; hz = 1. (3.2)

Estas coordenadas están definidas en los intervalos

ρ ≥ 0 ; 0 ≤ ϕ < 2π ; −∞ < z <∞.

Dado que
x2 + y2 = (eρ)2 ,

las superficies de ρ constante corresponden a cilindros concéntricos de radio2 r = eρ.
Para este caso (u, v, w) → (ρ, ϕ, z), como los factores de escala (3.1) y (3.2) satisfacen la
condición (2.31), las soluciones armónicas base se obtienen de forma directa. (2.36)

fj (ρ) =
ρ− ρi
ρj − ρi

=
ln (r/ri)

ln (rj/ri)
; r1 = a r2 = b con i, j = 1, 2 y i 6= j, (3.3)

que es el resultado usual para esta geometŕıa.

3.1.2. Dos Cilindros Eĺıpticos Confocales

Consideremos dos cilindros de corte transversal eĺıptico, confocales, sobre el plano
XY , y de longitud infinita. Los semiejes menores se encuentran en el eje Y y los semiejes
menores se encuentran sobre el eje X.
El semieje menor del cilindro interno es b1 y el semieje mayor es a1 , mientras que para el
cilindro externo a2 corresponde al semieje mayor y b2 es el semieje menor. El sistema de
coordenadas eĺıptico ciĺındrico es el que mejor se adapta a esta geometŕıa y está definido

2Siendo estrictos debeŕıamos, para conservar las dimensiones se debe definir r = r0e
ρ, en este caso

tomamos r0 = 1.
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a) b)

a1

x

y

a
2

b1

b2

z
Figura 3.2. a) Coordenadas eĺıpticas. b) Cilindros de corte transversal eĺıptico. Las elipses son

confocales, los semiejes mayores se encuentran sobre el eje X y los menores sobre el
eje Y .

por el siguiente conjunto de ecuaciones:

x = a cosh ξ cos η ; y = a sinh ξ sin η ; z = z (3.4)

hξ = hη = a

√

sinh2 ξ + sin2 η ; hz = 1, (3.5)

donde las coordenadas (ξ, η, z) están definidas en

ξ ≥ 0 ; 0 ≤ η < 2π ; −∞ < z <∞ (3.6)

y a = d
2 , con d la distancia entre los focos.

De las ecuaciones (3.4) y (3.5) se puede ver que

x2

a2 cosh2 ξ
= cos2 η y

x2 + y2

a2 sinh2 ξ
= sin2 η (3.7)

x2

a2 cos2 η
= cosh2 ξ y

y2

a2 sin2 η
= sinh2 ξ. (3.8)

Al combinar las ecuaciones (3.7) y (3.8) se encuentra que las coordenadas (ξ, η, z) satisfacen
identidades trigonométricas e hiperbólicas

x2

a2 cosh2 ξ
+

y2

a2 sinh2 ξ
= cos2 η + sin2 η = 1 (3.9)

x2

a2 cos2 η
− y2

a2 sin2 η
= cosh2 ξ − sinh2 ξ = 1. (3.10)

La relación (3.10) muestra que las superficies de ξ constante son los cilindros eĺıpticos
confocales, mientras que la ecuación (3.10) muestra que las superficies de η constante
corresponden a superficies hiperbólicas confocales. Por lo que, tomaremos ξ → u, es decir
ξ es la superficies donde se definen las condiciones de frontera.
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Este es otro ejemplo en el que se cumple la condición (2.31). Entonces las funciones
armónicas base están dadas por (2.36), y que en este caso son

fj (ξ) =
ξ − ξi
ξj − ξi

; i, j = 1, 2 e i 6= j. (3.11)

Para expresar la ecuación (3.11) en términos geométricos, usaremos el hecho de que cuando
consideramos un ξk cualquiera, de la ecuación (3.4) sabemos el punto sobe el eje X que
corresponde al semieje mayor es (x, y) = (ak, 0) y η = 0, es decir

ak = a cosh ξk,

y que cuando sobre el eje Y nos encontramos en el punto (x, y) = (0, bk) y η = π/2 tenemos
(ver 3.2)

bk = a sinh ξk.

Entonces se puede ver que

tanh ξk =
bk
ak
. (3.12)

Recordando que por ser elipses se cumple la relación

a =
√

b2k − a2k. (3.13)

Ya que cada valor de ξ define un elipse con un semimeje menor b único, podemos escribir
(3.11) en función del semieje menor b como

fj (bk) =

tanh−1

(

bk√
b2
k
−a2

)

− tanh−1
(
bi
ai

)

tanh−1
(
bj
aj

)

− tanh−1
(
bi
ai

) ; i, j = 1, 2 e i 6= j. (3.14)

Ahora, como ak > bi,
bk
ak
< 1, podemos hacer uso de la relación

tanh−1(x) =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)

; |x| < 1.

Entonces tenemos que

ξk = tanh−1

(
bk
ak

)

=
1

2
ln

(

1 + bk
ak

1− bk
ak

)

. (3.15)

Aplicando las propiedad de los logaritmos ln
√
x = 1

2 lnx y desarrollando el cociente al
interior del paréntesis,

ξi = tanh−1

(
bk
ak

)

=
1

2
ln

(

1 + bk
ak

1− bk
ak

)

= ln

(

1 + bk
ak

1− bk
ak

) 1

2

= ln

(√
ak + bk√
ak − bk

)

.
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Multiplicando el argumento al interior del logaritmo natural por 1 =
√
ak+bk√
ak+bk

y desarro-

llando el producto notable

ξi = ln

(√
ak + bk√
ak − bk

√
ak + bk√
ak + bk

)

= ln




ak + bk
√

a2k − b2k





= ln

(
ak + bk
a

)

,

es decir

ξk = tanh−1

(
bk
ak

)

= ln

(
ak + bk
a

)

(3.16)

por lo que

ξj − ξi = ln

(
aj + bj
a

)

− ln

(
ai + bi
a

)

= ln

(
aj + bj
ai + bi

)

,

Usando la relación de la elipse (3.13) para reescribir los semiejes menores bk =
√

a2k − a2,

se tiene que

ξj − ξi = ln





aj +
√

a2j − a2

ai +
√

a2i − a2



 . (3.17)

Aśı que (3.11) también se puede escribir como

fj (ak) =

ln

(
ak+

√
a2
k
−a2

ai+
√
a2i−a2

)

ln

(

aj+
√

a2j−a2

ai+
√
a2i−a2

) ; i, j = 1, 2 e i 6= j, (3.18)

La ventaja de la formulación 3.18 es que es fácil ver que en el ĺımite a → 0, se tiene la
función armónica base para cilindros concéntricos (3.3).

3.1.3. Dos cilindros circulares no concéntricos

Los cilindros circulares no concéntricos son otro caso donde se cumple la condición
(2.31) consideremos la geometŕıa que se ilustra en la figura 3.3, el cilindro externo tiene
radio r2, y el interno tiene radio r1. Los centros de los cilindros están localizados en los
puntos (xc1 , 0) y (xc2 , 0), separados una distancia D.

Para la ecuación de Laplace asociadas a estas superficies el sistema coordenado que
mejor se adapta es el sistema bipolar ciĺındrico, que es una proyección sobre el eje Z del
sistema coordenado bipolar (ver 3.4).
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Figura 3.3. Cilindros no concéntricos. El cilindro exterior tiene radio r1 y contiene al cilindro
interior de radio r2, sus centros se encuentran separados una distancia D.

El sistema coordenado bipolar tiene dos focos, F1 y F2, usualmente localizados en
(−a, 0) y (a, 0), respectivamente y separados una distancia D = 2a. Usando las coordena-
das (τ, σ, z), las transformaciones a coordenadas cartesianas (x, y, z) están dadas por

x =
a sinh τ

cosh τ − cos σ
; y =

a sinσ

cosh τ − cos σ
; z = z (3.19)

hσ = hτ =
a

cosh τ − cos σ
; hz = 1, (3.20)

Las coordenadas (τ, σ, z) están definidas en los intervalos

0 ≤ σ < 2π ; −∞ < τ < +∞ ; −∞ < z < +∞. (3.21)

Sea P un punto arbitrario en el plano (x, y). Entonces la distancia d1 desde el foco F1 a
P esta dada por

d21 = (x+ a)2 + y2,

y la distancia d2 desde el foco F2 a P está dada por

d22 = (x− a)2 + y2.

Entonces la coordenada σ representa el ángulo entre las ĺıneas d1 y d2 que unen cada foco
con P , y la coordenada τ corresponde a (ver 3.4)

τ = ln

(
d1
d2

)

. (3.22)

A partir las ecuaciones (3.19) y (3.20) se puede llegar a las identidades
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Figura 3.4. Sistema coordenado bipolar con los focos F1 = (−a, 0) y F2 = (a, 0). Se muestra que
las curvas asociadas con los valores constantes positivos de τ (τ > 0) son ćırculos
que contienen el foco F2, mientras que valores constantes negativos de τ (τ < 0) son
ćırculos que contienen el foco F1.

x2 + (y − a cot σ)2 =
a2

sin2 σ
(3.23)

y2 + (x− a coth τ)2 =
a2

sinh2 τ
. (3.24)

Las ecuaciones (3.23) y (3.24) nos permiten ver que en el plano los valores constantes de
σ corresponden a ćırculos no concéntricos que únicamente se intersectan en los dos focos
(ĺıneas rojas en la figura 3.4), mientras que las curvas de τ constante corresponden a ćırcu-
los que no se intersectan, tienen diferentes radios y centros (ĺıneas azules en la figura 3.4).
Añadiendo la coordenada z, obtenemos la configuración de cilindros no concéntricos3 .
Entonces tomamos (u, v, w) → (τ, σ, z), es decir que los valores constantes de τ son las
superficies donde se definen las condiciones de frontera. Este sistema de coordenadas tam-
bién satisface (2.31), por lo que las soluciones armónicas básicas se obtienen directamente
de la ecuación (2.36).

fj (τ) =
τ − τi
τj − τi

; i, j = 1, 2 y i 6= j (3.25)

Cabe anotar que para que el el ćırculo C2 definido por el valor constante τ2 contenga
al circulo C1 que está definido por el valor constante τ1 se requiere que |τ2| < |τ1|. La
inversión del numerador de la función (3.25) en términos geométricos no es trivial. Sin
embargo el denominador es más fácil de obtener. (ver sección 5.2.3).

3Los valores negativos de τ son ćırculos que contienen aF1.
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3.2. Sistemas rotacionales

Los sistemas rotacionales o de simetŕıa axial consisten en superficies axialmente simétri-
cas que se intersectan perpendicularmente más un un conjunto de semiplanos que terminan
en el eje de rotación. Se pueden generar al tomar un sistema de coordenadas bidimensional,
hacer coincidir uno de sus planos con el Z y girarlo alrededor del eje Z. Según las simetŕıa
del sistema bidimensional, este puede tener uno o dos sistemas rotacionales asociados.

3.2.1. Dos cilindros concéntricos

Al hacer coincidir el eje Y de plano cartesiano con el eje Z y rotarlo sobre el mismo
se obtiene el sistema coordenadas de ciĺındricas. En la sección (3.1.1) ya estudiamos este
problema cuando el sistema proviene de una transformación conforme que se proyecta
sobre el eje Z que nos permite usar las propiedades que derivan de (2.31). Sin embargo,
este es un caso particular del resultado más general (ver sección (2.6)). Si abordamos el
problema de la figura (3.1) desde su formulación más usual, tenemos el sistema coordenadas
ciĺındricas

x = r cosϕ ; y = r sinϕ ; z = z (3.26)

hr = 1 ; hϕ = r ; hz = 1. (3.27)

Las que están definidas en los intervalos

r ≥ 0 ; 0 ≤ ϕ < 2π ; −∞ < z <∞.

Las superficies de r constante corresponden a cilindros concéntricos con radio r y eje de
simetŕıa en Z, por lo que tomamos (u, v, w) → (r, ϕ, z). Tomando la expresión de (2.11)
tenemos que

hϕhz
hr

= G (r)H (ϕ, z) (3.28)

= r cosϕ sinϕ, (3.29)

aśı que una posible solución es

G (r) = r ; H (ϕ, z) = H (ϕ) = − cosϕ sinϕ (3.30)

Es bueno notar que Ḡ (r) = r2 y H̄ (ϕ) = sinϕ también son una solución, y que estas dos
soluciones se conectan tomando κ = −1 y β = 0 en las ecuaciones (2.40). Preferimos la
solución (3.30) que nos lleva a una forma positiva de Z (u).
Ahora, de la segunda de las ecuaciones de (2.18) obtenemos la solución para Z (u) = Z (r)

Z (r) =

∫
dr

r
= ln r, (3.31)

y combinando (3.31) con (2.17), obtenemos

fj (ρ) =
ln r − ln ri
ln rj − ln ri

=
ln (r/ri)

ln (rj/ri)
; con i, j = 1, 2 y i 6= j, (3.32)

que es la expresión usual que ya hab́ıamos obtenido en la ecuación (3.3).
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Figura 3.5. Un cascarón esférico de radio r2 que contiene a una esfera sólida de radio r1 y
comparten el mismo centro.

3.2.2. Dos esferas concéntricas

Consideramos superficies como las de la figura 3.5, en ese caso tenemos que el sistema
coordenado que mejor se adapta al problema de Laplace son las coordenadas esféricas, que
en su definición usual son (r, θ, φ), con

x = r cos θ sinφ ; y = r sin θ sinφ ; z = r cosφ (3.33)

hr = 1 ; hθ = r ; hφ = r sin θ, (3.34)

y se encuentran en el dominio

r ≥ 0 ; 0 ≤ ϕ < 2π ; 0 < φ < π.

Ahora, la relación
x2 + y2 + z2 = r2 (3.35)

muestra cómo las superficies de r constante corresponde a cascarones esféricos, por lo que
escogemos (u, v, w) → (r, θ, φ). De la ecuación (2.11) tenemos que

hθhφ
hr

= G (r)H (θ, φ) = r2 sin θ. (3.36)

Entre las diferentes posibles soluciones, escogemos

G (r) = −r2 ; H (θ, ϕ) = H (θ) = − sin θ. (3.37)

Otra posible solución es Ḡ (r) = r2 y H̄ (θ) = sin θ, tomando κ = −1 y β = 0 en las
ecuaciones (2.40), pero la solución (3.37) nos lleva a una forma positiva de Z (u). Ahora,
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de la segunda de las ecuaciones de ((2.18)) obtenemos la solución para Z (u) = Z (r)

Z (r) = −
∫
dr

r2
=

1

r
, (3.38)

y combinando la ecuación (3.38) con la ecuación (2.17), obtenemos

fj (r) =
1
r − 1

ri[
1
rj

− 1
ri

] , i, j = 1, 2 y i 6= j. (3.39)

Asumiendo rj = r2 y ri = r1, con r2 > r1, la ecuación (3.39) se reduce a

f2 (r) =

(
r2r1
r1 − r2

)(
1

r
− 1

r1

)

. (3.40)

Este es el resultado esperado para esta geometŕıa. Los casos de los esferoides prolatos y
oblatos deben poder llegar a este resultado como caso ĺımite.

3.2.3. Esferoides Prolatos Confocales

Figura 3.6. Dos cascarones esferoidales prolatos. Los esferoides son elipses de revolución confo-
cales, el corte en el plano XY corresponde una sección circular cuyos radios son los
semiejes menores.

Consideremos la región definida por dos cascarones esferoidales prolatos confocales como
los de la figura 3.6. El el sistema coordenado que mejor se adapta al problema de Laplace
de esta geometŕıa es el sistema coordenado esferoidal prolato.

El sistema coordenado esferoidal prolato se obtiene al hace coincidir el eje que contiene
a los semiejes mayores del sistema de coordenadas eĺıpticas (ξ, η) con el eje Z, y hacer la
rotación alrededor del semieje mayor de las elipses. En su definición usual tenemos (ξ, η, ϕ)

x = a sinh ξ sin η cosϕ ; y = a sinh ξ sin η sinϕ ; z = a cosh ξ cos η, (3.41)
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donde ξ, η son las coordenadas eĺıpticas (en el plano), ϕ es el ángulo azimutal y a = d
2 es

la semidistancia ente los focos de la elipse. El dominio de las coordenadas es

ξ ≥ 0, η ∈ [0, π], a =
d

2
; ϕ ∈ [0, 2π).

Los factores de escala están dados por

hξ = hη = a

√

sinh2 ξ + sin2 η ; hϕ = a sinh ξ sin η. (3.42)

A partir de las ecuaciones (3.41) podemos ver que

x2 + y2 = (a sinh ξ sin η)2
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= (a sinh ξ sin η)2

z2 = (a cosh ξ cos η)2

a partir de alĺı podemos obtener las relaciones

x2 + y2

a2 sinh2 ξ
= sin2 η y

z2

a2 cosh2 ξ
= cos2 η (3.43)

x2 + y2

a2 sin2 η
= sinh2 ξ y

z2

a2 cos2 η
= cosh2 ξ, (3.44)

de donde obtenemos las identidades hiperbólicas y trigonométricas

z2

a2 cosh2 ξ
+

x2 + y2

a2 sinh2 ξ
= cos2 η + sin2 η = 1 (3.45)

z2

a2 cos2 η
− x2 + y2

a2 sin2 η
= cosh2 ξ − sinh2 ξ = 1. (3.46)

La ecuación (3.46) nos indica que las superficies de ξ constante corresponden a esferoides
prolatos, mientras que la ecuación (3.45) nos muestra que las superficies de η constante
corresponden a hiperboloides de revolución. Entonces, para la geometŕıa que nos interesa,
las condiciones de frontera son valores constantes de ξ, por lo que tomamos (u, v, w) →
(ξ, η, ϕ).

Al combinar las ecuaciones (3.42) y (2.11), obtenemos

hηhϕ
hξ

= hϕ = a sinh ξ sin η ≡ G (ξ)H (η, ϕ) ,

por lo que G (ξ) y H (η, ϕ) están dadas por

G (ξ) = a sinh ξ ; H (η, ϕ) = sin η. (3.47)

Ahora, combinando (2.17), (3.47), obtenemos Z (ξ)

Z (ξ) =

∫
dξ

G (ξ)
(3.48)

=
1

a

∫
1

sinh ξ
dξ. (3.49)
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Resolviendo la integral se tiene

Z (ξ) =
1

a
ln

(

tanh
ξ

2

)

. (3.50)

finalmente, al reemplazar (3.50) en (2.24) obtenemos las funciones armónicas base para
esta geometŕıa,

fj (ξ) =
Z (ξ)− Z (ξi)

[Z (ξj)− Z (ξi)]
. (3.51)

El resultado anterior se puede expresar en forma expĺıcita como

fj (ξ) =
ln
(

tanh ξ
2

)

− ln
(

tanh ξi
2

)

ln
(

tanh
ξj
2

)

− ln
(

tanh ξi
2

) =

ln

(
tanh ξ

2

tanh
ξi
2

)

ln

(
tanh

ξj
2

tanh
ξi
2

) ; i, j = 1, 2 y i 6= j, (3.52)

donde ξi y ξj son los valores constantes asociados a las superficies Si y Sj.

Para escribir la función fj (ξ), de la ecuación (3.52) usamos la ecuación de un esferoide
prolato (elipsoide de revolución alrededor del eje-Z), que es

z2

a2k
+
x2 + y2

b2k
= 1. (3.53)

En el caso de un esferoide prolato, ak es el semieje mayor y bi el semieje menor del elipsoide
de revolución correspondiente a la superficie ξk. Al comparar las ecuaciones (3.45), (3.53)
y teniendo en cuenta que las funciones cosh ξ y sinh ξ son positivas para ξ > 0, tenemos
que

cosh ξk =
ak
a

y sinh ξk =
bk
a
. (3.54)

Además, en esta geometŕıa también se cumple la relación entre los semiejes y la semidis-
tancia focal (3.13), usando la identidad hiperbólica combinada con (3.54) obtenemos

tanh
ξk
2

=
sinh ξk

1 + cosh ξk
=

bk/a

1 + ak
a

=
bk

a+ ak

tanh
ξk
2

=

√

a2k − a2

a+ ak
(3.55)

donde la distancia focal d = 2a es la misma para todas las elipses, por ser confocales.
Al reemplazar (3.55) en el denominador de (5.31) encontramos que podemos escribir la
función fj (ξ) de la ecuación (3.52) en términos de un semijemayor ak, aśı:

fj (ak) =

ln

(√
a2
k
−a2(a+ak)

(a+ai)
√
a2
k
−a2

)

ln

(
√

a2j−a2(a+ai)

(a+aj )
√
a2i−a2

) ; i, j = 1, 2 y i 6= j (3.56)

La ecuación (3.56) no está definida en a = 0, pero el ĺımite a → 0 existe y se reduce al
caso de las dos esferas concéntricas.
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3.2.4. Esferoides Oblatos Confocales

x
2

x

z

x
1

Figura 3.7. Dos esferoides oblatos confocales. Los esferoides son elipses de revolución confocales.
El corte en el plano XY es a una sección circular cuyos radios corresponden a los
semiejes mayores de las elipses.

Consideremos un cascarón como el conformado por la figura 3.7. El sistema coordenado
esferoidal oblato es el que mejor se adapta a esta geometŕıa. Este sistema coordenado se
obtiene al rotar el sistema coordenado eĺıptico (ξ, η) alrededor del semieje menor de las
elipses. Las coordenadas son (ξ, η, ϕ) y la transformación de coordenadas cartesianas a
coordenado esferoidal oblatas está dada por

x = a cosh ξ cos η cosϕ ; y = a cosh ξ cos η sinϕ ; z = a sinh ξ sin η. (3.57)

Estas coordenadas se definen en el dominio

ξ ≥ 0, η ∈
[

−π
2
,
π

2

]

, ϕ ∈ [0, 2π) ; a =
d

2
, (3.58)

y sus factores de escala están dados por

hξ = hη = a

√

sinh2 ξ + sin2 η ; hϕ = a cosh ξ cos η. (3.59)

A partir de las ecuaciones (3.57) podemos ver que

x2 + y2 = (a cosh ξ sin η)2
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

)
= (a cosh ξ sin η)2 , (3.60)

z2 = (a sinh ξ cos η)2 .

A partir de alĺı podemos obtener las relaciones

x2 + y2

a2 cosh2 ξ
= cos2 η y

z2

a2 sinh2 ξ
= sin2 η, (3.61)

x2 + y2

a2 cos2 η
= cosh2 ξ y

z2

a2 sin2 η
= sinh2 ξ. (3.62)

Por medio de las ecuaciones (3.62) y (3.61) se obtienen las identidades trigonométricas e
hiperbólicas

x2 + y2

a2 cosh2 ξ
+

z2

a2 sinh2 ξ
= cos2 η + sin2 η = 1 (3.63)

x2 + y2

a2 cos2 η
− z2

a2 sin2 η
= cosh2 ξ − sinh2 ξ = 1. (3.64)

La ecuación (3.63) muestra que las superficies de η constante corresponden a hiperboloides
de revolución, mientras que la ecuación (3.64) muestran que las superficies de ξ constante
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corresponden a esferoides oblatos. Aśı que para el problema de la figura 3.7 escogemos
(u, v, w) → (ξ, η, ϕ). Combinando (2.11) y (3.59), se obtiene

hηhϕ
hξ

= hϕ = a cosh ξ cos η ≡ G (ξ)H (η, ϕ) . (3.65)

Entonces
G (ξ) ≡ a cosh ξ ; H (η, ϕ) ≡ cos η, (3.66)

por lo que para este caso Z (ξ) está dada por

Z (ξ) =
1

a

∫
1

cosh ξ
dξ

=
1

a
sin−1 (tanh ξ) . (3.67)

Combinando (3.66) y (3.67) con (2.24) obtenemos

fj (ξ) =
Z (ξ)− Z (ξi)

[Z (ξj)− Z (ξi)]
. (3.68)

Reemplazando (3.67) en (3.68) obtenemos

fj (ξ) =
sin−1 (tanh ξ)− sin−1 (tanh ξi)

sin−1 (tanh ξj)− sin−1 (tanh ξi)
; i, j = 1, 2 y i 6= j (3.69)

Para escribir la ecuación (3.69) en términos de factores geométricos debemos usar las
propiedades geométricas de un elipsoide oblato de revolución,

z2

b2i
+
x2 + y2

a2i
= 1. (3.70)

Comparando las ecuaciones (3.70), (3.63) y (3.13), tenemos que

a2 sinh2 ξk = b2k ; a2 cosh2 ξk = a2k ⇒ tanh ξk =
bk
ak

=

√

a2k − a2

ak

tanh ξk =

√

1− a2

a2k
=
√

1− ǫ2k (3.71)

En la última expresión usamos el hecho que a/ak = ǫk, donde ǫk representa la excen-
tricidad de la elipse asociada a la coordenada ξi. Al reemplazar la ecuación (3.71) en
(5.33), podemos obtener una expresión para fj (ξ) de la ecuación (3.69) en términos de la
excentricidad ǫk.

fj (ǫk) =
sin−1

(√

1− ǫ2k

)

− sin−1
(√

1− ǫ2i

)

sin−1
(√

1− ǫ2j

)

− sin−1
(√

1− ǫ2i

) . (3.72)

La identidad cos−1 x = sin−1
√
1− x2; 0 ≤ x ≤ 1 nos da una versión aún más simple

fj (ǫk) =
cos−1 ǫk − cos−1 ǫi
cos−1 ǫj − cos−1 ǫi

. (3.73)
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Para encontrar el caso ĺımite de (3.73) se debe volver a la expresión (3.71).

3.3. Resumen

Encontramos las funciones armónicas básicas para seis geometŕıas diferentes: cilindros
concéntricos, corte transversal eĺıptico y no concéntricos, esferas concéntricas y esferoidales
oblatos y prolatos. Se nota cómo el procedimiento se simplifica y el algoritmo se aplica
igual en los diferentes casos. Para el caso particular de los sistemas de simetŕıa ciĺındrica
que cumplen la relación de los factores de escala (ec. (2.31)) desarrollado en la sección 2.3
se desarrollaron tres casos en la sección de sistemas ciĺındricos 3.1. En la sección 3.2 se
desarrollaron cuatro casos donde se usó la suposición de la separación de los factores de
escala contemplados en la ecuación (2.11). El caso de los cilindros concéntricos se resolvió
por las dos metodoloǵıas. Este es de especial de interés, ya que el sistema coordenado
ciĺındrico tradicional no proviene directamente de una transformación conforme, lo que
nos permite verificar que la metodoloǵıa no se restringe a sistemas ortogonales que se
originen a partir de transformaciones confome.



CAPÍTULO 4

Capacitancia

En este caṕıtulo analizamos cómo encontrar la matriz de capacitancia a partir de
la ecuación de Laplace asociada al grupo de conductores, las condiciones de frontera y
funciones armónicas base asociadas, llegando aśı a una formulación basada en factores
geométricos únicamente. Las propiedades ya conocidas de la matriz de capacitancia se
pueden deducir a partir de esta formulación, aśı cómo varias nuevas, que son propias del
nuevo método. Algunas propiedades, como la simetŕıa Cij = Cji, emplean el principio de
superposición[2, 3]. Sin embargo emplear el enfoque de N conductores rodeados por un
conductor N+1 en combinación con funciones armónicas base para solucionar el problema
de Laplace asociado que se presenta en [21] hace que muchas de estas propiedades sean
más directas y evita tener que acudir al formalismo de las funciones de Green[19, 18]. En
este caṕıtulo estudiaremos, a partir de dicha aproximación, la capacitancia como un factor
que depende únicamente de la geometŕıa, y obtendremos sus propiedades a partir de la
ecuación de Laplace que se asocia a la configuración de conductores asociada, aśı como
varias propiedades de la matriz de capacitancia y sus elementos.

4.1. Definición

Si un conductor aislado con una carga Q tiene un cierto potencial de φ0, con el cero
de potencial en el infinito. Q es proporcional a φ0 y coeficiente de proporcionalidad es
conocido como capacitancia, C.

Q = Cφ0. (4.1)

Cuando se tienen un conjunto de N conductores y un conductor adicional que los encie-
rra (N + 1), con sus respectivas cargas q1, . . . , qN , qN+1 y potenciales ϕ1, . . . , ϕN , ϕN+1

asociados, el factor de proporcionalidad se vuelve una matriz. (ver la configuración de
conductores en la figura 4.1).

31
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Figura 4.1. Un sistema de N conductores internos con un conductor N+1 encerrándolos. ϕi es el
potencial de cada conductor. La superficie Si encierra al conductor i y se encuentra
arbitrariamente cercana y es localmente paralela a la superficie real del conductor.

4.2. Funciones armónicas base en n superficies

La densidad superficial de carga de un conductor electrostático está dada por

σi = ε0E · ni = −ε0∇φ · ni (i = 1, . . . , N + 1), (4.2)

donde ni es un vector unitario normal a la superficie Si con dirección al exterior del
conductor i, E el campo eléctrico y φ el potencial eléctrico. La carga en cada conductor
se determina como

Qi =

∮

Si

σi dS = −ε0
∮

Si

∇φ · ni dS. (4.3)

El potencial φ en el volumen VST
, que es el volumen al interior de la superficie externa

SN+1 y al exterior de las N superficies internas Si y cuya superficie total es ST = S1 +
...+ SN + SN+1, debe satisfacer la ecuación de Laplace

∇2φ = 0, (4.4)

con condiciones de fronteras

φ (Si) = ϕi (i = 1, . . . , N + 1) . (4.5)

Gracias a la propiedad de linealidad de la ecuación de Laplace (1.4), la solución para φ
puede ser parametrizada como

φ =

N+1∑

j=1

ϕjfj, (4.6)

donde las funciones fi satisfacen la ecuación de Laplace en el volumen VST
cumpliendo las

condiciones de frontera

∇2fj = 0, fj (Si) = δij (i, j = 1, . . . , N + 1) , (4.7)
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mientras el factor ϕ conserva los valores del potencial eléctrico. Estas condiciones nos
permiten establecer que el problema tiene solución única (ver 1.2) y, además, que las
funciones fj dependen únicamente de la geometŕıa.

4.2.1. Propiedades de fj

Como las funciones fj toman valores constantes en las superficies Si, con i = 1, . . . , N+
1, es fácil ver que ∇fj es ortogonal a dichas superficies.

∇fj (Si) · ni = (1− 2δij) ‖∇fj (Si)‖ , (4.8)

como fj es solución de la ecuación de Laplace, no tiene máximos ni mı́nimos locales (ver
(1.5.4)), esto combinado con las condiciones de fronteras establecidas en la ecuación (4.7)
que establecen que el mı́nimo de de la función fj = 0 en cualquier superficie Si con i 6= j,
por lo que

0 ≤ fj ≤ 1. (4.9)

La linealidad de la ecuación de Laplace nos permite ver que la función

F =

N+1∑

j=1

fj, (4.10)

es solución de la ecuación de Laplace con las condiciones de frontera

∇2F = 0, F (Si) = 1 (i = 1, . . . , N + 1), (4.11)

cómo F = 1 a lo largo de ST la unicidad de la ecuación de Laplace nos indica que F = 1
a lo largo de VST

también, por lo que

N+1∑

j=1

fj = 1. (4.12)

Estas propiedades son complementarias a las que hab́ıamos encontrado en el caṕıtulo (2)
dedicado a funciones armónicas básicas, extendiendolas a varias superficies equipotenciales.
[21, 22]

4.3. Capacitancia definida en términos de las funciones

armónicas base

Al relacionar la carga eléctrica de la ecuación (4.3) con la redifinición del potencial φ
en la ecuación (4.6), se tiene que

Qi =

N+1∑

j=1

Cijϕj, (4.13)
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con Cij definida usando las funciones fj

Cij ≡ −ε0
∮

Si

∇fj (Si) · ni = −ε0
∮

VST

∇fi · ∇fj (4.14)

Con esto se puede construir la matriz

q1 = C11ϕ1 + C12ϕ2 + · · · + C1N+1ϕN+1 (4.15)

q2 = C21ϕ1 + C22ϕ2 + · · · + C2N+1ϕN+1

...

qN+1 = CN+11ϕ1 + CN+112ϕ2 + · · ·+ CN+1N+1ϕN+1

4.3.1. Propiedades de Cij

A partir la definición de Cij dada en (4.14) se obtiene

Cij = Cji. (4.16)

Al combinar la propiedad de la simetŕıa de Cij de la ecuación (4.16) con la propiedad de
la suma de las fj de la ecuación (4.12), se obtiene que la suma de los elementos de una
fila o columna de la matriz Cij son cero,

N+1∑

j=1

Cij =
N+1∑

i=1

Cij = 0. (4.17)

Otra propiedad que se obtiene de la definición de Cij en ec. (4.14) es Cii ≥ 0. Para Cij
tenemos que apoyarnos en las propiedades de fj dadas por las ecuaciones (4.8) y (4.9),

Cii ≥ 0, Cij ≤ 0, (i 6= j). (4.18)

Al combinar las propiedades de Cij dadas en las ecuaciones (4.16),(4.17) y (4.18), se
obtienen más propiedades de Cij (ec. (4.19)),

N∑

i=1

CiN+1 ≤ 0,

N∑

i=1

Cij ≥ 0 (4.19)

|Cjj| ≥
N∑

i 6=j
|Cij | , CiiCjj ≥ C2

ij (4.20)

|CN+1,N+1| =
N∑

i=1

|Ci,N+1| , |CN+1,N+1| ≥ |Ci,N+1| . (4.21)



CAPÍTULO 4. CAPACITANCIA 35

4.3.2. Propiedades de la matriz de capacitancia

Es fácil ver que la matriz es real y simétrica Cij de dimensión (N + 1)× (N + 1), pero

observando las propiedades (4.16) se nota que sus grados efectivos de libertad son N(N+1)
2 ,

que equivalen a los grados de libertad de una matriz real y simétrica de dimensión N ×N .

La matriz de capacitancia formada con los elementos Cij con i, j = 1, 2, . . . , N (también
llamada matriz restringida o matriz-r) es una matriz definida positiva, por lo que sus
valores propios son positivos. En cambio, la matriz formada con los elementos Cij con
i, j = 1, 2, . . . , N,N + 1 es una matriz singular positiva, tiene un valor propio nulo (no
degenerado) y sus demás valores propios son positivos[22].
También se tienen expresiones para la enerǵıa interna del sistema de conductores mostrado
en la figura 4.1,

U =
1

2

N+1∑

i,j

Cijϕjϕi =
1

2

N+1∑

i,j

Qiϕi, (4.22)

aśı como el teorema de reciprocidad,

N+1∑

i=1

Qiϕ
′
i =

N+1∑

,j=1

Q′
jϕj , (4.23)

donde {Qi, ϕi} y {Q′
i, ϕ

′
i} son dos grupos de combinaciones de cargas y potenciales para

la misma configuración de conductores.

En las definiciones usuales de capacitancia que se usan en las ecuaciones (4.1) y (4.15)
no es clara la naturaleza puramente geométrica de los elementos de la matriz de capaci-
tancia. De hecho, es común que en cursos de electromagnetismo se expongan argumentos
para demostrar que la matriz de capacitancia depende solo de la geometŕıa [3],[2], algunos
emplean métodos más avanzados como el formalismo de Funciones de Green para demos-
trar este carácter geométrico, y para la realización de algunos cálculos de capacitancia
[19, 18, 20], y algunos otros autores hacen diferentes acercamientos para el cálculo de
capacitancia en geometŕıas muy especificas [30, 28, 29].

Sin embargo, en la formulación expuesta en este caṕıtulo (ec. (4.14)) la naturaleza
geométrica es directa. Las caracteŕısticas geométricas de los coeficientes Cij, aśı como
sus propiedades, bien resultan evidentes como el caso de la simetŕıa (ec. (4.16)) o bien
se pueden obtener al combinarlas con las propiedades de las funciones fj (sec. (4.2.1)),
como es el caso de la nulidad de la suma de las filas o de las columnas de la matriz de
capacitancia (ec. (4.17)), la positividad de los elementos Cij (ec. (4.18)) y el conjunto de
propiedades (ec. (4.19)).

Otras propiedades de la matriz de capacitancia se obtienen de esta formulación, como el
hecho de que la matriz-r (formada por los Cij con i, j = 1, 2, . . . , N) es una matriz definida
positiva, y que la matriz-e (formada con los elementos Cij con i, j = 1, 2, . . . , N,N + 1)
es una matriz singular positiva. Estas propiedades, combinadas con la enerǵıa interna del
sistema, (ec. (4.22)), permiten encontrar configuraciones para minimizar la enerǵıa interna
del sistema descrito en la figura 4.1 [22].
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Capacitancia y funciones armónicas base

En este caṕıtulo estudiaremos la capacitancia para dos conductores embebidos. To-
mando como base el desarrollo de las funciones armónicas base que se hizo en el caṕıtulo
2 y combinándolo con lo desarrollado para las capacitancias en el caṕıtulo 4 veremos la
forma que toma la capacitancia en cada caso estudiado y realizaremos las transformaciones
necesarias para escribirla en términos puramente geométricos.

5.1. Capacitancia de dos conductores embebidos

En el caṕıtulo 4 la capacitancia fue definida en relación a las funciones base según la
ecuación (4.14) , a saber,

Cij ≡ −ε0
∮

Si

∇fj (Si) · ni.

como las funciones armónicas base fj toman valores constantes en cada superficie, siendo
fj (Sj) = 1 y fj (Sj) = 0, entonces ∇fj es perpendicular a dichas superficies. De hecho se
puede probar que[21]

∇fj (ui, v, w) · ni ≥ 0 para i 6= j. (5.1)

Esto significa que el gradiente ∇fj (ui, v, w) es paralelo al vector ni, que es el vector
normal a la superficie Si en cada punto (ui, v, w) sobre la superficie Si, por lo que, usando
las ecuaciones (2.24), (2.11), y recordando que estamos suponiendo que fj (u, v, w) depende
únicamente de la coordenada u, tenemos que

∇fj (ui, v, w) · ni = ‖∇fj (ui, v, w)‖ =

∣
∣
∣
∣

1

hu (ui, v, w)

dfj (ui)

du

∣
∣
∣
∣
. (5.2)

La ecuación (2.17) nos permite escribir (5.2) como

∇fj (ui, v, w) · ni =
∣
∣
∣
∣

1

hu (ui, v, w) [Z (uj)− Z (ui)]G (ui)

∣
∣
∣
∣
. (5.3)

Ahora, como todas las funciones de la integral (4.14) deben ser evaluadas en la superficie
Si, que significa evaluarlas en u = ui, y como el vector ni dS es ortogonal a los vectores

36
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unitarios ev y ew asociados a las coordenadas v,w, tenemos que

dS = |hv (ui, v, w) hw (ui, v, w)| dv dw, (5.4)

donde hemos tenido en cuenta que dS es definida positiva. Usando la ecuación (2.11) en
la ecuación (5.4) encontramos que el diferencial de superficie es

dS = |hu (ui, v, w) G (ui) H (v,w)| dv dw. (5.5)

Al sustituir las ecuaciones (5.3) y (5.5) en la ecuación (4.14), los coeficientes no diagonales
de la capacitancia toman la forma

Cij = − ε0
|Z (uj)− Z (ui)|

∮

Si

|H (v,w)| dv dw ; con i, j = 1, 2 y i 6= j. (5.6)

Se debe recalcar que mientras (4.1) es válida para cualesquiera valores i y j, las ecuaciones
(5.3) y (5.1) sólo lo son para i 6= j. Para obtener los valores diagonales sólo es necesario
usar las propiedades. [21]

Ci1 + Ci2 = 0 ; Cij = Cji ⇒ Cii = −Cij con i, j = 1, 2 y i 6= j,

o expĺıcitamente
C11 = C22 = −C12 = −C21. (5.7)

Vale la pena recalcar que la ecuación (5.6) también es invariante ante transformaciones
gauge del potencial eléctrico (5.3). Por otro lado las ecuaciones (5.6) y (5.7) nos llevan a
[21, 22]

Cii > 0 y Cij < 0 con i 6= j. (5.8)

De (5.7) podemos ver que los valores propios de la matriz de capacitancia (2× 2) son
0 y 2C11. Esto combinado con la ecuación (5.8) verifican el hecho de que la matriz de
capacitancia es singular positiva [22]. Recordando (4.1) podemos reescribir (5.7) como

Q1 = C11 (φ1 − φ2) = C22 (φ1 − φ2) = −Q2. (5.9)

Cuando Si corresponde al conductor interno, Qi es la carga total. Pero si Si corresponde la
cara interior del conductor externo, Qi es la carga acumulada en la superficie. Por último,
cabe añadir que si el conductor interno es hueco, la superficie de tal cavidad no contribuye
a la integral de superficie que hemos usado para calcular la capacitancia[21].

5.2. Capacitancias para simetŕıas ciĺındricas

Cuando las superficies de los conductores corresponden a sistemas coordenados que
cumplen la relación (2.11). La capacitancia también toma formas simples. Recordemos
que cuando

hvhw
hu

= 1,

las G (u), H (v,w) y Z (u) toman la forma

G (u) = H (v,w) = 1 yZ (u) = u. (5.10)
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Usando las ecuaciones de (5.10) podemos escribir la capacitancia como

Cij = − ε0
|uj − ui|

∮

Si

dv dw ; i 6= j, (5.11)

y para los elementos diagonales

Cii = −Cij =
ε0

|uj − ui|

∮

Si

dv dw ; con i, j = 1, 2 y i 6= j. (5.12)

La ecuación (5.12) recuerda la estructura de la capacitancia de dos placas paralelas con
un ✭✭área✮✮

Aeff ≡
∮

Si

dv dw (5.13)

y separadas una ✭✭distancia✮✮ |uj − ui|, aunque la integral (5.13) no es un área propiamente
dicha (por ejemplo, si las coordenadas v y w corresponden a ángulos angular, Aeff es
adimensional) aśı como la magnitud |uj − ui| no siempre corresponde a una distancia.
Este resultado, aunque no es exclusivo de las transformaciones conformes śı se puede
obtener usando ese formalismo, ya que las transformaciones conformes vistas a la inversa
mapean curvas paralelas en ĺıneas rectas paralelas.

5.2.1. Dos Cilindros Concéntricos

Consideremos los cilindros concéntricos de la figura 3.1, ya vimos que el sistema de
coordenadas polares ciĺındricas conformes (ρ, ϕ, z), definido por las ecuaciones (3.1) y (3.2)
son las que mejor se adaptan para usar la ecuación (5.12). Asumiendo que z ∈ [−L/2, L/2]
con L >> a, es fácil ver que

Cii =
ε0

|ρj − ρi|

∮

Si

dϕ dz

Cii =
ε0

|ρj − ρi|

∫ 2π

0
dϕ

∫ L/2

−L/2
dz

Cii = −Cij =
2πε0L

|ρj − ρi|
=

2πε0L

|ln (r2/r1)|
; i, j = 1, 2 y i 6= j. (5.14)

Como ρ = ln (r), r2 = b y r1 = a, tenemos que

Cii =
2πε0L

|ln b− ln a| =
2πε0L

|ln (b/a)| , (5.15)

que es el resultado usual para esta configuración.

5.2.2. Dos Cilindros Eĺıpticos Confocales

Consideremos dos cilindros de corte transversal eĺıpticos, confocales, de longitud mucho
mayor que su distancia focal d = 2a esto es L ≫ 2a. Tomanos b1 y b2 como los semiejes
menores y a1 y a2 como los semiejes mayores del cilindro interno y externo respectivamente,
como se muestra en la figura 3.2. En la sección 3.1.2 vimos las coordenadas ciĺındricas
eĺıpticas (ξ, η, z) definidas en las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) son las que mejor se adaptan
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a esta configuración. En este caso los coeficientes de capacitancia (5.12) son

C11 = −C12 =
ε0

|ξ2 − ξ1|

∫ 2π

0
dη

∫ L/2

−L/2
dz

C11 = −C12 =
2πε0L

|ξ1 − ξ2|
. (5.16)

Aunque la expresión en (5.16) es simple, resulta más útil expresarla en términos geométri-
cos propios de la configuración. Para esto podemos usar las relaciones (3.16)

C11 = −C12 =
2πε0L

∣
∣
∣tanh−1

(
bj
aj

)

− tanh−1
(
bi
ai

)∣
∣
∣

. (5.17)

Sin embargo, preferimos usar la relación (3.17) que nos lleva a

C11 = −C12 =
2πε0L

∣
∣
∣
∣
ln

(
a1+

√
a2
1
−a2

a2+
√
a2
2
−a2

)∣
∣
∣
∣

. (5.18)

Se nota que el ĺımite a→ 0 lleva a la capacitancia de dos cilindros concéntricos.

5.2.3. Dos cilindros circulares no concéntricos

Los cilindros circulares no concéntricos son otro buen ejemplo donde se cumple la
condición (2.31), aśı que la capacitancia está dada por (5.12)

C11 =
ε0

|τ2 − τ1|

∫ 2π

0
dσ

∫ L/2

−L/2
dz (5.19)

C11 = −C12 =
2πε0L

|τ2 − τ1|
(5.20)

que es un resultado bastante simple. Sin embargo, aún se debe escribir la expresión |τ2 − τ1|
en términos geométricos conocidos de los cilindros, es decir, el radio de cada cilindro y
la separación entre sus centros. Para llevar la ecuación (5.20) a términos geométricos nos
apoyaremos en la figura 5.1

El cilindro externo tiene un radio r2 y su centro se encuentra en el punto (xc2 , 0) del
plano cartesiano. El cilindro interno tienen un radio r1 y y su centro se encuentra en el
punto (xc1 , 0) del plano cartesiano. Sus centros están separados una distancia D.

Primero recordamos que la ecuación cartesiana para un cilindro cuyo centro se encuentra
en el punto (0, xc) está dada por

(x− xc)
2 + y2 = r2. (5.21)
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Figura 5.1. Dos cilindros de corte transversal eĺıptico confocales

Al comparar la ecuación 3.24 con la ecuación 5.21 es fácil ver que

a = r sinh τ (5.22)

xc = a coth τ

xc = r sinh τ
cosh τ

sinh τ
xc = r cosh τ. (5.23)

Consideraremos los ćırculos de la figura (5.1). Se nota que D = xc2 − xc1 . Usando la
ecuación (5.23) correspondiente a cada ćırculo, tenemos que

r2 cosh τ2 − r1 cosh τ1 = D. (5.24)

Ahora, al estar los dos cilindros en el mismo sistema de coordenadas bipolares ciĺındricas,
el foco a es el mismo para ambos cilindros, por lo que, usando la ecuación 5.22, tenemos
que

r1 sinh τ1 − r2 sinh τ2 = 0. (5.25)

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuación 5.24 obtenemos

r22 cosh
2 τ2 + r21 cosh

2 τ1 − 2r1r2 cosh τ1 cosh τ2 = D2.

Empleando la identidad hiperbólica cosh2 τ − sinh2 τ = 1, tenemos que

r22 + r21 + r22 sinh
2 τ2 + r21 sinh

2 τ1 − 2r1r2 cosh τ1 cosh τ2 = D2.

Empleando la relación de la ecuación (5.22) y agrupando términos, obtenemos

r22 + r21 + 2r1r2 (sinh τ2 sinh τ1 − cosh τ1 cosh τ2)
︸ ︷︷ ︸

− cosh(τ2−τ1)

= D2,

es decir

cosh (τ2 − τ1) =
r21 + r22 −D2

2r1r2
.
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Como (τ2 − τ1) > 0 la función cosh (τ2 − τ1) es positiva

|τ2 − τ1| = cosh−1

(
r21 + r22 −D2

2r1r2

)

, (5.26)

por lo que la ecuación (5.20) se puede reescribir en términos propios de la geometŕıa como

C11 = −C12 =
2πε0L

cosh−1
(
r2
1
+r2

2
−D2

2r1r2

) . (5.27)

Los dos cilindros concéntricos se obtienen para el caso D = 0, usando la relación

cosh−1(x) = ln
(

x+
√

x2 − 1
)

;x ≥ 1, (5.28)

y teniendo en cuenta que
(
r21 + r22

)
/ (2r1r2) > 1, y asumiendo que r2 > r1, tenemos

que, gracias a la ecuación (5.28) podemos escribir (5.26) como

cosh−1

(
r21 + r22
2r1r2

)

= ln





(
r21 + r22
2r1r2

)

+

√
(
r21 + r22
2r1r2

)2

− 1





cosh−1

(
r21 + r22
2r1r2

)

= ln

(
r2
r1

)

for r2 > r1. (5.29)

Esto demuestra que la relación (5.29) toma la forma de (5.15) cuando D = 0.

5.3. Capacitancias para Sistemas Rotacionales

La expresión (5.6) facilita enormemente el cálculo de las capacitancias para conductores
con Simetŕıa Axial. Consideremos las tres geometŕıas estudiadas en el capitulo 2.

5.3.1. Dos Esferas Concéntricas

La capacitancia de dos esferas concéntricas es un resultado bien conocido. Sin embargo,
con la (5.6) es much́ısimo más fácil, si tenemos en cuenta las ecuaciones (3.37) y (3.38) en
ec. (5.6) y además suponemos que r2 > r1 obtenemos

C12 = − ε0
|Z (r2)− Z (r1)|

∮

S1

|H (θ, ϕ)| dθ dϕ = − ε0
∣
∣ 1
a − 1

b

∣
∣

∮

S1

|sin θ| dθ dϕ,

C12 = − ε0
∣
∣ 1
a − 1

b

∣
∣

∫ π

0
sin θ dθ

∫ 2π

0
dϕ = −4πε0ab

(a− b)
.

Es fácil ver que C21 = −C12, por lo que el coeficiente de la capacitancia, es el esperado

Cii = −Cij =
4πε0ab

a− b
. (5.30)
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Figura 5.2. Dos esferas concéntricas de radio r1 y r2

Figura 5.3. Dos cascarones esferoidales prolatos

5.3.2. Esferoides Prolatos Confocales

Para el cálculo de la capacitancia de los dos cascarones esferoidales prolatos sólo debemos
reemplazar (3.47) y (3.50) en (5.6), y obtenemos

C12 = − ε0
∣
∣
∣
1
a ln

(

tanh ξ2
2

)

− 1
a ln

(

tanh ξ1
2

)∣
∣
∣

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin η dη

El cálculo expĺıcito de C21 da C21 = C12, como se espera. Entonces

Cii = −Cij =
4πaε0

∣
∣
∣
∣
ln

(
tanh

ξj
2

tanh
ξi
2

)∣
∣
∣
∣

; i, j = 1, 2 and i 6= j. (5.31)

Este ejemplo por los métodos tradicionales es mucho más complicado (ver Ref. [37]).
Usamos los resultados de la sección (3.2.3) para escribir la ecuación (5.31) en términos
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de los factores propios de la geometŕıa, aśı que los coeficientes de capacitancia para un
cascarón esferoidal prolato son

Cii = −Cij =
4πaε0

∣
∣
∣
∣
∣
ln

(

(a+ai)
√

a2j−a2

(a+aj )
√
a2i−a2

)∣
∣
∣
∣
∣

(5.32)

La ecuación (5.32) no está definida en a = 0, pero el ĺımite a→ 0 existe y se reduce al caso
de las dos esferas concéntricas. Para hallar el ĺımite debemos usar la regla de L’Hopital.
Suponiendo que aj > ai,tenemos que

ĺım
a→0

4πε0
Cii

= ĺım
a→0

ln
[

(a+ ai)
√

a2j − a2
]

− ln
[

(a+ aj)
√

a2i − a2
]

a

= ĺım
a→0









(
√

a2j − a2 − (a+ai)a
√

a2j−a2

)

(a+ ai)
√

a2j − a2
−

(√

a2i − a2 − (a+aj)a√
a2i−a2

)

(a+ aj)
√

a2i − a2









= ĺım
a→0





(ai − a)
(

a2j − 2a2 − aia
)

− (aj − a)
(
a2i − 2a2 − aja

)

(
a2i − a2

) (

a2j − a2
)





ĺım
a→0

4πε0
Cii

=
(aj − ai)

aiaj
,

que es la relación geométrica que se encuentra en (5.30) por lo que el ĺımite converge
correctamente.

5.3.3. Esferoides Oblatos Confocales

x
2

x

z

x
1

Figura 5.4. Dos esferoides oblatos confocales.

Para determinar la capacitancia de los cascarones oblatos confocales usamos las ecua-
ciones (3.66), (3.67) y (5.6), obteniendo

Cij =
−ε0

∣
∣ 1
a sin

−1 (tanh ξj)− 1
a sin

−1 (tanh ξi)
∣
∣

∫ 2π

0
dϕ

∫ π/2

−π/2
cos η dη,

Cii = −Cij =
4πaε0

∣
∣sin−1 (tanh ξj)− sin−1 (tanh ξi)

∣
∣

; i, j = 1, 2 and i 6= j (5.33)

este procedimiento comparado con el usado en [39], es considerablemente simple. Para es-
cribir (5.33) en términos de factores geométricos debemos usar las propiedades geométricas
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de un elipsoide oblato de revolución,

z2

b2i
+
x2 + y2

a2i
= 1. (5.34)

Comparando las ecuaciones (5.34), (3.63) y (3.13), tenemos que

a2 sinh2 ξi = b2i ; a2 cosh2 ξi = a2i ⇒ tanh ξi =
bi
ai

=

√

a2i − a2

ai

tanh ξi =

√

1− a2

a2i
=
√

1− ǫ2i . (5.35)

En la última expresión usamos el hecho que a/ai = ǫi, donde ǫi representa la excentrici-
dad de la elipse asociada a la coordenada ξi. Al reemplazar la ecuación (5.35) en (5.33),
podemos obtener la capacitancia en términos propios de la geometŕıa

Cii =
4πaε0

∣
∣
∣sin−1

(√

1− ǫ2j

)

− sin−1
(√

1− ǫ2i

)∣
∣
∣

la identidad cos−1 x = sin−1
√
1− x2; 0 ≤ x ≤ 1 nos da una versión aún más simple

Cii =
4πaε0

|cos−1 ǫj − cos−1 ǫi|
(5.36)

Para estudiar el ĺımite cuando a → 0 empleamos la relación ǫi = a/ai y recurrimos a la
expansión en serie de Taylor de

(
cos−1 ǫj − cos−1 ǫi

)
alrededor de cero, a saber,

(
cos−1 ǫj − cos−1 ǫi

)
≈ a

(
1

ai
− 1

aj

)

+
1

6
a3

(

1

a3i
− 1

a3j

)

+
3

40
a5

(

1

a5i
− 1

a5j

)

+O
(
a7
)
.

(5.37)
Por lo que en el ĺımite tenemos que se recupera la relación de las esferas concéntricas.



Conclusiones

• Los problemas de la ecuación de Laplace en una región entre dos fronteras cerradas
y con condiciones de Dirichlet donde la frontera asociada a la condición de Dirichlet
se pueda asociar a una coordenada de un sistema de coordenadas ortogonales y esta
sea separable en la solución se pueden solucionar por el método plateado en este
trabajo de forma independiente de la naturaleza f́ısica del problema.

• Cualquier problema de simetŕıa ciĺındrica asociado con la ecuación de Laplace y con-
diciones de Dirichlet cuya geometŕıa pueda asociarse a una transformación conforme
se pueden solucionar de forma simple y directa con el método desarrollado en el
presente trabajo.

• Problemas de simetŕıa ciĺındrica más complejos que los abordados en este trabajo:
Cilindros concéntricos de corte transversal eĺıptico y no concéntricos, pueden abor-
darse con la misma metodoloǵıa.

• El formalismo de las funciones armónicas básicas se presenta cómo una metodoloǵıa
para resolver problemas asociados a curvas equipotenciales de forma mucho más
simple.

• Las propiedades de las funciones armónicas básicas, como se vio en el caso de la ca-
pacitancia, facilitan el cálculo, ahorran muchos pasos intermedios e incluso permiten
encontrar nuevas propiedades, al aplicarlas a cálculo de observables f́ısicos.

• El estudio de la naturaleza geométrica de la capacitancia permite encontrar las
propiedades de la matriz de capacitancia de una forma mucho más simple que con
otros formalismos, abriendo posibilidades para implementar procesos que permitan
optimizar, minimizar o maximizar las propiedades requeridas en la configuración de
múltiples conductores.

• La combinación del formalismo de las funciones armónicas básicas y la formulación
geométrica de la capacitancia nos permitió resolver el problema de dos conducto-
res embebidos de una forma general y mucho más simple que la que requieren los
métodos tradicionales.

• La capacitancia de sistemas de geometŕıa ciĺındrica guarda similitudes con la de
los sistemas de placas paralelas. Para los sistemas provenientes de transformaciones
conformes esto equivale a que la transformación conforme lleva el problema cilindrico
a un problema de placas paralelas.
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