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Resumen

La prediccién de series de tiempo es un drea cldsica de estudio en estadistica y un campo en cre-
cimiento del Aprendizaje Automatico (o Machine Learning en inglés). El presente trabajo pretende
comparar el desempeiio para predecir un paso adelante en series de tiempo multivariadas entre los
modelos estadisticos cldsicos —Vector Autorregresivo (VAR) y Modelo de Correccién de Errores Vec-
toriales (VECM)— y los modelos de Machine Learning —Perceptrén Multicapa (MLP), Long Short
Term Memory (LSTM) y Gated Recurrent Unit (GRU). Como una alternativa a ambos tipos de mode-
los se considerd la combinacién de prondsticos de varios modelos estadisticos y de Machine Learning
para mejorar las predicciones. El desempefio de las predicciones se examiné mediante las métricas del
error observado: Error Cuadratico Medio (ECM), Error Absoluto Medio (EAM) y la Raiz del Error
Cuadrético Medio (RECM). Ademas, se contrasté la diferencia estadistica entre las predicciones me-
diante una prueba Diebold-Mariano y de abarcamiento (o encompassing en inglés) multivariada. Para
la construccidon de los resultados empiricos se utilizaron siete series de tiempo multivariadas de dife-
rentes dmbitos (economia, finanzas, epidemiologia, meteorologia, violencia y sociedad).

Palabras clave: Series de tiempo multivariadas, Prediccion de series de tiempo, Modelos de

Aprendizaje Automatico, Modelos estadisticos, Prueba Diebold-Mariano, Prueba de abarcamiento
multivariada, Error Cuadratico Medio (ECM).
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A comparison between statistical models and Ma-
chine Learning for the prediction of multivariate time
series

Abstract

Time series prediction is a classical area of study in statistics and a growing field in Machine Learning.
This paper aims to compare the performance of classic statistical models — Vector Autoregressive
(VAR) and Vector Error Correction Model (VECM) — with Machine Learning models — Multila-
yer Perceptron (MLP), Long Short-Term Memory (LSTM), and Gated Recurrent Unit (GRU) —
for one-step-ahead prediction in multivariate time series. As an alternative to both types of models,
the combination of forecasts from various statistical and Machine Learning models was considered
to improve predictions. The prediction performance was examined using the following error metrics:
Mean Squared Error (MSE), Mean Absolute Error (MAE), and Root Mean Squared Error (RMSE).
Additionally, the statistical difference between predictions was tested using the Diebold-Mariano test
and multivariate encompassing test. For the construction of empirical results, seven multivariate time
series from different domains (economy, finance, epidemiology, meteorology, violence, and society)
were used.

Palabras clave: Multivariate time series, Time series prediction, Machine Learning models, Sta-
tistical models, Diebold-Mariano test, Multivariate encompassing test, Mean Squared Error (MSE).
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1. Introduccion

La prediccién de series de tiempo es un drea de interés tanto en la estadistica como en el Aprendi-
zaje Automdtico (ML, por sus siglas en inglés). La razén de su utilidad es evidente, ya que permite
predecir, para uno o varios periodos adelante, el estado futuro de una variable aleatoria de interés
indexada en el tiempo basdndose en la informacién hasta el tiempo considerado. Las predicciones
permiten tomar decisiones con mejor informacién en multiples contextos de la economia, finanzas,
epidemiologia, meteorologia, violencia y sociedad, entre otras.

Aunque en la estadistica el estudio de la series de tiempo es una area clasica de estudio, que co-
menzé en la década de los veinte y treinta del siglo pasado, para el ML es un area en crecimiento.
Si bien la construccién de los primeros modelos de redes neuronales datan de mediados de los afios
cincuenta, los primeros modelos de redes neuronales recurrentes que tratan eficientemente los datos
secuenciales surgieron a finales de la década de los noventa del siglo pasado. EI LSTM y GRU, las
capas mas utilizadas para la prediccion de series de tiempo actualmente, surgieron en 1997 y 2014
respectivamente (Chung et al., 2016) (Hochreiter et al., 2006).

Ha sido el desarrollo de nuevas tecnologias computacionales lo que ha permitido la implementacién
de los modelos de ML. Como afirma la Royal Society (2017): “The increased ability of computers to
process this data has been central to supporting recent advances. For example, while processors in
the 1970s could carry out 92.000 instructions per second, the processors in smartphones today can
carry out billions of instructions per second”. Este aumento en la prediccidén de series de tiempo con
ML, que ha desplazado el uso de los modelos estadisticos cldsicos, invita a comparar el desempeiio
de sus predicciones.

Una muestra de la importancia del estudio de la prediccion de series de tiempo es el desarrollo
de las M-competiciones. Esta serie de competiciones abiertas, lideradas por Spyros Makridakis desde
1982, busca evaluar y comparar la precisién de diferentes métodos de series de tiempo para predecir
series reales. En 2020, se desarrollé la quinta competencia que contd con la participacién de cerca
de 6.000 personas y equipos. En esta edicidn se premié a aquellos participantes con las predicciones
mas precisas sobre un conjunto de datos suministrado por la empresa Walmart.

Esta investigacidn tiene como objetivo comparar el desempeiio en las predicciones un paso adelante
para series de tiempo multivariadas entre los modelos estadisticos clasicos —Vector Autorregresivo
(VAR) y Modelo de Correccién de Errores Vectoriales (VECM) — y los modelos de ML —Perceptrén
Multicapa (MLP), Long Short Term Memory (LSTM) y Gated Recurrent Unit (GRU). Para ello se
utilizaron las métricas de error: Error Cuadritico Medio (ECM), Error Absoluto Medio (EAM) y la
Raiz del Error Cuadréatico Medio (RECM), junto con las pruebas Diebold-Mariano y de encompassing
multivariadas. Se incluye, ademds, con los prondsticos resultantes de los modelos estadisticos y del
ML, combinaciones de prondsticos, que también son incorporadas a la comparacién.

Se usaron siete series de tiempo multivariadas para la comparacién de las predicciones. Estas in-
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cluyen una serie macroeconémica, una serie de consumos de agua en el sector residencial, una serie
de precios de la energia eléctrica, una serie de contagiados, recuperados y muertos por COVID-19,
una serie de niimero de delitos ocurridos en Bogotd, una serie de variables meteoroldgicas y una serie
de precios de acciones financieras. Estas series fueron seleccionadas puesto que son representativas
de varios ambitos de interés. Ademas, las series univariadas, que componen a cada una de las series
multivariadas, no dependen solo de su pasado sino de su interrelacién con las otras series univariadas
consideradas.

Este documento se encuentra organizado como sigue. En la Seccidn 2 se presentan el objetivo general
y los objetivos especificos de la investigacion. En la Seccion 3 se presenta una breve revision de la
literatura mas importante sobre la comparacién de modelos estadisticos y de ML para la prediccion
de series de tiempo multivariadas. En la Seccion 4 se presenta una descripcidn de las series de tiempo
utilizadas para la realizacién de la comparacién, la cual incluye el nimero de variables y periodos
considerados por serie, asi como su tematica y fuente de informacién.

En la Seccion 5 se presenta el marco tedrico de la investigacion, el cual estd compuesto de una
revision de: 1) los modelos estadisticos y de ML comparados; 2) las métricas de error observadas;
3) las pruebas Diebold-Mariano y de encompassing multivariadas usadas en la comparacién; y 4)
los métodos para la combinacién de prondsticos considerados. En la Seccion 6 se introduce la me-
todologia utilizada en la investigacion, que incluye una exposicién de los métodos usados para la
preparacion de los datos, el ajuste y validacién de los modelos y su evaluaciéon por medio de las
métricas de error y las pruebas estadisticas utilizadas.

Finalmente, en la Seccion 7 y Seccion 8 se presentan los resultados y las conclusiones de la in-
vestigacion respectivamente, en las que se exponen las salidas de la comparacién por medio de las
métricas de error y las pruebas estadisticas. En la Seccion 9 y Seccion 10, de otra parte, se encuentran
las referencias bibliograficas y los anexos a la investigacion.
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2. Objetivos

2.1. Objetivo General

Comparar el desempeiio de los modelos estadisticos clasicos y de Machine Learning para predecir
series de tiempo multivariadas.

2.2. Objetivos Especificos

= Ajustar modelos de series de tiempo de la estadistica cldsica y del Machine Learning, para luego
obtener predicciones con las series de tiempo multivariadas empiricas seleccionadas.

= Calcular las métricas de error (ECM, RECM y EAM), junto con los estadisticos de la prueba
Diebold-Mariano y encompassing multivariada, para los modelos considerados.

= Construir combinaciones de prondsticos, a partir de los modelos de estadistica clasica y ML
estudiados, para su comparacién.
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3. Revision de Literatura

Varios articulos cientificos han realizado con anterioridad comparaciones entre modelos estadisticos
o de ML para evaluar el desempeiio de sus predicciones en series de tiempo. La mayoria, sin embargo,
lo ha hecho con series de tiempo univariadas. En 2019, Yamak, Yujian y Gadosey compararon los
modelos Autoregressive Moving Average (ARIMA), LSTM y GRU para la prediccién del precio del
bitcoin. Los autores realizaron la comparacién en dos sentidos: en términos de la precisién de las
predicciones (medido con las métricas de error) y en términos de su tiempo de implementacién. El
resultado obtenido fue que el modelo ARIMA era mejor en ambos sentidos.

En 2018, Baquero, Reis y Chiaravalloti-Neto compararon los modelos Generalized Additive (GAM),
Seasonal Autoregressive Integrated Moving Average (SARIMA), MLP y LSTM para predecir la inci-
dencia del dengue en Brasil. Encontraron que el modelo con las predicciones mds precisas, medido
por las métricas de error, fue el GAM. Ademas, los autores ajustaron un modelo de combinacién de
prondsticos, con el promedio de las predicciones de los modelos GAM, MLP y SARIMA, encontrando
que su prediccién fue la segunda mas precisa. Para el anélisis, los autores dividieron la serie de tiempo
en una porcion de validacién y otra de entrenamiento.

Pathak, Ba, Ploennings y Roy (2018) compararon los modelos GAM —junto con un GAM auto-
rregresivo, SARIMAX, MLP y LSTM para la prediccién del uso de gas para grandes construcciones.
Los autores encontraron que el mejor desempefio, de nuevo medido por las métricas de error (ECM,
ECM normalizado y R?), para predecir la serie de tiempo era el del modelo LSTM. Sin embargo,
destacaron algunas ventajas del modelo GAM: un tratamiento mas sencillo de los datos faltantes y
mayor interpretabilidad de los pardmetros.

Finalmente, en 1999, Zhang, Patuwo y Hu realizaron un estudio de comparacién con series de tiempo
univariadas simuladas para medir la precisién del modelo MLP en comparacién al modelo ARIMA.
Los autores concluyen que, en general, variando el nimero de capas ocultas y nodos de entrada,
el MLP reporta predicciones mas precisas que el modelo ARIMA para series de tiempo no lineales.
Lo novedoso de este articulo es que, en comparacidn con los anteriores, las series utilizadas para la
comparacion fueron simuladas. Ademas, por otra parte, se realizaron pruebas t pareadas para probar
la diferencia estadistica de las predicciones.

El breve repaso que se hizo sobre algunos estudios anteriores fue, sin embargo, sobre modelos con
series de tiempo univariadas. En 2021, Dissanayake, Hemachandra, Lakshitha, Haputhanthri y Wija-
yasiri realizaron una comparacién entre los modelos ARIMAX, ARIMA con variables exégenas, VAR
y LSTM para una serie multivariada sobre el volumen de trafico de corto plazo en Austin, Texas. Los
autores realizaron una comparacién muy similar a la de los estudios univariados, calculando y con-
trastando las métricas de los errores. La conclusién de este estudio fue que el modelo VAR reportaba
las predicciones mads precisas entre todos los modelos.

Goel (2016) compard las predicciones de los modelos multivariados VAR y LSTM para las mediciones
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3. Revision de Literatura

realizadas en vuelos reales por los sensores de avién. Encontré que el desempeiio de las predicciones
realizadas por el modelo VAR era superior signficativamente al del modelo LSTM. Se considerd en
esta investigacidn dos versiones del modelo LSTM: uno estandar y el otro secuencial encoder-decoder
para predicciones multipaso. Asimismo, realizé las predicciones con base en informacién real y simu-
lada, encontrando en todos los casos que el VAR se desempenaba mejor.

Aji y Surjandari (2020) compararon los modelos VAR, LSTM y GRU para la prediccién de una
serie multivariada sobre el precio de combustible para aviones. Los autores construyeron, ademds,
modelos hibridos VAR-LSTM y VAR-GRU para la optimizacién de los parametros y las entradas de
los modelos de ML. De esta manera, los autores encontraron que el modelo con mayor precisién en
las predicciones fue el VAR-GRU, seguido del VAR-LSTM. Es importante destacar que, de nuevo, al
igual que en el caso de los modelos univariados, la forma de realizar la comparacién fue mediante las
métricas de error del modelo.

Kolekar (2020) comparé los modelos VAR, VECM, ARIMAX y LSTM para la prediccién de particu-
las en suspension del agua, mediante una serie multivariada de la acidez y la turbidez. Encontrd,
mediante la evaluacién de las métricas de error, que la prediccién mas precisa fue arrojada por el
modelo LSTM. En el mismo sentido, Shafique (2019) comparé los modelos VAR, MLP y LSTM para
la prediccién de los niveles de ozono en el aire. El autor encontrd, con la misma metodologia de los
articulos anteriores, que el modelo mds preciso, de un 10 % a 20 %, fue el LSTM.

Finalmente, Wang y Bessler (2004) realizaron una comparacién entre modelos VAR y VECM de
rango completo e incompleto para series relacionadas con el consumo de cerdo en Estados Unidos.
Aunque su comparacién no incluyé modelos de ML, si incorporé pruebas Diebold-Mariano y encom-
passing multivariadas para validar sus resultados. De igual manera, también comparé las métricas de
error entre los modelos, haciéndolo para diferentes horizontes en la prediccion.

Como se puede observar, en los ultimos 25 afios se han realizado varias investigaciones que tie-
nen como objetivo comparar la precision de diferentes métodos de prediccion de series de tiempo.
Este aumento puede deberse al surgimiento en 1997 del teorema “No free lunch”, el cual afirma que
no hay un método de aprendizaje estadistico que domine a los demas en todos los conjuntos de datos.
Mientras que en un conjunto de datos un método puede funcionar mejor que todos, otro método en
un conjunto de datos similar puede superarlo. Seleccionar el mejor método para un conjunto de datos
es uno de los desafios mds importantes al comenzar una investigacién. La investigaciéon ha buscado
regularidades en las series de tiempo estudiadas que permitan aproximarse al mejor método posible
de prediccién para un serie empirica arbitraria (James et al., 2021).

Esta breve revision de la literatura sobre el problema a abordar en esta investigacion nos arroja
algunas regularidades. En primer lugar, la mayoria de los articulos, tanto univariados como multi-
variados, comparten una misma metodologia: el ajuste de los mejores modelos considerados y su
comparacién mediante las métricas de error. Solo dos articulos, Zhang, Patuwo y Hu (1999) y Wang
y Bessler (2004), utilizaron pruebas de hipétesis para verificar la significancia estadistica de la dife-
rencia de las predicciones entre modelos.

En segundo lugar, la mayoria de los articulos trabaja con series univariadas y multivariadas empiricas,

solo dos de los consultados realizaron la comparacién con series simuladas. Ademas, se realizaron
las investigaciones con una sola serie empirica. Esto conduce a que la generalidad sobre las conclu-
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siones sea reducida. En tercer lugar, algunos articulos introducen metodologias de combinacién de
prondsticos, tanto en el pre-procesamiento como en el resultado de la predicciéon. Aln no estd claro
si la introduccién de estas metodologias mejora la precisién de las predicciones.
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4. Datos

La primera serie multivariada utilizada fue una serie macroeconémica compuesta de cuatro variables:
inflacién, dinero disponible (M1), tasa representativa del mercado (TRM) y reservas internacionales.
La informacidn de estas variables fue extraida del Banco de la Republica de Colombia para el periodo
de enero de 1993 hasta julio de 2022 con periodicidad mensual. La segunda serie multivariada uti-
lizada compila los consumos de agua por tipo de cliente residencial: estrato 1, estrato 2, estrato 3,
estrato 4, estrato 5 y estrato 6. La informacidon de estas variables fue extraida de la Superintendencia
de Servicios Publicos Domiciliarios de Colombia para el periodo de enero de 2014 hasta agosto de
2022 con periodicidad mensual.

La tercera serie multivariada utilizada estd compuesta de seis variables meteorolégicas: tempera-
tura maxima, temperatura minima, humedad, precipitacién, velocidad del viento y radiacién solar
en Bogotd. La informacién de estas variables fue extraida del portal accuweather para el periodo de
01/07/2017 hasta 01/09/2022 con periodicidad diaria. La cuarta serie multivariada utilizada compila
el nimero de contagios, recuperados y muertos por COVID-19 en Colombia. La informacién de estas
variables fue extraida del Instituto Nacional de Salud para el periodo 01/03/2020 hasta 30/07/2021
con periodicidad diaria.

La quinta serie multivariada utilizada estd compuesta de tres series de precios por sector de energia:
regulado, no regulado y bolsa. La informacién de estas variables fue extraida de la empresa XM
(administrador del Mercado de Energia Mayorista) para el periodo de enero de 2014 hasta junio de
2022. La sexta serie multivariada utilizada compila el nimero de homicidios, hurtos, asaltos sexuales y
casos de violencia intrafamiliar en Bogotd. La informacién de estas variables fue extraida de la Policia
Nacional de Colombia para el periodo 01/01/2010 hasta 31/07/2022 con periodicidad diaria.

Finalmente, la séptima serie multivariada esta compuesta de tres series de precios de acciones de
bancos colombianos: Bancolombia, Banco de Bogotd y Banco Davivienda. La informacién de es-
tas variables fue extraida de la Bolsa de Valores de Colombia para el periodo 01/01/2014 hasta
27/05/2022 con periodicidad diaria. En el Cuadro 4.1 se presenta un resumen de la informacidn
disponible para las serie de tiempo multivariadas seleccionadas.

En el Anexo 2 se presentan las graficas del comportamiento de las siete series multivariadas conside-
radas.
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Cuadro 4.1.:

Descripcién series de tiempo multivariadas.

Serie multi- | Namero de | Periodicidad| Nimero de | Fecha % datos
variada variables observa- atipicos
ciones por
variable
Macroeconémj- 4 Mensual 355 01/1993- 0
cas 07,/2022
Consumo 6 Mensual 104 01/2014- 1,7
agua 08/2022
Clima 6 Diaria 1889 01/07/2017- 2,3
01/09/2022
Casos 3 Diaria 906 01/03/2020- 3,7
COVID-19 30/07/2021
Precio 3 Mensual 102 01/2014- 0
energia 06/2022
eléctrica
Crimenes 4 Diaria 4505 01/01/2010- 0,2
31/07/2022
Precio accio- 3 Diaria 3067 01/01/2014- 0
nes financie- 22/05/2022
ras

Nota: El cuadro reporta las principales caracteristicas de las series de tiempo multivariadas
consideradas. Especificamente, el nimero de variables (series univariadas) que componen la
serie, periodicidad, nimero de observaciones por serie, fecha de inicio y final y porcentaje de

datos atipicos
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5. Marco Teodrico

El marco tedrico de esta investigacion estd compuesto de cuatro partes. La primera es la teoria de
los modelos de estadistica clasica y de ML que se compararan: VAR, VECM, MLP, LSTM y GRU.
La segunda se refiere a las métricas de error observadas. La tercera se enfoca en las especificaciones
tedricas de la prueba de hipétesis Diebold-Mariano y encompassing multivariada para la comparacién
de las predicciones. Y finalmente, la cuarta, se centra en los métodos de combinacién de prondsticos.

5.1. Modelos Estadisticos

5.1.1. Vector Autorregresivo (VAR)
Un modelo VAR, Vector Autorregresivo, de orden p -VAR(p)- se define de la siguiente manera:
vy = Ao+ A1y 4+ o+ Apry, + ey

donde z; es un vector de g variables aleatorias, A, es un vector de interceptos de tamano g x 1, A;
es una matriz de coeficientes de tamaiio g X g y e; es un vector de errores de tamaiio g X 1 y matriz
de varianzas y covarianzas ..

El modelo VAR(p), utilizando el operador de rezago L, admite la siguiente representacion:

(Ig — AlL — ... Apr)l't = Ao + e
A(L):L“t = Ao + €.

El modelo VAR es estacionario si las raices del polinomio z que satisfacen la siguiente condicidn:
— _ _ Py —
det(ly — Ajz — ... — Ap2P) =0
se encuentran por fuera del circulo unitario.

Algunos aspectos importantes a considerar del VAR son:

= E| orden p del modelo VAR puede ser elegido de dos maneras: minimizando los criterios de
informacién (Akaike, Bayesiano, Hannan y Quinn, entre otros) o con pruebas de razén de
verosimilitud.

= Suponiendo que el error del modelo se distribuye con normalidad y ruido blanco, entonces los
parametros pueden ser estimados mediante el método de maxima verosimilitud.

= Existe una solucién analitica para estimar los parametros. Si el proceso es integrado de orden 0,
1(0), y gaussiano, el estimador de maxima verosimilitud coincide con el de minimos cuadrados
ordinarios (Hoyos, 2019).
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Una vez estimados los parametros del modelo VAR, la prediccién un periodo adelante, suponiendo
que los datos terminan con el periodo 7', puede obtenerse utilizando la relacién

EtxtJrl = AO + Alxt “+ ...+ Apﬂjt,erl.
En los modelos VAR se pueden incorporar variables explicativas exdgenas de la forma
= Ao+ A1y + oo+ Ay, + Guy + ey

donde w; es un vector de h variables exdgenas y GG es una matriz de coeficientes de tamafio h x g.
Suponiendo que en este caso, la esperanza condicional E(e;|z;—j, w;—;) = 0 para j =1,,,7. En el
caso de esta investigacién, las variables exégenas corresponderan a variables dummies para incorporar
el componente estacional de las series de tiempo multivariadas.

5.1.2. Cointegracion y Modelo de Correcciéon de Errores Vectoriales
(VECM)

En presencia de cointegracion, los estimadores del modelo VAR pueden ser sesgados y la inferencia
sobre ellos puede no ser valida. Por lo tanto, se propone un modelo VECM, el cual puede ser definido
como un modelo VAR reparametrizado para variables cointegradas.

En este contexto, la cointegracién se define de la siguiente manera:

El vector x; estd cointegrado si existe una matriz § de dimensién g X ¢ de rango columna com-
pleto y donde 0 < ¢ < g, tal que las ¢ combinaciones lineales 37 x; son 1(0).

El modelo VECM(p — 1), conocido como Modelo de Correccién de Errores Vectoriales, puede ser
representado como

A.Tt = Ao + H.’L‘t,1 + HlACEt,l + ...+ prletfp%»l + €.
Este modelo se escribe en términos de la variable rezagada a nivel z;_; y la variable diferenciada y

sus rezagos Aw;_1.

La cointegraciéon esta determinada por la singularidad de II. Cuando II tiene rango completo se
estima un VAR(p), cuando el rango es reducido se estima un VECM(p — 1) y cuando el rango es 0
se estima un VAR(p — 1) en primeras diferencias.

Para testear la presencia de relaciones de cointegracién puede realizarse la prueba de cointegracién
de Johansen (en su versién de traza o valores propios). Esta consiste en estimar

Axy = A+ 12y +1ILh Az + .+ 1, 1Az iy + e

donde A, IT* y xy , cambian si la prueba incluye constante y tendencia temporal lineal. Por ejemplo,
en el caso sin constante y sin tendencia lineal A* = 0, II* = I — Mg y 27, = [x,_,, 1], siendo pg
un vector de constantes. Posteriormente, se debe calcular el estadistico de prueba. En el caso de la
prueba de traza

g
Jp==T Y log(1-X).

J=q+1
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5. Marco Tedrico

Y en el caso de la prueba del valor propio
Jop = —T'log(1 — A\g11);

donde 7' es el nimero de periodos de la serie, \; es el j-ésimo valor propio ordenado de I y ¢ es el
numero de relaciones de cointegracién que se estd testeando en una secuencia de pruebas de razén
que tiene como hipdtesis

H,(0) : rango(I1) = 0 vs H,(0) : rango(IT) > 0
H,(1) : rango(Il) = 1 vs Hy(1) : rango(Il) > 1

H,(g—1) :rango(Il) = g — 1 vs Hi(g — 1) : rango(II) > g.

Cuando la hipétesis nula no pueda ser rechazada por primera vez, es decir, cuando J. o J,, sea
menor que el valor critico de la prueba para un nimero de relaciones de cointegracién ¢, este ¢ co-
rresponderd al nimero de relaciones de cointegracion presentes en la serie multivariada (Hoyos, 2019).

De nuevo, como extensiéon del modelo VAR, suponiendo que el error del modelo VECM se distri-
buye con normalidad y ruido blanco, entonces los parametros pueden ser estimados por medio del
método de maxima verosimilitud. Por otro lado, las predicciones se obtienen transformando el VECM
en un VAR, teniendo en cuenta que un VECM(p) se corresponde con un VAR(p + 1).

5.2. Modelos de Machine Learning (ML)

5.2.1. Perceptrén Multicapa (MLP)

Un perceptrén multicapa, también conocido como red neuronal hacia adelante, es una red neuronal
en la que la informacién fluye de una capa a otra sin conexiones de retroalimentacién. Un MLP toma
un vector de n variables © = (x1, 9, ...,z,) y aproxima una funcién § = f(x) para predecir una
variable o vector de respuesta y, estimando los parametros @ que mejor la ajustan basados en una
funcién de pérdida.

Sea Xy, la matriz de datos de entrada, donde n es el nimero de variables que componen la
serie de tiempo multivariada y N es el nimero de periodos de las serie. Ademas, sea r el time step,
esto es, el nimero de observaciones de rezago que se consideran como ventana para expresar la serie
temporal multivariada como un problema de aprendizaje supervisado. Cada unidad de entrada z del
MLP es de tamaio r X n que al vectorizarse resulta de tamano 1 X m.

Una capa oculta es una funcién de la forma

w = f(l)(z) — f(l)(ajw(l) + bW

donde W' es una matriz m x ¢ cuyas entradas son los pesos w;; y b es un vector de interceptos de
tamafio 1 x ¢ .f!() corresponde a una funcién de activacién no lineal.

Un perceptrén multicapa es la anidacién de varias capas. Para d capas ocultas, la representacién
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matematica del MLP por medio de composicién de funciones es la siguiente:

z = f(w) = f(Q)(f(l)(wW(l) + b(l))w(z) n b(g))
F(2) = fOUOFDEWD 4 YW 4 p2 YW@ 4 @)

= 1) = SO JWD 4 60

donde y es el vector de salida de tamafio 1 X n y cada elemento del vector corresponde al valor
ajustado de una de las series temporales univariadas.

Para el entrenamiento del MLP se debe definir una funcién de pérdida L(8) (Error Absoluto Medio,
Error Absoluto Porcentual Medio, Error Cuadrado Logaritmico, etc.). Posteriormente, para la funcién
elegida se debe optimizar el riesgo, esto es, su valor esperado. El algoritmo de optimizacién que per-
mite minimizar el riesgo y, con ello, estimar los pardmetros del MLP, 9 es el gradiente descendente
estocastico.

El procedimiento del algoritmo es el siguente:
1. Se elige aleatoriamente un vector de inicio 8° para el vector de parametros 6.

2. En el gradiente de la funcién de pérdida se evalia el vector escogido aleatoriamente en el punto
1. VL(6°) = L(9) , €l cual indica la direccién en que L(8) crece mas réapido.
90 g—g
3. Se mueve el vector inicial en la direccién contraria del gradiente calculado 8' «+ 8° — pVL(8°),

siendo p la tasa de aprendizaje.

4. Se repiten los puntos 2 y 3 k épocas hasta alcanzar el valor minimo de la funcién de pérdida
(James et al., 2021).

Las épocas, en relacion con el algoritmo, son el niimero de veces que el algoritmo trabaja sobre todo
el conjunto de los datos de entrenamiento. Una vez estimado el vector de pardmetros 8, la prediccidn
un periodo adelante para una nueva unidad de entrada x; puede obtenerse de la siguiente manera:

g=f() = fDa, WD 4 pD),

Las redes neuronales MLP son aproximadores universales, es decir, que usando funciones de activacién
arbitrarias son capaces de aproximar una funcién medible de Borel de un espacio dimensional finito a
otro con un grado de precisidon deseado, lo cual se formaliza como sigue.

Teorema de aproximacion universal para redes neuronales MLP
Sea f : RN x RY una funcién Borel-medible y AM = {A(z) : RM™ x RY|A(z) = zW + b}
donde z, W y b se definen como en el apartado anterior. Entonces cualquier funcién de la forma:

f(A(z)), puede ser aproximada por una red neuronal MLP con una o mds capas ocultas. La prueba
de este teorema se encuentra en (Hornik, 1989).
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5.2.2. Redes Recurrentes

Una red recurrente es una red neuronal donde la matriz Xy,,, de datos de entrenamiento se com-
pone de datos secuenciales, esto es, de vectores indexados temporalmente. En una red recurrente, a
diferencia de una red convencional, los vectores de la matriz de datos de entrenamiento son proce-
sados secuencialmente uno a uno. Esto permite que el vector de capa oculta s;_; pueda ser usado
recursivamente en el periodo ¢ para N periodos de la serie. Su representaciéon matematica es la
siguiente:

st = g(2¢Ws + 5:-1Ss + u,Ug + b;)
ye = h(Wys; + by);

donde, y; es el vector de salida del periodo ¢. u; es, por otra parte, un vector de entradas externas
del periodo t y Wy, S, U, bs, Wy, y b, son las matrices de pesos y los vectores de interceptos de
la capa oculta y el vector de salida. g() y h() son funciones de activacién no lineal.

La importancia de las redes neuronales recurrentes radica en que son aproximadores universales de
sistemas dindmicos con una precisidn arbitraria, lo cual justifica su uso en aplicaciones empiricas. El
teorema que justifica lo anterior es el siguiente (Schafer, 2006):

Teorema de aproximacion universal para redes neuronales recurrentes: Sea g : R/ x R’/
una funcién Borel-medible y i : R7 x R™ una funcién continua, las entradas externas u, € R/, el
vector de capa oculta s; € R7, ylasaliday; € R*(t = 1,...,T). Entonces, cualquier sistema dindmico
de la siguiente forma:

St = 9(3715, St—1, Ut)
Ye = h(s)

puede ser aproximado por una red neuronal recurrente. La prueba de este teorema puede encontrarse
en (Schafer, 2006).

5.2.2.1 Long Short Term Memory (LSTM)

La red LSTM es un caso especifico de una red recurrente. Una composicién de capas ocultas que,
aprendiendo de los estados anteriores de un conjunto de datos de entrenamiento, es capaz de capturar
dependencias de largo plazo.

Una capa oculta de una red LSTM se puede descomponer en dos partes. La primera es aquella
en donde se actualizan los componentes del estado de celda en el periodo ¢:

fi =0(Wg - [hi_1, 2] + by)

ir = 0(Wi - [hy_1,m] + by)

Cy = tanh(W* - [hy_y, 2] + b.)

Cr=fi ®@Ciy +i; @ Ch.
En la literatura, f; se conoce como la puerta del olvido, ya que mediante una funcién de activacion
sigmoide, se decide qué informacion mantener del vector de la capa oculta del periodo anterior h;_;.

El resultado de esta puerta es un vector de nimeros entre 0 y 1, que indican, a medida que se acerca
a 1, si la informacién del vector h;_; es necesaria. El resultado se multiplica, mediante el producto
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de Hadamard, con el estado de celda del periodo anterior C}.

La funcién 7; es conocida, por otro lado, como la puerta de entrada, ya que utiliza una funcién
de activacién sigmoide para decidir qué valores actualizar con el nuevo vector de informacién. El re-
sultado es un vector de nimeros entre 0 y 1, lo que indica si la nueva informacién x; debe conservarse.
El resultado se multiplica, mediante el producto de Hadamard, con la funcién C,.

La funcién C, es el vector resultante de la funcién de activacién tangente hiperbdlica que indica
cudnto actualizar cada componente de la memoria a largo plazo de la red C;_; dados los nuevos
datos. El vector resultante de la multiplicacion entre el vector de la puerta del olvido y el estado celda
en el periodo anterior C;_; mas el resultado del vector resultante de la multiplicacién entre el vector
de la puerta de entrada y C, da como resultado el nuevo estado de celda C;.

La segunda parte de la capa oculta se calcula con el nuevo estado de celda C; de la siguiente
forma:

or = 0(Wyq - [he—1, 2] + by)
ht =0 © tanh(C't),

donde, o; es una funcién de activacién sigmoide del vector de la capa oculta de periodo anterior h; 1
y la informacién nueva x;, mientras que h; es el vector de capa oculta del periodo t.

La estimacidn de los parametros de la red LSTM, al igual que en el MLP, se realiza con el algo-
ritmo de gradiente descendente estocdstico. Estimados los parametros, la prediccién se realiza para
una nueva unidad de entrada x; de la siguiente manera

~

0r41 = (W - [y, 1] + by).

5.2.2.2 Gated Recurrent Unit (GRU)

La red GRU es otro tipo especifico de red recurrente. La diferencia es que la red GRU, en compa-
racién con la red LSTM, solo tiene dos puertas: la de reinicio r; y la de actualizacién z;. En la red
GRU desaparece la actualizacién del estado de celda C;. Las puertas que permiten la actualizacién
y reinicio de la informacién se combinan para ajustar el vector candidato de la capa oculta h,. La
forma matematica de su capa es la siguiente:

Zr = O'(WZ.CEt + Uzhtfl + bz)
re =oc(Wezy + Uchy_1 +b,)
ilt = tanh(ant ‘I— Un(rt @ ht—l) + bn)

La puerta de reinicio funciona similar a la puerte del olvido de la red LSTM. Su vector resultante,
mediante una funcién de activacidn sigmoide, contiene valores de 0 a 1, que indican, entre mas cerca
a 1 el resultado, si la informacién del vector de la capa oculta del periodo anterior h;_; es necesaria.
Este resultado se combina, mediante el producto de Hadamard, con h;_; lo que resulta en el vector
candidato de la capa oculta hy.
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Posteriormente, la puerta de actualizacién, la cual funciona similar a la puerta de entrada de la
red LSTM decidiendo qué valores se actualizaran con el nuevo vector de informacién x;, se combina
con el vector de la capa oculta del periodo anterior y el vector candidato del periodo actual para
obtener h, de la siguiente forma:

htz(l—zt)th—l‘i‘Zt@iLt
op =Wy - [hi—1, 2] + b,),

donde, o; es el vector de salida del periodo ¢.

La estimacién de los pardmetros de la red GRU, al igual que en el MLP, se realiza con el algo-
ritmo de gradiente descendente estocdstico. Estimados los parametros, la prediccién se realiza para
una nueva unidad de entrada z; de la siguiente manera:

0141 = (W - [hy, 1] + by).

5.2.3. Regularizaciéon en los modelos de Machine Learning

Los modelos de ML pueden presentar problemas de sobreajuste sobre los datos de entrenamiento,
lo cual puede deberse a dos causas principales: el tamano reducido e informacién irrelevante de los
datos de entrenamiento y la complejidad de los modelos (tipo de capas, nimero de capas y unidades).
Por tanto, se han propuesto varias técnicas de regularizacién. Aqui, en particular, se mencionan las
técnicas de Dropout, regularizacién L1 y regularizacién L2.

La técnica de Dropout consiste en ignorar unidades al azar (junto con sus conexiones) de la red
neuronal (MLP, GRU o LSTM) durante el entrenamiento. Esto evita que las unidades se adapten
demasiado a los datos de entrenamiento. Para ello se establece una tasa de dropout que puede en-
contrarse entre 0 y 1, que indica la probabilidad que una unidad sea igonorada. Durante el testeo del
modelo, sin embargo, ninguna unidad se ignora, pero si se retiene una unidad con probabilidad p du-
rante el entrenamiento, los pesos salientes de esa unidad se multiplican por p en el testeo (Srivastava
et al., 2014).

Los regularizados L1 y L2, al igual que el Dropout, tienen como propdsito evitar que las unidades de
la red neuronal se adapten demasiado al entrenamiento. Para ello, se introducen penalizaciones en
la funcién de pérdida escogida que se optimiza en el algoritmo de gradiente descendente estocastico
(James, 2021). En términos matemdticos, la funcién a optimizar se transforma en

q q
L(0)+ X\ Z 0] + Ao Z 07
i=1 i=1

donde, A\ y Ay corresponden a los factores de penalizaciéon L1y L2y g al nimero de parametros del
modelo. Los regularizadores pueden establecerse como en la expresion sobre todos los pardmetros,
pero también sobre las matrices de pesos, los vectores de interceptos y las salidas y = Wz, + b.

Para el caso del modelo MLP el uso del Dropout es ampliamente aceptado al igual que el uso
de los regularizadores L1 Y L2. Sin embargo, para el caso de las redes neuronales recurrentes, y en
especifico la capa LSTM, no se recomienda en todos los casos, pues puede ignorar informacién de
largo plazo que han capturado los estados de celda. En estos modelos por lo tanto, es mas comdn el
uso de los regularizadores Lasso (Gal, 2016).
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5.3. Meétricas de error

Para medir la precisiéon de las predicciones realizadas por cada modelo estadistico o de ML se
calculan funciones de pérdida entre los valores observados y las predicciones. En el caso multivariado
se utilizan funciones de pérdida multivariada. En esta investigacion se consideran el ECM, EAM,
RECM, los cuales se definen de la siguiente manera:

ECM =Tr[(X, — X)) (X, — X,)]
RECM =vVECM
EAM = 14X, — X,|1;

donde, X; y X, son las matrices de valores observados y de predicciones de tamaio N x m, siendo N
el nimero de predicciones y m el nimero de variables que conforman las series de tiempo multivariadas
(Laurent, 2011).

5.4. Prueba de hipdtesis Diebold-Mariano

En las aplicaciones empiricas, a veces existen dos o0 mas modelos de series de tiempo para predecir
una variable empirica. La prueba de hipdtesis Diebold-Mariano permite determinar si la diferencia
entre las predicciones de dos o mas modelos es estadisticamente significativa o simple resultado del
azar (Diebold & Mariano, 1995).

La versién univariada de la prueba se desarrolla de la siguiente manera. Se definen los errores de
la prediccién asi:

et = Uit — Yir para i=1,2 modelos y t=1,2,...,P periodos.

Utilizdndose alguna funcién de pérdida, g(e;;), para medir la pérdida en el modelo i. Ademas, se
define la pérdida diferencial entre dos modelos como

dy = g(en) — glear).
De manera que, se desea testear la hipdtesis nula
H,: E(d;) =0,

contra la hipdtesis alternativa
Hy: E(d;) #0.

El estadistico utilizado para realizar la prueba es, suponiendo que d; es estacionaria en covarianza,
bajo la hipétesis nula (Diebold & Mariano, 1995)

que distribuye asintéticamente N(0,1), siendo @ un estimador de la varianza de VPd.
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5.5. Prueba de encompassing multivariada

La prueba de encompassing, al igual que la prueba de Diebold-Mariano, surge de las ocasiones
en las que existen dos o mds modelos de series de tiempo para predecir una variable empirica y se
debe escoger el modelo con mejores predicciones. No obstante, la prueba de encompassing no busca
establecer si la diferencia entre las predicciones de dos o mds modelos es significativa, sino si las
predicciones un paso adelante de un modelo pueden explicar los errores de prediccién de otro.

Sea 11y = &1 — x y Uy = To — x los errores de prediccién de dos modelos, donde = son los va-
lores a predecir y 2 y @5 los valores predichos por dos modelos. Si la diferencia entre los errores
de prondstico de los dos modelos puede ayudar a explicar los errores de prondstico del modelo 1,
entonces el modelo 1 puede ser mejorado incorporando elementos del modelo 2. Lo anterior ocurre
en la siguiente regresién cuando ¢ # 0:

Uy = po+ 0(Uyy — Uoy)

En el caso multivariado:
U = F(ult - 112t);

donde, uy; y uy; son vectores de errores de prediccion y I' es una matriz de parametros. Si I' = 0 se
dice que el modelo 1 abarca al modelo 2. Para probar la significancia de esta matriz se realiza una
prueba conjunta F sobre la diferencia de los errores (Clements, 1993).

5.6. Combinacién de prondsticos

La combinacién de prondsticos, tal y como su nombre lo indica, es una estrategia dirigida a la
combinacién de prondsticos de varios modelos estadisticos o de ML para mejorar la precisién de sus
predicciones sobre una variable respuesta.

La justificacién de su uso empirico radica en al menos tres argumentos. Primero, los modelos pueden
ser afectados de manera diferencial por la no-estacionariedad o el cambio estructural. Puesto que
para un modelo es dificil capturar este tipo de cambios, se considera plausible que en promedio los
modelos se desempefien mejor. Segundo, la combinacién de prondsticos es una forma de robuste-
cer las predicciones de los modelos contra los sesgos producidos por el error en su especificacion y
el error al medir las variables. Tercero, ya que los modelos utilizados para obtener las predicciones
pudieron haber sido construidos con diferentes funciones de pérdida, la combinacién de prondsticos
permite obtener los beneficios de cada funcién en la prediccién (Timmerman, 2005). A continuacién
se presentan los dos procedimientos que se utilizaron para la combinacién de prondsticos.

5.6.1. Promedio Simple o Bagging

Los prondsticos se combinan mediante un promedio simple, es decir, que para cada periodo adelante
para el que se haya realizado la prediccion, se promedian los prondsticos de los 7 = 1, ..., P modelos
considerados. Su expresién es la siguiente:

yo:liz?
Pi:l Z
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El resultado es un matriz de tamafo N x P, donde N es el nimero de periodos para los que se realiz
la prediccion.

5.6.2. Regresion de Minimos Cuadrados Ordinarios

En este procedimiento, la prediccién combinada es una funcién lineal de los pronésticos individuales
de los modelos considerados. Para estimar los pesos asignados a cada prediccién individual, se utiliza
una regresién lineal de la siguiente forma (Weiss, 2018):

P
yC:a+Zwi?/i+€;

=1

donde y“ son los valores observados de la variable y w; es el peso asociado a la prediccién individual
de cada modelo.

Una ventaja de la combinacién de prondsticos mediante la regresion lineal es que ésta es insesgada
debido al intercepto en la ecuacién. Sin embargo, una desventaja es que los coeficientes resultantes
de la regresion pueden ser negativos, lo que dificulta su interpretacién.
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6. Metodologia

6.1. Preparacion de los datos

Las series de tiempo seleccionadas fueron pre-procesadas antes de ser ajustadas en los modelos
estadisticos y de ML. Se detectaron los datos atipicos de cada serie temporal y posteriormente estas
observaciones fueron imputadas. El método utilizado para la deteccién de outliers se basé en dos
procedimientos. En primer lugar, cada serie univariada fue descompuesta en sus componentes de
tendencia, estacionalidad e irregularidad, es decir

Y, =T, + S + R;.

El método para retirar la estacionalidad, en caso de que existiera, fue el de Multiple Seasonal Trend
Descomposition (MSTL). Para evaluar si hay un componente estacional, el método MSTL estima
iterativamente el componente estacional, calculando su fuerza

B Var(Y; — T, — Sy)
Var(Y; — T})

Fy=1

Si F, < 0,6 no se realiza transformacién y por lo tanto Y;* = Y;. De lo contrario, el resultado de este
proceso es YV, = Y; — S;. A las series univariadas a las cuales se les retiré el componente estacio-
nal también se les retird su tendencia, en el caso de que existiera, aplicando el super suavizador de
Friedman (Friedman's super smoother, en inglés). El resultado es el componente irregular de la forma
R, =Y, — T, en caso de que existiera tendencia y R; = Y; — S; en caso que existiera componente
estacional pero no tendencia (Hyndman, 2021).

Posteriormente, al componente irregular de cada serie, se le realizaron pruebas de estacionariedad
para asegurar la validez en el célculo de sus cuartiles. A continuacién, al componente irregular se le
detectaron los outliers con base en su rango intercuartilico. Las observaciones fueron consideradas
outliers si su R; era menor a Q1 4+ 3IQR o mayor a 3 + 3IQR. En segundo lugar, los datos cla-
sificados como outliers fueron reemplazados mediante una interpolacién lineal con sus observaciones
cercanas temporalmente. En el Cuadro 1 se presenta el nimero de datos atipicos detectados por serie
de tiempo multivariada considerada.

Las series de tiempo consideradas en la investigacién, después de la imputacidn de los outliers, fueron
particionadas en datos de entrenamiento, datos de validacién y datos de prueba. Esta particién es
importante porque con ella se realiza la validacién de los modelos ajustados. Los pardmetros de los
modelos estadisticos y de ML son estimados con los datos de entrenamiento, pero las métricas de
error y las pruebas Diebold-Mariano y encompassing multivariadas fueron calculadas con los datos
de prueba. Para todas las series se selecciond un 20 % de las observaciones como datos de prueba y
un 80 % como datos de entrenamiento y validacién. De este 80 %, el 20 % de estos datos fue usado
especificamente para la validacién.
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6.2. Ajuste y validacién de los modelos

Los datos de entrenamiento utilizados en los modelos de ML fueron estandarizados para facilitar
la convergencia del algoritmo de gradiente descendente estocdstico. De esta manera, se aplicé la
siguiente transformacién: -

Yy — X

R

donde X y S corresponden a la media muestral y la desviacién estandar muestral de la serie temporal
univariada.

2t —

Antes de estimar los modelos de ML, las series de tiempo consideradas fueron transformadas pa-
ra poder ser tratadas como en un problema de aprendizaje supervisado. Esto se realizé tanto para
los datos de entrenamiento como los de prueba. El procedimiento consistié en definir una ventana de
datos, que coincide tedricamente con el nimero de rezagos que se utilizan en un modelo estadistico,
para explicar la observacién en un tiempo t. Asi por ejemplo, para una serie arbitraria, a la obser-
vacion en el tiempo t se le asignan r observaciones de retardo. Para definir el valor de r en cada
serie multivariada se calculé la funcién de autocorrelacién parcial de las series individuales (PACF)
diferenciadas, tomando como r las autocorrelaciones significativas entre los valores de las series que
se encuentran a k observaciones de distancia. En la estimacién se probaron tamaiios de ventana
cercanos a los PACF considerados.

Finalmente, para el caso del modelo VAR, las series de tiempo multivariadas fueron diferenciadas
cuando en al menos una de las series univariadas que las componen se detectd la presencia de raices
unitarias. Para detectar la presencia de raices unitarias se aplicé la prueba Dickey-Fuller aumentada
en sus tres versiones (sin tendencia y sin intercepto, con intercepto y con intercepto y tendencia
lineal). El tipo de prueba de Dickey-Fuller aplicado a estas series se realizé con base en la grafica de
la serie, donde se pudo observar la existencia de un intercepto o tendencia. En su caso mas general,
la prueba Dickey-Fuller consiste en realizar una regresion lineal de la forma

Ay = o+ Bt +yye—1 + 01 QY1 + - -+ Op 1 AYp—py1 + €4

donde, A es el operador de diferencia. La prueba tiene como hipétesiss H,, : v = 0 (presencia de raiz
unitaria) y Hy : v < 0 (no presencia de raiz unitaria), rechazandose la hipétesis nula cuando el valor
del estadistico de prueba es menor al valor critico.

En la investigacion se consideraron series de tiempo multivariadas que pueden contener un com-
ponente de estacionalidad. Se detectd la estacionalidad en las series con periocidad mensual por
medio del periodograma de la serie sin tendencia lineal. Se removié la tendencia para cada varia-
ble, en el caso de que esta existiera, con el super suavizador de Friedman. Se identificaron en los
periodogramas construidos las frecuencias en que habia picos de la densidad espectral. Para el caso
del modelo VAR y VECM, se anadieron variables dummies para considerar la estacionalidad de las
frecuencias identificadas en los periodogramas.

6.2. Ajuste y validacidon de los modelos

Para estimar los parametros de los modelos estadisticos y de ML se deben seleccionar los mejores
hiperparametros disponibles. Esta seleccién garantizard las mejores predicciones. Estos hiperpardme-
tros consisten en el caso de los modelos estadisticos, VAR y VECM, del niimero de rezagos p; mientras
que en el caso de los modelos de ML hacen referencia al nimero de capas, el nimero de unidades
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por capa, la tasa de dropout entre capas, los factores de penalizacién de los regularizadores L1L2 y
la tasa de aprendizaje del algoritmo backpropagation p.

Para seleccionar el niumero de rezagos p de los modelos VAR y VECM, se utilizaron los criterios
de informacién de Akaike (AIC), Bayesiana de Schwarz (SC), Hannan y Quinn (HQ) y de prediccién
final de Akaike (FPE). Aunque se calcularon los cuatro criterios, se consideraron principalmente los
criterios de informaciéon SQ y HQ por ser robustos a la sobreestimacién del orden del rezago.

Para seleccionar los hiperpardmetros de los modelos de ML se utilizé el Algoritmo de Hiperbanda
(Li, 2018). Se defini6 un espacio hiperparametral con los posibles valores de los hiperpardmetros a
evaluar. En el caso de esta investigacién se definié el espacio que se muestra en el Cuadro 6.1 (el
cual pudo variar dependiendo de la serie considerada). Por ejemplo, para el nimero de unidades por
capa el valor que pudo tomar el hiperpardmetro se encuentra entre 16 y 256, tomando valores cada
16 unidades.

Cuadro 6.1.: Espacio hiperparametral definido para el algoritmo de Hiperbanda.

| Hiperparametro | Posibles valores | Incrementos |
| Niimero de capas [1a3 |1 |
Nimero de unidades | 16 a 256 16
por capa
‘ Tasa de Dropout ‘ 0a05b ‘ 0,1
Factor de penalizacidon | 1le-1, le-2, 1e-3, 1-e-4, | No aplica
L1 le-5,
le-6
Factor de penalizacién | le-1, le-2, 1le-3, 1-e-4, | No aplica
L2 le-5,
le-6
Factor de penalizacién | 1le-1, le-2, le-3, le-4, | No aplica
de actividad le-5,
le-6
Factor de penalizaciéon | le-1, le-2, 1le-3, 1le-4, | No aplica
de intercepto le-5,
le-6
Tasa de aprendizaje le-2, 1le-3, le-4, 1le-5, | No aplica
le-6
Nota: El cuadro reporta los posibles valores de los hiperparame-
tros consideradores en la ejecucién del algoritmo de Hiperbanda.
También, los pasos adelante en la ejecucién del algoritmo co-
rrespondientes a cada espacio hiperparametral.

El Algoritmo de Hiperbanda se basa en el principio de “succesivehalving”, es decir, que para un
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presupuesto de recursos finitos B, siendo en nuestro caso B el nimero de épocas destinadas para
evaluar cada modelo con una disposicién de hiperpardmetros particular, se asigna al principio del
algoritmo la misma cantidad de recursos a cada configuracién de hiperparametros escogida aleatoria-
mente. Con base en los resultados de un métrica de desempefio, en el caso de esta investigacion el
ECM con los datos de validacidn, en cada iteracién se eliminan la mitad de las configuraciones a las
que se asigno recursos con peor desempeno. Al final de las iteraciones, solo deberia quedar la mejor
configuracién (Li, 2018).

Ahora bien, el Algoritmo de Hiperbanda supera las limitaciones del “succesivehalving” al tener en
cuenta que algunos modelos con configuraciones de hiperparametros particulares necesitan mas recur-
sos para tener mejores desempefios, esto es, B/n mas grandes, siendo n el nimero de configuraciones
que se consideran al principio del algoritmo. Teniendo en cuenta lo anterior, el algoritmo, itera también
sobre varios valores de n para distribuir los recursos al principio del “succesivehalving”, escogiendo
para varios valores de n el mejor desempefio de las configuraciones de hiperpardmetros (Li, 2018).

Para el caso del modelo VECM, se realizé sobre los datos de entrenamiento sin diferenciar una prueba
de cointegracién de Johanssen, la cual tuvo como propdsito identificar el nimero de relaciones de
cointegracién presentes y la necesidad de aplicar este modelo. Posteriormente, después de estimar los
parametros de los modelos VAR y VECM, se realizé una prueba de normalidad multivariada de los
errores Jarque Bera y de autocorrelacion de los errores multivariada de Portmanteau para validar el
cumplimiento de los supuestos de normalidad y no autocorrelacién. En las siete series multivariadas,
no se rechazé la hipétesis nula de no autocorrelacién serial de los residuos de los modelos estimados
de la prueba Portmanteau con un nivel de 5% de significancia. Sin embargo, si se rechazo, con el
mismo nivel de significancia, la hipdtesis de distribucién normal de los residuos de la prueba Jarque
Bera multivariada.

Finalmente, con los hiperparametros seleccionados por el Algoritmo de Hiperbanda, los modelos
de ML fueron ajustados. En el caso de los modelos de ML, se ajustaron diferentes niimeros de épocas
y de batch, para controlar el efecto de estas variables. El tamafio del batch size se consideré en 16,
32 y 64, escogiéndose el mejor modelo por ECM en los datos de validacién. Mientras que el nimero
de épocas se ajusté de acuerdo al grafico de ECM en los datos de validacién en cada iteracién.
Sin embargo, las estimaciones de los pardmetros del modelo seleccionado no fueron las de la dltima
época, sino las de la mejor. Es decir, que si bien el algoritmo de gradiente descendente estocdstico
se realizé k veces, no se consideraron los parametros de la iteracién k, sino de aquella interacién con
los parametros que tuvieron menor ECM en los datos de validacién.

6.3. Evaluacidon de los modelos

Para evaluar los modelos estadisticos y de ML ajustados, se realizaron predicciones un paso adelante
para el nimero de periodos que conforman los datos de prueba. Estas predicciones se realizan como
se menciona en el marco tedrico. En el caso de los modelos VAR y VECM, se realizaron predicciones
tipo rolling, donde se incorpora sucesivamente al conjunto de datos de entrenamiento los datos de
prueba. En cada paso del proceso se incorpora un dato de testeo con el cual se realiza una prediccién
un paso adelante. Este procedimiento se ilustra en la Figura 6.1:

Para cada serie multivariada, se obtuvo una matriz de tamano 7" x m como resultado de la pre-
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Figura 6.1.: Predicciones tipo rolling un paso adelante.

Prediccién un periodo adelante
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Nota: La figura muestra el procedimiento para realizar predicciones tipo rolling. Sucesivamente se incor-
poran, uno por uno, los datos de testeo a los datos de entrenamiento. Cada vez que se incorpora un dato
se realiza una prediccidén un paso adelante, esto hasta que no sea posible incorporar mas datos de testeo.

dicciéon, donde T' es el nimero de periodos del conjunto de datos de testeo y m es el nimero de
variables que conforman la serie. Estas matrices se promediaron para los cincos modelos considera-
dos para obtener la prediccidon bagging y se ajustaron modelos de regresidon simple para obtener la
combinacién de predicciones mediante la regresién de MCO. Los errores de prediccién 11 se consiguen
entonces restando la matriz de predicciones a la matriz de datos de prueba observados. Con las ma-
trices de error, se calculan el ECM, RECM y el EAM para cada modelo y combinacién de prondsticos
dentro de las siete series de tiempo consideradas.

Para la aplicacién de la prueba Diebold-Mariano, se vectorizé la matriz de errores de prediccidn
1, este procedimiento se realizé sumando el cuadrado de las entradas de la matriz por fila, esto es,
los errores de prediccion de cada variable para cada periodo ¢, obteniendose asi una vector de tamafo
T x 1 de errores al cuadrado. Posteriormente, con los errores de predicciones vectorizados se realizaron
pruebas Diebold-Mariano para cada par de modelos (incluyendo las combinaciones de prondsticos)
diferentes por serie, lo que permitié probar la significancia de las diferencias entre las predicciones.

Finalmente, se realizaron pruebas de encompassing con las matrices de error de prediccién para
cada combinacién posible de modelos y las combinaciones de prondsticos. En este caso el proce-
dimiento realizado consistié en realizar una regresién multivariada de los errores de prediccién del
modelo 1 sin variables exdgenas y una regresion multivariada de los errores de predicciéon del modelo
1 en funcién de la diferencia de los errores de prediccién del modelo 1 y 2. Por medio de una prueba
F' de significancia global se compararon los errores del modelo sin variables exdgenas y el modelo
con variables exdgenas, evaludndose asi si el modelo que incluye las diferencias entre los errores de
prediccion es significativamente mejor capturando los datos que el simple. Se rechaza esta hipdtesis
para p-valores menores al nivel de significancia deseado.
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En el Anexo 1 se presentan los hiperpardmetros seleccionados, con base en la metodologia explica-
da en el apartado anterior, en la estimacion de los modelos considerados para cada una de las series
de tiempo multivariadas. También, es importante mencionar que solo se encontré un componente de
estacionalidad en las series de consumos de agua y precios de la energia eléctrica, por lo tanto so-
lo para estas dos series de tiempo multivariadas se estimaron los modelos VAR y VECM con dummies.

En los cuadros 7.1 y 7.2 se encuentran la RECM y el EAM de los modelos estadisticos y de ML
junto con las combinaciones de prondsticos realizadas para sus predicciones. Las métricas de error
muestran que en cuatro de las siete series de tiempo multivariadas, los modelos estadisticos presentan
valores de pérdida menores que los de ML. En los otros tres, los modelos de ML presentan mejor
RECM y EAM. Por otra parte, el modelo VECM tiene las menores métricas de error en tres de las
series multivariadas, le siguen los modelos VAR, GRU y MLP con una serie cada uno. En la serie de
variables climaticas el modelo GRU tienen la métrica mds baja segin la RECM y el MLP segiin el
EAM. Como se habia observado en la revisidon de literatura, no se puede afirmar la superioridad de
ninglin tipo de modelo a partir de las métricas de error, los resultados son variados dependiendo de
la naturaleza de la serie.

Para ilustrar, en el Anexo 3 se presentan las graficas de las predicciones y los datos de prueba
del modelo VECM para la serie de precios de acciones. También se encuentran las predicciones y los
datos de prueba del modelo MLP para la serie de precios de la energia eléctrica.

También se puede observar que en los modelos estadisticos, cuando se incorpora el componente
de estacionalidad mediante variables dummies, el desempefio es mejor que en los modelos sin él
seglin la RECM. Este es el caso de las series de consumos de agua por estrato y precios de la energia
por sector, donde el resultado del VAR y VECM con dummies es mejor que el de los modelos VAR y
VECM, aunque no es mejor que todos los modelos de ML. Cuando la métrica de error es el EAM, en
el caso de la serie de precios de la energia eléctrica, las métricas de error de los modelos VAR y VECM
sin dummies son menores que las de los modelos con dummies. Ademas, contrario a lo que podria
pensarse, los modelos de ML para estas series, que son aquellas con el menor nimero de periodos
observados, presentan mejor desempeiio que los modelos estadisticos clasicos.

Las series de tiempo con mayor niimero de variables por serie, clima y acueducto (con seis varia-
bles cada una), son mejor ajustadas para la prediccién por los modelos de ML que los modelos
estadisticos, obteniendo menores RECM y EAM. Mientras que, las series de tiempo con menor niime-
ro de variables, acciones y COVID-19, excluyendo energia (con tres variables cada una), presentan
mejor desempeiio con los modelos estadisticos.

El método de combinacién de prondsticos de regresion por MCO no presenta mejor desempeiio

que los modelos considerados individualmente, mientras que presenta el peor desempefio en la serie
de COVID-19, ubicdndose de manera intermedia en el resto de series. El bagging, por otra parte,
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Cuadro 7.1.: RECM modelos por serie de tiempo multivariada.

Modelo ‘ Acciones ‘ Acueducto ‘ Clima ‘ COVID-19 ‘ Crimenes ‘ Energia ‘ Macroecondmicas

VAR | 23.492,1 | 52237959 | 940,3 | 32.027,7 | 1.419,1 | 3943 |  21.403,3

|

|

| VECM | 23.477,4 | 5319.312,6 | 937,5 | 31.230,5 | 1.418,1 | 4195 |  21.653,3
| MLP | 241255 | 3.576.645,8 | 904,0 | 46.546,3 | 1.4743 | 331,8 |  173.156,2
| LSTM | 39.072,8 | 3.750.996,1 | 907,6 | 80.847,1 | 2.186,7 | 3570 |  324.1511
| GRU | 40.768,0 | 3.591.513,0 | 892,2 | 733155 | 2570,7 | 3635 |  287.941,0
| BAG | 27.049,8 | 3.823.925,1 | 903,5 | 45.406,7 | 1.574,3 | 349,5 |  155.154,5
| REG | 33.3584 | 3.928.197,8 | 929,1 | 118.085,1 | 2.055,0 | 360,0 |

| VAR-D | NA | 36587919 | NA | NA | NA | 3796 | NA

| VECM-D | NA | 36712087 | NA | NA | NA | 3616 | NA

Nota: El cuadro reporta la RECM por modelo para cada una de las series consideradas. En negrilla se
reportan los dos valores mds bajos por serie. Ademas, NA corresponde a un modelo no estimado, en
aquellas series donde no se encontré estacionalidad. BAG y REG son las abreviaciones de los métodos
de combinacién de prondsticos por bagging y regresion, mientras que VAR-D y VECM-D corresponden

|

|

|

|

|

|

|

45.735,2 |
|

|

a los modelos VAR y VECM con dummies.

presenta el mejor desempeiio en la serie del clima segin la EAM, ubicandose de manera intermedia
en el resto de series.

En el Cuadro 7.3 se pueden observar los p-valores de la prueba Diebold-Mariano para cada par
de modelos y combinacién de prondsticos considerado, donde se marcé con asterisco aquellos valores
para los cuales se rechaza la hipdtesis nula de no existencia de diferencia entre las predicciones de
los modelos con un nivel de 5% de significancia. En el 45,7 % de los casos se encontrd que existen
diferencias significativas entre las predicciones de los modelos. Este resultado es coherente con los
resultados obtenidos en las métricas de error, puesto que cuando la diferencia porcentual entre la
RECM y EAM de dos modelos es mayor al 10 %, en el 78,4 % de los casos se rechaza la hipétesis
nula de la prueba.

Puede observarse que las predicciones de los modelos estadisticos (VAR, VECM, VAR DUMMIES
y VECM DUMMIES) no presentan entre ellas diferencias significativas en ninguna de las series de
tiempo multivariadas consideradas. No obstante, en cinco de ocho ocasiones posibles, los modelos
VAR y VECM se diferencian en mas del 10 % de sus versiones con dummies (la mayoria de las veces
en la serie de los precios de la energia elétrica). En los modelos de ML, por otro lado, se presentan
diferencias significativas en sus predicciones el 57,1% de las veces. Este resultado coincide con el
obtenido con la RECM, ya que siempre que la diferencia porcentual entre las métricas de los errores
fue mayor al 10 %, se rechazé la hipétesis nula de la prueba y sélo en dos casos, cuando se rechazé
la hipdtesis nula de la prueba, la diferencia era menor al 10 %.

Cuadro 7.3.: p-valores prueba Diebold-Mariano modelos por serie de tiempo multivariada.
\ Modelo \ VAR ‘ VECM \ MLP \ LSTM ‘ GRU \ BAG ‘ REG \ VAR-D \ VECM-D \
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Acciones

| |
| VAR | 1 | 028 | 01 | 0f | o* | 0o* | O* | | |
| VECM | 028 | 1 |007 | 0% | 0¥ | 0¥ | 0% | | |
| MLP | 01 | 007 | 1 | 0% | 0¥ | 0* | O* | | |
LSTM [ o* | o [ o [ 1 | 0* | o* | 0 | | |
| GRU [ 0* | o [ o [ 0 | 1 | 0% | 0 | | |
| BAG [ 0* | o0 [ o [ 0 [0t | 1 | 0| | |
| REG | 0 | or [or | o0 | o [0f | 1 | | |
| Acueducto |
| VAR | 1 | 06 | 026 | 028 |028]026 | 03 | 026 | 0,26 |
| VECM | 06 | 1 | 025 ]| 027 | 027|024 | 024 ]| 024 | 0,24 |
| MLP | 026 | 025 | 1 | 025 | 034]032]|014 | 059 | 0,6 |
| LSTM | 028 | 027 | 025 | 1 | 078|059 |033]| 075 | 0,76 |
| GRU | 028 | 027 |034] 078 | 1 |052] 007 072 | 0,73 |
| BAG | 026 | 024 |032] 059 |052| 1 |09 | 092 | 0,95 |
| REG | 03 | 029 | 014 | 033 [ 00709 | 1 | 094 | 0,96 |
| VAR-D | 026 | 024 | 059 | 075 | 072 | 092 |09 | 1 | 0,82 |
| VECM-D | 026 | 024 | 06 | 076 | 073 | 095 | 096 | 0,82 | 1 |
| Clima |
| VAR | 1 | 008 | 0* | 0,05* |003*| 0* | 015 | | |
| VECM | 008 | 1 [001*| 0,13 | 0,08 |0,01*|0,01* | | |
| MLP | 0* | 001* | 1 | 086 | 055 | 08 |0,03*] | |
| LSTM |005*| 013 | 086 | 1 | 034|092 | 012 | | |
| GRU [003*| 008 | 055 | 034 | 1 | 044|012 | | |
| BAG | 0* | 001* | 08 | 092 | 044 | 1 |0,02*| | |
| REG | 015 | 075 |003*| 012 | 012 |0,02%| 1 | | |
| COVID-19 |
| VAR | 1 | 062 | 0 | o* | o* | o* | 0* | | |
| VECM | 062 | 1 | 0* | 0% | 0¥ | 0¥ | 0* | | |
| MLP | O* | o* | 1 | 0 | 0* | 027 | 0% | | |
LSTM [ o* | o [ o [ 1 | 0* | 0% | 0 | | |
| GRU [ 0* | o0 [ o [ 0 | 1 | 0% | 0 | | |
| BAG | 0* | o0* | 027 | o0 | 0o* | 1 | 0% | | |
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| REG | 0* | or [ ot | o |or [ 0f | 1 | | |
| Crimenes |
| VAR | 1 | 092 | 079 | o0* | 0* | 018 | 0* | | |
| VECM | 092 | 1 |079 | o0* | 0* | 018 | 018 | | |
| MLP | 079 | 079 | 1 | 0% | 0* |001%| 0* | | |
| LSTM | 0% | o* | o* | 1 | 0* | 0* |001*| | |
| GRU [ 0* | o [ o [ 0 | 1 | o* | 0 | | |
| BAG | 018 | 018 [001*| o0* | 0o* | 1 | 0* | | |
| REG | 0* | 0* | 0* | 001* | 0¥ | 0* | 1 | | |
| Energia |
| VAR | 1 | 033 | 036 | 075 | 087 | 065|008 | 059 | 0,59 |
| VECM | 033 | 1 | 014 | 069 | 026 | 016 | 016 | 031 | 0,31 |
| MLP | 036 | 014 | 1 | 019 | 021 | 018 | 097 | 054 | 0,55 |
| LSTM | 075 | 069 | 019 | 1 | 029|027 038 058 | 0,29 |
| GRU | 087 | 026 |021] 029 | 1 | 04 | 056 | 091 | 0,32 |
| BAG | 065 | 016 | 018 | 027 | 04 | 1 | 064 | 091 | 0,33 |
| REG | 008 | 016 | 097 | 038 | 056 | 064 | 1 | 049 | 0,49 |
| VAR-D | 059 | 031 | 054 | 058 | 091|091 |049 | 1 | 0,29 |
| VECM-D | 059 | 031 | 055 | 029 | 032033049 | 029 | 1 |
| Macroecénomicas |
| VAR | 1 | 051 | o | o* | o* | o* | 0* | | |
| VECM | 051 | 1 | 0 | 0f | 0o* | 0¥ | 0* | | |
| MLP | O* | o0* | 1 | 0% | 0* |001%| 0* | | |
LSTM [ o* | o [ o [ 1 | 0* | 0% | 0 | | |
| GRU [ 0* | 0 [ o [ 0 | 1 | 0% | 0| | |
| BAG | 0* | o0* |001*| o* | Oo* | 1 | 0% | | |
| REG [ 0* | o0 [ o [ 0 [0t | o* | 1 | | |

Nota: El cuadro reporta los p-valor de la prueba Diebold-Mariano por cada par de modelos y serie
de tiempo multivariada considerada. Se marcé con asterisco aquellos valores para los cuales se
rechaza la hipdtesis nula de no existencia de diferencia entre las predicciones de los modelos con
un nivel de 5 % de significancia. BAG y REG son las abreviaciones de los métodos de combinacién de
prondsticos por bagging y regresién, mientras que VAR-D y VECM-D corresponden a los modelos
VAR y VECM con dummies.
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Cuadro 7.2.: EAM modelos por serie de tiempo multivariada.

‘ Modelo ‘ Acciones ‘ Acueducto ‘ Clima ‘ COVID-19 ‘ Crimenes ‘ Energia ‘ Macroecono’micas‘
| VAR | 615.767,0 | 36.074.453,6 | 18.194,7 | 346.271,6 | 48.352,8 | 1.340,3 |  141.060,3 |
| VECM | 615.667,8 | 37.442.080,9 | 18.319,1 | 338.059,1 | 48.289,9 | 1.327,8 |  143.012,2 |
| MLP | 653.781,2 | 23.762.439,2 | 18.049,9 | 530.3143 | 50.898,6 | 1.208,0 | = 1.492.165,7 |
| LSTM | 1.170.258,8 | 25.321.759,1 | 18.327,2 | 926.932,9 | 70.920,7 | 1.318,9 | 2726.947,9 |
| GRU | 1.200.891,2 | 23.036.714,8 | 18.169,1 | 839.223,6 | 87.710,9 | 1.769,1 |  2.058.182,4 |
| BAG | 760.410,6 | 25.234.114,7 | 17.875,2 | 517.0154 | 54.340,1 | 1.283,3 | 12344212 |
| REG | 8943540 | 26.243.877,2 | 18.192,2 | 1.159.688,9 | 67.317,2 | 1.4654 |  389.540,1 |
| VAR-D | NA | 24023291,8 | NA | NA | NA | 13687 | NA |
| VECM-D | NA | 243203227 | NA | NA | NA | 13751 | NA |

Nota: El cuadro reporta el EAM por modelo para cada una de las series consideradas. En negrilla se
reportan los dos valores mds bajos por serie. Ademas, NA corresponde a un modelo no estimado, en
aquellas series donde no se encontré estacionalidad. BAG y REG son las abreviaciones de los métodos
de combinacién de prondsticos por bagging y regresion, mientras que VAR-D y VECM-D corresponden
a los modelos VAR y VECM con dummies.

Cuadro 7.4.: p-valores prueba de encompassing modelos por serie de tiempo multivariada.

| Modelo | VAR | VECM | MLP | LSTM | GRU | BAG | REG | VAR-D | VECM-D |
| Acciones |
| VAR | 1 | 003*% | 0,14 | 0,01* |0,02*|0,01* | 0* | | |
| VECM |004*| 1 | 009 | 001* |0,02*|0,01* | 0,01* | | |
| MLP | O* | o* | 1 | 0% | 0* |001%| 0* | | |
LSTM [ o* | o [ o [ 1 | 0* | o* | 0 | | |
| GRU | o* | or [ ot | o0 | 1 [0 | 0 | | |
| BAG | 0* | 0 | 0r | 0 [ 0* | 1 | 0% | |
| REG [ 0* | or | or | 0 [o* |0 | 1 | | |
| Acueducto |
| VAR | 1 | 045 | 0* | 0% | 0* | 0* |005%| 027 | 0,15 |
| VECM | 021 | 1 | 0* | o | 0% | 0* | 0* | 023 | 0,14 |
| MLP |003*| 01 | 1 | 002% |0,01*|005%| 021 | 003* | 002*% |
| LSTM | 036 | 029 [003*| 1 |004*| 03 |005%| 005* | 003 |
| GRU | 043 | 04 [001*| 009 | 1 | 033 |003%| 003* | 002% |
| BAG |005%| 031 |004*| 03 | 046 | 1 | 027 | 01 | 0.1 |
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BAG | 001*| 0,03* |001*| 0* |001*| 1 | 0* | 0,02*

|
REG | o* | o | o* | o* | O | O | 1 | 001* | 001*
VAR-D | 055 | 027 | 01 | 01 |[013] 019|016 | 1 |  0,01*
VECM-D | 0,63 | 0,02% |002%| 0,04* | 025 | 0,14 |003*| 1 | 1

Macroeconomicas

VAR | 1 | o* | o | o* | o* | o* | o* | |
VECM | 0% | 1 | 0* | o* | o* | 0¥ | 0* | |
MLP | o* | o* | 1 | o | o* | 0* | O* | |
LSTM | o* | o* | o* | 1 | o | 0o | O* | |
GRU | o* | o0* | 0 | o | 1 | 0¥ | 0% | |
BAG | o* | o* | o*x | o* | o | 1 | o* | |
REG | o* | o | o | o* | o* | 0 | 1 | |

Nota: El cuadro reporta los p-valor de la prueba de encompassing por cada par de modelos y
serie de tiempo multivariada considerada. Se marcé con asterisco aquellos valores para los que
se rechaza la hipétesis nula de encompassing con una significancia del 5%. BAG y REG son las
abreviaciones de los métodos de combinacién de prondsticos por bagging y regresién, mientras que
VAR-D y VECM-D corresponden a los modelos VAR y VECM con dummies.

Al considerar los resultados de la prueba Diebold-Mariano en conjunto con la RECM y el ECM, se
puede notar que las diferencias en las predicciones de consumos de agua y precios de la energia entre
los modelos estadisticos y de ML no son significativas al 5 %. En ese sentido, la RECM de los modelos
estadisticos se desempenaria mejor en sus predicciones en cuatro de cinco de las series donde si hay
diferencias significativas.

En el Cuadro 7.4 se presentan los p-valores de las pruebas de encompassing realizadas para cada
par de modelos y combinaciéon de prondsticos considerado, donde se marcé con asterisco aquellos
valores para los que se rechaza la hipétesis nula de encompassing con una significancia del 5 %. Solo
en el 13,3 % de las veces un modelo abarca al otro, es decir, que el modelo acabarcado no tenia
informacién que ya estuviera en el primer modelo. Lo anterior significa, en relacién con la prueba
Diebold-Mariano, que si bien las predicciones de los modelos pueden ser significativamente diferen-
tes, ello no implica que un modelo pueda reemplazar a otro, pues la prediccién de un modelo puede
explicar el error de prediccién de otro. Solo en un caso, entre la combinacién de prondsticos por
bagging y regresion en la serie de tiempo del clima, sucedié que la diferencia entre las predicciones
de dos modelos fuera significativa estadisticamente y uno de los modelos abarcara al otro.

En el caso de los modelos estadisticos donde la diferencia de sus predicciones nunca fue signifi-
cativa, el 35% de las veces un modelo abarcé al otro, lo cual significa que en estos modelos con
predicciones similares ya se ha incorporado toda la informacién de los prondsticos rivales. Es alin mas
importante considerar el 65 % restante de los casos en los que un modelo no abarca al otro, ya que
el modelo tiene informacién que puede ser capturada. Por ejemplo, el modelo VECM, ajustado para
el precio de la energia por sectores, no abarcé el modelo VAR con dummies, lo que se puede deber a
los comportamientos estacionales que considera el dltimo modelo.
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7. Resultados

De otra parte, para el caso de los modelos de ML, sélo en el 2% de los casos un modelo de ML
abarcé al otro. Esto puede indicar que la arquitectura diferencial de las capas del MLP, LSTM Y
GRU representa una porcién de la informacién y el comportamiento de la serie temporal multivariada
mejor que otra. Aunque estos modelos fueron aqui tipificados como ML, sus predicciones variaron
entre si mds que las de los modelos estadisticos.

En cuanto a la combinacién de prondsticos, el 54,3 % de las veces las predicciones fueron significa-
tivamente diferentes a las obtenidas con los modelos sin combinar a un nivel de 5% de significancia.
Esto significa que, si bien la combinacidon de prondsticos se construyé a partir de los modelos indi-
viduales, el prondstico que resulté fue diferente en mas de la mitad de las veces a los prondsticos
que lo originaron. En ese sentido, teniendo en cuenta el EAM, si bien el bagging tuvo los mejores
resultados en la serie de variables del clima, su predicciéon no fue significativamente diferente a la
de los modelos de ML. Finalmente, las técnicas de combinacidn abarcaron a los otros modelos un
73,5 % de las veces, lo cual se puede explicar en este caso porque la técnica capturé la informacién
de la mayoria de los modelos con los que se construyd.
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8. Conclusiones

Esta investigacién tuvo como objetivo comparar la precisién de las predicciones de los modelos
estadisticos y de ML para series de tiempo multivariadas. Después de estimar los parametros de
los modelos considerados para siete series de tiempo de distintos dmbitos (economia, finanzas, epi-
demiologia, meteorologia, violencia y sociedad), se encontré que los modelos mds precisos en las
predicciones, seglin las métricas de error RECM y EAM, varian entre los conjuntos de datos. Como
lo menciona el teorema de “No free lunch”, no existe un modelo que domine a los otros en todos los
conjuntos de datos.

No obstante lo anterior, los modelos estadisticos (VAR y VECM) y sus versiones con dummies para
considerar la estacionalidad muestran una ligera superioridad sobre los modelos de ML en la precision
de sus predicciones. En cuatro de las cinco series, donde segiin la prueba Diebold-Mariano se detecté
el mayor niimero de predicciones significativamente diferentes entre modelos, las métricas de error
de los modelos estadisticos fueron menores. Solo en una serie, la serie de variables climaticas, los
modelos de ML se desempenaron mejor.

Ahora bien, algunas regularidades se encontraron en el desempefo de los modelos sobre las series
consideradas. En los casos donde las series multivariadas contaban con mayor nimero de variables,
seis en el caso de las series de consumos de agua y variables climédticas, el desempeno de los modelos
de ML fue mejor segun las métricas de error. Mientras que, en el resto de series, donde se contaba
con tres y cuatro variables, el desempeno fue mejor en los modelos estadisticos en la mayoria de los
casos. De igual manera, para futuras investigaciones, se encontré que las series con menor nimero
de observaciones tuvieron predicciones mas precisas con los modelos de ML; mientras que, las series
con mayor nimero de observaciones tuvieron predicciones mds precisas con los modelos estadisticos.

Por otra parte, también se observé que la combinacién de prondsticos no mejoré significativamente
la precisién de las predicciones de las series de tiempo multivariadas. En la mayoria de los casos, la
combinacioén tipo bagging y de regresion tuvieron resultados intermedios, segin las métricas de error,
sobre los modelos individualmente considerados. No se puede considerar, por tanto, que ayudaron a
mejor las predicciones de los modelos estadisticos y de ML capturando nueva informacion.

Las predicciones de los modelos estadisticos (incluyendo sus versiones con dummies), entre si, si
bien presentaron algunas diferencias porcentuales mayores al 10 % en las métricas de error, no tuvie-
ron diferencias significativas, a un nivel de significancia del 5%, segiin la prueba Diebold-Mariano.
Esto indica que si bien las métricas difieren, las predicciones son muy similares y sus diferencias son
resultados del azar. Sin embargo, las pruebas de encompassing multivariadas muestran que en el
65 % de los casos, aunque las diferencias entre predicciones no son estadisticamente significativas,
las predicciones de un modelo no capturan toda la informacién relevante de un modelo rival. Este es
el caso de los modelos con y sin variables dummies para incorporar el componente estacional.

En el caso de los modelos de ML, en comparacién con los modelos estadisticos, entre si, se pre-
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8. Conclusiones

sentan mayores diferencias significativas en las predicciones (57,1 %). Ademas, solo un 2% de las
veces un modelo, segln la prueba de encompassing multivariada, incorporé toda la informacién de
un modelo rival en sus predicciones. Los resultados, por lo tanto, permiten concluir que los modelos
de ML, debido a la naturaleza de sus capas, capturan informacién diferente de las series de tiempo
multivariadas en sus predicciones.

En general, para los modelos considerados se encontrd que el 45,7 % de sus predicciones eran sig-
nificativamente distintas, segtn la prueba de Diebold-Mariano con un nivel de significancia del 5 %.
Mientras que sélo el 13,3 % de las veces las predicciones de un modelo abarcaron al otro. Esto sugiere
que las predicciones de los modelos en la mayoria de los casos representan componentes distintos de
la informacién de las series temporales. Por lo tanto, una linea de investigacion abierta es la combi-

nacion de esta informacién a través de otros métodos de combinacién de prondsticos o los modelos
hibridos.
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A. Anexo 1

A continuacidn, se presentan los hiperpardmetros seleccionados para la estimacién y evaluacién de
los modelos considerados por serie de tiempo multivariada.

Cuadro A.1.: Hiperparametros seleccionados para la estimacién de los modelos

Serie mul- | Modelo Hiperparametros

tivariada
| Acciones | VAR | Orden de retraso (p): 4 |
| | VECM | Orden de retraso (q): 4 |

MLP Time step (r): 10; ndmero de capas: 1; nimero de unidades
capa: 80; L1 matriz de pesos: 0,0001, L2 matriz de pesos:
0,00001, L1L2 salida: 0,01; L1L2 vector de interceptos: 0,001,
tasa de aprendizaje: 0,001.

LSTM Time step (r): 10; ndmero de capas: 1; nimero de unidades
capa: 160; L1 matriz de pesos: 0,00001, L2 matriz de pe-
sos: 0,001, L1L2 salida: 0,00001 ;L1L2 vector de interceptos:
0,0001, tasa de aprendizaje: 0,0001

GRU Time step (r): 10; ndmero de capas: 1; nimero de unidades
capa: 256; L1 matriz de pesos: 0,0001, L2 matriz de pe-
sos: 0,001, L1L2 salida: 0,0001; L1L2 vector de interceptos:
0,00001, tasa de aprendizaje: 0,00001; tasa Dropout: 0,5

Orden de retraso (p): 8 |

| Acueducto | VAR

| | VECM | Orden de retraso (q): 8 |
MLP Time step (r): 2; nimero de capas: 2; nimero de unidades
capa 1: 112; nimero de unidades capa 2: 112; L1 matriz
de pesos: 0,0001, L2 matriz de pesos: 0,00001; L1L2 salida:
0,0001; L1L2 vector de interceptos: 0,01, tasa de aprendizaje:
0,001
LSTM Time step (r): 2; nimero de capas: 1; nimero de unidades

capa: 256; L1 matriz de pesos: 0,001, L2 matriz de pesos:
0,00001; L1L2 salida: 0,00001; L1L2 vector de interceptos:
0,001, tasa de aprendizaje: 0,001

GRU Time step (r): 2; ndmero de capas: 1; nimero de unidades
capa: 256; L1 matriz de pesos: 0,001, L2 matriz de pesos:
0,00001; L1L2 salida: 0,00001; L1L2 vector de interceptos:
0,001, tasa de aprendizaje: 0,001
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A. Anexo 1

VAR DUM- | Orden de retraso (p): 8
MIES
VECM DUM- | Orden de retraso (q): 8
MIES
| Clima | VAR | Orden de retraso (p): 12 |
| | VECM | Orden de retraso (q): 12 |
MLP Time step (r): 12; ndmero de capas: 1; nimero de unida-
des capa: 80; L1 matriz de pesos: 0,01, L2 matriz de pesos:
0,0001; L1L2 salida: 0,001; L1L2 vector de interceptos: 0,01,
tasa de aprendizaje: 0,001
LSTM Time step (r): 12; nlmero de capas: 1; nimero de unidades
capa: 32; L1 matriz de pesos: 0,0001, L2 matriz de pesos:
0,001; L1L2 salida: 0,00001; L1L2 vector de interceptos: 0,1,
tasa de aprendizaje: 0,001
GRU Time step (r): 12; ndmero de capas: 1; nimero de unida-
des capa: 64; L1 matriz de pesos: 0,01, L2 matriz de pesos:
0,0001; L1L2 salida: 0,00001; L1L2 vector de interceptos:
0,000001, tasa de aprendizaje: 0,01; tasa Dropout 1: 0,1; ta-
sa Dropout 2: 0,2

| COVID 19 | VAR

Orden de retraso (p): 8 |

| | VECM

Orden de retraso (q): 8 |

MLP

Time step (r): 3; nimero de capas: 2; nimero de unidades ca-
pa 1: 80; nimero de unidades capa 2: 128; L1 matriz de pesos:
0,01, L2 matriz de pesos: 0,0001; L1L2 salida: 0,0001; L1L2
vector de interceptos: 0,00001, tasa de aprendizaje: 0,001

LSTM

Time step (r): 3; nimero de capas: 1 ; nimero de unida-
des capa: 128; L1 matriz de pesos: 0,001, L2 matriz de pe-
sos: 0,0001; L1L2 salida: 0,0001; L1L2 vector de interceptos:
0,001, tasa de aprendizaje: 0,001

GRU

Time step (r): 3; nimero de capas: 1 ; nimero de unida-
des capa: 128; L1 matriz de pesos: 0,001, L2 matriz de pe-
sos: 0,0001; L1L2 salida: 0,0001; L1L2 vector de interceptos:
0,001, tasa de aprendizaje: 0,001

\ Crimenes \ VAR

Orden de retraso (p): 13

| | VECM

Orden de retraso (q): 13

MLP

Time step (r): 13; ndmero de capas: 2; nimero de unida-
des capa 1: 48; nimero de unidades capa 2: 128; L1 ma-
triz de pesos: 0,01, L2 matriz de pesos: 0,0001; L1L2 salida:
0,00001; L1L2 vector de interceptos: 0,00001, tasa de apren-
dizaje: 0,001
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LSTM Time step (r): 13; nimero de capas: 1 ; nimero de unidades
capa: 128; L1 matriz de pesos: 0,01, L2 matriz de pesos: 0,1;
L1L2 salida: 0,01; L1L2 vector de interceptos: 0,01, tasa de
aprendizaje: 0,0001

GRU Time step (r): 13; nimero de capas: 1 ; nimero de unidades
capa: 128; L1 matriz de pesos: 0,01, L2 matriz de pesos: 0,1;
L1L2 salida: 0,01; L1L2 vector de interceptos: 0,1, tasa de
aprendizaje: 0,0001; tasa Dropout 1: 0,3; tasa Dropout 2:
0,5

| Energia | VAR | Orden de retraso (p): 8 |
| | VECM | Orden de retraso (q): 8 |
MLP Time step (r): 1; ndmero de capas: 2; nimero de unidades
capa 1. 112; ndmero de unidades capa 2: 112; L1 matriz
de pesos: 0,0001, L2 matriz de pesos: 0,00001; L1L2 salida:
0,001; L1L2 vector de interceptos: 0,01, tasa de aprendizaje:
0,001
LSTM Time step (r): 1; nimero de capas: 1 ; nimero de unidades
capa: 256; L1 matriz de pesos: 0,001, L2 matriz de pesos:
0,0001; L1L2 salida: 0,00001; L1L2 vector de interceptos:
0,00001, tasa de aprendizaje: 0,001
GRU Time step (r): 1; ndmero de capas: 1 ; nimero de unidades

capa: 64; L1 matriz de pesos: 0,0001, L2 matriz de pesos:
0,00001; L1L2 salida: 0,00001; L1L2 vector de interceptos:
0,0001, tasa de aprendizaje: 0,001

VAR DUM- | Orden de retraso (p): 8

MIES
VECM DUM- | Orden de retraso (q): 8
MIES
MacroeconénAR Orden de retraso (p): 12
cas
| VECM | Orden de retraso (q): 12 |
MLP Time step (r): 6; nimero de capas: 1; nimero de unidades
capa: 80; L1 matriz de pesos: 0,0001, L2 matriz de pesos:
0,00001; L1L2 salida: 0,01; L1L2 vector de interceptos: 0,001,
tasa de aprendizaje: 0,001
LSTM Time step (r): 6; ndmero de capas: 1 ; nimero de unidades
capa: 256; L1 matriz de pesos: 0,00001, L2 matriz de pesos:
0,001; L1L2 salida: 0,0001; L1L2 vector de interceptos: 0,001,
tasa de aprendizaje: 0,001
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GRU Time step (r): 6; nimero de capas: 1 ; nimero de unidades
capa: 224; L1 matriz de pesos: 0,00001, L2 matriz de pe-
sos: 0,001; L1L2 salida: 0,0001; L1L2 vector de interceptos:
0,00001, tasa de aprendizaje: 0,001




B. Anexo 2

A continuacién, se presentan las gréaficas de las series multivariadas consideradas dentro de la
investigacion.

Figura B.1.: Serie multivariada: Precio de acciones bancarias
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Figura B.3.: Serie multivariada: Variables climaticas
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Consumo M3

Recuperados y contagiados

Figura B.2.: Serie multivariada: Consumo de agua (M3) por estrato
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Figura B.4.: Serie multivariada: Casos COVID-19 en Colombia
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Figura B.5.: Serie multivariada: Crimenes en Bogota
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Figura B.6.: Serie multivariada: Precio de la energia eléctrica (KWH)
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Figura B.7.: Serie multivariada: Variables macroeconémicas
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A continuacion, se presenta las graficas de las predicciones y los datos de prueba del modelo VECM
para la serie de precios de acciones y MLP para la serie de precios de la energia eléctrica.

Figura C.1.: Prediccién modelo VECM: Precio accién Bancolombia

—40000 1
wn
o
w
©
=
| . .
'S 35000 ] Tipo de serie
2 — Serie predicha
o .
o — Serie de prueba
=
o
‘& 30000
pud
o

25000 1

2021-01 202107 2022-01
Fecha

Figura C.2.: Prediccién modelo VECM: Precio accién Banco de Bogota
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Precio de la accién (pesos)

Figura C.3.: Prediccién modelo VECM: Precio accién Davivienda
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Figura C.4.: Prediccion modelo MLP: Precio energia eléctrica sector regulado
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Figura C.5.: Prediccién modelo MLP: Precio energia eléctrica sector no regulado
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Figura C.6.: Prediccién modelo MLP: Precio energia eléctrica sector bolsa
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