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Resumen

El modelo de regresiéon mixto para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos, es
un modelo de regresién donde la variable respuesta se encuentra definida a partir de una dis-
tribucién para datos proporcionales, como la distribucion beta o la distribucion simplex, que
dan resultados en el intervalo cero uno, mas dos valores dados por cero y/o uno, represen-
tando la ausencia o presencia total de cierta caracteristica. Diferentes autores han trabajado
en el desarrollo de diferentes modelos y metodologias de estimacién, sin embargo, no se ha
desarrollado un modelo de regresién mixto para datos proporcionales inflados con ceros y/o
unos, que reuna los principales modelos de regresién de este tipo y que la estimacién de
los parametros sea via maxima verosimilitud y la cuadratura de Gauss-Hermite. En este
trabajo se presenta el paquete ZOIP del sistema computacional R, alojado en el CRAN y en
GitHub, en él que se implementa la distribucién ZOIP (Zeros Ones Inflated Proporcional),
el modelo de regresion para efectos fijos y mixtos, ZOIP, que reine las distribuciones y los
modelos de regresiéon de efectos fijos y mixtos para las distribuciones beta en tres diferentes
parametrizaciones y la distribucién simplex, inflada con ceros y/o unos, la estimacién de los
parametros se hace via maxima verosimilitud y la cuadratura de Gauss-Hermite utilizando
diferentes alternativas, como la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa con o sin pruning.
Se realizan tres estudios de simulacién que muestran la convergencia de los parametros para
el ajuste de una distribucién ZOIP y los diferentes casos de uso de los modelos de regresién
ZOIP con efectos fijos y mixtos, a través de los estudios de simulacién se presenta las ven-
tajas y desventajas de los métodos de estimacién propuestos y la alternativa de estimaciéon
que obtiene mejor desempeno, para cada modelo presentado. Ademads, se ajustan diferentes
modelos de regresién ZOIP a un caso real sobre el porcentaje de uso de las tarjetas de crédito
en una entidad bancaria colombiana y la dependencia a diferentes variables de negocio que
fueron definidas previamente como efectos fijos y aleatorios, dependiendo del caso de estudio.

Palabras clave: modelos lineales mixtos, datos proporcionales inflados, cuadratura de Gauss-
Hermite, maxima verosimilitud.

Abstract

The mixed regression model for proportional data inflated with zeros and/or ones is a re-
gression model where the response variable is defined by a proportional data distribution.
A proportional data distribution could be the beta distribution or the simplex distribution,
which its results are given in the interval zero one, and in other two values given by zero
and/or one that represent the absence or total presence of a given characteristic. Although
several authors have worked on the development of different models and estimation methodo-
logies, a mixed regression model for proportional data inflated with zeros and/or ones that
aggregates the main regression models and the estimation of the parameters through the



maximum likelihood and Gauss-Hermite quadrature has not been developed. In this paper,
it is presented the ZOIP package for the computational system R, hosted in the CRAN and in
GitHub, in which the ZOIP (Zeros Ones Inflated Proportional) distribution is implemented.
In the ZOIP package is used a regression model for fixed and mixed effects, which unifies the
distributions and these types of regressions for beta distribution with three differents cases
of parameters and simplex distribution, inflated with zeros and/or ones, and the estimation
of the parameters solved by the maximum likelihood and Gauss-Hermite quadrature using
differents choices, like the Gauss-Hermite adaptive quadrature with pruning or without prun-
ing. Three simulation studies are performed showing the convergence of the parameters for
the fit of a ZOIP distribution and the different cases of use of the ZOIP regression model with
fixed and mixed effects, with this simulation studies show the advantages and disadvantages
of the proposed estimation methods and the estimation alternative that presents the best
performance. Furthermore, different ZOIP regression models are fitted to a real case about
percentage of use of credit cards in a Colombian bank and your dependence with different
business variables that were previously defined as fixed and random effects, depending on
the case of study.

Keywords: linear mixed models, proportional inflated data, Gauss-Hermite quadrature,
maximum likelihood.
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1 Introduccion

En el andlisis de datos es usual estudiar variables aleatorias que den como respuesta datos
proporcionales, derivados de calculos de tasas, porcentajes y razones; esta variable aleatoria
se encuentra descrita en el intervalo (0,1) y es caracterizada por lo general por la distribucién
beta o la distribucién simplex (Jorgensen, 1997). Sobre la distribucién beta, se han encon-
trado diferentes parametrizaciones, de acuerdo a la modificacion de sus parametros, existe la
parametrizacion original, la parametrizacién de Ferrari y Cribari-Neto (2004) y la de Righy
y Stasinopoulos (2005), sin embargo, las anteriores distribuciones no tienen en cuentan que
existen ocasiones donde este tipo de variables aleatorias dan respuestas de cero o de uno,
es por esto que otros autores como Ospina y Ferrari (2010) proponen una nueva clase de
distribucion, por ejemplo la beta, que permiten incluir los valores de cero o uno, llamada
distribucion beta inflada por ceros o unos.

El anédlisis de regresiéon sobre variables aleatorias infladas con ceros y/o unos, considera
diferentes desafios, uno de ellos es la inclusion en la modelacién de los pardmetros que per-
miten describir la inflacién de los datos en cero y uno, por lo que autores como Ospina
y Ferrari (2012) y Kosmidis et al. (2015) han trabajado sobre el desarrollo de modelos de
regresiéon para datos proporcionales inflados en ceros y/o unos. El segundo desafio es la esti-
macién de los parametros regresores asociados a los cuatro parametros de la distribucién que
describe una variable aleatoria para datos proporcionales inflada con cero y/o unos, dicha
estimacién puede ser realizada via maxima verosimilitud (Ospina y Ferrari, 2012) o mediante
metodologias bayesianas como la propuesta por Galvis y Lachos (2014), estas metodologias
deben ser resueltas computacionalmente.

Los modelos de regresién mixtos para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos, re-
presentan un desafio mayor, con respecto a la estimacién de los parametros, es por eso que
algunos autores como Usuga y Giampaoli (2013), Bonat et al. (2015), Song et al. (2004)
y Rigby y Stasinopoulos (2005) presentan modelos de regresion para datos proporcionales
mixtos, sin incluir las inflaciones en cero o uno, la inclusién de los parametros de inflacién
mas los efectos aleatorios hacen que la estimacién por maxima verosimilitud no se resuelve
computacionalmente facil, ni mucho menos analiticamente, ya que requiere la solucion de in-
tegrales complejas asociadas a los efectos aleatorios, dichas integrales deben ser aproximadas
por diferentes metodologias, como por ejemplo la cuadratura de Gauss-Hermite, introducido
en los modelos lineales generalizados por Fahrmeir y Tutz (2001) o el método de reduccién se-



cuencial (Ogden, 2015), entre otros. El hecho de que la estimacién via méaxima verosimilitud
sea complicada, hace que otros autores como Galvis y Lachos (2014) busquen una solucién
alternativa dentro de las metodologias bayesianas, MCMC.

A nivel computacional es posible mencionar que existen diferentes paquetes en el software R
que describen los datos proporcionales, uno de ellos y el mas comin es el paquete betareg
(Zeileis et al., 2010), (Ferrari y Pinheiro, 2010) y (Simas et al., 2010), el cual incluye la
distribucién beta y la estimacién de modelos de regresion beta fijos y mixtos. por otra parte
Qiu et al. (2008) implementan el paquete simplexreg el cual incluye la distribucién y el
modelo de regresién con efectos fijos de la distribucién simplex.

Teniendo en cuenta lo anterior, surge la pregunta de como se podria realizar un modelo de re-
gresién mixto para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos, sobre las distribuciones
beta o simplex, donde la estimacién de sus parametros sea via maxima verosimilitud por
medio de diferentes variantes de la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa. Debido a esto
en este trabajo se incluye en una sola distribucién y en un solo modelo de regresiéon de efectos
fijos y mixtos, las principales distribuciones y modelos de regresién para datos proporcionales
inflados con ceros y/o unos, dando como resultado la distribucién ZOIP (Zeros Ones Infla-
ted Proporcional), los modelos de regresién ZOIP para efectos fijos y mixtos. La estimacion
de los pardmetros regresores de los modelos de regresiéon ZOIP, son realizados via méxima
verosimilitud a través de las diferentes variaciones de la cuadratura de Gauss-Hermite adap-
tativa, para esta distribucion y los diferentes modelos de regresién propuestos, se le realizan
estudios de simulacién que demuestran la convergencia satisfactoria de sus parametros. Adi-
cional a esto, como no existe un paquete en R que retina las principales distribuciones y
modelos de regresién de efectos fijos y mixtos para modelar los datos proporcionales inflados
con ceros y/o unos, se implementa el paquete ZOIP, que permite generar y ajustar distribu-
ciones y modelos de regresion para efectos fijos y mixtos para datos proporcionales inflados
con ceros y/o unos por medio de la metodologia propuesta.

Organizacion del trabajo

La estructura de este trabajo es considerada de la siguiente manera, en el capitulo 2 se pre-
senta las principales distribuciones descritas en la literatura para datos proporcionales, en
diferentes parametrizaciones, ademas se implementa la distribucién ZOIP para datos pro-
porcionales inflados con ceros y/o unos, propuesta en este trabajo, luego se muestra cémo
se utiliza la distribuciéon ZOIP en el paquete propuesto ZOIP, por iltimo se realizan dife-
rentes estudios de simulacién para argumentar la convergencia satisfactoria del ajuste de la
distribucién ZOIP y una aplicaciéon a datos reales.

Un modelo de regresion de efectos fijos para datos proporcionales es planteado en el capitulo
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3, con base en la distribucién ZOIP propuesta en el capitulo anterior, se muestra la inferencia
estadistica para la estimacién de los parametros via maxima verosimilitud, luego se observa
cémo utilizar el modelo de regresion para efectos fijos en el paquete ZOIP y las salidas de
las funciones de dicho paquete asociadas a la estimacién de un modelo de regresion ZOIP,
por tltimo se realiza un estudio de simulaciéon donde se demuestra la convergencia de la
estimacion de los parametros regresores y se muestra el ajuste de un modelo de regresién
ZOIP a datos reales.

En el capitulo 4 se muestra la implementacion y el desarrollo analitico de un modelo de regre-
sién para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos, teniendo en cuenta efectos fijos e
interceptos aleatorios en los parametros de la media y la varianza, se muestra la derivacién
de la funcion de verosimilitud, necesaria para estimar los parametros regresores asociados
al modelo, para dicha estimacion es necesario utilizar una aproximacion, la aproximacion
utilizada en este trabajo es la cuadratura de Gauss-Hermite, en este capitulo también se
muestran las diferentes variaciones que existen en la cuadratura de Gauss-Hermite, seguido
de la aproximacion de la funcién de verosimilitud por medio de la cuadratura de Gauss-
Hermite adaptativa (Liu y Pierce, 1994); (Pinheiro y Bates, 1995). Se ilustra la forma de
utilizar el paquete ZOIP para el ajuste de un modelo de regresiéon ZOIP mixto. Luego se
muestra el ajuste de un modelo de regresiéon ZOIP mixto a datos reales y un estudio de
simulacién con varios escenarios que nos permite concluir, cual es la mejor metodologia de
estimacion de los pardmetros regresores, en un modelo de regresiéon mixto para datos pro-
porcionales inflados con ceros y/o unos.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones, recomendaciones y trabajos futuros
derivados de este trabajo.



2 Capitulo 2: Distribucion ZOIP

En modelacién estadistica es posible encontrarnos con variables respuesta como proporciones,
porcentajes o tasas que se encuentran en el intervalo (0, 1). La distribucién més utilizada en
la literatura para caracterizar este tipo de variables es la distribucién beta con soporte en
el intervalo (0,1), la cual ha sido reparametrizada por autores como Ferrari y Cribari-Neto
(2004) y Rigby y Stasinopoulos (2005); otras distribuciones no tan comunes en la literatura
pero que caracterizan este tipo de variables son la distribucién simplex (Jorgensen, 1997),
beta-rectangular (Hahn, 2008) y la distribucién LogitSep (Hossain, 2015). Por otra parte,
es comun que los porcentajes o proporciones puedan dar valores iguales a cero o uno, repre-
sentando la ausencia o presencia total de la caracteristica de interés, respectivamente, Las
distribuciones descritas anteriormente no pueden ser admisibles para este tipos de variables,
es por esto que se han desarrollado distribuciones infladas con ceros y/o unos, para tratar
estos casos, como lo hizo Ospina y Ferrari (2010) quienes presentan una distribucién beta
inflada en la que hacen una combinacion entre una distribucién discreta para la parte de los
valores que pueden tomar cero o uno y una parte continua para los valores continuos entre
cero y uno. Rigby y Stasinopoulos (2005) incluyen dentro de sus modelos gamlss (General-
ized Additive Models for Location Scale and Shape) la distribucién beta inflada con ceros
y/0 unos segin su parametrizacion.

Esto ha dado pie para que diferentes autores hayan empezado a desarrollar diferentes mode-
los de regresién para tratar este tipo variables, Ospina y Ferrari (2012) proponen una clase
general de modelos de regresién beta inflados con cero o uno, ademdas Kosmidis et al. (2015)
han estudiado dichos modelos inflados recientemente, pero con una distribucién distinta a
la presentada por Ospina y Ferrari (2012). Galvis y Lachos (2014) presentan modelos de re-
gresion para diferentes distribuciones para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos
mediante metodologias de estimacion bayesianas.

Muchos autores han implementado distribuciones para datos proporcionales en el software
estadistico R, Zeileis et al. (2010) implementan el paquete betareg donde se encuentran los
modelos de regresién beta propuestos por Ferrari y Cribari-Neto (2004), Qiu et al. (2008)
implementan el paquete simplexreg para realizar analisis de distribucion y regresion sobre
una distribucién simplex, para datos proporcionales no inflados, otros autores como (Rigby
y Stasinopoulos, 2008) incluyen en el paquete gamlss la distribucién beta inflada con ceros
y/o unos y la posibilidad de realizar modelos de regresién sobre ellos.
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Aunque muchos autores han implementado las distribuciones para datos proporcionales in-
flados con ceros y/o unos, ninguno ha presentado una propuesta como la de reunir en una
sola distribucion las diferentes distribuciones para datos proporcionales y sus diferentes
parametrizaciones, ademas de implementarla en un solo paquete, como se presenta en el
paquete ZOIP en R Core Team (2017) disponible en el repositorio web GitHub.

Este capitulo se encuentra organizado de la siguiente manera: primero se presentan las dis-
tribuciones més representativas para datos proporcionales, en la siguiente seccion se presenta
la distribucién para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos ZOIP (Zeros Ones In-
flated Proportional), seguido por el desarrollo analitico de la estimacién de los parametros
de la distribucion ZOIP via méxima verosimilitud, luego se presenta la forma de utilizar el
paquete ZOIP para ajustar una distribucién ZOIP, por ultimo se aplica el ajuste de una
distribucién ZOIP en un estudio de simulacién y para datos reales.

2.1. Distribucion para datos proporcionales

Para los casos de modelacién donde la variable de interés es una proporcién, un porcentaje o
una tasa. Este tipo de variables no pueden ser analizadas con la distribucion normal, debido
a que el soporte de la normal es la recta real R, ademas en este tipo de variables es comin
la asimetria e incluso la bimodalidad, por esta razon, en la literatura estadistica se han
propuesto distribuciones para este tipo de comportamientos, como la distribuciéon beta, que
cuenta con diferentes parametrizaciones (Ferrari y Cribari-Neto (2004) y Rigby y Stasinopou-
los (2005)) vy la distribucién simplex propuesta por Jorgensen y Barndorff-Nielsen (1991), de
igual manera otras distribuciones més particulares como la beta-rectangular (Hahn, 2008)
y LogitSep (Hossain, 2015) se acoplan a este comportamiento. A continuacién se mostraran
las funciones de densidad de probabilidad, la media, la varianza y dependencias de algunas
de las distribuciones mencionadas anteriormente.

2.1.1. Distribucién beta original

Si una variable aleatoria Y definida entre cero y uno, tiene distribucién beta con pardmetros
py q se acostumbra a denotarla por Y ~ Be(p, q) y la funcién de densidad de probabilidad
de la distribucion es dada por:

I'(p+q) !

fly;pq) =

donde los pardmetros p > 0, ¢ > 0 y I'(-) es la funcién gamma. El valor esperado y la
varianza de Y estan dadas por:
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()= T (2-2)
pq

(p+q*p+q+1)

2.1.2. Distribuciéon beta con la parametrizaciéon de Ferrari y
Cribari-Neto (2004)

Ferrari y Cribari-Neto (2004) propusieron otra parametrizacion para la distribucién beta en
funcién de los parametos p y ¢ donde p corresponde a la media de la distribucion y ¢ es
interpretado como un parametro de precisién. Si 0 < y < 1y Y ~ Be(u, ¢) la funcién de
densidad de probabilidad de la distribucién estéd dada por:

ly; ) = F(W)FF(((?_ e g L=y g e (0,1) (2-4)

donde 0 < u <1y ¢ > 0. El valor esperado y la varianza de Y estan dados por:
B(Y) = p (2-5)

Var(Y) = M(llT_;) (2-6)

Ademas, note que la parametrizacion de la distribucion beta original es equivalente a la de
Ferrari y Cribari-Neto (2004) cuando:

p = pe (2-7)
q=(1—p)o (2-8)

2.1.3. Distribucién beta con la parametrizacion de Rigby y
Stasinopoulos (2005)

Rigby y Stasinopoulos (2005) propusieron una nueva parametrizacién para la distribucién
beta con parametros p y o donde p es la media de la distribucién y o es interpretado como
un pardametro de dispersién. Se dice que Y ~ Be(p,0) con 0 < y < 1, si la funcién de
densidad de probabilidad de la distribucién esta dada por:

—0?)/a?)— — —02)/0?)—
Flys o) = B(p, o)y =o)/o071 (1 — ) Amm((=e/e=1 1y e (0, 1) (2-9)
_ D((1=02)/0%)
donde B(p, ) = 5=/ MG (=27
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donde 0 < p <1y 0 <o < 1. Lamediay la varianza de Y estan dadas por:

E(Y) = p (2-10)
Var(Y) = o?u(1 — ) (2-11)

Ademas note que la parametrizacion de la distribucion beta original es equivalente a la de
Rigby y Stasinopoulos (2005) cuando:

p= =) (2-12)
.= (1- u)(21 —a?) (2-13)

2.1.4. Distribuciéon simplex

La distribucién simplex fue introducida por Jgrgensen y Barndorff-Nielsen (1991) y es un caso
particular de los modelos de dispersién propuestos por Jorgensen (1997). Dicha distribucién
depende de los pardmetros o que es la media de la distribucién y 02 que es un pardmetro de
dispersién. Si 0 <y <1y Y ~ S™(u,0?), donde S~ se refiere a la distribucién simplex, la
funcién de densidad de probabilidad esta dada por:

Lo fo 3 5y -1/2 y( —y)p*(1 — p)?
i 00%) = {2n0ly(1 = ) e {200 (214)
donde 0 < p <1y o > 0. Ademas, el valor esperado y la varianza estan dadas por:

B(Y) = (2-15)
Var(Y) = p(1 — ) — — ! ri! ! (2-16)
ar = — ) — ——exXpl ———— - — -

I g PP\ 20%2(1 = )2 2720%12(1 — p)?

donde I'(a, b) estd dado por la funcién—I" incompleta definida como I'(a,b) = fboo to1ptdt.
ver mds en Zhang et al. (2016).

2.2. Distribucién ZOIP (Zeros Ones Inflated
Proporcional)

En las distribuciones vistas en la seccién 2.1, se evidenciaron ciertas distribuciones que se
ajustan al comportamiento de datos proporcionales, porcentajes o tasas que estan en el
intervalo (0,1), sin embargo, es comun que estos datos tomen valores en cero y/o uno que
representarian la ausencia o presencia total de cierta caracteristica, por lo que no seria posible
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ajustar los datos a las distribuciones vistas anteriormente y es por eso que en este trabajo se
propone la distribucién ZOIP, como un conjunto de distribuciones para datos proporcionales
inflados con ceros y/o unos.

La distribucién para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos se compone de la
mezcla de tres distribuciones, dos de ellas discretas, que son distribuciones degeneradas en
cero y uno, y una tercera distribucién continua que ademés es una funcién de densidad de
probabilidad para datos proporcionales, como las presentadas anteriormente. Si la variable
aleatoria Y tiene distribuciéon ZOIP con parametros u, o, po y p1, se denotard como Y ~
ZOIP(u,0,p0,p1), la funcién de densidad de probabilidad estd dado por:

Do siy =0,
9(Y; 11, 0,0, p1) = { P siy=1, (2-17)
(L =po—p)fly;p,0) siye(0,1)

donde py > 0 representa la probabilidad que y = 0y p; > 0 representa la probabilidad de que
y=1,ademas 0 < po+p1 < 1y f(y; u, o) representa alguna de las funciones de densidad de
probabilidad para datos proporcionales, descritas en la seccion anterior. La media y varianza
de Y, estan dadas por

EY)=p1+1—po—p1)E*(Y) (2-18)
Var(Y) =pi(1 = pl) + (1 —po— p1) [Var*(Y) + (po + p1)[E*(Y)]* = 2E*(Y)p1] (2-19)

donde E*(Y) es el valor esperado de una distribucién para datos proporcionales como las
descritas en (2-2), (2-5), (2-10) y (2-15). Ademés la Var*(Y) es la varianza de una distribu-
cién para datos proporcionales como se muestra en (2-3), (2-6), (2-11) y (2-16).

Si para la distribucion ZOIP(u, o, po, p1) se elige la distribucién beta con parametrizacién
de Ferrari y Cribari-Neto (2004) entonces el parametro o tomard el rol del pardmetro ¢
de la distribucién, si la parametrizaciéon es beta original, u y o tomaran el rol de p y ¢
respectivamente. En las demads distribuciones y parametrizaciones p y o tomaran los valores
y dominios correspondientes a su distribucion.

La distribucion ZOIP se encuentra inflada con ceros y unos, es decir bilateralmente, pero
existe la posibilidad que hayan casos de estudio en que se encuentren datos inflados con
unos unicamente, por lo que pg = 0 y por lo tanto se estard llamando no una distribuciéon
ZOIP, sino una distribuciéon OIP (Ones Inflated Proporcional) y si los datos se encuentran
inflados con ceros inicamente, es decir p; = 0 se tendra una distribucion ZIP (Zeros Inflated
Proporcional), Si los datos no se encuentran inflados, entonces py = p; = 0 y la distribucién
ZOIP sera una distribucién para datos proporcionales clasica.
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Distribucién ZOIP Distribucién ZOIP
beta R-S p=0.6 0=0.2 py=0.3 p;=0.2 beta F-C p=0.6 0=24 py=0.3 p;=0.2
2.0 2.0
1.5 15
o o
< <
=] =}
G 1.0 - G 1.0
54 5
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0.5 0.5
0.0 0.0
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1.5 3 4
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Figura 2-1: Densidades para la distribucién ZOIP para algunos valores de los parametros,
donde R-S se refiere a Rigby & Stasinopoulos (2005) y F-C es Ferrari & Cribari-
Neto (2004).

En la Figura 2-1 se muestran las densidades para algunas distribuciones ZOIP-Beta en sus
diferentes parametrizaciones y ZOIP-simplex, es de aclarar que, en las Figuras ubicadas en la
esquina superior izquierda, esquina superior derecha y esquina inferior izquierda, los valores
de los pardametros son diferentes, pero dan como resultado la misma distribucién gracias a
las ecuaciones descritas en (2-7), (2-8) para el caso Ferrari y Cribari-Neto (2004) y (2-12),
(2-13) para el caso Rigby y Stasinopoulos (2005). Ademéds se puede observar en la Figura
inferior derecha como la distribuciéon ZOIP-simplex tiene un comportamiento distinto a las
demas distribuciones, a pesar de que contiene los mismo valores en los parametros.

2.3. Inferencia estadistica

Para estimar los pardametros de la distribucién ZOIP se usa el método de maxima verosimil-
itud. La funcién de verosimilitud para @ = (u,o,po,p1)', basado en una muestra de y;
observaciones independientes, es de la forma:

n

L(O) = [ [ 9(vis 1. 0, po, 1) (2-20)

=1

donde ¢(-) es la funcién de densidad de probabilidad de la distribucién ZOIP, vista en la



2.3 Inferencia estadistica 11

seccion 2.2.
Para encontrar los estimadores de maxima verosimilitud (MLE) de la distribucién ZOIP, se
consideraran dos casos:

1. ZOIP-beta original
Considera la parametrizacion de la distribucién beta original y la ecuacion definida en
(3-2) se tiene que:

0 = (pa Q7p07p1)—r

n

L(6) = H9(9|yi) = Li(po) - L2(p1) - Ls(p, q)

=1

Note que la funcién de verosimilitud es factorizada en tres términos, dos de ellos del
componente discreto y uno compuesto por p y ¢ del componente continuo, por tanto los
pardmetros son separables (Pace y Salvan, 1997), asi la maxima verosimilitud puede
ser tratada por separado.

- i —_ : ?f S 7 n— Tl ;
L (po) _ Hpgo(y )(1 i po)l So(yi) — pg: 1 So(y )(1 . po) > So(wi)
=1

donde:

1 siy; =7 .
Si(y;) = . j=0,1 92-21
(i) {0 I J (2-21)

Ahora, tomando logaritmo natural a la funcién de verosimilitud,

(i(po) = Y So(yi)log(po) + (n = > So(y:))log(1 — po)

=1 =1

0li(po) _ 2oy Solys)  m— 300, So(vs

) = Zso(yi) —pon =0

dpo Po 1 —po
=13 s
Po = n = o\Y;
por lo que,

1
P11 = ;lel<yz)
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Ahora se halla MLE para los parametros del componente continuo de la funcién.

n

lt(p,a) = Y, log(f(p,qly:)) = nlog(L(p + q)) — nlog((p)) — nlog(I'(q))

i=1:;€(0,1)
+Hp—1) Y logly)+(¢—=1) > log(1—y)
i=1:y;€(0,1) i=1:y;€(0,1)
entonces
- . r . r : r
663((519, Q) _ S log(y) + " 5109(5 (P+q) n 510{;}( (p) _n 51059( @) _
p i=1:y;€(0,1) p p 4
- ' r . r - r
0ls(p,q) _ S logl—y)+ " dlog(T(p+4q)) _ n-0log(T'(p)) _ n-dlog(T'(q))
0q i=1:;,€(0,1) og oq oq

553((52 q) _ Z log(y;) —n(—v(p+q) +¢(p) =0
i=1:y;€(0,1)

08 S oy - ) — n(—d(p + ) + 6(g) = 0

5(] i=1:y;€(0,1)

donde 9(-) = I"(-)/T()

Este sistema de ecuaciones no tiene una soluciéon de forma cerrada, por lo que para
encontrar los MLE de p y ¢ es necesario utilizar algoritmos iterativos, por ejemplo el
método de Newton-Raphson, minimos cuadrados ponderados y en el paquete ZOIP se
utiliza optimizadores a la funcién de verosimilitud mediante la funcién nlminb de R,
sin embargo, se puede garantizar que los puntos criticos encontrados seran maximos
de la funcion de verosimilitud, ya que si hallamos la segunda derivada de la funciéon se
tiene que:

% = —n( (p) =¥ (p+q) <0

0*s(p.q) _
0q?

=0
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debido que la varianza de la transformacién logaritmica de la variable es:
var(log(y)) = Ellog*(y)] — (Ellog(y)])* = ¢'(p) = ¢ (p +q) > 0

var(log(1 —y)) = Ellog*(1 — y)] — (Ellog(1 — y)])* =4 (¢) —¢'(p+¢q) > 0

ver mas en Owen (2008).

Para encontrar las estimaciones de los parametros de beta en parametrizaciones de
Ferrari y Cribari-Neto (2004) y Rigby y Stasinopoulos (2005), basta con encontrar los
estimadores MLE anteriores de la parametrizaciéon original y utilizar las ecuaciones
definidas en (2-7), (2-8) para el caso de Ferrari y Cribari-Neto (2004) y (2-12), (2-13)
para el caso de Rigby y Stasinopoulos (2005).

2. ZOIP-simplex

Para este caso, lo tinico que varia con respecto al anterior es la estimacion en el com-
ponente continuo.

n

Lyuo) =[]  [2r0®lwi(t = 9] exp (—T;d(ya u))

i=1:y;€(0,1)

donde d(y;; p1) = yi0—yi)p?(1=p)?

(yi—n)?
n n 9y 9 o & 1
b, 0) = —Zlog(2m) — Slog(e®) =5 > leglyi(l—w) = > 55duin)
i=1y;€(0,1) i=1yy;€(0,1)

n

563(”7 U) — _2 + % Z d(wa) = O’(—TLUz + Z d(%vﬂ)) =0

oo o ‘ ,
i=1:y;€(0,1) i=1:y;€(0,1)

no es admisible que o = 0 entonces:

—no’ + Z d(yi; ) =0

i=1:5;€(0,1)
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por lo que,

R 1 -
o= > dlysw)

i=1:y;€(0,1)

El estimador MLE de 0% depende del valor estimado en p, entonces:

=0

6l3(p,0) 1 i dd(yi; 1)

So 202 o

i=1:y;€(0,1)

od(ys; 1t) N zn: yi(1 —y)p*(1 — p)?

op 10D 2(yi — p)?
n 2yi(1 — yi) (1 — p1)? = 2yi(1 — i) p*(1 — )
(yi — p)?
=0

No tiene una solucién cerrada analiticamente, entonces se deben utilizar algoritmos
iterativos tal como Newton Raphson o minimos cuadrados ponderados, en el paquete
ZOIP se utiliza optimizadores para la funcién de verosimilitud mediante la funcién
nlminb de R, para encontrar puntos criticos donde dd(y;; p)/op = 0.

2.4. Distribucion ZOIP en el paquete ZOIP

En esta seccion se presenta el paquete ZOIP de R alojado en el CRAN y en GitHub y creado
por nosotros durante este trabajo, para analizar datos proporcionales inflados con ceros y/o
unos y ajustar una distribucion ZOIP.

2.4.1. Instalacidn

Para acceder a la ultima version del paquete ZOIP, se puede ingresar al repositorio CRAN,
donde se encuentra disponible. Otra opcién es instalar la version en desarrollo desde GitHub,
el cual es un alojamiento de repositorios Git. Para obtener dicha versién es necesario ejecutar
el siguiente codigo que instala el paquete devtools, que es necesario para descargar el paquete
ZOIP desde GitHub.
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#Para instalar la version disponible en el CRAN
install.packages("Z0OIP")

#Para instalar la version en desarrollo desde GitHub
if (!require("devtools")) install.packages("devtools")
devtools::install_github("jucdiaz/Z0OIP", force = TRUE)
library(Z0IP) # Carga el paquete

2.4.2. Funciones sobre distribucion ZOIP

En el paquete ZOIP existen cuatro funciones llamadas dZ0OIP, pZ0OIP, qZOIP y rZOIP el
cual corresponden a las funciones de densidad de probabilidad, la funciéon de distribucién
acumulada, la funcién cuantil y la funcion generadora de ntimeros aleatorios de la distribu-
cion ZOIP, respectivamente; en el siguiente cédigo se observa como se halla la densidad de
probabilidad en el punto 0.5 de una distribucion ZOIP-beta con parametrizacion Rigby y
Stasinopoulos (2005) descrita como ZOIP(u = 0.2, 0 = 0.5, po = 0.2, p; = 0.2)

dZ0IP(x = 0.5, mu = 0.2, sigma = 0.5, p0 = 0.2, pl = 0.2, family = "R-S")
## [1] 0.3243543

Ademas se halla la probabilidad acumulada hasta el punto 0.5 de una distribuciéon OIP-beta
con parametrizacién Ferrari y Cribari-Neto (2004) dada por ZOIP(p = 0.2, 0 = 3, pg =
0, P1 = 02)

pZ0IP(q = 0.5, mu = 0.2, sigma = 3, p0 = 0, pl = 0.2, family = "F-C")
## [1] 0.7181223

Se calcula el percentil en el punto 0.7 de una distribucién ZIP-beta original dada por
ZOIP(u=0.6,0=24,py=0.2,p; =0)

qZ0IP(p = 0.7, mu = 0.6, sigma = 2.4, p0 = 0.2, pl = 0,
family = "Original")
## [1] 0.2061418

Por ultimo se generaron 8 valores aleatorios de una distribucion ZOIP-simplex descrita como
ZOIP(p = 0.6, 0 = 3, po = 0.2, p; = 0.2). La funcién set.seed sirve para garantizar la
repeticion de los valores aleatorios generados en el ejemplo.
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set.seed(12345)

rZ0IP(n = 8, mu = 0.2, sigma = 3, p0 = 0.2, pl = 0.2, family = "Simplex")
## [1] 0.3185479 1.0000000 0.3765073 1.0000000 0.1626598

## [6] 0.0000000 0.1138673 0.1840670

2.4.3. Funcion RM.ZOIP del paquete ZOIP

La funcién RM.Z0OIP estima los parametros de una distribuciéon ZOIP, via maxima verosimili-
tud utilizando el optimizador deseado (nlminb, optim). La estructura de la funcién RM.Z0IP
es la siguiente:

RM.ZOIP(f\'{o}rmula.mu, f\'{o}lrmula.sigma = "1, f\'{o}rmula.p0 = "1,
f\'{o}rmula.pl = "1, data, link = c("identity", "identity",
"identity", "identity"), family = "R-S", optimizer = "nlminb")

Los argumentos de la funcién RM.Z0IP son:

» férmula.mu: formula que define la funcion de regresién para el parametro u, Para
ajustar una distibucién ZOIP debe tomar el valor de y ~ 1, donde y es la variable a
ajustar.

» férmula.sigma: férmula que define la funcion de regresion para el parametro o, Para
ajustar una distibucién ZOIP debe tomar el valor de ~ 1.

s foérmula.pO: formula que define la funcién de regresion para el parametro py, Para
ajustar una distibucion ZOIP debe tomar el valor de ~1.

s férmula.pl: férmula que define la funcién de regresion para el parametro p;,Para
ajustar una distibucion ZOIP debe tomar el valor de ~1.

= data: es el conjunto de datos en formato data.frame donde debe contener los datos
de la variable a ajustar y el nombre debe ser la tal cual como esta en las formula para
el pardmetro p.

» family: eleccion de la distribucion ZOIP deseada para ajustar, si toma el valor de
“‘R-S’’ se utilizara la distribucion ZOIP-beta con parametrizacion Rigby y Stasinopou-

los (2005), si toma el valor de ¢ ‘F-C’ se utilizard la distribucién ZOIP-beta parametrizacion

Ferrari y Cribari-Neto (2004), si el valor es ¢ ‘Original’’ se utilizard la distribucién
ZOIP-beta con parametrizacién original y si es ¢ ‘Simplex’’ se utilizard la distribucion
ZOIP-simplex.

= link: es un vector con las funciones enlace adecuadas para cada parametro a estimar de
acuerdo a las opciones escogidas en los parametros de familia y féormula. Para ajustar
una distribucion ZOIP se debe utilizar como funcion enlace la opcién identity en sus
cuatro parametros, independientemente de la distribucién ZOIP escogida, en familia,

identity’’, ¢ “identity’’).

¢ ¢

por defecto 1ink=c(‘ ‘identity’’, ¢ ‘identity’’,
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= optimizer: eleccién del optimizador, utilizado para encontrar la convergencia de la

¢

maxima verosimilitud. se puede elegir el valor de ¢ ‘nlminb’’ o ¢ ‘optim’’, por defecto

‘‘nlminb’’.

En el siguiente ejemplo se mostrara el ajuste de una distribucién ZOIP, para ello se mostrara la
salida de la funcién RM. ZOIP de 1000 observaciones simuladas para la distribuciéon ZOIP-beta
segtn la parametrizacién de Rigby y Stasinopoulos (2005).

yi <- data.frame(yi = rZOIP(n = 1000, mu = 0.6, sigma = 0.2,
p0 = 0.03, pl = 0.05, family = "R-S"))

mod <- RM.ZOIP(f\'{o}rmula.mu = yi ~ 1, f\'{o}rmula.sigma = ~1,
f\'{o}rmula.p0 = "1, f\'{o}rmula.pl = "1, data = yi, family = "R-S")
mod

## Call:

## RM.ZOIP(f\'{o}rmula.mu = yi ~ 1, f\'{olrmula.sigma = “1, f\'{o}rmula.p0 = ~1,
#H f\'{o}rmula.pl = "1, data = yi, family = "R-S")

##

## Results:

##

## Estimated coefficients for h(mu):
## (Intercept)

## 0.605174

##

## Estimated coefficients for h(sigma):
## (Intercept)

##  0.2038938

##

## Estimated coefficients for h(p0):
## (Intercept)

## 0.03000002

##

## Estimated coefficients for h(pl):
## (Intercept)

## 0.05

##

## Convergence

# [1] ©
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##
## message
## [1] "relative convergence (4)"

##

## iterations
## [1] 22

##

## Log-likelihood
## [1] 488.2683

En el anterior resultado se obtienen varios aspectos importantes de la salida del ajuste de
la distribucion y leyendo de arriba hacia abajo, primero que todo nos muestra la distribu-
cién ajustada, luego para cada el valor ajustado para cada parametro de la distribucion
ZOIP, luego un indicador de convergencia del ajuste, donde 0 indica la correcta convergen-
cia, después un mensaje sobre la convergencia (resultados heredados de la funcién nlimnb),
después se encuentra el nimero de iteraciones que fueron necesarias para que convergiera
el algoritmo, por ultimo se encuentra el valor de la log-verosimilitud que permitira hacer
comparaciones entre ajustes de distribuciones.

Al aplicar a la distribucién ajustada (mod) la funcién summary, se obtiene el siguiente resul-
tado:

summary (mod)
e
## Fixed effects for identity(mu)

B — o
#i# Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (intercept) 0.6066914 0.0031636 191.78 < 2.2e-16 **x*

-

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Bl — o
## Fixed effects for identity(sigma)

B -
## Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (intercept) 0.196643 0.004322 45.498 < 2.2e-16 **x*

# -

## Signif. codes: O **x 0.001 *x 0.01 *x 0.05 . 0.1 1
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B
## Fixed effects for identity(pO)

Bl —
## Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

## (intercept) 0.0339992 0.0057308 5.9327 2.98e-09 *x*x

# -

## Signif. codes: O *xx 0.001 *x 0.01 *x 0.05 . 0.1 1
T
## Fixed effects for identity(pl)

B -
## Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (intercept) 0.0450005 0.0065556 6.8644 6.675e-12 ***

## ——-

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

B -
B -

Con la funcién summary aplicada a la distribucién ZOIP ajustada, se obtiene mas detalles de
los pardmetros estimados; como por ejemplo el valor estimado (Estimate), su error estandar
(Std.Error), el valor Z del estimador (z value) y el valor p que indicara la significancia del
parametro estimado (Pr(>|zl)).

En el resultado anterior se obtienen los valores de 4 = 0.6066914, 6 = 0.196643, p, =
0.0339992 y p; = 0.0450005, que son los parametros con los que se simulo y;. Ademas cabe
resaltar que en la funcién RM.ZOIP para ajustar distribuciones de probabilidad no es nece-
sario colocar funciones de enlace ni espacio de busqueda de los parametros, ya que estos son
introducidas automaticamente de acuerdo al valor tomado en family.

Asi como la funciéon summary puede ser aplicada a un objeto de la clase ZOIP o ZOIPM,
en este trabajo se implementaron otros tipo de funciones asociadas a métodos S3 de R
a objetos de clase ZOIP o clase ZOIPM, tales como la funcién print y coef, que permiten
mostrar los resultados del modelo ajustado en general y los pardametros regresores estimados,
respectivamente.

2.5. Aplicaciéon

En esta seccién se muestran varios resultados sobre el ajuste de una distribuciéon ZOIP,
primero se realizé un estudio de simulacion para observar la convergencia de la estimacién
de los pardametros de la distribucién, y en segunda instancia se ajusté una distribuciéon ZOIP
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a datos reales sobre la utilizacién de una tarjeta de crédito de una entidad financiera.

2.5.1. Datos simulados

En este estudio de simulacién se analizan diferentes aspectos de la capacidad de estimacién
que tiene el método de maxima verosimilitud sobre los parametros de la distribucién ZOIP. Se
generaron muestras de una distribuciéon ZOIP bajo las diferentes distribuciones y parametriza-
ciones con tamanos de muestra n de: 5, 10, 15 y asi sucesivamente hasta 500, y se realizaron
1000 réplicas para cada tamano de muestra, posteriormente se calculé la mediana de cada
una de las estimaciones de los parametros, y asi poder analizar la capacidad de convergencia
de las metodologias implementadas en la distribucién ZOIP y en el paquete ZOIP.

En el primer escenario del estudio de simulacién se generaron los datos de una distribucion
ZOIP-beta(p = 0.6,0 = 0.2,p9 = 0.03,p; = 0.05) para el caso de la parametrizaciéon de
Rigby y Stasinopoulos (2005), ZOIP-beta(u = 0.6,0 = 24, py = 0.03, p; = 0.05) para el caso
de la parametrizacién de Ferrari y Cribari-Neto (2004), ZOIP-beta(u = 14.4,0 = 9.6,py =
0.03,p; = 0.05) en la parametrizacién original, cabe aclarar que las tres parametrizaciones
anteriores generan exactamente la misma distribucion, esto gracias a las ecuaciones definidas
en (2-7), (2-8), (2-12) y (2-13), de igual manera se generé la misma cantidad de datos simu-
lados para la distribucién ZOIP-simplex(pu = 0.4,0 = 0.2, py = 0.03, p; = 0.05).

En la Figura 2-2 se presentan las medianas de la estimacién de los pardmetros para cada
tamano de muestra, de esta figura se observa que independientemente de la distribucién y
parametrizacion escogida en la distribucion ZOIP, todos las estimaciones convergen al valor
verdadero del pardmetro a medida que aumenta el tamano de muestra n. De la Figura 2-2
se observa que las estimaciones de ¢ cuando son parametros con significado de dispersion
como es en la distribucién beta con parametrizacién Rigby y Stasinopoulos (2005) y en la
distribucion simplex, tienden a dar valores subestimados, por otra parte, en las distribu-
ciones que o tiene significado de forma y precision tienden a dar valores sobrestimados. Se
observa que las estimaciones de los parametros de inflacién, a pesar de que son pequenas, dan
resultados muy satisfactorios y casi sin variacién en su forma de estimacion de distribucién
a distribucion.

Como medida global del proceso de estimacion se eligié el MAPE (Error porcentual absoluto
medio Y, |y; — Ui/yi|)/n debido a los cambios de escala entre los diferentes pardmetros de
las diferentes distribuciones y parametrizaciones. Esta media se realizé6 como un promedio
de los MAPES generados por cada uno de los parametros de la distribucién ZOIP en cada
tamano de muestra. En la Figura 2-4 de la izquierda se presenta el MAPE para las diferentes
distribuciones y parametrizaciones estimadas. Se observa como a medida que el tamano de
muestra aumenta, el MAPE va decreciendo rapidamente, aunque después de un tamano de



2.5 Aplicacién

21

Distribucién Distribucién Distribucién Distribucién
ZOIP beta R-S ZOIP beta R-S ZOIP beta R-S ZOIP beta R-S
o <
& 3 4
© S
g 8 | i
4 & 9 S
= <o <2 R
o b= @ © © 5
5 8 I § 8 g
5 o 5 2 s o S 4
o [ =] 8 g
£ £ 2 g o
7 o < o
~ S S
= S
=3 =1 4
3
2
o = 2
S S
T T T T 1 L I B R S T T T T 7 S T T T T 7
0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500
Tamafio muestra Tamafio muestra Tamafio muestra Tamafio muestra
Distribucion Distribucion Distribucion Distribucion
ZOIP beta F-C ZOIP beta F-C ZOIP beta F-C ZOIP beta F-C
=
3 4
4 P S g |
9 S
3 4 < 8 i
8 & >
3 S
= | © o Q -
g g g o s o
g g S o g 2 8
5 3 5 8+ g o £ o
3 sS4 3 3 3
E © £ 2 £ o
5] Q El g -
4 S
o |
o & B
&
2 s 4 8 8
= > >
T T T T 1 R e e e e S T T T T 7 S T T T T 7
0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500
Tamafio muestra Tamafio muestra Tamafio muestra Tamafio muestra
Distribucion Distribucion Distribucion Distribucion
ZOIP beta Original ZOIP beta Original ZOIP beta Original ZOIP beta Original
8 A g
S q ° 8 |
S
8
8 S = T
<: <g <2 <3 3
« @
S - 5 9 g g g °
5 a k-] g o 8 4
3 3 3 3
£ £ g g o
SN g =
S s ]
o d 4
8 | 8
T T T T T T T T T T T T S T T T T T T S T T T T T T
0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500
Tamafio muestra Tamafio muestra Tamafio muestra Tamafio muestra
Distribucién Distribucién Distribucién Distribucién
ZOIP Simplex ZOIP Simplex ZOIP Simplex ZOIP Simplex
3
S ]
& ©
o 4
. a 2 3
) ° S
8 i i
a3 © g o oz
o , s - s 8 s o
S o s ° § © ]
3 8 3 i 5 5 .
£ 3 g 3] ]
o £ E o
S v | g | S
. S S S
o
> - 4
3
s 3 8 8
T T T T T T ° T T T T T T o T T T T T T S T T T T T T
0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500 0 100 300 500

Tamafio muestra

Tamaiio muestra

Tamafo muestra

Tamafo muestra

Figura 2-2: Mediana de los parametros estimados en el escenario 1 para distintas
parametrizaciones y valores de n, las lineas punteadas representan el verdadero
valor del parametro.
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muestra de 200, el MAPE decrece de una manera mas lenta, ademas los errores de estimacion
son muy parecidos entre los cuatro casos de simulacion, la estimacién sobre los pardametros
de la distribucion ZOIP-simplex tiene un error un poco mas grande, pero no es significativo
sobre los demas casos.

En el segundo escenario de simulacién, se generd el mismo ejercicio de simulacién anterior
sobre las mismas distribuciones y parametrizaciones, solo que los valores de py y p; cambian
por 0.3 y 0.2, respectivamente, dando asi que el 50 % de los datos se vean contaminados por
ceros y unos, esto para ver si de alguna forma afecta el aumento de la presencia de ceros
y unos sobre las estimaciones de los parametros de la parte continua de la distribucién ZOIP.

En la Figura 2-3 se presentan las estimaciones de los pardmetros de la simulaciéon con
inflaciones al 50 % para diferentes tamanos de muestras; en general se observa que no se ven
cambios muy significativos sobre la Figura 2-2 en los pardmetros de p y o, sin embargo,
en la estimacion de pg se tienden a dar valores subestimados con relaciéon al estudio de
simulacién anterior y con el parametro p; aunque las estimaciones son muy acertadas sobre
el valor real desde tamanos de muestra pequenos, en algunas ocasiones se producen pequenas
perturbaciones no muy alejadas del valor real.

Pardmetro | Caso MAPE del escenario 1 (%) MAPE del escenario 2 (%)
Caso R-S 0.61 0.86
Caso F-C 0.50 0.85
® Caso original 0.53 0.70
Caso simplex 0.47 0.63
Caso R-S 2.53 3.40
- Caso F-C 5.10 6.90
Caso original 5.30 6.98
Caso simplex 5.30 7.37
Caso R-S 20.5 5.36
Caso F-C 19.7 5.42
po Caso original 19.8 5.43
Caso simplex 20.8 5.51
Caso R-S 15.2 7.28
Caso F-C 16.0 7.00
Pt Caso original 15.7 7.00
Caso simplex 16.2 7.12
Promedio 10.57 5.26

Tabla 2-1: MAPE de las estimaciones para cada parametro en diferentes parametrizaciones
en los dos estudios de simulacion.

En la Figura 2-4 de la derecha se presenta el MAPE para el estudio de simulacion del
escenario 2. Se puede ver como se obtienen MAPES muy parecidos a los del estudio de
simulacién del escenario 1, pero cabe resaltar como se comete menor error sobre la estimacién
de los parametros de la distribucién beta con la parametrizacién de Rigby y Stasinopoulos
(2005). En la Tabla 2-1 se presenta el MAPE para cada pardmetro de cada parametrizacién
para ambos estudios de simulacién, se observa como; en general, el estudio de simulacién
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Figura 2-3: Simulacion de distribuciéon ZOIP para distintas parametrizaciones con parame-

tros de inflacién grandes, distribuciones y valores de n.
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Estudio de simulacién del escenario 1 Estudio de simulacion del escenario 2
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Figura 2-4: MAPE (Error porcentual absoluto medio) para los dos escenarios de simulacién
y para distintas parametrizaciones y valores de n.

del escenario 2 produce un MAPE menor que el del escenario 1, esto es causado por que
en el escenario 1 de simulacién los errores de prondstico son mas grandes en los pardmetros
de inflacién que en el escenario 2. Por todo lo visto anteriormente se puede concluir que el
crecimiento de los pardmetros de inflacién no afecta de manera significativa la estimacién
de los parametros de la parte continua de la distribuciéon ZOIP, pero si promueve una mejor
estimacion de los parametros de inflacion.

2.5.2. Datos reales

En esta seccién se presenta el ajuste de una distribucion ZOIP a datos reales sobre la uti-
lizacién de una tarjeta de crédito en un banco de Colombia, que por cuestiones de confiden-
cialidad no se revela el nombre del banco. Para una entidad financiera como un banco, es de
vital importancia conocer el comportamiento del porcentaje de utilizacion de sus tarjetas de
crédito (tdc). Se define a y como el porcentaje de uso de una tdc, en la Figura 2-5 se presenta
el histograma del porcentaje de utilizacion de las tdc y es claro notar que y se encuentra
entre cero y uno, pero adicional es muy comin ver que las tdc no sean utilizadas (y = 0) y
también que las tdc sean utilizadas en la totalidad de su cupo asignado (y = 1), por lo que
se trata a y como una variable aleatoria perteneciente a datos proporcionales inflados con
ceros y unos. Se tiene un total de 9206 tdc, que representan el porcentaje de utilizacién de
las tdc para un trimestre del ano 2014 del banco en cuestién. Se quiere estudiar el ajuste
de una distribucién ZOIP y para ello se utiliza el paquete de R de nuestra creacion llamado
ZOIP, mediante su funcién RM.Z0IP.

En la Tabla 2-2 se muestran resultados de los cuatro parametros estimados via maxima
verosimilitud para la distribucién ZOIP, en ellas se ve como cambian los valores de los
parametros segin la parametrizacion escogida, los valores de log-verosimilitud indican que
el mejor modelo ajustado es un ZOIP-beta, ya que es bastante menor el valor de log-
verosimilitud de una distribuciéon ZOIP-simplex, ademdas que en las estimaciones de los
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Figura 2-5: Histograma del porcentaje de utilizaciéon de las tdc en un banco.

Familia | Pardmetro | Estimacién  FError estandar Valor P Log-Verosimilitud
I 0.4040 0.0037 < 2.2¢"10
o 0.6601 0.0027 < 2.2¢716
R-S Do 0.2219 0.0043 < 2.2¢~16 5854.067
p1 0.0695 0.0027 < 2.2¢716
I 0.4040 0.0037 < 2.2¢~ 16
o 0.4040 0.0037 < 2.2¢716
F-C Do 0.2219 0.0043 < 2.2¢716 5854.067
p1 0.0695 0.0027 < 2.2¢716
I 0.5233 0.0080 < 2.2¢~ 16
. o 0.7719 0.0130 < 2.2¢~16
original PO 0.2219 0.0043 < 2.2¢16 5854.067
p1 0.0695 0.0027 < 2.2¢716
I 0.5741 0.0010 <2.2¢" 16
. o 4885.44 18.2430 < 2.2¢~16
simplex . 0.1497 0.0032 < 29016 54425.63
p1 0.0090 0.0004 < 2.2¢~16

Tabla 2-2: Ajuste de diferentes distribuciones ZOIP en el porcentaje de utilizaciéon de una
tde, en un banco colombiano. Fuente: Cortesia del banco.

parametros de la distribucién ZOIP-simplex no se tuvo una convergencia, por lo tanto los
valores son muy distintos para el parametro de dispersion a los vistos en la distribucién ZOIP-
beta, inclusive muy elevados. Ademads, el valor de p es mayor que las de la parametrizacion
en Rigby y Stasinopoulos (2005) y Ferrari y Cribari-Neto (2004), de hecho un 17 % mads. Los
modelos propuestos toman un tiempo promedio de 5 segundos para encontrar su convergen-
cia, mediante el paquete ZOIP.

En la Figura 2-6 se presenta graficamente el ajuste de la distribuciéon ZOIP para diferentes
parametrizaciones al porcentaje de utilizacién de las tde, la linea punteada que representa
la distribucion ZOIP ajustada. Es de notar que dicha linea punteada es exactamente igual
en las tres ocasiones que se ajusta la distribucién ZOIP-beta y se ve como sigue el com-
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Figura 2-6: Ajuste de diferentes distribuciones y parametrizaciones ZOIP al porcentaje de
utilizaciéon de una tdc.

portamiento original del porcentaje de utilizacién de las tdc. Es bueno resaltar también que
la distribucion ZOIP-simplex no tiene un buen ajuste para los valores entre cero y uno y
en uno, especificamente. Por todo lo anterior es recomendable decir que el porcentaje de
utilizacion de las tde de este banco se comportan como una distribucion ZOIP-Beta con
los parametros descritos en la Tabla 2-2, segiin la parametrizacion deseada y no como una
distribucion ZOIP-simplex.

2.6. Conclusiones

La distribucion ZOIP y el paquete ZOIP de R realizado por nosotros, permiten ajustar dis-
tribuciones para datos provenientes de porcentajes, tasas o proporciones que se encuentren
inflados con ceros y/o unos, dicha distribucién estd compuesta por cuatro pardmetros, que
son estimados via maxima verosimilitud y en el cual de acuerdo a los estudios de simulaciéon
realizados estos convergen a los valores reales con un tamano de muestra relativamente
pequeno, ademas se observa como la estimacién de los parametros de la parte continua no
se ven afectados por el aumento de la presencia de ceros y unos en los datos, pero si la
estimacion de los parametros de la parte discreta. Por otra parte, se observa como el ajuste
de la distribucién ZOIP-beta explica el comportamiento de la distribucién del porcentaje de
utilizacion de una tarjeta de crédito en un banco colombiano.
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La distribucién ZOIP y el paquete ZOIP de R permiten de una manera muy versatil utilizar
y ajustar diferentes parametrizaciones y distribuciones para datos proporcionales. Ademas
permite utilizar y ajustar distribuciones para datos proporcionales que se encuentran inflados
solo con ceros o solo con unos, de una manera practica.
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En muchos casos de estudio es razonable preguntarse como puede ser explicada una variable
aleatoria proveniente de datos proporcionales a partir de diferentes covariables, como por
ejemplo el porcentaje de uso de una tarjeta de crédito a partir de la cantidad de compras
hechas en el mes inmediatamente anterior. el modelo mas conocido en la literatura para
abordar este problema es la regresion beta, Paolino (2001) estima mediante el método de
maxima verosimilitud, los pardmetros para una regresion beta con parametrizacion original;
Ferrari y Cribari-Neto (2004) reparametrizan la distribucién y proponen el modelo regresion
beta bajo esta nueva parametrizacién, luego Zeileis et al. (2010) crean el paquete betareg
de R en el cual se implementa dicha regresién. Por otro parte, Righy y Stasinopoulos (2005)
también realizaron otra reparametrizaciéon de la distribucién beta original, en términos de
la media y la dispersion, ademéas introducen un modelo de regresién beta basado en dicha
distribucion y lo implementan en el paquete gamlss de R. Existe otro modelo de regresion
basado en la distribucién simplex, propuesta por Jorgensen y Barndorff-Nielsen (1991), este
nuevo modelo de regresion fue realizado por Qiu et al. (2008) e implementado en el paquete
simplexreg, Zhang et al. (2016).

Sin embargo, los anteriores modelos de regresion son realizados para datos proporcionales
no inflados con ceros o unos, es por esto que Ospina y Ferrari (2012) propusieron un modelo
de regresién inflado con cero o con uno (no con ambos) bajo la distribucién beta inflada de
Ospina y Ferrari (2010) y bajo la parametrizaciéon Ferrari y Cribari-Neto (2004), de igual
manera Rigby y Stasinopoulos (2005) implementan los modelos de regresiéon beta inflados
con ceros y/o unos, y se encuentran implementados en el paquete gamlss de R (Righy y
Stasinopoulos, 2008), sin embargo, para la utilizacién del modelo de regresién inflado solo
con ceros 0 unos o con ambos, se deben utilizar funciones distintas dentro del paquete para
ajustar los tres diferentes modelos de regresion. Ademads, no existen paquetes en R que logren
ajustar un modelo de regresién beta inflado con ceros y/o unos bajo las parametrizaciones
originales y de Ferrari y Cribari-Neto (2004), por otra parte a pesar de que existen desar-
rollos tedricos sobre el modelo de regresién simplex inflado con ceros y/o unos (Galvis y
Lachos, 2014), no existe un paquete en R que permita realizar un ajuste sobre dicho modelo
de regresion.
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Es por esto que en este trabajo se implementa de manera tedrica y de forma practica me-
diante el paquete ZOIP en el sistema de computaciéon R (R Core Team, 2017) y disponible
en el CRAN de R y en el repositorio web GitHub, un modelo de regresion para datos propor-
cionales inflados con ceros y/o unos (Modelo de regresion ZOIP) que permita mediante una
misma funcién ajustar modelos en diferentes distribuciones para datos proporcionales y en
diferentes parametrizaciones, sin tener un limite de covariables y manejando cualquier tipo
de variables explicativas, numéricas y categdricas.

Este capitulo se encuentra organizado de la siguiente manera: primero se presenta el modelo
de regresion ZOIP que es basado en la distribucién ZOIP visto en el capitulo anterior y
su debida estimacion, mediante maxima verosimilitud, en la siguiente seccién se presenta
la implementacion del modelo de regresion ZOIP en el paquete ZOIP de R y por tltimo se
presentan unas aplicaciones a datos simulados y a datos reales.

3.1. Modelo de regresion ZOIP

Una clase general de modelos de regresién ZOIP puede definirse como sigue. Sea y1, ya, - - ., Yn
variables aleatorias independientes tal que cada y;, para i = 1,...,n, tiene funcién de den-
sidad de probabilidad definida en (2-17) y dada por:

Po siy =0,
9(y; 1, 0,00, 01) = § M1 siy =1,
(1—po—p)f(y;p,0) siye(0,1)

cada y; se distribuye ZOIP con parametros u = u;, 0 = 0y, po = Poi, ¥ P1 = P1i- S€ asume
que [i;, 0;, Poi Y P1; se definen como

hy ,uz') = X;ﬁlv

(
ha(o;) = XiT2527 (3-1)
ha(poi) = XZT3,337
h4<p1i) = X;—;,@4
donde x;; = (Dfill, Ti12, - - - ,$i1k1)T, X2 = (5171'21, Ti22, - - - ,xiQkQ)T,
Xi3 = (Ti31, Tiz2, - - -, Titks) | ¥ Xia = (Tia1, Tiaz, - - -, Titk,) |, son vectores de covariables cono-
cidos de dimension &, ks, ks v k4 respectivamente, By = (811, Bi2, - - -, Bir,) '

B2 = (5217522, e 752k2)T, B3 = (531,@32, cee 753k3)T y Bs= (5417@12, e 754k4)T son vectores

de parametros de regresién desconocidos. Ademads, se asume que las funciones de enlace
hi(+), ha(+), hs(-) ¥ ha(-) son conocidas y apropiadas para mapear de los reales a los val-
ores admisibles del pardmetro, ademas son funciones estrictamente monétonas y doblemente
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diferenciables, para conservar asi el efecto de las variables sobre la variable respuesta origi-
nal. Las posibles funciones de enlace para el parametro p y o son logit, probit, clog-log, o
log dependiendo de la parametrizacion. Para los parametros de inflacién pg y p; son posibles
funciones de enlace logit, probit y clog-log. Estudios sobre funciones enlace mal especificadas
sobre modelos de regresion beta se encuentran en de Andrade (2007).

Inferencia estadistica

Para estimar los parametros del modelo de regresion ZOIP se usard el método de maxi-
ma verosimilitud. La funcién de verosimilitud para 8 = (3,8, ,8s,084)", basado en una
muestra de observaciones independientes, es de la forma:

n n n

L(6) = Hg(YiSNi70i7p0iap1i) = Hfo(}’z';p()z') Hfl()"i;pu) Hfz(Yz‘;Mz‘,Ui) (3-2)

i=1 o 11
donde las funciones fo(yi;poi) ¥ fi(y:; pui) son expliacadas por:
fiyipi) = P01 — ) S =01
Con
Si(yi) = {1 S? y:j ; j=0,1

0 siy; #J

ademds, para el caso de ZOIP-beta original, u; = p;, 0; = ¢;; si la distribucién ZOIP-beta
fuese con parametrizacién de Ferrari y Cribari-Neto (2004) el tinico pardmetro que cambiaria
es 0; = ¢;, el resto de los parametros no tendrian modificaciones segin su parametrizacién
o distribucién.

La funcién de verosimilitud definida en (3-2) al aplicar logaritmo natural produce la funcién
de log-verosimilitud definida como:

0(0) = lo(B3) + €1(Ba) + L2(B1, B2)

Note que la funcion de verosimilitud es factorizada en tres términos, dos de ellos del com-
ponente discreto y uno compuesto por 31 y B2 del componente continuo, por tanto los
pardametros son separables (Pace y Salvan, 1997), asi la méxima verosimilitud puede ser
tratada por separado y por lo tanto:
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So(ys _ )

lo(Bs) = Zpof(y )(1 - pOi)l Solws)
i=1

S (v — 81 (s

0,(Ba) = Zplil(y )(1 — i)’ S1(yi)
i=1

l3(B1,B2) = Z f3(%;ui,az‘)

i=1:y;€(0,1)

Con po; = h3'(x58s), pri = hy'(x[B4), i = hi'(x{181) v 05 = hy ' (x532) como se defi-
ni6 en (3-1). La funcion de verosimilitud depende de tres términos, el primero depende de (33
(componente discreto para inflacién en cero), el segundo de B4 (componente discreto para
explicar la inflacién en uno) y el tercero depende de (B3, 32) (Componentes para explicar la
parte continua entre cero y uno), por lo tanto los pardmetros son separables y la inferencia
de maxima verosimilitud para B, y B2 se puede hacer por separado de la de B3 y B4, como
si conociera a (33 v B4 y viceversa. (Ospina y Ferrari, 2012).

No existen expresiones que den una solucion cerrada analiticamente para encontrar los méxi-
mos de las funciones de las log-verosimilitudes descritas anteriormente, para asi hallar los
estimadores de maxima verosimilitud de los parametros de regresion de cada uno de los com-
ponentes de la distribucién ZOIP. Por lo que es necesario utilizar algoritmos de optimizacién
no lineal como el método de Newton-Raphson o Fisher’s scoring. Para nuestro caso se us-
ara el algoritmo de optimizacién dado por la funciéon nlminb o optim del paquete stats de
R e implementado en el paquete ZOIP de R para el modelo de regresién ZOIP.

3.2. Modelo de regresion ZOIP en el paquete ZOIP

En esta seccion se ilustra como el paquete ZOIP realizado en R ajusta un modelo de regresion
ZOIP con efectos fijos, via méxima verosimilitud.

Funcion RM.ZOIP del paquete ZOIP

La funciéon RM. ZOIP estima los pardmetros de un modelo de regresiéon ZOIP con y sin covari-
ables via maxima verosimilitud utilizando el optimizador nlminb o optim. La estructura de
la funcion RM.ZOIP es la siguiente:

RM.Z0IP(formula.mu, formula.sigma = 1, formula.p0 = 71,
formula.pl = "1, data, link = c("identity", "identity",
"identity", "identity"), family = "R-S", optimizer = "nlminb")
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Los argumentos de la funciéon RM.Z0IP son:

» formula.mu: férmula que define la variable respuesta y la estructura de covariables
para modelar el parametro u, por ejemplo si se escribe y ~ x1 + x2 significa que la
variable respuesta es y y que h(u) = Sy + frz1 + Paza.

» formula.sigma: férmula que define la funcién de regresién de efectos fijos, para el
parametro o, un valor posible es ~ x1, por defecto ~ 1.

s formula.pO: féormula que define la funcion de regresion de efectos fijos, para el pardmetro
Do, un valor posible es ~x1, por defecto ~1.

s formula.pl: férmula que define la funcion de regresion de efectos fijos, para el pardmetro
p1, un valor posible es ~x1, por defecto ~1.

= data: es el conjunto de datos en formato data.frame donde las variables deben tener
el mismo nombre como se especificaron en el modelo.

» family: eleccién de la parametrizacién de la distribucién beta o distribucién deseada
en la parte continua de la distribucion ZOIP. El valor de ¢ ‘R-S’’ indicard la dis-
tribucién beta con la parametrizacién de Rigby y Stasinopoulos (2005), si toma el
valor de ¢ ‘F-C’’ se utilizara la distribucién beta con la parametrizacién de Ferrari y
Cribari-Neto (2004), si el valor es ‘ ‘Original’’ se utilizara la distribucién beta con
la parametrizacion original y si es ¢ ‘Simplex’’ se utilizara la distribucién simplex.

= link: es un vector con las funciones enlace adecuadas para cada parametro a estimar de
acuerdo a las opciones escogidas en los parametros de familia y férmula. Si la funcion
de regresiéon no posee covariables para la explicaciéon de los pardmetros de u, o, pg 0 py;
entonces se debe utilizar como funcién enlace la opcién identity, independientemente
de la parametrizaciéon deseada (family). Los posibles valores para las funciones enlace
son identity, logit y log.

Por defecto 1ink=c(‘ ‘identity’’, ‘ ‘identity’’, ‘‘identity’’, ‘‘identity’’).

= optimizer: eleccién del optimizador, utilizado para encontrar la convergencia de la

maxima verosimilitud en los parametros de efectos fijos, se puede elegir el valor de

¢ [SN4

““nlminb’’ u ‘‘optim’’, por defecto ¢ ‘nlminb’’.

El siguiente ejemplo se concentra en el ajuste de un modelo regresion ZOIP, para ello se
mostrara el codigo utilizado y la salida de la funciéon RM.Z0IP, para una variable aleatoria
simulada de una distribucién ZOIP-beta con parametrizacién Rigby y Stasinopoulos (2005)
y dos covariables simuladas a partir de una distribucién uniforme entre cero y uno, el tamano
de la muestra simulada es 1000. Esto replicando exactamente uno de los casos de simulacion
vistos en la proxima seccion.

Primero se simula la variable respuesta a partir de la funcién rZ0OIP con los debidos valores
de los pardametros para cada observacién, y las covariables.
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library(Z0IP)
n <- 1000

x1 <- runif(n)
x2 <- runif(n)

cl <- 0.2
c2 <- -1
mu_i <- inv.logit(cl + c2 * x1)

bl <- 0.3
b2 <- 3
b3 <- 0.9

sigma_i <- inv.logit(bl + b2 * x1 + b3 * x2)

dl <- 0.07
pO_i <- rep(dl, n)

el <- 0.02
e2 <- -4
pl_i <- inv.logit(el + e2 * x2)

param <- cbind(mu_i, sigma_i, pO_i, pl_i)
y_i <- apply(param, 1, function(x)

{
rZOIP(1, mu = x[1], sigma = x[2], pO = x[3], pl = x[4],
family = "R-S")
i)
data <- as.data.frame(cbind(y_i, x1, x2))
link <- c("logit", "logit", "identity", "logit")
mod <- RM.ZOIP(formula.mu = y_i ~ x1, formula.sigma = “x1 +

x2, formula.p0 = "1, formula.pl = "x2, data = data,
link = 1link, family = "R-S")

mod

Los resultados obtenidos se muestran a continuacion.
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## Call:
## RM.ZOIP(formula.mu = y_i ~ x1, formula.sigma = “x1 + x2, formula.p0 = "1,
H## formula.pl = “x2, data = data, link = link, family = "R-S")
#i#
## Results:
##
## Estimated coefficients for h(mu):
## (Intercept) x1
##  0.3395118 -1.4808985
##
## Estimated coefficients for h(sigma):
## (Intercept) x1 x2
#i# 0.7006753  2.4493508 0.5328350
##
## Estimated coefficients for h(p0):
## (Intercept)
## 0.08199999
##
## Estimated coefficients for h(pl):
## (Intercept) x2
## -0.1252807 -3.0092159
##
## Convergence
## [1] O
##
## message
## [1] "relative convergence (4)"
##
## iterations
## [1] 39
##
## Log-likelihood

#it

[1] 7688.628

En el anterior resultado se obtienen varios aspectos importantes de la salida del modelo y

leyendo de arriba hacia abajo, primero que todo nos muestra el modelo ajustado, luego para

cada parametro de la distribucién ZOIP los valores estimados para cada uno de los para-

metros de regresion asociados a cada covariable, luego un indicador de convergencia, donde

0 indica la convergencia, después un mensaje sobre la convergencia (resultados heredados
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de la funcién nlimnb), después se encuentra el nimero de iteraciones que fueron necesarias
para que convergiera el modelo, por ultimo se encuentra valor de la log-verosimilitud que
nos permitird hacer comparaciones entre modelos.

En caso en que el modelo elegido no haya convergido, puede ser debido a que en ocasiones
el conjunto de datos elegidos no es suficientemente grande y/o explicito sobre el modelo
elegido, por lo que la funcién RM.Z0OIP no es capaz encontrar el maximo de la funcién de
log-verosimilitud. En el estudio de simulacion propuesto en ocasiones ocurre que el resultado
no converge por lo que era necesario realizar una nueva repeticion del escenario de simulacién
propuesto, sin embargo, esto no afecto nunca los niimeros de réplicas propuestos, (McCulloch
y Neuhaus, 2011a). Por otra parte, hay ocasiones donde es necesario realizar exploraciones
previas sobre la variable respuesta, debido a que esta puede no ser explicada a partir del
modelo elegido, por lo tanto es conveniente explorar otros modelos de regresién para datos
proporcionales inflados con ceros y/o unos, como modelos basados en la distribucién beta-
rectangular o LogitSep.

Al aplicar al modelo ajustado (mod) la funcién summary, se obtiene el siguiente resultado:

summary (mod)

I e
## Fixed effects for logit(mu)

| e e e e e
#it Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

## (Intercept) 0.339512 0.098754 3.4379 0.0005862 ***

## x1 -1.480898 0.179015 -8.2725 < 2.2e-16 *x*x*

3 o=

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 *x 0.056 . 0.1 1

| e e O O O OO SOOI OooOooo
## Fixed effects for logit(sigma)

£ e e e e e e e XXX
## Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) 0.70068 0.10726 6.5323 6.476e-11 **x*

## x1 2.44935 0.13775 17.7812 < 2.2e-16 **x*

## x2 0.53283 0.13273 4.0143 5.961e-05 *x*x*

3 o=

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

| e e e e O o

## Fixed effects for identity(pO)
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#it Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) 0.0820000 0.0086762 9.4512 < 2.2e-16 ***

## -———

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

I e
## Fixed effects for logit(pl)

| T OIS
#it Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) -0.12528 0.15084 -0.8305 0.4062

## x2 -3.00922 0.34242 -8.7881 <2e-16 ***

HHEE

## Signif. codes: O *xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

| e e e e e e S S
I e e

Con la funcién summary aplicada al modelo de regresion ZOIP, se obtiene mas detalles de
los parametros regresores estimados para cada parametro del modelo de regresion ZOIP,
se obtiene el valor estimado (Estimate), su error estandar (Std.Error), el valor Z del esti-
mador (z value) y el valor p que indicard la significancia estadistica del parametro estimado
(Pr(>1zl)), es de notar que para cada parametro del modelo de regresiéon ZOIP le es mostra-
do la respectiva funcién enlace utilizada y definida al inicio del modelo.

3.3. Aplicaciéon

En esta seccion se muestran diferentes resultados sobre el ajuste de un modelo de regresién
ZOIP, por medio del paquete ZOIP, primero se realiz6 un estudio de simulacion para analizar
la convergencia de la estimacion de los pardmetros regresores de una regresion ZOIP, y en
segunda instancia se ajusta un modelo de regresiéon ZOIP a datos reales, sobre cémo puede
ser explicado el porcentaje de utilizaciéon de una tarjeta de crédito (tdc) de una entidad
financiera colombiana con diferentes variables del negocio.

3.3.1. Datos simulados

En el estudio de simulaciéon se analizan diferentes aspectos de la capacidad de estimacién que
tiene el método de maxima verosimilitud sobre los pardmetros regresores de un modelo de
regresion ZOIP. Para comprobar esto se generaron muestras pertenecientes a una distribucién
ZOIP a partir de dos variables aleatorias uniformes cero uno, con tamanos de muestra de
25, 50, 75, y 100 a partir de este punto no se realizaran incrementos de 25 si no de 100, es
decir 100, 200, 300 hasta 3500, esto para abarcar un mayor rango de los diferentes tamanos
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de muestra que se pueden obtener en un experimento, se realizaron 1000 réplicas para cada
tamano de muestra, posteriormente se calcul6 la mediana de la estimacién de cada parametro
regresor para cada distribucién y parametrizacion utilizada. A continuacién, se muestra la
estructura simulada para cada parametro de la distribucién ZOIP.

Yi ~ ZO[P(Mi7Ui7POi7p1i)7

hi(pi) = Bro + Bz,

ho(0i) = Bao + Bar21i + Paowai, (3-3)
) = B30,
)

donde, para la regresién del pardmetro de la media (p): fio = 0.2 y 813 = —1, para la
regresion del pardmetro o se escogieron dos escenarios distintos, el primero si el modelo es
un ZOIP-beta bajo la parametrizacién de Righy y Stasinopoulos (2005), entonces: (a9 = 0.3,
Ba1 = —2, Pag = —4, y el segundo escenario si se tiene un modelo ZOIP-simplex o ZOIP-beta
con parametrizaciéon de Ferrari y Cribari-Neto (2004) o original el escenario es By = 0.3,
a1 = 3, Pag = 0.9, esto para tener una variabilidad de los datos diferente entre los modelos,
ya que bajo la parametrizacién de Ferrari y Cribari-Neto (2004) o original y los valores del
escenario uno, se obtendran valores de dispersion grande en los datos, por lo que serd mucho
mas dificil encontrar la convergencia de los parametros, dicho caso de estudio no es consider-
ado en este trabajo. Para el parametro pg: 330 = 0.07 y para p;: B4 = 0.02 y B4y = —4 para
todos los casos posibles de seleccién de la regresién ZOIP, y z1; ~ U(0,1), x9; ~ U(0,1). Las
funciones de enlace adecuadas para cada distribucion y parametrizacion se muestran en la
Tabla 3-1.

Familia | Pardmetro | h(-)
o Logit
o Logit

R-S o NA
P1 Logit
I Logit

o Log.

F-C o NA
p1 Logit

o Log.

original pgo If\?i
p1 Logit
o Logit

simplex 7 Log.
Po NA
p1 Logit

Tabla 3-1: Funciones de enlace adecuadas para cada pardmetro, segun su distribucion y/o
parametrizacion.
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Figura 3-1: Simulacion de un modelo de regresion ZOIP-beta para la parametrizacion R-S
con diferentes valores de n.

En la Figura 3-1 se describen los valores estimados para diferentes valores de tamano de
muestra, cuando se elige realizar una regresion ZOIP-beta con parametrizacién de Rigby y
Stasinopoulos (2005), en ella se ve como todos los parametros estimados oscilan alrededor
del valor real del parametro que es representado por la linea roja, sin embargo, se nota como
unos parametros tienen una oscilacion mayor que otros, como es el caso de los pardmetros
de intercepto de la media y el del parametro de inflacién de unos, asociada a p;. Los de mas
parametros convergen rapidamente a sus valores reales, como los parametros que representan
la variabilidad (o) y el parametro de py.

En la Figura 3-2 se describen los valores estimados para diferentes tamanos de muestra,
cuando se elige realizar una regresiéon ZOIP-beta con parametrizacion de Ferrari y Cribari-
Neto (2004). En dicha figura se nota como la estimacién de los pardmetros asociados con
la media tienen una oscilaciéon mayor que los demas parametros, sin embargo, en todos los
parametros se observa como a medida que el tamano de muestra es més grande, a partir de
n = 1000, la oscilacién de los parametros es menor y van convergiendo satisfactoriamente a
sus valores reales.

En la Figura 3-3 se describen los valores estimados para diferentes tamanos de muestra,
cuando se elige realizar una regresion ZOIP-beta con parametrizacién original, se puede ver
como con los valores del escenario de simulacion elegidos, se obtiene una distribucion ZOIP
con mayor variabilidad, por lo que los valores de los parametros asociados a ¢ tienen una
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Figura 3-2: Simulaciéon de un modelo de regresiéon ZOIP-beta para la parametrizacion F-C
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Figura 3-4: Simulaciéon de un modelo de regresiéon ZOIP-simplex con diferentes valores de
n.

mayor oscilacion, sin embargo, este oscila solo en un 0.01 de sus unidades, lo que no es
preocupante. Por otra parte, se observa como el parametro de intercepto del parametro de
inflacién de unos (p;) si oscila mucho més ya que este tiene una desviacién estandar de 0.04
en promedio, pero se observa como a medida que el tamano de muestra es mayor la oscilacién
va disminuyendo, por lo que se sospecha que se necesita un tamano de muestra mayor a 3000,
para que esta converja con mayor satisfaccion.

En la Figura 3-4 se describen los valores estimados para diferentes tamanos de muestra,
cuando se elige realizar una regresiéon ZOIP-simplex, Se nota como todos los parametros
oscilan alrededor de los valores verdaderos y como estas oscilaciones se van reduciendo a
medida que el tamano de muestra crece, sin embargo, unos parametros tomaran un nimero
superior a los 3500 de tamano de muestra, para obtener convergencia mas satisfactoria, esto
ocurre en el pardmetro f; asociado al pardmetro de dispersién (o).

En la Tabla 3-2 se muestra la mediana del MAPE de los diferentes parametros regresores
para cada posible caso de la distribucién o parametrizacion de la distribucion ZOIP, en dicha
tabla se nota como el MAPE en los interceptos de cualquier regresién asociada a los paramet-
ros de la distribucion ZOIP son un poco mas grandes que los demés parametros regresores
de cada regresion, ademas se obtiene un MAPE més grande en las regresiones asociadas a
todos los parametros de inflacion, esto permite concluir que hallar los parametros verdaderos
en los pardametros de inflacion es un poco mas dificil que en los parametros de localizacién
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o [ o Po p1
Familia
Bo B1 Bo B1 B2 Bo Bo B1
R-S 1.25 0.32 1.45 2.55 1.38 4.86 | 383.09 4.88

F-C 14.22  3.96 | 22.21 2.9 10.14 | 4.86 91.21 4.88
original | 22.34 8.03 | 22.55 3.62 8.69 4.84 90.58 4.96
simplex | 13.93 5.89 | 24.49 3.11 11.01 | 4.85 91.15 4.81

Tabla 3-2: Mediana del MAPE (Error porcentual absoluto medio) en porcentaje para los
diferentes Parametros en las diferentes parametrizaciones.

Errores MAPE del estudio
del simulacién

1.0
o 0 —— MAPE Caso R-S
o 0.8
< —— MAPE Caso F-C
= 0.6 -
g —— MAPE Caso original
5 04 4
2 | —— MAPE Caso simplex
0.2
0.0 —
T T

T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Tamarfio muestra

Figura 3-5: Mape (Error porcentual absoluto medio) para modelo de regresion ZOIP simu-
lado para distintas parametrizaciones y valores de n.

y escala como lo son p y o, esto se debe a que se posee una menor cantidad de datos en
cero y uno, en este escenario de simulacién elegido. Por otro lado, el intercepto asociado a la
regresion del parametro de inflacion de los unos posee un MAPE muy grande, por lo que per-
mite concluir que a pesar de que los diferentes pardmetros estimados en la simulacién oscilan
alrededor del valor real este todavia tiene una variabilidad muy grande por lo que hace que
este MAPE sea grande y el pardmetro no haya convergido con un tamano de muestra de 3500.

En la Figura 3-5 se muestra la mediana del MAPE de la mediana del MAPE de todos
los parametros asociados a cada parametrizacion y distribucion para diferentes tamanos de
muestra, en ella se evidencia, como el caso de la regresiéon ZOIP-beta con parametrizacién
Rigby y Stasinopoulos (2005), tiene un MAPE menor, donde este tiene asociados unos
pardametros distintos con una distribuciéon ZOIP con menor variabilidad, por lo que no es del
todo comparable con las demds parametrizaciones y distribuciones. Se nota un MAPE menor
al 20 % a partir de un tamano de muestra mayor a 500, por lo que se puede concluir que con
un tamano de muestra mayor a 500 el modelo tendrda un MAPE aceptable para la estimacién
de todos los parametros de la regresion ZOIP, sin embargo, esto siempre dependera de la
variabilidad que posean los datos.
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3.3.2. Datos reales

Utilizando de manera similar informacién sobre la entidad financiera en Colombia descrita
en la seccion 2.5.2. Se quiere estudiar el impacto de algunas variables sobre el porcentaje
de utilizacién de una tdc, para ello se busca ajustar un modelo de regresiéon ZOIP mediante
la funciéon RM.ZOIP del paquete ZOIP de R, que permita explicar el comportamiento del
porcentaje de utilizacién de una tdc mediante las siguientes tres variables, Score: variable
entre cero y 1000 que para nuestro caso se cambiara de escala entre cero y uno, esta explica
la calificacion del comportamiento de pago del cliente asociada a la tdc, que pertenece a
la entidad financiera, donde cero es la peor calificacion y uno un comportamiento de pago
ideal; Prom Cuotas: se define como el promedio de cantidad de cuotas al que ha diferido
sus compras en los ultimos seis meses; Cupo tdc Entidad: es el cupo total asignado a la tdc,
esta sera tratada como el logaritmo de su cupo més uno, para una mayor estabilidad de su
varianza.

En el modelo de regresiéon ZOIP se deben definir cuatro diferentes modelos de regresiéon
para ser ajustados, de tal forma que nos permita ver el efecto de las variables descritas
anteriormente sobre cada uno de los parametros de la distribucion ZOIP, adicionalmente,
dependiendo de la parametrizacion o distribucién que se esté utilizando, se debe utilizar una
funcién enlace adecuada para cada regresién. En las ecuaciones dadas en (3-4) se pueden ver
los modelos de regresion a aplicar en cada parametro, en estas ecuaciones se ve que dependen
de una funcién enlace h(-), en la Tabla 3-3 se muestran las diferentes funciones enlaces ade-
cuadas para cada pardmetro dependiendo de la distribucion escogida y/o la parametrizacion.

; ~ ZOIP(u;, 00,01, 011), ©=1,2,...,9206
ha(p z) Bio + Bz + Brazai + Bizws,
ho(03) = Bao + Ba11i + Praxa; + Paswsi, (3-4)
hs(poi) = B30 + 31715 + BaTas + Bastss,
ha(p1i) = Bao + Barzri + PaoTai + Bastss,

donde y; es el porcentaje de utilizacion de la i-ésima tdc, x;: es el valor del score del i-ésimo
individuo asociada a la tarjeta de crédito, xo;: es valor del promedio de cuotas al que difiere
sus compras de la i-ésima tarjeta de crédito, z3;: es el valor del cupo otorgado de la i-ésima
tarjeta de crédito.

En las ecuaciones dadas en (3-4) se puede ver como los parametros ji, o, pg, p1 seran explica-
dos por las variables score, cupo asignado a su tdc y el promedio al que difiere sus compras.
Bajo estas ecuaciones se puede observar como se explica el porcentaje de utilizacion de una
tdc, la variabilidad de este porcentaje de utilizacion, el por que un cliente no llega a utilizar
nunca su tdc y adicional y contrariamente a lo anterior, por que un cliente utiliza la total
capacidad de su tdc.
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Familia | Pardmetro | h(-)
o Logit
o Logit
R-S Po Logit
p1 Logit
o Logit

o Log.
F-C Po Logit
p1 Logit

o Log.

- o Log.
original o Logit
P1 Logit
o Logit

simplex 7 Log.
Po Logit
p1 Logit

Tabla 3-3: Funciones de enlace adecuadas para cada parametro, segin su distribucién y/o
parametrizacién para el modelo de regresién ZOIP en el porcentaje de utilizacion

de una tdc.
Familia | Parametro [ B’s [ Estimacién  Error estandar Valor P Log-Verosimilitud [ Iteraciones

B1o 20.046 0.050 0.3618

i B -0.354 0.107 0.0009
B2 0.022 0.002 < 2.2¢~16
P13 -0.025 0.009 0.0074
B20 0.822 0.038 < 2.2¢—16

R-S o 5:21 -0.197 0.078 0.0114 -5414.738 125

Bas -0.006 0.002 0.0013
Bas -0.003 0.007 0.6741
B3o -1.496 0.101 < 2.2¢~16

- @31 0.724 0.185 8.87¢~5
B32 -0.153 0.009 < 2.2¢716
Bs3 0.002 0.015 0.1243
Bao -1.480 0.095 < 2.2¢~16

” @41 -0.630 0.254 0.0132
Baz 0.011 0.006 0.0666
Bas -0.069 0.022 0.0022

Tabla 3-4: Parametros regresores estimados de un modelo de regresion ZOIP-beta con
parametrizacién Rigby y Stasinopoulos (2005) en el porcentaje de utilizacién
de una tdc. Con un criterio de convergencia de 1e=19

En las Tablas 3-4, 3-5, 3-6, 3-7 se tiene informacion sobre céomo las covariables influyen
en los parametros de los cuatro diferentes modelos ajustados de la regresién ZOIP, primero
se puede ver que al modelar el parametro de la media, es decir, el porcentaje medio de uti-
lizacion de la tdc, la variable regresora score afecta de manera negativa y significativa en cada
uno de los modelos ajustados, excepto en el modelo con parametrizacion original, en el cual
el parametro no dio significativo, esto nos indica que los clientes con historial crediticio malo
utilizan mas su tdc, lo que es l6gico porque para llegar a estar en mora es necesario utilizar
el producto, sobre el parametro del promedio de cuotas diferidas vemos como el parametro
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[ Familia [ Pardmetro [ B’s [ Estimacién  Error estandar Valor P [ Log-Verosimilitud [ Iteraciones ]

B1o -0.045 0.050 0.3667

u 5:11 -0.354 0.107 0.0009
B12 0.022 0.002 < 2.2¢716
13 -0.025 0.009 0.0074
B20 0.068 0.045 0.1286

F-C - @21 0.238 0.094 0.0117 -5414.605 105

Baa 0.007 0.002 0.0012
Bas 0.003 0.008 0.6854
Bso -1.496 0.101 < 2.2¢~16

2 @31 0.724 0.185 8.87¢~"
B32 -0.153 0.009 < 2.2¢716
Bs3 0.002 0.015 0.1243
Bao -1.480 0.095 < 2.2¢716

” 5:41 -0.630 0.254 0.0132
Baa 0.011 0.006 0.0666
Bas -0.069 0.022 0.0022

Tabla 3-5: Pardametros regresores estimados de un modelo de regresién ZOIP-beta con
parametrizacién Ferrari y Cribari-Neto (2004) en el porcentaje de utilizacion
de una tdc. Con un criterio de convergencia de 1e™ 1Y

[ Familia [ Pardmetro [ B’s [ Estimacién  Error estandar Valor P [ Log-Verosimilitud [ Iteraciones

B1o -0.649 0.048 < 2.2¢—16

u ,@’11 0.035 0.103 0.7311
B12 0.019 0.002 < 2.2¢716
P13 -0.011 0.009 0.2267
B20 -0.611 0.054 < 2.2¢~16

original - @21 0.397 0.111 0.0003 -5415.386 121

Ba22 -0.002 0.003 0.4724
Bas 0.015 0.010 0.1456
B30 -1.496 0.101 < 2.2¢716

- [§31 0.724 0.185 8.87¢~5
B32 -0.153 0.009 < 2.2¢716
B33 0.002 0.015 0.1243
Bao -1.480 0.095 < 2.2¢~16

- 5:41 -0.630 0.254 0.0132
Baz 0.011 0.006 0.0666
Bas -0.069 0.022 0.0022

Tabla 3-6: Parametros regresores estimados de un modelo de regresion ZOIP-beta con
parametrizacion original en el porcentaje de utilizacion de una tdc. Con un
criterio de convergencia de 1le=*°

P12 sin excepcion alguna en todos los modelos es la variable mas significativa que permite
explicar la proporcion media de la utilizaciéon de una tdc, esto nos indica que a medida que
los clientes difieren a mayores cuotas sus compras con la tdc estaran utilizando mas su tdc,
algo muy légico, desde el punto de vista del problema; ahora el parametro ;3 asociado al
cupo de su tdc tiene un efecto negativo aunque no muy significativo sobre la variable re-
spuesta, lo cual indicaria que a mayor cupo en su tdc un poco menos de utilizacién de la tdc
estara acompanado.
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[ Familia [ Pardmetro [ B’s [ Estimacién  Error estdndar Valor P [ Log-Verosimilitud [ Iteraciones ]

B10 0.180 0.050 0.0003

4 @11 -3.890 0.206 < 2.2¢716
B12 0.166 0.004 < 2.2¢—16
Bis 0.128 0.019 5.85¢12
B20 11.59 0.062 < 2.2¢716

simplex o Bo1 0.063 0.240 0.7918 -22385.78 117

Baz 0.134 0.004 < 2.2¢716
Bos 0.344 0.023 < 2.2¢-16
Bso -1.496 0.101 < 2.2¢~16

- @31 0.724 0.185 8.87¢~®
B32 -0.153 0.009 < 2.2¢716
Bss 0.002 0.015 0.1243
Bao -1.480 0.095 < 2.2¢—16

n @41 -0.630 0.254 0.0132
Baso 0.011 0.006 0.0666
Bas -0.069 0.022 0.0022

Tabla 3-7: Pardametros regresores estimados de un modelo de regresién ZOIP-simplex en el
porcentaje de utilizacién de una tde. Con un criterio de convergencia de 2e~1°

Al analizar el efecto de la variabilidad de la utilizacién de las tdc, se observa como el
parametro de score tiene un efecto positivo sobre la precisién de la utilizacion de la tdc,
en el modelo ZOIP-beta parametrizacién Rigby y Stasinopoulos (2005) este efecto parece
ser negativo, pero o, al estar representando la dispersion y no la precision, estaria dando un
efecto positivo sobre la precision, por lo tanto a mejor comportamiento de pago la utilizacion
de la tdc seran mas parecidas entre los individuos, cabe resaltar que 2 no es significativo
en el modelo simplex. Ademas el pardmetro o3 asociado al cupo de la tdc no influye sobre la
variabilidad en ninguno de los modelos propuestos, excepto en el modelo de regresion ZOIP-
simplex que tiene un efecto positivo sobre la variabilidad de los porcentajes de utilizacion
de las tdc.

Por otra parte el efecto de que alguien no utilice su tdc es exactamente igual en los cuatro
modelos propuestos, esto por la metodologia de estimacion de méxima verosimilitud, y se
puede observar como el comportamiento de pago y la cantidad de cuotas a las que se difiere
las compras el cliente afectan de manera significativa la no utilizacion de las tdc. Ademas es
de resaltar que si los clientes no difieren a grandes cuotas sus compras y su comportamiento
de pago es muy bueno, estos clientes tendran mayor probabilidad de no utilizar las tdc.

En el porcentaje de utilizacién global de la tdc, vemos como las tres covariables incluidas
en el modelo afectan de manera significativa la utilizaciéon por completo de la tdc y vemos
como la variable que es mas significativa es el cupo de las tdc y que este tiene un efecto
negativo sobre la probabilidad de utilizar por completo una tdc, lo que indica que a mayor
cupo menor probabilidad de utilizar por completo una tdc (efecto que se habia evidenciado
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en la explicacién de la utilizacién media de las tdc), el mismo efecto se observa sobre la
variable score que indica que a peor comportamiento de pago mas utilizacién la tdc, sin
embargo, si el cliente difiere a grandes cuotas su compras este tenderda a tener una may-
or probabilidad de utilizar por completo su tdc. Es importante resaltar que el efecto de
las covariables sobre la probabilidad de utilizar por completo la tdc es totalmente contrario
al efecto causado sobre la probabilidad de no utilizar para nada la tdc, algo légico y esperado.

Al analizar el valor de la log-verosimilitud se observa que el mejor modelo de regresion que
explica el porcentaje de utilizacion de una tdc en esta entidad financiera es la regresion ZOIP-
beta, ya que posee un valor de log-verosimilitud menor que el modelo de regresion ZOIP-
simplex, sin embargo, no importa la parametrizacion que se tenga en la regresiéon ZOIP-beta,
porque el valor de la log-verosimilitud son significativamente iguales, sin embargo, el modelo
que requiere menor nimero de iteraciones para ser ajustado es la regresion ZOIP-beta con
parametrizacién de Ferrari y Cribari-Neto (2004) seguido por la parametrizacién original y
por iltimo la parametrizacion de Rigby y Stasinopoulos (2005).

3.4. Conclusion

El modelo de regresién ZOIP, es un modelo de regresion de efectos fijos que es desarrollado
bajo la distribucién ZOIP y el cual se encarga de encontrar las covariables o factores que
mas influyen en una variable respuesta cuya distribucion asociada es una distribucion ZOIP.
La estimacion del efecto de las covariables sobre la variable respuesta se realiza mediante
maxima verosimilitud, dicha maximizacion de la verosimilitud no tiene una solucién cerrada
analiticamente, por lo que se realiza computacionalmente y el paquete ZOIP de R da una
solucion a esto. Segun los estudios de simulacién realizados en este trabajo, las estimaciones
convergen con un tamano de muestra moderado a sus valores reales,sin embargo el modelo
y el paquete funciona de buena manera con grandes tamanos de muestra, siendo 1util para
el Big Data; por otra parte en ocasiones ocurre que las convergencias de los efectos de las
covariables asociadas a los parametros de inflacién requieren un mayor tamano de muestra
para demostrar su convergencia.

En el modelo de regresion ZOIP y el paquete ZOIP de R es posible realizar de una ma-
nera muy sencilla los principales tipos de regresiones para datos proporciones inflados con
ceros y unos que existen, como la regresiéon simplex y la regresiéon beta bajo diferentes
parametrizaciones, ademas el modelo de regresion ZOIP permite realizar ajustes a modelos
inflados unilateralmente, es decir, donde solo haya datos proporcionales con valores cero o
uno, e incluso realizar un ajuste sobre un modelo de regresion para datos proporcionales sin
inflaciones.
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con efectos mixtos

El modelo de regresion clasico se ha caracterizado por medir el efecto de una variable, llamada
covariable sobre otra, llamada variable respuesta. Cuando los valores que puede tener la co-
variable son informativos, conocidos con anterioridad e independientes entre si, se denomina
efecto fijo. Pero cuando la recoleccion de los datos dependen de una variable categorica o el
estudio se puede ver afectado por una variable categérica y dicha variable es netamente iden-
tificativa, donde podrian encontrarse otros valores diferentes si el estudio se repitiera en otras
circunstancia y ademas esta variable posee muchos niveles y las observaciones pertenecientes
a un mismo nivel estan correlacionadas entre si, entonces hablamos de una variable con efecto
aleatorio. Este tipo de variables se evidencian facilmente en el estudio de datos longitudi-
nales, en el que un mismo individuo obtiene diferentes observaciones a través del tiempo. La
utilidad de considerar las variables de este tipo como un efecto aleatorio y no como un efecto
fijo, radica primero en contemplar de manera correcta el problema debido a que hay correla-
ciones entre las observaciones, segundo en la repetibilidad y reproductibilidad del modelo y
tercero en la manera de estimar el efecto de la variable, ya que si se estimara una variable
de este tipo como un efecto fijo, se estimaria un parametro por cada nivel de la variable, en
cambio cuando la variable es considerada como un efecto aleatorio, esta es caracterizada por
una distribucién, por lo general normal, y basta con estimar el componente de variacién de
la distribucién. Ver més en Seoane (2014).

Los modelos de regresién mixto introducidos por Laird y Ware (1982), son aquellos modelos
que combinan variables de efecto fijo y efecto aleatorio. El efecto aleatorio puede considerarse
de diferentes maneras en el modelo, una de ellas es solo en el intercepto, otra seria solo en
la pendiente y la tltima seria en ambas partes (efecto aleatorio en intercepto y pendiente),
estos modelos son tutiles porque son capaces de caracterizarse por efectos fijos y considerar
de manera correcta el efecto de la variable agrupadora por medio del efecto aleatorio, esto
garantiza que el modelo pueda ser repetido y reproducido. Ademads, los efectos aleatorios
permiten ver el efecto de los diferentes niveles de una variable categoérica o agrupadora, es-
timando solo un parametro.

Los modelos de regresion mixtos también han sido implementados cuando la variable re-
spuesta es una variable aleatoria perteneciente a datos proporcionales, tal es el caso, que
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Rigby y Stasinopoulos (2005) en los modelos aditivos generalizados para localizacién, escala
y forma (Gamlss) implementan el modelo de regresién beta con intercepto aleatorio normal,
asi otros autores como Verkuilen y Smithson (2012) y Bonat et al. (2012) proponen modelos
de regresion beta con efectos aleatorios normales, estimados a partir de maxima verosimili-
tud marginal y metodologias bayesianas. Figueroa-Zuniga et al. (2013) extienden el modelo
propuesto por Ferrari y Cribari-Neto (2004) a un modelo con efectos fijos y aleatorios ba-
jo la distribucion normal y bajo la distribucién t en estructuras de regresion tanto para el
parametro de la media, como del parametro de precision, la estimacién de los parametros
del modelo de regresién fue realizado bajo una perspectiva bayesiana, mediante implementa-
ciones computacionales del muestreador de Gibbs. Usuga y Giampaoli (2013) desarrollan el
modelo de regresion beta mixto para datos proporcionales longitudinales, bajo intercepto y
pendiente aleatoria normal y no normal, la estimacion de los pardmetros es realizada via
méaxima verosimilitud y la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa. Otros autores como
Song et al. (2004) implementan un modelo de regresiéon mixto para una variable respuesta
bajo la distribucién simplex, Bonat et al. (2015) también realiza un andlisis de verosimilitud

del modelo beta mixto, donde la estimacién de los parametros de regresion es realizada bajo
algoritmos MCMC.

Como se pudo notar anteriormente, la estimaciéon de los pardmetros de los modelos son
metodologias de aproximacion numérica, esto debido a que la estimacion de los pardmetros
del modelo de regresiéon mixto no tienen una soluciéon cerrada analiticamente y es ain mas
complicado cuando se trata de una variable respuesta perteneciente a datos proporcionales,
por lo que se utilizan ciertas aproximaciones o en la mayoria de los casos metodologias y algo-
ritmos bayesianos para la estimacion de los parametros regresores. Una de las metodologias
utilizadas es la aproximacion de la funcién de verosimilitud via la cuadratura de Gauss-
Hermite adaptativa, utilizada e implementada en los modelos de regresion beta mixtos por
Usuga y Giampaoli (2013) y es utilizada para la estimaciéon del modelo de regresién ZOIP
mixto. Dicha cuadratura fue implementada anteriormente por Fahrmeir y Tutz (2001) sobre
los modelos lineales generalizados. Diversos estudios para la estimacion de parametros sobre
modelos estadisticos han sido implementados mediante esta técnica, por ejemplo, el trabajo
realizado por Liu y Pierce (1994) y Smithson y Verkuilen (2006) que estima los pardmetros
del modelo de regresion beta bajo la cuadratura de Gauss-Hermite. Por otra parte, se han
realizado diversas modificaciones sobre la cuadratura de Gauss-Hermite original, tales como
la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa y algunas mejoras sobre esta como la cuadratura
de Gauss-Hermite adaptativa con pruning (Herndndez et al., 2014).

Los modelos de regresion mixtos que se han mencionado anteriormente sobre datos propor-
cionales, no se encuentran con presencia de datos en cero y/o uno, es decir inflados con
ceros y/o unos, por lo que otros autores como Ospina y Ferrari (2010) presentaron una dis-
tribucion beta inflada con ceros o con unos, mediante una combinacién de una distribucién
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discreta y una distribucion continua dada por la distribucién beta con parametrizacion de
Ferrari y Cribari-Neto (2004) y la cual dio pie para que méas adelante Ospina y Ferrari (2012)
propusieran una clase general de modelos de regresién beta inflados en cero y uno. Recien-
temente Kosmidis et al. (2015) han estudiado los modelos de regresién inflados para datos
proporcionales, pero basados en una distribucion distinta a la propuesta por Ospina y Ferrari
(2012), sin embargo, cabe aclarar que los anteriores modelos son modelos de regresién para
efectos fijos, es decir, no incluyen algin efecto aleatorio, por lo que otros autores como Galvis
y Lachos (2014) incluyen efectos aleatorios dentro de los modelos de regresion inflados con
ceros y/o unos, basados en la distribucién propuesta por Ospina y Ferrari (2010) y otras
distribuciones para datos proporcionales, como la distribucién simplex y beta-rectangular,
la estimacion de los parametros de regresion se realizé mediante metodologias bayesianas,

MCMC.

Este capitulo se encuentra organizado de la siguiente manera: primero se presenta el modelo
de regresion ZOIP mixto basado en la distribucion ZOIP visto en el capitulo 2 y su debida
estimacion, mediante maxima verosimilitud; se muestra los diferentes tipos de cuadratura
de Gauss-Hermite, para que posteriormente se muestre la aproximacién de la funcién de
verosimilitud via la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa multidimensional, en la sigui-
ente seccion se presenta la implementacién del modelo de regresion ZOIP mixto en el paquete
ZOIP de R y por ultimo se presenta unas aplicaciones a datos simulados y a datos reales.

4.1. Modelo de regresion ZOIP mixto

i —ésim i 1—ésimo gru una formulacién mati r m
Sea y;; la j—ésima medida del i—ésimo o, una fo laciéon matematica para el modelo
es la siguiente:

ind
yij|’le’>’Y2z’ ~ ZO[P(HijaUz’j,pOij,puj),
ha (i) = X581 + 71i,

ha(0ij) = ijgﬁz + V20
hs(poij) = Xz—‘l—jS/B?n (4-1)
h4(p1ij) = X;‘;’4/34a

et ) N (0, /\%),

iid 2
Yoi ~~ N(07>‘2)>
coni=1,2,..., Ny j=1,2,...,n; Los parametros u, o, pg, p1 son modelados en funcién
de un conjunto de covariables tales que los x;;1, X;j2, Xij3 ¥ Xij4, son vectores de covariables
conocidos de dimension kq, ko, k3 y k4 respectivamente. Los 31, B2, B3 v (B4 son vectores de
parametros desconocidos fijos asociados a las covariables y vy1;, 72; son los interceptos aleato-
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rios asociados al 1—ésimo grupo y cada uno distribuido normal con media cero y desviacién
estandar \; y Ag, respectivamente, llamados componentes de varianza; se asume también
que los interceptos aleatorios vy; v 72; son independientes entre si. Ademas, las funciones
hi(+), ha(+), hs(+) v ha(:) son funciones de enlace conocidas y apropiadas para mapear de los
reales a los valores admisibles del parametro, ademas son funciones estrictamente monétonas
y doblemente diferenciables. Las posibles funciones para el parametro p y o son logit, probit,
clog-log, o log dependiendo de la parametrizacion usada, para los parametros de inflacion pg
y p1 son posibles funciones de enlace logit, probit y clog-log.

Los interceptos aleatorios se asumen bajo una distribucion normal, en la préactica no ex-
iste una forma aun conocida de probar si es conveniente utilizar una distribuciéon normal
para describir los interceptos aleatorios antes de realizar el modelo, es decir, netamente
con los datos, posteriormente si es posible saberlo mediante el prondstico de los interceptos
aleatorios, aunque dicha validacién no fue incluida en este trabajo. Ver méas en McCulloch y
Neuhaus (2011b) y en McCulloch y Neuhaus (2011a).

4.1.1. Inferencia estadistica

Para la estimacién de los pardmetros del modelo de regresién dado por la expresién (4-1),
por medio de méxima verosimilitud, es necesario definir el vector de parametros y la funcién
de verosimilitud.

El vector de pardmetros para el modelo (4-1) es 8 = (3,85 ,8s,084, 1, 2) " v pertenece
al espacio:

O =1{0cR B cR" By e R* By € R™ By, e RM N € RT, N € RT ),

en el que k = ky + ko + k3 + k4 + 2. La distribucién marginal de y; = (y1, - . - ,ymi)T es dada
por:

fy(yi:0) = / Hf(yz'jhliﬁzi) - FOnalA) £ (v2il A2)dyridya,
Entonces la funcién de verosimilitud L(8):

N
L(0) =[] £y 0)

i=1

N ng
- H /IR? H Fo(Wiilviisv2i) - f(yail M) f (20 A2) dyridryai,
=1 j=1
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Asi la funcién de log-verosimilitud £(8) esta dado por:

N g
(6) = log [/R? LT £o@islmi vai) - £ (il M) f (il Ao dyaadyai | (4-2)
i=1 Jj=1

donde f(yi;|71i,72:) es la funcién de densidad de probabilidad ZOIP y f(yi;|A\1) v f(72i|A2)
son funciones de densidades de probabilidad normales con desviaciones estandar \; y Ao,
respectivamente.

Para encontrar el @ que maximiza la funcién £(0) es necesario solucionar la integral N
veces en R?, sin embargo esta integral no tiene forma cerrada, por lo que es necesario uti-
lizar técnicas computacionales para la solucién de esta, técnicas tales como aproximaciones
de Laplace, algoritmos EM, integracién Monte Carlo o técnicas bayesianas. Para solucionar
dicha funcién de log-verosimilitud en este trabajo, se utilizé el método de integracién numéri-
ca Gauss-Hermite adaptativa multidimensional con y sin pruning, tal como se describe en la
siguiente seccién.

4.1.2. Cuadratura de Gauss-Hermite
Cuadratura de Gauss-Hermite unidimensional

La cuadratura de Gauss-Hermite (GQ) es una herramienta 1til para aproximar una integral
de una funcién g(x) sobre R con una suma ponderada, donde la variable = es reemplazada
por una cuadratura de n puntos o nodos. Cada punto de la cuadratura es denotado por p;,
es evaluado en la funcion y los resultados son ponderados por los pesos de la cuadratura
asociados w;.

[ otarda = > gtpeaplvye

El conjunto de los n puntos de la cuadratura P = {py,ps,...,p,} corresponde a las raices
del polinomio de Hermite dado por:

v _ .
Hn — _1 n —1‘2_ —x ,
(@)= (-1 L
con pesos asociados W = {wy, wy, ..., w,} dados por

2n=Inly/m
n2[Hyoy ()]

w; =
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Cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa

Unidimensional

La cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa (AGQ) es propuesta por Liu y Pierce (1994);
(Pinheiro y Bates, 1995), es bésicamente una transformacién de los puntos asociados a la
cuadratura, centrando y extendiendo alrededor del valor méximo (z) de la funcién log(g(x)).
La transformacién de los puntos de la cuadratura p; definido como p}, esta dado por

P = V26p; + & donde:

-1
z:i]

Asi, la aproximacién de la integral de g(z) sobre R estd dada por:

5 = {—d—ong@(:c»

dx?

/Rg(w)dx ~ V26 Zg(pf)exp(p?)wi.

Multidimensional

Si extendemos la AGQ a una integral de dimensién ¢ de la funcién g(z) sobre RY, en este
caso, con una cuadratura de n puntos, Z esta basado en el producto cartesiano de P, y los
pesos de la cuadratura de A estan basados similarmente en el producto Kronecker, denotado
por ®, los pesos originales W, son dados:

Z=Px...xP=P7
—————

q veces

A=W®.. .oW.
——— —

q veces

Asi, la expresion para la integral aproximada de g(x) sobre RY estd dado por:

/ g(@)dz ~ Q12202 S g(oF)eap(= )as, (4-3)
R4 i=1

donde z; y a; corresponden a los elementos de Z y A, respectivamente. Los nuevos puntos
de la cuadratura z; estan centrados en el maximo de Z del log(g(z)) y esta dado por
2 = 2 4+/2Q"?2;, donde Q'/? corresponde a la descomposicién de Cholesky de la curvatura
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de la matriz Q, que se encuentra dada por:

:| —1
T=I

Cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa con pruning

d2

03 log(g(x))

o

Es claro que los resultados obtenidos por la AGQ son mejores que los de GQ, debido a
que se encuentran centrados, sin embargo, la AGQ requiere un tiempo de optimizacion més
elevado, debido a la transformacion de los puntos de cuadratura, pero no todos los puntos
de la AGQ aportan de manera significativa un valor sobre la soluciéon de la integral, es por
esto que Herndndez et al. (2014) desarrolla un mejoramiento de la AGQ, donde elimina los
puntos de la cuadratura que no son significativos sobre la solucién de la integral, de modo
que no afectan de manera significativa los resultados finales de la integral, pero si afectan
de manera positiva el tiempo de ejecucion, dicho mejoramiento es llamado cuadratura de
Gauss-Hermite con pruning.

La cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa con pruning consiste en eliminar puntos de la
cuadratura, tales que el peso a; asociado al punto es menor que un valor de referencia 6,
estos puntos tienen la caracteristica de estar en los extremos de la region de integracion,
de este modo, al ser una cuadratura adaptativa, los puntos de los extremos no influyen de
manera significativa sobre el resultado de la integracién numérica aproximada, la referencia
0 esta dado por:

g — JWER

na-1

donde wyy y Wint1) corresponden respectivamente, a el valor minimo y la mediana de los
pesos originales W. Ver més detalles en Herndndez et al. (2014).

4.1.3. Aproximacion de la funcién de verosimilitud via cuadratura de
Gauss-Hermite

En la funcién de log-verosimilitud definida en (4-2) se tiene que para cada i-ésimo grupo se
debe resolver la siguiente integral:
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I; = / ny(yijhlz‘/hi) < f(v1i| A1) f (v2i] A2) dyridryas
R2 j=1

< exp(77;/20%)  exp(74,/2)3)
= ij1V1i, Vai) - : dyridya
AJMWW BTV v

Si se realiza el siguiente cambio de variables

by = V1 by; = V21
V2 V2
BT 2202

oM = \/5)\1511' Yoi = \/5)\2521‘

La integral I; se convierte en:

N —b2 —b2
I = / TT (012N bri. VENsbs: B Ba. B Ba) - 21 1’;6“”” 20) sl (4-4)
R?

La integral definida en (4-4) tiene una forma factible para ser aproximada usando la cuadratu-
ra de Gauss-Hermite adaptativa multidimensional con o sin pruning, vista en la seccién 4.1.2,
debido a que tiene una forma similar al resultado de la ecuacién propuesta en (4-3), de este
modo la integral I; es aproximada por:

Q1 Q2 ny

I = Z Z Hf(yij|\/§>\12kl, \/§A2Z’“2;517182,,33,ﬁ4) . wk;wm?

k1=1ko=1 j=1

donde 2, y 2k, son los puntos de la cuadratura, wy, y wg, son los pesos asociados a los
puntos de la cuadratura. Por lo tanto la funcién de verosimilitud aproximada es:

Q1 Q2 ny

LO) ~ [T D 11 f w2z, V2Xoz,; Br, Ba, Bs, Ba) - @

i=1 Lk1=1ko=1j=1
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y la funcién de log-verosimilitud estd dada por:

Q1 Q2 ny

N
((8) ~ Z log Z Z H F (i1 V2120, V2X0 21, B1, B2, Bs, Ba) - % (4-5)

k1=1 ko=1 j=1

Con la funcién de log-verosimilitud anterior se pueden utilizar algoritmos de optimizacion,
tales como las funciones de R, nlminb u optim de R para hallar los estimadores maximos
verosimiles.

La estimacion de parametros del modelo de regresién ZOIP con intercepto aleatorio en y y
o en esta investigacién, se hizo utilizando maxima verosimilitud via cuadratura de Gauss-
Hermite adaptativa multidimensional con o sin pruning, que fue implementado en el paquete
ZOIP de R, por medio de la funcién RMM. ZOIP.

4.2. Modelo de regresion ZOIP mixto en el paquete ZOIP

En esta seccion se mostrard como ajustar un modelo de regresion ZOIP con interceptos
aleatorios en los parametros de p y o, mediante el paquete ZOIP de R, utilizando el méto-
do de maxima verisimilitud y su aproximaciéon mediante la cuadratura de Gauss-Hermite
adaptativa multidimensional con o sin pruning.

Funcion RMM.ZOIP del paquete ZOIP

La funcién RMM. ZOIP estima los parametros de un modelo de regresién ZOIP con y sin covari-
ables y con interceptos aleatorios en los pardmetros de p y o; dicha estimacién se realiza via
maxima verosimilitud utilizando la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa multidimen-
sional con o sin pruning. La funcién RMM. ZOIP usa los optimizadores nlminb u optim para la
estimacion de los efectos fijos, asi mismo y con la ayuda de la aproximacién de la cuadratura
de Gauss-Hermite se estiman los componentes de varianza de A\; y A9. La estructura de la
funcion RMM. ZOIP es la siguiente:

RMM.ZOIP(formula.mu, formula.sigma = ~1, formula.p0 = "1,
formula.pl = "1, data, formula.random, link = c("identity",
"identity", "identity", "identity"), family = "R-S",
optimizer = "nlminb", n.points = 11, pruning = TRUE)

Los argumentos de la funcion RMM.ZOIP son:
» formula.mu: férmula que define la variable respuesta y la estructura de covariables
para modelar el parametro u, por ejemplo si se escribe y ~ x1 + x2 significa que la
variable respuesta es y y que h(u) = By + frz1 + Paa.
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formula.sigma: féormula que define la funcién de regresion de efectos fijos, para el
parametro o, un valor posible es ~ x1, por defecto ~ 1.

formula.pO: férmula que define la funcién de regresién de efectos fijos, para el parametro
Do, un valor posible es ~x1, por defecto ~1.

formula.p1l: formula que define la funcion de regresion de efectos fijos, para el parametro
p1, un valor posible es ~x1, por defecto ~1.

data: es el conjunto de datos en formato data.frame donde las variables deben tener
el mismo nombre como se especificaron en el modelo.

formula.random: férmula que define el efecto mixto dentro del modelo. Debe ser solo el
intercepto aleatorio que se tendra en cuenta en el pardmetro de la media y la dispersién,
la estructura admisible es la siguiente formula.random = 1 | G1, donde G1 es la
variable que indica los grupos o sujetos en el modelo, siempre debe ser definido.
family: eleccién de la parametrizacion de la distribucion beta o distribucion deseada en
la parte continua de la distribucién ZOIP. El valor de ¢ ‘R-S’’ indicara la distribucion
beta con parametrizacién Rigby y Stasinopoulos (2005), si toma el valor de ¢ ‘F-C’’ se
utilizard la distribucién beta parametrizacién Ferrari y Cribari-Neto (2004), si el valor
es ‘‘Original’’ se utilizara la distribucién beta con parametrizacién original y si es
‘‘Simplex’’ se utilizara la distribucion simplex.

link: es un vector con las funciones enlace adecuadas para cada pardmetro a estimar de
acuerdo a las opciones escogidas en los parametros de familia y férmula. Si la funcion
de regresiéon no posee covariables para la explicacion de los pardmetros de u, o, pg 0 p1;
entonces se debe utilizar como funcién enlace la opcién identity, independientemente
de la parametrizacién deseada (familia). Los posibles valores para las funciones enlace
son identity, logit y log. Por defecto

link=c(‘‘identity’’, ‘ ‘identity’’,‘ ‘identity’’,‘‘identity’’).

optimizer: eleccién del optimizador, utilizado para encontrar la convergencia de la
maxima verosimilitud en los parametros de efectos fijos, se puede elegir el valor de

¢ ¢

“‘nlminb’’ u ‘‘optim’’, por defecto ¢ ‘nlminb’’.

n.points: nimero de puntos a utilizar en la aproximacién de la funcién de verosi-
militud por medio de la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa multidimensional,
por defecto es 11, se recomienda dar ntimeros impares para asi dejar un punto de la
cuadratura en el centro de la funciéon y no dar un valor muy grande a este parametro,
por que afectara de manera significativamente los tiempos de convergencia del modelo.
pruning: es un valor booleano que indica si se utiliza pruning o no, para la cuadratura

de Gauss-Hermite adaptativa multidimensional. Por defecto es TRUE.

En el siguiente ejemplo se mostraré el ajuste de un modelo de regresion ZOIP mixto, usando

un conjunto de datos simulados. primero se muestra el cédigo utilizado para generar los datos,

luego se muestra como usar la funciéon RMM. ZOIP para ajustar el modelo y por iltimo la salida

del modelo. Los datos simulados se generan de una distribucion ZOIP con la parametrizacién

de Rigby y Stasinopoulos (2005), los pardmetros p y o tendran un intercepto aleatorio y una
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covariable discreta definida como el logaritmo natural de la cantidad de dias (2, 10, 20, 40),
los parametros de inflacién son fijados como py = p; = 0.1 (Si se usan valores més altos
para estos parametros serd mas dificil la estimacion de los parametros de la parte continua
de la distribucién ZOIP, sin embargo con un gran cantidad de datos no se tendréd problema;
la Unica restriccion que existe sobre estos parametros es que la suma de ambos debe estar
entre cero y uno), el nimero de grupos o sujetos serd N = 21 grupos.

ind
Yijlvis e ~ ZOIP(piz, 04, po, P1),
hg(O’m‘) =0.1- 0810g(d@(l$) + Yo,

pg = 01,
P1 = 01,
Y14 i'fi\'Jd N(O, A= 1),

iid

721' ~ N(O, )\2 = O5>,
De esta forma el vector de pardametros § a estimar es § = (1.6, —1.3,0.1, —0.8,0.1,0.1,1,0.5) .

Se carga el paquete ZOIP y se definen los diferentes valores de los parametros de la distribu-
cién ZOIP, para ser simulada.

library (ZOIP)
N <- 21 # Numeros de grupos o sujetos

Times <- c(2, 10, 20, 40) # cantidad de dias

subject <- rep(1:N, each = length(Times))
# numero de sujetos en la muestra repetidos tantas veces
# haya dias

Days <- rep(Times, times = N)
gammali <- rep(rnorm(n = N, sd = 1), each = length(Times))
0.5), each = length(Times))

gamma?2i <- rep(rnorm(n = N, sd

netal <- 1.6 + gammali - 1.3 * log(Days)
neta2 <- 0.1 + gamma2i - 0.8 * log(Days)
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mu <- 1/(1 + exp(-netal))
sigma <- 1/(1 + exp(-neta2))

p0 <- 0.1
pl <- 0.1

Se verifica que no hayan valores de p y o iguales a unos o a ceros, debido a que el dominio
de los parametros de p y o en la parametrizacién de Rigby y Stasinopoulos (2005) esta entre
cero y uno, tal como se vio en la seccion 2.1.3, para luego simular los valores de la variable
respuesta.

mu[mu == 1] <- 0.999
mul[mu == 0] <- 0.001

sigmal[sigma == 1] <- 0.999

sigma[sigma == 0] <- 0.001
family <- "R-S"
Y <- rZ0IP(n = length(mu), mu = mu, sigma = sigma, pO = pO,

pl = pl, family = family)
base <- data.frame(Y, Days, subject)

Se definen los argumentos de la funciéon RMM. Z0OIP, tales como las regresiones a ser ajustadas
a cada uno de los parametros de la distribucién ZOIP.

formula.mu <- Y ~ log(Days)
formula.sigma <- “log(Days)
formula.pO0 <- "1
formula.pl <- 71

formula.random <- "1 | subject

link <- c("logit", "logit", "identity", "identity")
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optimizer <- "nlminb"
n.points <- 11
pruning <- TRUE

mod <- RMM.ZOIP(formula.mu = formula.mu, formula.sigma = formula.sigma,
formula.pO = formula.pO, formula.pl = formula.pl, data = base,
formula.random = formula.random, link = link, family = family,
optimizer = optimizer, n.points = n.points, pruning = pruning)

mod #Para ver la salida del modelo

En el paquete ZOIP se tiene una funcién genérica (método S3) llamada print que sirve
para mostrar los resultados de un modelo de regresion mixto para datos proporcionales, los
resultados obtenidos se muestran a continuacion.

## Call:

## RMM.ZOIP(formula.mu = formula.mu, formula.sigma = formula.sigma,
#it formula.pO = formula.pO, formula.pl = formula.pl, data = base,
## formula.random = formula.random, link = link, family = family,
#i# optimizer = optimizer, n.points = n.points, pruning = pruning)
#it

## Results:

#i#

## Estimated fixed coefficients for h(mu):
## (Intercept) log(Days)

## 1.845423 -1.331609

##

## Estimated fixed coefficients for h(sigma):
## (Intercept) log(Days)

##  0.2795793 -0.5611416

##

## Estimated fixed coefficients for h(p0):
## (Intercept)

## 0.08319893

##

## Estimated fixed coefficients for h(pl):
## (Intercept)

##  0.1191148
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## Estimated random coefficients for h(mu) and h(sigma)
#it log(.)

## Random Intercept mu 0.7610678 -0.2730329

## Random Intercept sigma 0.5038028 -0.6855703

#it

## message

## [1] "relative convergence (4)"

##

## time

## [1] 227.48
##

## iterations
## [1] 39

##

## Log-likelihood
## [1] 15.75655

De la salida anterior se obtienen varios resultados importantes del modelo ajustado. Leyendo
de arriba hacia abajo, se observa primero los efectos fijos estimados para el parametro pu, luego
los efectos fijos estimados para el parametro o, luego los valores estimados del pardmetro de
inflacién de ceros pg, después los efectos estimados de la regresion del parametro de inflacion
de unos p;. seguido de la prediccion de los interceptos aleatorios para p y para o, en ella se
muestra una matriz donde la primera columna son los valores de la desviacién estandar aso-
ciada a la distribucién normal, es decir, el valor asociado a Ay y Ao, dichos valores generan el
efecto aleatorio sobre los pardmetros de p y o en su intercepto, respectivamente, la segunda
columna nos muestra el valor del logaritmo natural de \; y Ao, respectivamente; luego el
siguiente resultado es el valor de la log-verosimilitud del modelo ajustado, para ser utilizado
como posible comparacion entre modelos, después se muestra un mensaje de convergencia
heredado del algoritmo de optimizaciéon nlminb u optim, luego el tiempo que demor6 el
ajuste del modelo en segundos y por ultimo el nimero de iteraciones necesarias para que el
algoritmo de busqueda convergiera en el punto maximo de la funcién de verosimilitud.

En el paquete ZOIP se tiene una funcién genérica de método S3 (summary) que permite
obtener una tabla de resumen usual en modelos de regresion, esta funcién dara resultados mas
detallados de la estimaciéon de los parametros, tendra como resultado para cada parametro
de regresion del modelo ZOIP mixto, el valor estimado, el error estandar asociado, el valor Z
de la distribucién normal y su respectivo valor p; esto ayudara al usuario del paquete ZOIP
a concluir con mas argumentos el ajuste de sus parametros y covariables dentro del modelo
de regresion ZOIP mixto ajustado. Esta tabla se muestra a continuacion.
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summary (mod)
e
## Fixed effects for logit(mu)

Bl — oo
## Estimate Std. Error =z value Pr(>|z|)

## (Intercept) 1.84542 0.32408 5.6944 1.238e-08 *x*x*

## log(Days) -1.33161 0.10306 -12.9202 < 2.2e-16 *x*x*

## ——-

## Signif. codes: O ***x 0.001 *x 0.01 * 0.05 . 0.1 1
T
## Fixed effects for logit(sigma)

T T
#H Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) 0.27958 0.40333 0.6932 0.4882

## log(Days) -0.56114 0.12949 -4.3335 1.468e-05 ***

## ——-

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 *x 0.05 . 0.1 1
e
## Fixed effects for identity(p0)

B -
## Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

## (Intercept) 0.083199 0.030112 2.763 0.005727 *x*

# -

## Signif. codes: O **x 0.001 *x 0.01 *x 0.05 . 0.1 1

B -
## Fixed effects for identity(pl)

Bl —
## Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) 0.119115 0.035352 3.3694 0.0007532 *x*x

## ——-

## Signif. codes: O **xx 0.001 ** 0.01 * 0.05 . 0.1 1

Bl —mm

B -
## Random effects for mu and sigma

Bl —
## Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

## Random Intercept mu 0.76107 0.23334 3.2616 0.0011077 *x*
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## Random Intercept sigma 0.50380 0.14046 3.5867 0.0003349 *x*x*
## ——

## Signif. codes: O *** 0.001 *x 0.01 * 0.05 . 0.1 1

il ———

De los anteriores resultados se puede observar que todos los pardmetros ajustados son es-
tadisticamente significativos y bastantes parecidos a los elementos de 6, sin embargo, se
podria decir que el valor que no es significativo y que no es tan cercano al valor real es el
intercepto del pardmetro o el cual se estima como 0.27 y el valor real es 0.1, no es mucha la
diferencia y mucho més si se observa la desviacion estandar del pardmetro estimado, el cual
es 0.4, pero la salida del modelo indica, con un valor p de 0.49, que no es estadisticamente
significativo. La funcién RMM. ZOIP entrega siempre los valores estimados sin ninguna funcién
enlace de por medio.

4.3. Aplicacidon

En esta seccién se muestran diferentes resultados sobre el ajuste de un modelo de regresién
ZOIP con intercepto aleatorio en el parametro de pu y o, por medio del paquete ZOIP.
Primero se realiz6 el ajuste de un modelo de regresién ZOIP mixto con datos reales, en
donde la variable respuesta fue el porcentaje de utilizacién de la tarjeta de crédito (tdc),
valorado por el efecto de la ciudad donde vive la persona duena de la tdc. Segundo se
realizo un estudio de simulacién del modelo de regresién ZOIP mixto basado en la aplicacién
a datos reales. Este estudio permite analizar la convergencia de la estimacion de los parame-
tros asociados a los efectos fijos y aleatorios del modelo de regresion mixto, ademas poder
analizar y determinar cudl es la mejor alternativa para estimar los modelos de regresion ZOIP
mixto, sobre las diferentes opciones de utilizar la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa
multidimensional.

4.3.1. Datos reales

En una entidad financiera es importante estudiar los efectos de ciertas variables sobre el
porcentaje de utilizacion de las tarjetas de crédito de la entidad, esto dara respuestas a la
activacion de campanas publicitarias y estudios de mercadeo para incentivar la utilizacion
de las tdc, de acuerdo a la situacién o caracteristicas de la persona duena de la tdc. Por esta
razoén se analizo el efecto que tienen las variables total mora y ciudad, sobre el porcentaje de
utilizacion de la tdc. La variable total mora indica el tiempo en meses que la tarjeta ha en-
trado en mora en toda la vida de la tdc y la ciudad se refiere donde vive el cliente duena de la
tdc. Estas dos variables son importantes para la entidad financiera porque ayudan a explicar
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el porcentaje de utilizacién de una tdc para cuando un cliente ha llegado a estar en mora
varios meses y vive en cierta ciudad, por lo que indicara a la entidad financiera, como actuar
sobre ciertas personas de interés. Para poder cuantificar dicho efecto se planteé un modelo
de regresion ZOIP-beta con intercepto aleatorio en el parametro de la media y la varianza,
dado por la variable ciudad y un efecto fijo en la media y la varianza dado por la variable
total mora, el modelo es planteado bajo la distribucion ZOIP-beta con parametrizacién de
Rigby y Stasinopoulos (2005).

La base de datos cuenta con 15 tarjetas de crédito por cada una de las 10 ciudades (Bogot4,
Medellin, Cali, Barranquilla, Bucaramanga, Cartagena, Cicuta, Ibagué, Envigado y Neiva)
el modelo considerado en esta aplicacion es:

ind
yi]"lei?f)/Zi ~ ZOIP(MijaO—ijapmpl)a
hi(pi5) = Bro + Y1 + Britiy,

ho(0i;) = Bao + Vai + Ba12145, (4-6)
hs (po) B30,
( 1) /640a

donde y;; es el porcentaje de utilizaciéon de la j-ésima tdc perteneciente a la i-ésima ciudad,
1=1,2,...,10, es decir, N = 10 asociada a las 10 ciudades; j = 1,2, ...,15, es decir, n; = 15
asociada al nimero de tdc por cada ciudad, en este caso todas las ciudades tienen el mismo
numero de observaciones, es decir, se cuenta con una muestra balanceada (si no se cuenta
con una muestra balanceada el modelo funciona de igual manera); xy;;: es el valor del tiempo
en mora en meses de la j-ésima tdc asociada a la i-ésima ciudad; vy; y 79; son los interceptos
aleatorios para los pardmetros de la media y la varianza, respectivamente, asociados a la i-
ésima ciudad y provenientes de la distribuciéon normal con media cero y desviacién estandar
A1 para 7yy; vV Ao para 7. Las funciones enlace asociadas a cada regresion se tomaron como
una funcién logit, esto debido a que el modelo de regresion ZOIP-beta mixto se planted ba-
jo la parametrizacién de Rigby y Stasinopoulos (2005) y este debera utilizar dicha funcién
enlace, tal cual como se explicé en el capitulo anterior.

En la Tabla 4-1 se muestra la estimacion de los efectos fijos y componentes de varianza \; y
A2 del modelo de regresién ZOIP-beta mixto, estimado via méxima verosimilitud y mediante
la aproximacién de la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa multidimensional utilizando
11 puntos de cuadratura con pruning. En esta tabla se evidencia como al tener un tiempo de
mora mas alto aumenta el porcentaje medio y la varianza de utilizacion de las tdc, ademas
se observa que A = 0.51 dando asf que v1; ~ N(0,0.51%), lo que permite ver el efecto del
cambio de ciudad sobre el porcentaje medio de utilizacién de las tdc, el valor Ao es de 0.4,
evidenciando que yo; ~ N(0,0.40%), lo que indicard cuantificar el efecto del cambio de ciu-
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[ Pardmetro [ B’s [ Estimacién  Error estdndar  Valor P ]

B1o -1.13 0.24 5.4~ 6
In B11 0.33 0.13 0.008
M 0.51 0.304 0.093
B20 0.33 0.20 0.095
o Bo1 0.14 0.09 0.157
o 0.40 0.31 0.199
Do B30 0.23 0.03 3.4e—11
P1 Bao 0.07 0.02 0.0011

Tabla 4-1: Estimacion de los efectos fijos y los componentes de varianza \; y A2 del modelo
de regresion ZOIP mixto para el porcentaje utilizacién de una tdc.

dad sobre la variabilidad del porcentaje de utilizacién de las tdc, por otra parte se evidencia
que alrededor de un 23% de las tde no se utilizan para nada (630 = 0.23) y que un 7%
tienen utilizado la totalidad de su cupo de la tarjeta de crédito (840 = 0.07). Por ltimo, el
modelo fue ajustado mediante la funcién RMM.ZOIP del paquete ZOIP, tardando un total de
83.5 segundos en un computador con una memoria RAM de 8GB y un procesador Intel(R)
Core(TM) i5, un tiempo relativamente prudente para el ajuste un modelo complejo, como
lo es el modelo de regresiéon ZOIP-beta mixto.

El modelo propuesto en (4-6) se puede reescribir con los pardmetros estimados asi:

ind
yz‘quﬁzz‘ ~ ZO]P(#ijagijaPOapl)a
hl(,uij) =—-1.13+ Y1i + 0.3311511']',

hg(O'U) 0.33 + Yoi + 0'143:11‘]'7 (4—7)
h3(p0) - 0237
( 1) - 0077

donde vy; ~ N(0,0.512) y 79, ~ N(0,0.40?).

4.3.2. Datos simulados

En esta seccion se muestran los resultados de un estudio de simulacién para estudiar el
proceso de estimacion de pardmetros en el modelo ZOIP mixto bajo la parametrizacion
de Rigby y Stasinopoulos (2005). Para el estudio de simulacion se tomé la estructura del
modelo final ajustado en la aplicaciéon a datos reales de la seccién anterior, asi como se des-
cribié en el modelo estimado en (4-7). En el estudio de simulacion se plantearon 18 escenarios
de simulacién y se realizaron 1000 réplicas en cada escenario; los escenarios corresponden
a todas las combinaciones entre variar el nimero de puntos de la cuadratura de Gauss-
Hermite (Q = 3,Q = 10, = 20), variar el tamano de muestra de cada grupo o ciudad
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Histograma empirico Distribucién exponencial ajustada
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Figura 4-1: Ajuste de la distribucién exponencial a la variable total mora

(n; = 5,n; = 20,n; = 50) y tener en cuenta si la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa
multidimensional se realizara con o sin pruning.

Para poder variar el tamano de muestra de cada ciudad fue necesario encontrar la distribu-
cién que genera la covariable total mora. En la Figura 4-1 se muestra como la distribucion
exponencial con parametro A\ = 1.075 describe de forma adecuada el comportamiento de
la variable total mora descrita a partir de los datos reales obtenidos en la seccién anterior,
se eligio una distribucién exponencial ya que es una distribuciéon bastante pertinente para
modelar variables de tiempo y en este caso es valido para la definicién de la variable total
mora.

A continuacion se muestran los resultados de la simulacién del modelo de regresion ZOIP-
beta mixto, realizada bajo la funcién RMM.Z0IP del paquete ZOIP de R.

En la Tabla 4-2 se muestran las medianas de los valores estimados para cada uno de los
parametros del modelo simulado considerando tres tamanos de muestra n; y si se utilizé prun-
img o no. En dicha tabla se nota como los valores de A\ y Ay asociados a los interceptos
aleatorios van convergiendo a su valor verdadero a medida que el tamano de muestra va
aumentando sin importar si se hizo con o sin pruning; ademas se nota cémo las estimaciones
de las pendientes (11 y [21 va convergiendo a medida que el tamano de muestra va creciendo,
este parametro da un valor muy plausible desde tamanos de muestra pequenos, sin importar
si se hizo con o sin pruning. Este tltimo fenémeno se evidencia también con los pardmetros
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Con pruning Sin pruning
Parametro Valor verdadero de 8’s | n; =5 [ n; = 20 [ n; =50 | n; =5 [ n; = 20 [ n; = 50
B10 = —1.13 -1.137 -1.110 -1.076 -1.128 -1.120 -1.080
o B11 =0.33 0.321 0.327 0.326 0.331 0.330 0.327
A1 =0.51 0.879 0.576 0.507 0.882 0.568 0.498
B20 = 0.33 0.445 0.380 0.336 0.452 0.377 0.345
o B21 =0.14 0.072 0.118 0.132 0.066 0.121 0.133
A2 =04 0.728 0.450 0.396 0.727 0.456 0.398
Do B30 = 0.23 0.220 0.230 0.230 0.220 0.230 0.230
1 Bao = 0.07 0.060 0.070 0.070 0.060 0.070 0.072
Mediana del tiempo(Seg) 115.72 130.85 140.58 61.69 163.36 218.68
Mediana del num. iteraciones 22 30 34 22 30 34

Tabla 4-2: Mediana de los parametros estimados en el modelo ZOIP mixto para tres
tamanos de muestra y con la estrategia de “con y sin pruning” y para todos
los valores de Q.

de inflaciéon py y p; en los que se tiene un valor muy cercano al real desde los tamanos de
muestra pequenos. En cuestion del tiempo de ejecucién se ve como se reduce en aproxi-
madamente un 50 % cuando se utiliza la metodologia de la cuadratura de Gauss-Hermite
adaptativa con pruning, con respecto a no utilizar pruning. Sobre el nimero de iteraciones
se observa como al aumentar el tamano de la muestra se requiere una cantidad mayor de

iteraciones.
Con pruning Sin pruning
Pardmetro Valor verdaderode f’s | Q=3 [Q@=10] Q=20 [ Q=3 [ Q=10 Q=20
B1o = —1.13 -1.122 -1.069 -1.120 -1.117 -1.076 -1.129
o B11 =0.33 0.323 0.322 0.333 0.334 0.322 0.329
A1 = 0.51 0.632 0.626 0.634 0.629 0.616 0.623
B20 = 0.33 0.400 0.365 0.366 0.382 0.379 0.373
o B21 =0.14 0.117 0.119 0.120 0.123 0.117 0.121
A2 =04 0.490 0.487 0.491 0.501 0.482 0.486
Po Bzo = 0.23 0.228 0.228 0.226 0.226 0.226 0.226
P1 Bao = 0.07 0.068 0.070 0.070 0.070 0.068 0.070
Mediana del tiempo(Seg) 75.295 | 128.28 | 271.825 | 74.295 | 162.35 | 367.545
Mediana del num. iteraciones 30 29 29 29 29 29

Tabla 4-3: Mediana de los pardmetros estimados en el modelo ZOIP mixto para tres difer-
entes numeros de puntos de la cuadratura de Gauss-Hermite y con la estrategia
de “con y sin pruning” y para todos los tamanos de muestra.

En la Tabla 4-3 se muestran las medianas de los valores estimados de cada uno de los
parametros del modelo simulado considerando tres diferentes nimeros de puntos de la
cuadratura de Gauss-Hermite @ y si se utilizé6 pruning o no. En dicha tabla se observa
que cuando se utiliza una mayor cantidad de puntos de cuadratura () se evidencia una
pequena mejora en la convergencia de los valores reales de los efectos fijos y los compo-
nentes de varianza \; y Ay. Con respecto a la utilizaciéon de pruning o no, se observa que las
estimaciones de los parametros no tienen una diferencia significativa, por lo que es mejor uti-
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Figura 4-2: Mediana del error relativo para la estimacion del parametro (19 asociado a p,
variando el tamano de muestra, el nimero de puntos de la cuadratura y la
utilizacion de pruning.

lizar la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa con pruning porque al parecer se obtienen
resultados similares, pero con una reduccién significativa del tiempo de estimacion de los
parametros. El nimero de iteraciones utilizadas para la estimaciéon de los parametros no se
ve influenciado por la cantidad de puntos utilizados en la cuadratura o si se utiliza pruning
0 no.

La mediana del error relativo de un parametro estimado, es util para cuantificar en términos
porcentuales el error cometido en la estimacion sin que se vea afectado por algunos valores
extremos y es calculado a partir de hallar el error relativo de las 1000 réplicas de cada es-
cenario de simulacién para cada parametro estimado y calcular la mediana a los mil valores
calculados. El error relativo se puede definir como |(6 — 6)/6], donde 0 representa cualquier
pardmetro del modelo de regresién ZOIP mixto y 0 su estimacion.

En la Figura 4-2 se muestra la mediana del error relativo sobre el intercepto fijo (f19) aso-
ciado a p al variar el tamano de muestra n;, el nimero de puntos de la cuadratura @ y la
utilizacion de pruning. En dicha figura se observa que al aumentar el tamano de muestra en
cada ciudad se obtiene una reduccion de la mediana del error relativo de g, sin embargo, al
aumentar el niimero de puntos de la cuadratura se obtienen errores relativos muy parecidos
en todos los tamanos de muestra, por lo que se podria decir que el aumento del nimero de
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Figura 4-3: Mediana del error relativo para la estimacion del parametro (1, asociado a p,
variando el tamano de muestra, el nimero de puntos de la cuadratura y la
utilizaciéon de pruning.

puntos de cuadratura no mejora la estimacion del intercepto fijo sobre el parametro pu, por
otra parte no se obtiene una diferencia en los errores relativos cuando se utiliza pruning y
cuando no, aunque, existe un escenario de simulacién cuando el tamano de muestra es 50
y Q = 10 el error relativo de la utilizacion de pruning es mas grande en relacién al que no
utiliza pruning.

En la Figura 4-3 se muestra la mediana del error relativo sobre el valor del efecto fijo de la
variable total mora sobre p, a partir de variar el tamano de muestra n;, el nimero de puntos
de la cuadratura @) y si se utiliza pruning o no. En dicha figura se muestra como el tamano
de muestra al ser aumentado obtiene una reduccién de la mediana del error relativo, ademas
al aumentar el nimero de puntos de la cuadratura se obtienen errores un poco menores,
cuando se aumentan el nimero de puntos de la cuadratura, lo que nos permite observar que
el aumento del numero de puntos de la cuadratura, no afecta demasiado en la estimacion de
este efecto fijo, por otra parte se obtienen errores muy parecidos cuando se utiliza pruning
y cuando no, por lo que esto no afecta la estimaciéon del parametro.

En la Figura 4-4 se muestra la mediana del error relativo sobre el valor de la desviacion
estdndar de la distribucién normal que genera el intercepto aleatorio (;) del parametro de
1, al variar el tamano de muestra n;, el nimero de puntos de la cuadratura @) y si se utiliza
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Figura 4-4: Mediana del error relativo para la estimaciéon del pardametro \; desviacién
estandar del intercepto aleatorio asociado a la u, variando el tamano de mues-
tra, el nimero de puntos de la cuadratura y la utilizacion de pruning.

pruning o no. En dicha figura se muestra como el tamano de muestra al ser aumentado
obtiene una reduccién de la mediana del error relativo, ademas al aumentar el ntimero de
puntos de la cuadratura se obtienen errores menores cuando se aumentan el niimero de pun-
tos de la cuadratura, dicha mejora es de alrededor de un 2% cuando el tamano de muestra
es mas grande n; > 20 y () = 20, este andlisis no se ve afectado por el hecho de utilizar
pruning, por lo que se podria decir que el aumento del nimero de puntos de cuadratura
mejora la estimacion del intercepto aleatorio sobre la media cuando el tamano de muestra
es relativamente grande, por otra parte se obtienen errores relativamente parecidos cuando
se utiliza pruning y cuando no.

En la Figura 4-5 se muestra la mediana del error relativo sobre el intercepto fijo (f8s9) del
parametro de o al variar el tamano de muestra n;, el nimero de puntos de la cuadratura Q) y
si se utiliza pruning o no. En dicha figura se muestra como cuando se aumenta el tamatio de
muestra en cada ciudad, se obtiene una reduccion de la mediana del error relativo, por otra
parte al aumentar el nimero de puntos de la cuadratura se obtienen errores muy parecidos
en todos los tamanos de muestra, sin embargo, cuando ) = 20 y se realiza sin la metodologia
pruning se nota una reducciéon en el error, ahora si se observan las medianas de los errores
relativos son relativamente parecidos cuando se utiliza pruning y cuando no, sin embargo,
se puede rescatar que hay puntos como cuando el tamano de muestra es 20 o 50 y ) = 20
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Figura 4-5: Mediana del error relativo para la estimacion del parametro 5y asociado a o,
variando el tamano de muestra, el nimero de puntos de la cuadratura y la
utilizaciéon de pruning.

el error relativo de la metodologia sin utilizar pruning se ve reducido, mejorando asi la esti-
macion del pardmetro (q.

En la Figura 4-6 se muestra la mediana del error relativo sobre el valor del efecto fijo de
la variable total mora sobre el pardametro o al variar el tamano de muestra n;, el nimero
de puntos de la cuadratura () y si se utiliza pruning o no. En dicha figura se muestra como
el tamano de muestra al ser aumentado obtiene una reduccién del error relativo, ademés al
aumentar el nimero de puntos de la cuadratura no se obtiene una mejora significativa de la
mediana del error relativo, otro aspecto que es importante resaltar es que las estimaciones
no se ven afectadas por el hecho de utilizar la metodologia pruning.

En la Figura 4-7 se muestra la mediana del error relativo sobre el valor de la desviacién
estandar de la distribucién normal que genera el intercepto aleatorio (7y2) del parametro de
o al variar el tamano de muestra n;, el nimero de puntos de la cuadratura @) y si se utiliza
pruning o no. En dicha figura se muestra como el tamano de muestra al ser aumentado
obtiene una reduccién de la mediana del error relativo, ademas al aumentar el niimero de
puntos de la cuadratura se obtienen errores un poco menores, la mejora de alrededor de un
2% se nota a partir de (Q > 10 y cuando los tamanos de muestra de cada grupo son mayores
o iguales que 20, ademas no se nota una diferencia cuando se utiliza la metodologia prun-
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Figura 4-6: Mediana del error relativo para la estimacion del parametro f5; asociado a o,
variando el tamano de muestra, el nimero de puntos de la cuadratura y la
utilizacion de pruning.

ing, por lo que se podria decir que el aumento del nimero de puntos de cuadratura mejora
la estimacion del intercepto aleatorio sobre la dispersién cuando el tamano de muestra es
relativamente grande, por otra parte se obtienen errores relativamente parecidos cuando se
utiliza pruning y cuando no, por lo que los valores de las estimaciones no se ven afectadas
por la metodologia pruning.

En la Figura 4-8 se muestra la mediana del error relativo sobre el valor de la estimacién
del porcentaje de ceros dentro del modelo de regresién ZOIP mixto al variar el tamano de
muestra n;, el nimero de puntos de la cuadratura @) y si se utiliza pruning o no. El parametro
se estima satisfactoriamente desde valores de tamano de muestra pequenos, con una medi-
ana del error relativo de alrededor del 13 %, sin embargo, se nota como a medida que el
tamano de muestra aumenta dicho error decrece rapidamente; no se nota una diferencia al
variar el nimero de puntos de la cuadratura ni sobre la utilizacion de la metodologia pruning.

En la Figura 4-9 se muestra la mediana del error relativo sobre el valor de la estimacion
del porcentaje de unos dentro del modelo de regresiéon ZOIP mixto al variar el tamano de
muestra n;, el nimero de puntos de la cuadratura () y si se utiliza pruning o no. La esti-
macién de este parametro se ve afectado por el tamano de muestra elegido dentro de cada
grupo, ya que se nota como al aumentar el tamano de muestra la mediana del error relativo
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Figura 4-7: Mediana del error relativo para la estimaciéon del pardmetro \; desviacién
estandar del intercepto aleatorio asociado a o, variando el tamano de mues-
tra, el nimero de puntos de la cuadratura y la utilizacion de pruning.

decrece rapidamente Al aumentar el tamano de muestra n;. Ademas se puede observar como
no hay una diferencia entre la estimacion del parametro variando del niimero de puntos de la
cuadratura ni tampoco sobre la utilizacion de la metodologia pruning, sin embargo cuando
@ = 20 y n; = 20, esto no se cumple a cabalidad.

En la Figura 4-10 se muestra la mediana del tiempo de ejecucion para el ajuste del modelo
de regresiéon ZOIP mixto de ejecucion al variar el tamano de muestra n;, el nimero de
puntos de la cuadratura @) y si se utiliza pruning o no. Este modelo se ajusté utilizando
la funcién RMM.ZOIP del paquete ZOIP, en dicha figura se nota como a medida que se va
aumentando el nimero de puntos de la cuadratura y el tamano de muestra la diferencia de
utilizar la metodologia pruning se hace més favorable ya que se nota una reduccién en el
tiempo de ejecucion del modelo. Por todo el analisis previo hecho con la estimacion de todos
los parametros de regresion, en el cual se nota que por lo general sin importar cualquier sea la
combinacion entre tamano de muestra y el niimero de puntos de la cuadratura, la utilizacion
de la metodologia pruning no afecta la estimacién de los pardmetros y viendo la Figura 4-10
se ve que es mas conveniente utilizar la metodologia pruning, porque esta genera un tiempo
de ejecucion menor para ajustar el modelo y sin afectar de la estimacion de los efectos fijos
ni de los componentes de varianza del modelo de regresion ZOIP mixto. Ademas, se puede
concluir que el hecho de aumentar el nimero de puntos de la cuadratura solo beneficia a
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Figura 4-8: Mediana del error relativo para la estimacion del parametro (3, asociado al
parametro de inflacion de ceros, variando el tamano de muestra, el niimero de
puntos de la cuadratura y la utilizacion de pruning.

la estimacién de los componentes de varianza mas no de los efectos fijos, en general lo més
recomendable para mejorar las estimaciones de todos los parametros es aumentar el tamano
muestral dentro de cada grupo.

4.4. Conclusion

El modelo de regresion ZOIP con efectos mixtos propuesto en este capitulo permite modelar
los pardmetros de una variable respuesta de datos proporcionales inflados con ceros y/o un-
os, en funcién de un conjunto de covariables. El modelo de regresién ZOIP mixto considera
efectos fijos sobre cada uno de los pardmetros de la distribucién ZOIP y permite incluir in-
terceptos aleatorios en los pardmetros de p y o. La estimacion de los pardmetros del modelo
se realiza por maxima verosimilitud y con la ayuda de la aproximacion de la cuadratura de
Gauss-Hermite adaptativa multidimensional. La estimacién de los parametros del modelo
puede ser realizada usando la funciéon RMM.Z0OIP del paquete ZOIP, de una forma amigable
para el usuario, en el paquete es posible realizar diferentes tipos de regresiéon ZOIP mixto,
bajo diferentes distribuciones y parametrizaciones, ademas de obtener resultados del modelo
mediante funciones de metodologia S3 de R.
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Figura 4-9: Mediana del error relativo para la estimacion del parametro (4 asociado al
parametro de inflacién de unos, variando el tamano de muestra, el niimero de
puntos de la cuadratura y la utilizacion de pruning.
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Figura 4-10: Mediana del tiempo de ejecucién del modelo de regresién ZOIP mixto, bajo
la funcion de RMM. ZOIP del paquete ZOIP de R.
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El estudio de simulacién realizado sobre el modelo de regresion ZOIP mixto, permite obtener
variar conclusiones sobre la mejor estimacién de los parametros del modelo, una de estas
conclusiones es que uno de los factores que mas influyen sobre la estimacién es el tamano de
muestra de cada uno de los grupos, es decir n;, ya que este factor hace que el error relativo de
la estimaciéon de todos los parametros se vea reducido considerablemente cuando se aumenta.
Otra conclusién igual de importante es que el hecho de utilizar la metodologia pruning hace
que los valores de las estimaciones de los parametros del modelo no cambien, pero si que el
tiempo de ejecucion se vea reducido en un 50 %. Por ultimo se puede concluir que el efecto del
numero de puntos de la cuadratura de Gauss-Hermite no influye demasiado en la estimacién
de los parametros de efectos fijos, aunque si afecta el aumento de este factor la estimacién de
los componentes de varianza de los interceptos aleatorios, un numero prudente de puntos es
entre cinco y quince, ya que el aumento considerado de este factor no influye en la mejoria
de la estimacion de los parametros, pero si en el aumento del tiempo de ejecucion.
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5.1. Conclusiones

En este trabajo se propone una nueva distribucién y modelos de regresién con efectos fijos y
mixtos para datos proporcionales inflados con ceros y/o unos. En la distribucién propuesta y
en los dos modelos de regresion, se integran tres diferentes parametrizaciones de la distribu-
cién beta, ademas la distribucion simplex. Estos modelos y distribuciones son muy flexibles
ya que en una sola distribucién o modelo de regresién se obtienen diferentes opciones de
modelado.

La distribucién ZOIP propuesta permite obtener diferentes distribuciones para datos de pro-
porciones inflados con ceros y/o unos, dicha distribucién puede ajustarse a datos que se
encuentran inflados solo con ceros o solo con unos, incluso a datos proporcionales no infla-
dos. El modelo de regresion ZOIP es propuesto en este trabajo como el ajuste de un modelo
de regresién con efectos fijos en los cuatro pardmetros de la distribucién ZOIP y es ajustado
via el método de la maxima verosimilitud. Por tltimo, se plantea el modelo de regresién
ZOIP mixto, el cual permite ajustar un modelo de regresion con efectos fijos en todos los
parametros de la distribucion ZOIP y tener en cuenta interceptos aleatorios normales en los
parametros de p y o, la estimacién de los parametros fue realizada via maxima verosimili-
tud y mediante la aproximacién de la funcion de verosimilitud, por medio de las diferentes
alternativas de la cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa multidimensional.

Como un resultado importante se destaca la creacion del paquete ZOIP. Este paquete tiene
varias funciones importantes como lo son la funcién de densidad de probabilidad, de distribu-
cién acumulada, y la funcién cuantil y un generador de ntimeros aleatorios. Por otra parte,
el paquete permite ajustar distribuciones ZOIP o modelos de regresién ZOIP, mediante al-
goritmos de optimizaciéon, como nlimnb u optim. También es posible ajustar los modelos de
regresion ZOIP mixtos, via maxima verosimilitud usando la cuadratura de Gauss-Hermite
adaptativa. El paquete ZOIP también incluye sobre el ajuste de los modelos, algunas fun-
ciones de método S3.

Se realizaron estudios de simulacion que permitieron ver la convergencia de los pardmetros
en el ajuste de la distribucién ZOIP, el modelo de regresion ZOIP y el modelo de regresién
ZOIP mixto, ademas esto permitié concluir con que alternativas se encuentran las mejores
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estimaciones de los parametros regresores de los modelos. En el modelo de regresion ZOIP
mixto se encontré que el hecho de utilizar la metodologia pruning ayuda a reducir los tiem-
pos de ajuste del modelo en un 50 % cuando se utilizan grandes tamanos de muestra y el
numero de puntos de la cuadratura de Gauss-Hermite es grande, ademas se evidencié que
el aumento del nimero de puntos de la cuadratura afecta de manera positiva y en mayor
proporcion a los parametros asociados a los interceptos aleatorios de los pardmetros de la
media y la varianza. Por ultimo, se encontré en todos los escenarios de simulacién para to-
dos los modelos, que el aumento del tamano de muestra es el mayor factor que hace que la
estimacion de los parametros regresores mejoren considerablemente.

Por 1ltimo se ilustré con aplicaciones a datos reales, el ajuste de distribuciones ZOIP, mode-
los de regresion ZOIP y modelos de regresiéon ZOIP mixtos sobre el porcentaje de utilizacién
de una tarjeta de crédito asociada a una entidad financiera, en dicha aplicacion se eviden-
ci6é que el ajuste de los modelos fue satisfactorio y fue posible encontrar diferentes factores
que afectan al porcentaje de utilizacién de las tarjetas de crédito, lo que permitiria sacar
conclusiones muy importantes para estrategias de mercadeo y fidelizacién de los clientes en
la entidad financiera.

Para la realizacion de esta tesis se utilizd material bibliografico adicional que no fue men-
cionado en los capitulos anteriores pero que por su valor vale la pena destacarlo. Cook et al.
(2008), Houston y James (1996) y Kieschnick y McCullough (2003) sirvieron para entender
aplicaciones de modelos regresion para datos proporcionales utilizando datos reales, Evans
y Swartz (2000) y Lindstrom y Bates (1988) fueron ttiles para entender los métodos de
estimacién de modelos mixtos via algoritmos de Newton-Raphson y aproximacién Monte
Carlo, Ademds Seoane (2014) fue util para entender a manera de introduccién sobre los
modelos mixtos y su utilidad, por ultimo el software de versiona miento de cédigo Git fue
muy util para mantener una version controlada del paquete ZOIP y de este trabajo, para el
entendimiento del funcionamiento de Git fue muy 1til Chacon y Straub (2014).

5.2. Recomendaciones

Como posibles trabajos futuros y recomendaciones se propone:

= Extender la distribuciéon ZOIP a otras distribuciones para datos proporcionales no
tomadas en cuenta en este trabajo, tales como la distribucién beta-rectangular y la
distribucién LogitSep.

= Realizar un estudio de anadlisis de residuales para los parametros estimados de los
modelos de regresiéon ZOIP fijos y mixtos.
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Incluir un analisis de selecciéon de variables en los modelos de regresiéon ZOIP fijos y
mixtos.

Incluir interceptos aleatorios en los pardametros asociados a la inflacién de la distribu-
cién ZOIP, en el modelo de regresién ZOIP mixto propuesto en este trabajo.

Incluir pendientes aleatorias en los diferentes parametros de la regresion ZOIP.

Extender los interceptos aleatorios en los pardmetros de la media y la dispersién, a
interceptos aleatorios no normales, o normales correlacionados.

Incluir més funciones de método S3 en el paquete ZOIP, tales como plot, predict
AIC, BIC, entre otras.

Realizar una comparacién entre la estimacion de los parametros del modelo de regre-
sion ZOIP mixto, por metodologias bayesianas y utilizando maxima verosimilitud y la
cuadratura de Gauss-Hermite adaptativa.

Mejorar la eficiencia de los algoritmos implementados en el paquete ZOIP, mediante
la integracién del paquete ZOIP por las metodologias implementadas en el paquete
RCPP.

Estudiar e implementar otras metodologias de estimacién de los parametros, nunca
exploradas sobre los modelos de regresion mixtos para datos proporcionales inflados
con ceros y/o con unos, tales como la metodologia bayesiana INLA o los algoritmos
propuestos por Ogden (2015), sobre métodos de reduccién secuencial.

Evaluar més a fondo la simulacion del modelo de regresion ZOIP mixto propuesto,
para las demas parametrizaciones de la distribucién ZOIP-beta y la distribucién ZOIP-
simplex.

Optimizar los algoritmos propuestos en el paquete ZOIP, para que el tiempo de esti-
macién de los pardmetros sean mas corto.

Estudiar topicos de los datos proporcionales inflados para datos proporcionales inflados
con ceros y/o unos, como cuando més del 50 % de la muestra se encuentra inflada
por ceros o por unos. se podria evaluar la eficacia y convergencia de las funciones
implementadas, en el paquete ZOIP mediante estudios de simulacién.

Realizar mejoras continuas del paquete ZOIP, a medida que se vayan adquiriendo
retroalimentaciones de los usuarios que utilizan el paquete.

Extender los estudios de simulacion del modelo de regresion ZOIP mixto, cuando se
tienen muestras no balanceadas.
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= Ampliar el tipo de funciones enlace vinculadas en el paquete ZOIP, para realizar los
modelos de regresién, tales como funciones probit o cloglog.
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