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INTRODUCCION

En este trabajo trataremos con el problema de Cauchy:

wup + wty — Hugy — (Hug + Uygy) =0
u(z,0) = ¢(z), (1)
donde x € R, t € (0,+00), y

Hf(z) = %v.pé * [ = lh’m f(y)

T e=0 lzj>e T — Y

dy (2)

es la transformada de Hilbert. Mds precisamente, estamos interesados en estu-
diar propiedades de las soluciones reales de (|1)) tales como el buen planteamien-
to local y global en los espacios de Sobolev H*(RR) y en los espacios de Sobolev
con pesos Fy . (Véase Definicién .

La ecuacién diferencial parcial (E.D.P.) en (1)) es una perturbacién esencial-
mente disipativa de la ecuacién de Benjamin-Ono (B-O) y fue propuesta por
Qian-Chen-Lee como un modelo para ondas internas en un sistema de dos
fluidos de diferente densidad, donde u es la evolucion de la interfase originada
por la interaccién de los dos fluidos (véase [8] o [3] para mayor informacién
sobre este asunto). En (|1, el transporte es determinado por los dos primeros
términos, la dispersiéon por el tercer término, la disipacién por el quinto y la
inestabilidad por el cuarto.

El estudio del buen planteamiento en los espacios de Sobolev H*(R) para la
B-O ha sido ampliamente tratado. Los principales resultados a este respecto
pueden ser encontardos en lorio [6], Ponce[7] y Tao [10]. El estudio del buen
planteamiento en los espacios con peso F;, fue realizado por lorio [5], donde
se obtienen resultados sorprendentes tales como: ”Si la solucién u de la B-O
es muy regular y tiene buena decaida en cierto instante ¢, entonces, u es
identicamente cero”.



Aqui, obtenemos un resultado semejante para la ecuacién , en efecto se
demuestran los siguientes resultados,

Teorema 0.1. El problema (1)), es globalmente bien planteado en H*(R),
para s > 1.

Teorema 0.2. Sea T' > 0 y supongase u € C([0,T];F;) es una solucion de
({d). Entonces u(t) = 0 para toda t € [0,T)].

Ecuaciones de este tipo han sido recientemente estudiadas por ejemplo en
Alvarez [1] obteniendo resultados semejantes. Sin embargo, el tratamiento en
los espacios de Sobolev H® de nuestros métodos dan una mejor estimativa de
regularizacion. De esta estimativa obtenemos una forma mas simple de hallar
las estimativas apriori para las normas ||ul|s, apartir de una estimativa apriori
para ||ul|1, a diferencia del trabajo de Alvarez en el que se utilizan las ideas
de Bona-Scott en [2], que es un resultado engorroso y de dificil aplicacién.
La siguiente notacion sera ttil en la lectura del presente trabajo:

Definicién 1.
1. S(R), notard al espacio de Schwartz
2. §'(R), notard al espacio de las distribuciones temperadas

3. Para f € S'(R), f notard la transformada de Fourier de f y f no-
tard la transformada inversa de Fourier de f

4. Para s € R, el espacio H'(R) := {f € S'R) | (1+€»)5f e L2(R)}

es el espacio de Sobolev de orden s y és un espacio de Hilbert con el

~

producto interno (f,g)s = [7o (1 +&)*f(£)g(&)d¢

5. Para s € R, r = 1,2,..., el espacio Fs, := H*(R) N L2(R), donde
L}R)={f€ L*R)|2"f € L*(R)} es un espacio de Banach con la
norma || fll,, = I1F1ls + 171 2 gy

6. Si X, Y son espacios de Banach, B(X;Y) es el espacio de los oper-
adores lineales continuos de X en'Y dotado de la norma ||T'||g .y =
sup| =1 |7z, Si X =Y escribiremos B(X) en vez de B(X;Y).



7. Escribiremos

A=HO?+ HO, +9°
b(&) = ifl¢] + |€] — I€
E(t)p = ey = (V')

donde, £ €R, ¢ € H*(R) y H es dado por (3)
8. A= (1-92)?

9. [A, B] notard el conmutador de los operadores A y B



Capitulo 1

La Ecuacion Lineal

Este capitulo lo dedicaremos al estudio de la solucion de la ecuacién lineal
asociada a , que por comodidad escribiremos:

— Au =0,
u(0) = ¢, (1.1)
donde, A es dado por v ¢ € H(R) o ¢ € Fs,.

Teorema 1.1. 1. Sea E es definido por {§)) y (3). E : [0,00) — B(H*(R))
es un C%-semigrupo en H*(R). Ademds,

| E(t)|| s r)) < € (1.2)

2. Sea )\ € [0,00). Entonces, E(t) € B(H*(R); H**A(R)), para todo t > 0,
s € R. Ademds,

1
IE@®@llosr < O ( ; ?) el (1.3)

para toda ¢ € H*(R), donde C\ es una constante que depende sélo de
A.

Demostracidn. Como |¢] — &2 < 1,81 0 < £ < 1, entonces 288 < oty
IBwelz = [+ ey iED @ e
= [ Tas eyt ise e < ol

5



para cada £ € R.
Para la segunda parte, sea A > 0 entonces,

B2, = / T4 &) ED (o)

o0

B / (1 g ()i

o0

= [TasermenOipera

o0

2
< sup {(1+ €D} gl

Para estudiar el sup, veamos que,
(1+ 52)A62t(|£\—£2) 1+ &M 2t(|¢|-€2)

N O\ (e2E1-€) +§2A 2t(|¢| €2 ))

Ci(
(
Oy (! + £ 21068
Cy (e 22 2(1El-€)

VAN VAN VAN VAN

e —I—supf

ahora definamos
£(6) = ngezt(\a—g?) _ 62)\672&2(17%)7 para &> 0.

Si & > 2 entonces 1 — % > % y se tiene que,

—2t¢? (1—%) < —t£?

52,\6—2&2(1—%) < gzxeftﬁ
y si 0 < € < 2 entonces

52)\6—21552(1—%) e —£2)
< 9PHEE) < Pt

El razonamiento anterior implica que

éf2,\ 2t(]€|1-€%)  _ o (et—i— sup £2A€t§2>

[€1>2

= C, (et + sup §2Aet52) .

£eR



Como
2 2EE) < o) (e + t1A>

tenemos que

_e2
IE@ el < sgp(1+£2)A62t('E' el

1
< o (e ) o

probando asi (|1.3)). O
Proposicién 1.2. La unica solucion de es
u(t) = E(t)e. (1.4)

FEs decir, la aplicacion t € (0,400) — u(t) = E(t)p € H*(R) es la unica
que satisface:

lim
h—0

u(t + h) — u(t)
h

— Au(t)

= 0. (1.5)

s—2

Demostracion. Observe que,

2
u(t+h)—u(t) Au(t)
h s—2
+oo hb(€) _ 2
- [Tarer w@(ijfi—wm+m—€0 B(6) e
+00 2
= | Q@) o — (el + ] = )] R

(1+€) 2P (ligle| + (€] — €] + lilé] + €] — €)%1B(E) de

1+£SZM“@M%M+W SREGIRS

1+£2 e (1+€9)11(8)|de

AN
\\\\\\
8

_(H£W1ﬂﬂwf
< Clel?



Como

h—0

e 1 ,
i (S~ Gelel + kel - €9) =0,
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue implica ((1.5)).

Para la unicidad, sean u, v € C([0,T]; H*(R)) soluciones del problema (|1.1)
con respectivos datos iniciales ¢ y ¢» € H*(R). Entonces, w(t) = u(t) — v(t)
satisface con dato inicial w(0) = ¢ — 1, como HJ,, es un operador
antisimétrico y [§] — &2 < I < 1 tenemos,

1d

o (O] P

(
= <w> wa>s—2 + <w7 mec)s—2 + <’LU, wxz>3—2
(A*2w, A2 Hwg)o + (A¥2w, A 2w, )o

w, Hw:c + wa:c + w:ca:>s—2

+o0
= [0yl + ol

—00

+o0o
= [ eyl - Qo

+o0
< [ aserapa

= Juwlli.

Asi,
1d
5w (e)s < ol

que junto con la desigualdad de Gronwall implica la unicidad. 0

Nuestra intuicién nos llevaria a pensar que u(t) = E(t)p € S(R), si ¢ € S(R),
desafortunadamente esto no ocurre. Para ver esto, estudiaremos el problema
en los espacios de Sobolev con peso Fy, = H*(R)N L3(R), pues las nor-
mas de estos espacios forman un sistema fundamental de seminormas para
S(R) (véase Reed-Simon vol I [9]). Comenzaremos esta labor con:



Lema 1.3. Sea F(t,£) = ®© donde b(€) = i€|€| + |€] — |€]?. Entonces,

O F(t,6) = t(2i[¢] + sgn(§) — 26) F(¢,€) (1.6)
OF(t,€) = 2t + [2t(isgn(&) — 2) + t(2i[¢] + sgn(€) — 2[¢])°]F (¢, €)
(1.7)
QLF(t,€) = 2t 4 4itd + [t°(4€ + 6i) + t*sgn(£)(—28i& — 8) + t3(2i[¢|
+ sgn(§) = 20€])°IF (¢, €)
(1.8)
F(t,€) = 266" +4itd + (2t° — 16t°)0 + [1*(4 — 28isgn(€)) + ¢°[((40 + 50)&
—  104d€ — 14)sgn(&)(112i(€)* + 8 + 124)] + t*(2i[¢|
+ sgn(€) = 20D F(¢.€).

(1.9)
Ademdas, para j > 4 la j-ésima derivada de F(t,€) tiene la forma:
j—4
OLF(t,€) = 26V 4 4tisU=9) 4y " p(t)6™
. k=0
+ D an(€) + sgn(€)sk(IF(t,€) + £ [2il¢] + sgn(€) — 2P F (L, )
. (1.10)

donde 0 es la funcién delta de Dirac, py(t), qx(§) v sk(§) son polinomios tales
que grad(py(t)) < j — 1, grad(gi(§)) <k =1y grad(si(§)) <k —1.

Demostracion. Un calculo directo prueba ((1.6)) - (1.9). El principio de indu-
ccién nos permite obtener ((1.10]). O

Teorema 1.4. a. Sea E es definido por {4)) y (3), E : [0,00) = B(F,) es

un C°-semigrupo, sir = 0,1, y satisface que
IE@ellz < ePthllellz. (1.11)

donde P, es un polinomio de grado v con coeficientes positivos.

b. Sir>2 y o€ F,, EeC([0,00);F), siy sdlo si,
(0L)(0) =0, j=0,1,2,...,r—1. (1.12)

En este caso, también se tiene una estimacion como la de .
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Demostracion. La parte a. del teorema es consecuencia de

IA IA IN IN VAN

IN + AN+ A A

IA

IA

+oo
IB@elE = [ et e pag

“+oo
< / je2HE 1) | 5(6) Pdg

o0

< €lell3,

IE@® ¢l + IE®) el

+o00
o2 + / (1 + 22)| E(t)o(x) ?dz

o)
“+oo

ol + | B p(@)Pda + | kE@w@Ps

o0 — 00

+oo —
el + el + [ @Rl

400
i —£2) ~
el + el [ o (e g

—00
+oo

e [lelli + e*llello +/ [0:F (£, €)(€) + F(t, )0 B(€)|"dE
+oo

62t||<p||fJreztllsf)H%Jr/ IasF(t7§>s5(§)l2d§+/ | (t,€)0:2(¢)17dg

— 00 —0o0

“+oo

e*llell + e*llell
+oo

1@+ snie) 200 F @R + [ 1R Qape) P

—0o0

e*llollf + e*llells +

[ 1tt@il + sgnie) - 20, )RS + 1B @ o)l

+o0o
ellelli + e*llells + tz/ [(sgn(§) — 2€) + 2i[¢|P|B(§)[*dE + e* [zl

—00

+oo

2 + e (lll2 + [lzll?) + 2 / ((4€ + (sgn(€) — 26)%))|B(€) e

—00

+o0
ol + e olzy + £ [ 86 - 4l + DIROPg
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+00 +oo
< eolF + tQ/ C(& + DIB(§)1*dE = e”[lell7, + Ct?/ (€2 +1)[B(&) g
< gllz + CEIEW¢llin < ellellz + Ct*e®||ell
< Ce'(1+ 1)l < Ce®pi(thllel% -
Luego,

IE@ellz < Ce'pi(thllellz

que prueba ((1.11)).

La parte b. del teorema, es andloga a la anterior junto con el Lema[1.3] O

Nétese que la unicidad del problema ((1.1)) en F,. es una consecuencia de la
teorfa en H*(R).

Teorema 1.5. Sea ¢ € F,. conr € N. Sir = 0,1 la solucion unica de
en F, estd dada por u(t) = E(t)p. Sir > 2, tiene una solucion en F,
sty solo si se cumple. En este caso la solucion es unica y estd dada
por u(t) = E(t)p.



Capitulo 2

Teoria Local en H*(R)

En este capitulo estudiaremos la teorfa local H*(R) del problema (). Es
decir, demostraremos que el problema es localmente bien puesto en los
espacios de Sobolev H*(R) y Fi1(R).

Teorema 2.1. Si s > %, el problema es equivalente a la ecuacion integral:

u(t) = B(t)p — % /0 "Bt — )0, )t (2.1)

donde E(t) es definida por {{f]) y (9). Es decir, siu € C([0,T,]; H*(R)) para
s > =, es una solucién de en H*2(R) entonces u satisface . De

27
manera reciproca, si u € C([0,T,]; H*(R)), para s > 1, es una solucidn de
entonces u € C([0, Ts]; H%(R)) y satisface con la derivada dada
por:

u(t + h) —u(t)

lim

h—0

—0. (2.2)

s—2

— Au(t) + %(&,ﬂf)(t)

Demostracion. La primera parte de la prueba es consecuencia del método
de variacién de parametros y de observar que el término no lineal 92 tiene
sentido, pues puede considerarse como una distribucién temperada, ya que 1>
es continua y se anula en el infinito para s > %, en virtud del lema de Sobolev.
La segunda parte se obtiene al reemplazar la u de la ecuacién integral
en la parte derecha de y luego usar las propiedades del semigrupo junto
con el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, para mas detalles vea
[5]. O

12



13

Teorema 2.2. Sea ¢ € H*(R), s > £. Entonces, ezisten T, = T(||¢]|s) > 0
yu € C([0,T.); H*(R)) solucién de (1)).

Demostracion. La idea es aplicar el principio de contraccion de Banach a la
funcién definida por la parte derecha de (2.1)) es un espacio adecuado. Con
esto en mente, sean M > 0y

2
definida en el espacio métrico completo

X={feC(0, T H[R)) | [[Af(t) - E@)ells <M, t€[0,T]} (2.4)

@Mww:Eww—%AE@—w@ﬂwmf (2.3)

con la métrica dada por:

d(f,9) =If = 9lls.co = sup [|f(t) — g(t)]]s.

te[0,T%)
La prueba es consecuencia de observar que:

1. Si f € X(T) entonces Af € C([0,T]; H*(R)). Esto es consecuencia de las
propiedades de semigrupo E y del teorema de convergencia dominada
de Lebesgue.

2. Existe T' > 0 tal que A(Xs(T")) C X4(7). Para u € X,(T) de (1.3) junto
la desigualdad del valor medio se tiene:

()0 = Bl < 5 [ B¢ =)o), ar
< C (M2 47 ||p)?) (eT 1+ T%) (2.5)

Escogiendo T > 0 de tal manera que el lado derecho de (2.5 sea menor
que M se obtiene lo buscado.

3. Veamos que existe T' > 0 tal que A es una contraccién en X(7"). En efecto,

|(Au)(t) — (A0)(B)], < %ué |E(t = 7)()s — (02)a(r)]| dr

IN

IN

C (M +egll) (7 =1+ T7%) u®) = o(t) s

C (M +€"[lg].) (TeT + T%) () — (0| o0

(2.6)
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Eligiendo T > 0 tal que C(M + eT[|||s)(TeT + T2) < 1, resulta asi
que A es una contraccién sobre X(7').

De 1. - 3. se sigue el resultado. 0

Teorema 2.3. El problema es localmente bien puesto en H*(R),
para s > % Es decir, para ¢ € H*(R) ezisten T > 0 y una unica u €
C([0,T; H*(R))NC*([0, T); H*~2(R)) que satisface (1). Ademds, la aplicacién
€ H*(R) »ue C(0,T]; H*(R)) es continua en el siguiente sentido: Sean
on € H*(R), n=1,2,3,..., tales que p,, — ¢ en H* yu,, € C([0,T,]; H*(R))
soluciones de con u,(0) = ¢,. Entonces, las soluciones u, pueden ser
extendidas si es necesario al intevalo [0,T] para n suficientemente grande y
lim sup ||(u(t) — u,(t))||s = O.

Demostracion. Del Teorema vemos que falta probar la unicidad y la
dependencia continua. La prueba de la unicidad es similar a la de la depen-
dencia continua, por lo tanto nos concentraremos en probar la dependencia
continua. De la manera como se eligié el T" en las partes 2. y 3. de la de-
mostracion del Teorema se obtiene que T' = T'(||¢||s) > 0 es una funcién
continua de ||¢|s. Las desigualdades y (L.3)), junto con el hecho de ser
H? un algebra de Banach, para s > %, implican que:

fan®) = wOll < llon—sll+5 [ IBC =00 =), o

< e —pl+C [ (0= Ik - ) e
< llgn ol

e / (= 7))t — 0)(7) a4 0)(7)

< Tlgn— ol + K / (t = ) H|(n — ) (7) |,

donde, K = K(||¢||s), pues, u,u, € X5(T). Por lo tanto, la desigualdad tipo
Gronwall del lema (7.1.2) de [7] implica que,

Jtn — o < €l — LB ((KP (%))T) 2.7
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_ C’m+1 _ F(%J’_l) 2
, con Cy = 1, Cn = T Y I' es la funcion

k
2

donde E(s) = >, cks
gamma. 0

Teorema 2.4. Sea p € F11(R). Entonces, existe T(||¢||7.,) > 0 y una tnica
ue C([0,T); F11(R)) que satisface la ecuacion integral (2.1)).

Demostracion. Esta prueba sigue los pasos de la demostracion del Teorema
, salvo que se modifica el espacio métrico completo considerado por X; 1 =
{feC(0,T], Fian(R)) | If(t) = E(t)p||lr, < M} cuya métrica viene dada
por

d(f,9) = 1F@) =9l 7100 = sup |[f(t) = g(O)l 7.

t€[0,T%]

Los detalles con ligeras modificaciones, son similares a la prueba del Teore-
ma por tal razén no los hacemos. O

La prueba de que du € C((0,T]; L?(R)) es consecuencia de los siguientes
resultados cuyas pruebas son las mismas, salvo leves modificaciones que las
presentadas en [6] para el Lema 5.3, pdgina 41 y el Corolario 5.1 péagina
44, por tanto se omitiran.

Lema 2.5. Sea ¢ € F11(R) la solucion de la ecuacion integral . En-
tonces 0%u € C((0,T]; L3(R)), para k = 0,1. Ademds, HO*u € C((0,T]; L}(R)),
para k =0, 1.

T); Fi1(R)) la solucién de la ecuacion (1)).

Corolario 2.6. Sea u € C((0,
).

Entonces Oyu € C((0,T); L3(R



Capitulo 3
Solucion Global en H*(R)

En este capitulo obtendremos cotas a priori para las normas ||ul|s, con s > 1,
donde u es la solucion de obtenida en el Teorema , lo que implica
que la solucién puede extenderse a cualquier intervalo de tiempo [0, 7. Este
resultado global se obtendra a partir de una estimativa a priori para la norma

lul|1, y de la desigualdad (1.3)).

Teorema 3.1. Sean ¢ € H'(R) y u € C([0;T]; H'(R)) la solucién de
con u(0) = ¢ entonces,

lullo < lielloe” (3.1)

lugllo < [l o™ el e +2) (3.2)

Demostracién. Para probar (3.1]), multipliquemos la ecuacién por u, in-
tegrando por partes tenemos,

1d

5@““@)”3 = —(u, uttg)o + (U, Hugz)o + (u, Hug)o + (U, Uz )o
< Huot (nuado < [ [A(©)Pdg
gl<1
< (@) (3.3)

Integrando esta desigualdad en 0 y ¢ y aplicando la desigualdad de Gronwall
se obtiene (3.1)).

16



17

Para probar (3.2)) derivamos respecto a x y haciendo w := u,, se tiene:

wy + uwy + w? — Hwye — (Hwy + wey) = 0

w(-0) = ¢ (). (3.4)
Entonces
Lalw I = —fuwnw)o — (wtwho + (Huge
+ <meaw>0+<wxa¢7w>0- (35)

Los primeros dos términos de (3.5 son escencialmente el mismo, son esti-
mados apartir de la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg y la desigualdad de
Young por

lullo(Cellwll§ + ellws|I5)
Celielloe™ llwlls + ellelloe” [lws[5- (3.6)

| (s, w)ol

IN

Como (Hw,,,w)y = 0, (3.5)) se transforma en:

1
FOlw®ls < Cle llwllo, Dlwlis +Clelo, T lws s

1
= Nwall§ + 1 D2 w5, (3.7)
eligiendo € = WZ@H,T)’ tenemos:
1 1 1
FOw®IE < Cllwlg = Sllw:ll§ + | D2wllg. (3.8)

Observe que,
1 1 1 —~
~slheali+ Dbl = [ (53¢ + D@ P
1 ~
- -3 [ @ —2Aeniaer

< s { [+ [ e -2eiar
1
—= 2 _21EN|w(€)Pd
L JRGRERIOLE

IN

2
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v (3.8) se convierte en:

1 ~
Aol < ol [ € -2l fas
g, 1 : 2\ (e) |2
< Cllwli+ g [ (ol - elae)ras
2 1 . (2
< Clulf+g [ lele - iiae) Fas
< Clulf+ [ ellaer
1€]<2
< Clulf+2 [ jaePa
|€1<2
< Clful} +2ul?
= (C+2)ul?
< Clful? (39)

integrando la anterior desigualdad, tenemos:
t
2 2 2
lw@)lls < llw(0)llg + C/ [[w(7)llodT
0

t
= I¥l+e | ol

que en virtud de la desigualdad de Gronwall implica que,
oI < [lw(0)[|5e*

es decir que,
e (113 < [lua(0) ][5

El Teorema implica,
Teorema 3.2. El problema , es globalmente bien planteado en H'(R).

Nota 3.3. Observese que st

pe HMMR) y 0<6<2, (3.10)
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el lema de reqularizacion y el Teorema implican,

LYy s
[u(®)]l110 < ||6tA90||1+0—§/ ||€(t )tA(awUQ)HHedT
0

' . 1

< el +C [ ol (7 + ) ar
0 (t—r7)2
' 1

< lelhss +C / el (e + — 1 ar
0 (t—7)2

<

t B 1
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Por lo tanto u se puede extender a todo tiempo, es decir el problema es
globalmente bien planteado en H7?(R), 0 < 6 < 2.
Una iteracién de este argumento y el teorema anterior implican:

Teorema 3.4. El problema (1)), es globalmente bien planteado en H*(R),
para s > 1.



Capitulo 4

Propiedades de decaida de la
solucion

En este capitulo obtendremos resultados sobre las soluciones de en los
espacios F,.(R), con r = 1,2,3. En las demostraciones de los resultados en
este capitulo se siguen las ideas expuestas en los trabajos de Iorio [5], quién
obtuvo resultados semejantes a los nuestros para la ecuaciéon de Benjamin-

Ono.

Teorema 4.1. Sea p € Fy. Existe una unica u € C([0,00); F1) solucion del
problema (1)) tal que dyu € C(]0,00)); L*(R)).

Demostracidén. La unicidad es dada, porque F; C H*(R). Ahora, usando la
transformada de Fourier, en la parte lineal de , la regla de Leibniz,(|1.3])
para A\ = 1 y el Teorema A.2 de [4] ( si p € F,, entonces z°0%p € L*(R),
para todo entero o y 3 tales que 0 < a + 8 < r y ademds, |[220%p||y <
Capllellrz ) se muestra que E(t)0,¢ es Bochner integrable sobre [0,77], si
(NS ]:1.

De la parte a. del Teorema|[I.4]y del hecho que F; es dlgebra de Banach sigue
que la aplicacién es una contraccion en el espacio métrico completo:

X={feC(0,00)F) | If(t) = E@Q)ellrn <llellrn, t€[0,T]} (41)

si T > 0 es suficientemente pequeno, estableciendo de esta manera la exis-
tencia local. Para la unicidad se procede de forma similar que en el caso de
Hl

El proximo paso es obtener una estimacion global para la norma de u en Fj.

20
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Por el Teorema es suficiente controlar la norma L?. Usando la trans-
formada de Fourier verificamos que 2'0, FE(t)p € L? para todo ¢ > 0.
Asi,

: dt L)z, = /(1 + o) u(Hitgy + Hity + gy — wuy)dz.  (4.2)
R

La parte derecha de esta ultima identidad, se transforma en:

/uHumd:c—l—/uHuxdx—l—/uumd:c—/uuuxdq:
R R R R

+/ uHugdr + / r*uHu,dz + / ungdr — / Ut dr
R R R R
= <u7 Hu:c;r>0 + <u7 Hu:c>0 + <u7 uwz)O - <U7 uuz>0 + <1’U, IHUICE>0

+(ru, tHug)o + (U, Tuz,)o — (Tu, Tutly)o.

Los primeros cuatro términos se estiman como en la primera parte del Teo-
rema y son acotados por ||u||3 para los términos restantes tenemos:

(xu,2HO? u)y = (wu, v, HO?|lu + HO?(zu))o

= (au, [z, H|O?u + H[z,0|u + HO?(ux))o
(zu, [z, H)O?u)o + (zu, H[x, 0¥ u)o
(zu, H[z,0%|u)o = —2(zu, HOyu)g
2)|zullollucllo < C(llzullg + fluzll5)
Cllzullzs + lluall?) < Clullfz + K)

IA A

donde hemos usado que: [z, HO?y = [z, H|0?*Y + H|x, 02| y, |z, H|0*) = 0.

(xu, tHOu)g zu, [z, HOp)Ju + HO,(zu))o
zu, [z, HOp|u)o + (xu, HO,(xu))o

(
(
(xu, [z, H|Oyu + H[x, DpJu)o + (xu, HO (xu))o
(
(
|

zu, H[z, 0 ]u)o + (xu, HO.(zu))o
zu, Hu)o + (xu, HO(xu))o
|[zullol[ullo + (zu, HOx(zu))o

(zwll + lull) + (zu, HO.(zu))o
(||u||L2+K) (xu, HO,(zu))o.

IAIA A
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(wu, x0% u)y = (au, 02 (wu) — 2uy)o = (zu, 02(zu))o — (vu, 2us)0
= —(0u(wu), u(zu))o — (wu, 2us)o < [lvulloflusllo — [10:(zu) g
< Nzl + lualls = 10:(z) 1§ < (lulls + K) — 110z (z) 5.

4
(ru, 20,u%)y = —g/ﬂwg < lulloollVIzlulls < Cllulli(JullZ: + &)
< Cllull7z +1).
Lo anterior implica que:

1d

57 [N < O+ llullls + (wu, HO, (zu))o — [|0: (zu)lg

= O+ lullz; + /(|€| — &I, 1) dg

= O 2, —EP)B(E, 1) |2d
+wwh+{@d+ﬁm}w\mww@w\s

< Clull+ [ (eI~ 1P o
[€l<1
< Clully+ [ e oPas
R
< C+lullfs

donde v = xu. Luego,
Ollull?s < O+ Kllul2, (4.3)

donde C', K son constantes que se obtienen de las cotas para las normas ||ul|o
y |Jully. La desigualdad de Gronwall y (4.3)) implican el resultado.
0

Teorema 4.2. Sea T > 0 y supongase que u € C([0,T]; F2) es solucion de
{). Entonces u(t,0) = 0 para toda t € [0, 7).

Demostracién. Multiplicando (1)) por 2 obtenemos

Op(x*u) = 2> Hugy + 22 Huy + 22Uy — 12Uty (4.4)
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Por hipotésis z?u(t) € L*(R) para todo t € [0, T]. Asi, tenemos que:
lo*uuz llo < Nugll < ll2*ullo < [Jull2llz*ullo < [lull%, (4.5)

Por lo tanto, v(t) = z?uu, € L*R) para toda t € [0, T]. De esto se sigue que
v € C([0,T]; L*R), pues,

17 (t) = () lo <
< l*ullollO (u(t) — u(ty))llze + 10zt llo* (u(t) — u(ti))llo
< lullzgllu(®) = ult)llz + [lu()ll2llu(®) = u(t)l

Aplicando transformada de Fourier a se tiene:
0,02 = 0F (—isgn(€) (~€2)7) + O (—isgn(€) (€)7) + B2(~£0) +7(©). (4.6)

Como u € F, se tiene que

Be.t) = (—2isgn(€) — 2)a(&, ) € C([0,T; L2,),
D(E,t) = 2(=2i€] + sgn(€) — 26)d¢u(€, 1) € C([0,T]; L2,),
ale,t) = (—igle| + €] — e)d2a(e,t) € O([0,T]; L2,).

Con esta notacién (4.6 se transforma en
Q07T = (&,1) + BE, 1) + T (&, 1) + (8, ) + 2010, 1). (4.7)

Integrando (4.7 entre 0 y ¢ tenemos que
t
25/ u(0,7)dr € C([0,T]; L),
0

es decir,
t
/ u(0,7)dr =0,
0
para todo t € [0,7], y por lo tanto, u(0,t) = 0, para todo t € [0, 7. O

El anterior resultado implica que, u(t,0) es una cantidad conservada para el
problema ((1)).

El siguiente teorema es consecuencia del teorema anterior y de una aplicacién
estandar del teorema del punto fijo de Banach.
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Teorema 4.3. Sea ¢ € F, = {¢ € F|3(0) = 0}. Eziste una tinica u €
C(]0,00); Fa) que satisface .

Teorema 4.4. Sea T > 0 y supongase u € C([0,T]; F3) es una solucion de
(). Entonces u(t) = 0 para toda t € [0,T].

Demostracion. Sabemos que u satisface la ecuacion integral:

u(t,) = Et)e() — —/0 E(t — 7)0,u(T)dr (4.8)

para t € [0,7]. Sean v = u* y w = 9,v. Tomando la transformada de Fourier
de u en (4.8]) obtenemos

1

.6) = PR — 5 | Pt =),

donde F(t, &) = e!@EI+1€1-€") Derivando, tres veces esta ecuacién con respec-
to a & se obtiene:

diu(t,e) = 4 {1@5@(0) - /0 t(t - T)agw(o,f)df} 5
+ 2 [t@(o) — /Ot(t — T)w(o,r)dr] & +g(&.t),
donde, g € C([0,T7]; L?). De esta identidad se sigue que,
10:3(0) — /0 (= 00, 7)dr = 0 (4.9)

£3(0) — /O (= )B0.1dr = 0, (4.10)

—

Como, w(0,7) = 0,v(7)(0) = 0, (4.10) implica que, (0) = 0, de lo cual se
deduce que u(0,t) = 0, para todo t € [0,7]. Ahora, observe que,

R 7 & 7
O:w(t,0) = ~ z(0,u?) (¢, &)dz = EH“H&

transforma (4.9)) en

19:3(0) = m / (t — )llu(r)|2dr. (4.11)
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El Teorema y (4.11)), implican que,

t10:p(0)] < (4.12)

1 2,2
2\/%”90”02f )
para cada t € 0,77, asi que, J¢p(0) = 0. Pero entonces la integral del lado
derecho de debe ser cero, lo que implica que, ||u(t)||2 = 0, para cada
te0,7].

[
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