










So luc ión . 

4x Ax+B Cx+D 
+ y de aqui 4x = 

(xa+l) ( x a+2x+3) x a+l x a+2x+3 

(Ax+B)(xa+2x+3)+(Cx+D)(xa+l) = 

(A+C)x3+(2A+B+D)xa+(3A+2B+C)x+(3B+D) y asi 

^A+C=0 

2A+B+D=0 
Resolviendo este sistema resulta que 

3A+2B+C=4 
A=1, B=l, C=—1, D = - 3 ; luego 

l
v
3E<+D=0 

4 x d x 

( x a+l)(x a+2x+3) 

x+1 x+3 
( )d; 

x a+i x=+2x+3 

* '¿.2x i 
( + ) d x + 

x a+l x a+l 

x + 1 2 1 1. 
( + )dx = -lnIx a+lI+ArcTanx- -ln[(x + 1)a+2]-
(x+l)a+2 (x+1) a+2 2 2 

x + 1 
21/2fircTan ( )+c. 

o i y 2 

e). Cuando el denominador contiene factores cuadráticos no 

factorizables repetidos. Se considera ahora el caso en que el 

integrando es de la forma 

f ( x ) 

(a x 2+b 
* «I 

x+c )" 

Si el grado 

fti, A 2 ! . • • , AN |¡ 

f ( X ) 

(ax a+b X + C )" 

, donde ax a+bx+c es ireducible y n>l. 

Aj. x + B i A 3 X + B
=
 A

r
. X+B

r + + . . . +' 

ax a+bx+c (ax=+bx+c)=2 (ax=+bx+c)' 
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Ejemplo 1. Calcular 
(xa+4)2 

Solución. 

y a Ax+B Cx+D 
+ , esto conduce a 

(x2+4 ) 2 x a+4 (x2+4 ) 2 

x2 = (A ( x ) +B) (x2+4) + (Cx+D) =Ax 3+Bx a+ (4A+C) x+ (4B+D) y 

A=0; B=l; 0=4A+C; 0=4B+D; y de aqui resulta que A=0, B=1, C=0 

y D---4. Por consiguiente. 

.1 4 
dx 

(x2+4)2 

x2d; 

( )dx. Ahora 
(x2+4) (xa + 4) 2 

x=2Tan6 

(;;2+4 ): 
2Sec 2 ed6 

(4Tan 2e+4)2 16 , 

2Seca6de 1 

Sec^e 8 
Cos 2 ede 

1 1 
(l+Cos26)d6 = — (6+'£Sen2$) = — (e+SenOCos©) 

.16 16 

1 

16 

1 x 2 
— ( Tan~x (x/2) + . 
16 (x a+4) 1' 2 ( x 2+4) iy'a 

) por lo tanto se tiene 

que 
(x 2+4) 2 

1 1 1 x 
- Tan-"1 (x/2) - 4[ — Tan-*(x/2) + 
2 16 8 x a+4 

]+c 

- Tan"1(x/2) -
4 2(xa+4) 

+c 

f). Combinación de todos los casos ó algúnos de ellos, 

x+3 
Ejemplo 1. Calcular dx. 

;4+9x2 
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So luc ión . 

•;+3 x + 3 

•;«+9xa x a(x a+9) x x a x a+9 

A B Cx+D 
— + — + y asi x+3 
X X a . . r» . n 

Ax ( x a+9) +B( x a+9 ) + (Cx+D ) X a y A+C=0; B+D=0; 1=9A; 3=9B, por lo 

tanto A=l/9, B=l/3; C=-l/9; D=-l/3 y 

; + l 
dx = 

a(x a+9) 

1/9 1/3 ( + 

1 1 
- ln|x|-
9 3 

1/9 1/3 (x/9)+(1/3) 
( + ) d x = 

x x a x a+9 

) d; 
18(xa+9) 

1 

(xa+9) 

— 1 n I x a+9 I - - Tan""1 ( x/3 ) +c 
18 9 

1 x a 1 1 
— ln( )- -x-* - _ Tan-1(x/3)+c. 
.18 X a+9 3 9 

f ( x ) 
2). y grado de g(x)< grado f(x). 

g ( x ) 

Ejemplo 1. Calcular 

Solución. 

-2x1 
V -i.. T x./ + 

dx 

Obsérvese que el grado del numerador es mayor que el grado del 

denominador. Por lo tanto, hay que efectuar la división 

5x+6 5 x + 6 

f\ ' 11\ 
para obtener y — -, + /\ 1 - -3 + 

luego 
x a+3x-2 

\ » / 

(x—3)dx+ 

x a+3x+2 

5x+6 

(x+1)(x+2) 

(x +1)(x+2) 

f(5x+6 ) d x 

(x+1)(x+2) 
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5x+6 A B 
+ 

(x+.l) (x+2) x + 1 
y 5x+6=A(x+2)+B(x+1) y si se hace x=-

>:=-l se ve que B-4 y A=1, luego 

T 5x+6 
x-3)dx + 

(x+1)(x+2) 

;a+3x-2 

1 4 
( ) dx = 

; + l x+2 

I 3x + 1 n j x + 1 j +41n j x+2 J +c 

Eri forma general , si se quiere calcular la 
ff (x) 

g < x > 
dx. donde 

grado f(x)> grado de g(x), hay que hacer la división 
f ( x ) 

g ( x ) 
R (X) 

q(x) + , donde q(x), R(x) son polinomios y grado g(x)> grado 
g ( x ) 

R ( x) 
(q ( x ) + ) dx R(x); y asi aplicar lo que se conoce para calcular 

Utilizando fracciones parciales, comprobar los siguientes 

resultados 

g ( x ) 

+c 
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r (8x3+7) 
5. 

6. 

¡7. 

8. 

9. 

10. 

11, 

dx = 1nIx+1 +c 
( x+1 )(2x + l) 3 

|4>;a+x + l 

: 3 ~ 1 

x4dx 

( 2 x +1 ) a 2x + l 

dx = 21n|x-1J+ln|xa+x+l)+c. 

ArcTanX B 
= ;•;+ _ ArcTan ( x/2 ) +c . 

i'*+5xa+4 

dx 1 1 
= In I X I- _ In(xa+l)+ +c 

(xa+l)a 

r ( x + 2 ) d x 

xa~4x+4 

dx 

2(x a+l) 

In I X +c . 

In 
(xa-l)a 

r dx i 

x*-l 4 

x adx 

x+1 

X — 1 
+c 

In 
X — .1 

x + 1 

1 

2(x a-1) 

ArcTanx+c. 

+ ArcTan(x+1)+c. 
( x a+2x+2) a (xa+2x+2) 

P3x*+4X 3+16X a+20 X+9 

14. 

15. 

1 

64 

(x+2)(xa+3)a 

3 X + 3 X 3 - 5 X A + X - 1 

dx = In j x+2 J +1nIxa+3| +c 
;a+3 

x a+x-2 

x a-x+1 

(X—1)(xa+2x + 5) a 

dx = X3+X + - In 

dx 

X — 1 

y + 
+ C 

1 6 x+1 1 
In J x-1J In Ixa+2x + 5|- — ArcTan( )- _ 

5x + 19 
+c 

128 64 x a+2x+5 

/I 
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r d> 
¡16. 

.1 1 1 
- ArcTanx + [- _ 1 n ( x^-xZ*-'a+l) +2 ( 
3 ] ?1/1 ̂  2 

íl/2 

.1 
ArcTan ( 2x~3 1' a ) 3+ _ 

12" 
iln ( x a+3 1 / 3x+l) +2 ( • ) .ArcTan (2x+3A': 

fxadx 
17. 

1 + ; (l+x 2-2 1 / 2x)(l+x a+2 4' ax) 

2x'a x a—x2 x /'a+l 2i'"ax 
( ln +2ArcTan )+c 

8 ;a+x2J-'a+l l-x a 

18. 

19. 

' x 3+x+2 

x*+2xa+l 

x4dx 

x*+5xa+4 

dx = 
ln 

(xa+l) + + ArcTanx+c 
x a+l 

.1. 8 
+ _ ArcTanx- - ArcTan ( x/2)+c . 

4 
f dx 

20. 
x a-6x+5 

n 

21. 
2x-i 

(x+3)a 
dx = 21n(5/3 

1.4 

15 
0 

1 

x*+5 

5x 
dx =0 

2+6 

x+2 1 3 
dx = _ ln - + 

(x —2) a 2 4 
-8 
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1.22 INTEBRACION DE A L G U N A S F U N C I O N E S I R R A C I O N A L E S 

Las integrales de la forma 

ax + b ax + b ax + b 
R (x, ( )Ff ,( , . . . , ( ) •? ) d x . 

cx+d cx+d cx+d 
ax + b 

Donde R es una función .irracional en la variables x,( ) ? '^u . . 
cx+d 

y Pjl ,qi, P2,q2, - . . , Pr., q n ; son números enteros positivos; se puede 

ax + b 
resolver, si se hace la suistitución = Z m donde m es el 

cx+d 

mínimo común múltiplo de q*,qa,...,q„, 

xd; 
Ejemplo 1. Calcular 

(l+x)*'a-(l+> 

Solución. 

mcm {2,3}=6, luego .l + x=z">, dx=6z®dz y 
xd; 

(z*-l)6z°d; 
3 _. a; 

( z*-l) z 3d2 

z-1 
6 

(1. + x )x'S!-(l + x 

(z B+z 4+z»+z 2+z+l)z 3dz = 

6 6 6 6 6 
^ «»ea 2» -f• ̂  51 •+• ~¿ ** 1 Z 3 ) d Z ~ Z *** Z & z 7 ~~ 7 **"+" Z 0 + Z ** C 

9 8 7 5 4 

6 

9 

6 

8 
(1 + ( 1 + X )E,""S'+- ( 1 + X ) 1 + X ) + - ( 1 + X ) E,<"B + - ( 1 + X ) ' 

Ejemplo Ca1cu 1ar 

6 

7 

x 1 / 2dx 

x 3 / 4+l 

6 

5 

6 

4 

Solución. 

mcm [2,4] =4; luego x = z*; dx=4z3dz y 
z a4z 3dx 

z 3+l 
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zadx 

z:s+l 
z 2dz -- 4 

s 2dz 4 4 
— - . 3 _ 

:3+l 
In|z3+l|+c 

In +1I+c. 

V e r i f i c a r las i g u a l d a d e s s i g u i e n t e s . 

dx 10 10 
= 1 n ( • +c. 

: ( x^'^+x 2' 0) 

dx 

[I+vI/IBUB ..-i/m ... x / a o,,»/» V JL ' i \ ) rt A jL A 

2x 1 / a-3x 1 / 3-8x 1 / 4+6x A / < f a+4Bx 1 a+31n(l+x 1 / 1 2)' 

171 2xi'i=t-l 
l n ( xi/* + xi/is +2)- ( ArcTan ( ) )+c 

r 1—x dx 
( — = ln 
1 + x x 

1-x 
u= ( 

1+x 

7 1 / 2 

u a-l 

( u 4 + u 2 + l ) i / 2 

7J 

l+2u a 

+x 1 / 2ArcTan( )+c; 

4. ( ) 1 / 2 d x = In 
1 + x 

( x + 1 ) 1-x ) 

( 1 + x ) * ' » + ( 1 - x 

1-x 
+2ArcTan ( ) A' a+c 

1 + x 

dx r>. > x y 2 _ o * 2 i / 2 A r c T a n ( ( x / 2 ) 1 ) + c 
. . < + / \ 1 

t». 6 x 1 ' +3 x i / 3+2x i / 2-61n(l+x 1 / A)+c. 

1.23 I N T E G R A C I O N DE F U N C I O N E S H I P E R B O L I C A S . 

Las integrales de las funciones hiperból icas, se? trabajan en 
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forma muy análoga a las .integrales de funciones trigonométricas, 

es por ello que solo nos limitaremos al cálculo de algúnas 

integra 1 es -

1. Hallar Senhxdx 

Solución. 

e * + e -
Senhxd: +c = Coshx+c 

2 . Hallar Coshxdx 

Solución. 

ga x + pa — x 
Cos h x d x 

e"-e" 
~+c Senhx+c 

Hal lar- Tan hxd: 

Soluc ión. 

Tanhxd; 
Senhx 

Coshx 
dx 

~du 

u 
In IuI+c 1 n I Cosh I +c 

Hallar Co t h xd x 
Coshx 

5enhx 
dx 

du 

u 
In IuI+c 1 nI Sen hxI+c 

5. Hallar Sech^xdx 

Solución. 

Sechaxdx = Tanhx+c ya que la derivada de Tanhx es igual a 
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Sech2:-;. 

6. Hallar C B C h2:: D: 

S o l u c i ó n . 

csch2xdx = -Cothx+c 

7. Hallar SechxTanhxd; 

Solución. 

SechxTanhxdx = -Sechx+c 

8. Hallar CschxCothxdx. 

Solución. 

CschxCothxdx = -Cschx+c 

9. Hallar 
(a 2+x 2) 

Solución. 

d x d 
= ArcSenh(x/a)+c. Ya que — 

(a 2+x 2) i^ 2 dx 
(ArcSenh(x/a)+c) 

(a 2+x 2) 1 X 2 

10. Hallar. 
dx 

(x 2-a 2) 
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Solución. 

11. Hallar 

ArcCosh(x/a)+c 

Senh^xdx 

Solución. 

Senh^xdx 

12. Hallar 

Solución. 

Sech*xdx = 

(Cosh2x-l)dx = - Senh2x- _+c 

Sech4:<dx 

(1-Tan h2x)Sec h=xdx = Sec haxdi Tan h2>:Sec h3xd: 

Tanh3x 
Tanhx- +c 

13. Hallar 

Solución. 

eMCoshxdx 

eKCoshxdx 

e w + e - « i 
e" ( ) d x = -

1 x 
(ez-+l)dx = - e a" + _ +c 

4 2 

14. Si tiene una integral de la forma R(x,(a 2+(cx+d) 2) 1 / 2)dx, 

donde R es una función racional en las variables x,(a 2(cx+d) 2) 1 / 2 

se puede resolver si se hace la sustitución cx+d=aSenhu; a>0. 
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15. Si se tiene una integral de la forma R ( x , (a2-(c;-:+d)2)1/2)dx, 

donde R es una función racional, se puede resolver si se hace la 

sustitución cx+d-aSechu ; a>0. 

16. Si se tiene una integral de la forma R(x,((cx+d) 2-a 2) 1 / 2)dx, 

en algunas oportunidades se puede resolver si se hace la 

sustitución cx+d=aCoshu; a>0. 

17. Hallar 

Solución. 

¡Senhxdx . 

xSenhxd; 
e H - e - H 1 

;.;( ) d X = - xe"d x 

(xew-e")- - (-xe - K-e- H)+c = x( 
e « + e - « e«-e-i - -+c 

: C o s hx-Senhx+c 

1.24 E J E R C I C I O S . 

Verificar las siguientes igualdades, 

1. 
Cosh^x Sen h3x 

Senh3xCo5h2xdx = +c 

Coth3x 
Coth^Sxdx 

íeh3xdx 
Cosh3x 

-+c . 

Coshx+c 
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dx 
= ArcCosh(x/5)+c 

(xa+ 
dx = ArcSenhx- +c 

dx ArcTanh(3x/2) 

4-9 x a 

xCoshxdx = xSenhx-Coshx+c 

(x a-9) 1 / 2dx = - - ArcCosh(x/3)+c. 

d X 1 
= - _ ArcCoth(x+(3/2))+c. 

4xa+12x+5 4 

dx 
ArcSenh((x-1)/4)+c. 

(xa—2x+17) 

CoshX3 

x aSenhx 3dx = +c 

e" ArcTan(eM/4) 
dx = +c ; si. e"<4. 

16-e 2 M 4 

dx 

X ( a a + x a ) 1 a a 

(a a+x a) i / adx = + — ArcSenh(x/a)+c, 

dx 
= ArcCosh(x/a)+c = i nIx+(x a-a a)*' a|+c 

(x a-a a) 
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16. 
Son h'1 1 a x Cos ha x (n-1) 

Senhna;;d;< 

17. 

18. 

19. 

na 

x nSenhax n 

c;enhn"2axdx 

x nCoshaxdx = 

Tanh°axdx 

a 

Tanh n~ 1ax 

(n-1.) a 

Sec h^ax 

an 

•Sen haxd x. 

h n" 2xadx| n^l 

Sech naxTa n h a x d x +c ; n= y a . 
na 

1.25 I N T E G R A L E S DE E X P R E S I O N E S R A C I O N A L E S DE S E N X , C O S X 

Sea R(x) una función racional de Senx y Cosx; la sustituciór 

x=2ArcTanu (Tanu=x/2); tramsforma R(x)d x, en una fune iór 

racional de u; en efecto si x=2ArcTanu; d; 
2du 

l+u= 
y asi 

R(x)dx 
R(2ArcTanu)du 

y ahora se verá que R(2ArcTanu) es 
1+u 2 

racional en u y para ello se mostrará que Sen(2ArcTanu) \ 

Cos(2Arc.Tanu) son racionales en u; y esto se deduce di 

Sen(2ArcTanui=Senx=Sen2(x/2)=2Sen(x/2).Cos(x/2) = 

.1 ¿u :'U 
y Cos(2ArcTanu)=Cosx=Cos2(x/2) 

(1+u2) (t+u2 ) 1 ' 2 1+u 2 

1 u- 1-u 2 

Cos 2(x/2)-Sen 2(x/2) = como se observa el la 
1+u 2 1+u 2 l+us 
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figura siguiente 

Ejemplo 1 Hallar 

Solución. 

dx 

l+2Cos; 

2du 

l+2Cosx 

2du 

(1+u2)(l+2Cos(2Aretanu)) 

2du 

1-u 2 

(l+u2)[1+2( )] 
1+u 2 

u i. y : 
)du ln 

Li+r u-c. 

u+3i/'2 

u-
+c = 

ln 
Tan(x/2)+3 1^ 2 

Tan(x/2)-3 1 / a 
+c 

Ejemplo 2. Hallar 

Solución. 

dx 

2+2Senx+Cosx 

2+2Senx+Cosx 

2du 

2du 

u 
(l+u2)[2+2 

1-u 3 

2du 

u 2+4u+3 

1+u 2 l+us 

( 
(u+1)(u+3) 

u+1 
ln 

u+3 

u+1 u+3 

1+Tan(x/2) 

-)du = ln | u+11-ln | u+3 |+c 

ln 
3+Tan(x/2) 

+c 
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Observaciones 

1. Si R(Senx,Cosx) es par en Senx, Cosx (no se altera al 

sustituir simultáneamente Senx por -Senx y Cosx por -Cosx), se 

puede hacer la sustitución Tanx-u. 

2. Si R(Senx,Cosx) es impar en Cosx (cambia el signo al 

sustituir Cosx por -Cosx), se puede hacer la sustitución Senx=u. 

3. Si R(Senx,Cosx) es impar en Senx (cambia el signo al 

sustituir Senx por -Senx), se püeder hacer la sustitución Cosx-u. 

r dx 
Ejemplo 1. Ha 1 1 ar 

Solución, 

Secxdx = 
Cosx 

übservese que R(Cosx) es impar, luego se hace la sustitución 

du 
Senx=u y asi x=ArcSenu; dx= 

(l-u=) 
y de la figura siguiente 

(í-un 

se tiene que : 

(l-u*)*'* 
Cosx= , luego Secxdx = 

" dx 

Cosx 

du 

( l - u 2 ) t / 2 ( l - u a ) 1 / 2 

d u 

l-u 2 

i i 
( + ) du 
1-u 1+u 

1 1 
•- InI1-uI+ - Inll+ul+c = 
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ln 
1+u 

1-Ll 
+c = — ln 

Ejemplo 2. Hallar 

Soluc ión. 

1+Sen X 

1-Senx 

dx 

+c. 

Sen; 

du 
R(Senx) es impar en Senx asi Cosx=u; x=ArcCosu; d: 

(1-u3) 
y 

Sen; como se puede observar en la figura siguiente 

fl-uO'4 

luego 
' dx 

Sen 

du 

(l-u 2) 1' 2.(1-u 2) 

' du 

u 3-l 

1 1 
)dx = - ln 

U~1 Ll+1 

Ejemplo 3. Hallar 

u-1 

u+1 
+c = ln 

Cosx --1 

Cosx+1 

1 / 2 
+c . 

• dx 

Sen3x 

Solución. 

R(Senax) es una función par en Senx,Cosx luego se hace la 

du Ll 
sustitución u=Tanx y asi x=ArcTanu, dx= 

1 + u 3 
y Senx = 

(u3+l) i-'3 

Cosx = 
( 1+u3) 

I uego 
d x 

•den'M 

du 

u 
(1+u3) ( ) 

1+u3 

r du 

u • 
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+c +c = -Cotx+c . 
u Tanx 

(Hacerlo con la sustitución u=Tan(x/2)) 

1.26 E J E R C I C I O S . 

Verificar las siguientes igualdades. 

1+Senx+Cosx 

Se ex 1 
dx = _ ln 

4-3Tanx 5 

= ln|1+Tan(x/2)I+c 

Tan(x/2)+2 
+c 

CJpi-t 
dx = ln 

2Tan(x/2)-1 

Tan=2(x/2)+3-2#21'a 

1+Sen2>; 

'SenxCosxdx 

1-Cosx 

Tan2(\/2)+3+2*2* 
+c 

dx = Cosx + lnI1-CosxI+c 

rt/2 

ArcTan (2x':*/2) . 
3+Cosx 

0 

Ti /2 
de ln6 

4Sene+3Cos6 5 
0 

8 , 

Cosxd x 

1+Cosx 

'Senxdx 

1-Senx 

x-Tan(x/2)+c 

x+T a n x+S e c x+c 
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9. 

10. 

LI. 

Sen2xdx 

1+Sen=x 

Tanxdx 

1+Cosx 

d x 

i+Sen2x 

In(1+Sen2x)+c 

In 
l+Cos> 

Cosx 
+c 

AreJan(2 1 / 2Tanx)+c 

12. 

13. 

Tan(2x+l) 1 
d x = _ 1n(1+Sen2(2x + i ))+c. 

l+2Tan2(2x+l) 4 
Tl/2 

(Tanx) 1 / 2dx = (IN(Senx-(Sen2x)*/2+CQSX))+ 

(Sen2x) l / 2 

ArcTan( — - )+c; (Tanx=y=). 
Cosx-Sen x 

1.27 A L B U N A S R E B L A S PARA A P R O X I M A R I N T E G R A L E S 
D E F I N I D A S 

b 

Se sabe que si f(x) es continua en [a,b], la f(x)dx debe 

e;;it.ir. Una cosa es la existencia; la evaluación es asunto muy 

diferente. 

Existen muchas integrales definidas que no pueden ser evaluadas 

mediante los métodos vistos hasta aqui, por ejemplo : 

1 1 

e-""dx Senxdx ; pues no existen funciones elementales 

0 
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cuyas derivadas sean e-*" y x 1 / 2Senx y es por ello que se 

consideran en esta sección tres métodos simples para aproximar 

cualquier integral definida. 

1.27.1 Regla de los trapecios. 

Sea y=f(x) una función continua en [a,b] y cuya gráfica podria 

ser parecida a la de la figura siguiente 

Sea P=í Xe>, Xx , . . . , xr. J una partición de [a,b] donde cada 

subinterbalo [x k-i,x k] tenga la misma longitud (h=(b-a)/n). 

Se un i r án 1 os pun tos (xk_i,f (xk-i) ) y ( x * , f (x *) ) med i an te 

segmentos de recta (como se observa en la figura anterior); 

para formar n trapecios, con área del k-ésimo trapecio 

h 
Ak = - [f(x„_J+f(x k)]. O 

Con más precisión, se diria área dirigida, puesto que Ak. será 

nagativa para un intervalo donde f sea negativa. La integral 

b 

f(x)dx es aproximadamente igual a. A A+A a+. . . .+Ar»; es decir 

a 
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b 

h h h 
f(x)dx ;; _[ f ( x«,) +f (x*) ]+- [f (x^+f (:<2)]+. . .+ _C f ( ) +f ( ) ] . 

a 

Más aún; para n suficientemente grande se tiene que 

b 
h 

f(x)dx fí -[ f ( Xc) +2f ( Xx ) +2f ( x =) + +2f ( x„-i ) + f(x n)] y esta es la 

a 

que se conoce como la fórmula de los trapecios para calcular 

integrales definidas. 

Primero se ilustrará esta regla con una integral definida en la 

que se conoce la respuesta. 

Ejemplo 1. Usar la regla de los trapecios para aproximar 

x4dx ; si se toma n=8. 

1 

Solución. 

3-1 1 Como n=8; h- = _ = 0.25 y la partición es 

8 4 

P=í1,1+h,l+2h,l+3h, ,l+7h,i+8h}={x«,x4,...,xe}. 

Ahora 

>;» = a = 1.00; f(x«) = (1.00)4 = 1.0000. 

K l = a + h = 1 + h = 1.25; f (xj,) = (1.25)* « 2.44. 

xa = a+2h = l+2h = 1.50; f(x2) = (1.50)* ~ 5.06. 

x3 = a+3h = l+3h = 1.75; f(x3) = (1.75)* - 9.37. 

;.u = a+4h = 1+4h = 2; f(x*) = (2.00)* ss 16.00. 
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a+5h 

a+6h 

a + 7h 

a+8h 

l+5h = 

l+6h = 

l+7h = 

l+8h = 

2.25; f(x a) 

2.50; f(x*) 

2.75; f(xy) 

3; f(xa) 

(2.25)* « 25.62. 

(2.50)* ~ 39.06. 

(2.75)* ÍÍ 57.19. 

3* ~ 81. Asi que 

0.25 
[1.00+2.44+5.06+9.37+16+25.62+39.06+57.19+81] 

48.94 y este se puede comparar con el valor exacto de 1, 

integral 'dx 
242 

48.40, 

Ejemplo 2. Aproximar (4+;-!3)1/=dx mediante la regla de los 

0 

trapecios si n=4. 

Solución. 

2-0 2 1 b-a 1 
Cada subintervalo tiene longitud = = _ = _ , luego = h = — 

4 4 2' n 2 

• P=Í0, (1/2) „ 1, (3,2) ,2]-=[ x», Xi, x 2, x 3, x^} es la partición de[0,2], 

entonces 
1 

(4+x 3) 1 / zdx » -[f(0)+2f(1/2)+2f(1)+2f(3/2) + f(2)] 
4 

0 

[2+4.06+4.4+5.43+3.46] = 4.85, donde f ( x ) = ( 4 + x 3 ) x . 

1.27.2 REGLA DE LOS R E C T A N G U L O S . 
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Sea y=f(x) una función continua en el intervalo cerrado [a,b3 y 

[a,b] dividido en n subintervalos de igual longitud, y sea xA el 

punto medio del i—ésimo subintervalo, entonce? 

b—a 
f ( x ) d 5 Cf(Xa)+f(xi)+...+f(Xn)3 y la aproximación es bien 

buena si n es suficientemente grande, 

Ejemplo 1. Aproximar 

rectángulos. 

Solución. 

xdx si n=4 por el mètodo de los 

-f(x) = x 

b-a 2+2 
Cada subintervalo tiene longitud = =1, una partición 

n 

2 - 1 - 1 - 0 1 
de [-2,23 es P={-2,-1,0,1,2} y asi x 0= 

0+1 1 1 + 2 
x2= -, A 3 —, luego o o 

3 1 1 3 
xdx a l[f (--)+f (--)+f (~)+f (-) 3-

1 1 3 
_ + _ + _ 
O n 

0 , 

1.27.3 REBLA DE S I M P S O N . 

Otro método para aproximar el valor de una integral definida lo 
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^proporciona la regla de Simpson, pero antes de entrar en 

detalles, se demostrará un teorema de gran utilidad. 

TEOREMA Sean (;•;«, y®),( x x , y x )»( x a, yz) tres puntos no colineales 

en la parábola que tiene por ecuación y=Ax:i£+Bx+C, donde ya,, y*, y 

y= son mayores o igual que cero, Xi=;:0+h, xa=xe,+2h, entonces la 

medida del área de la región acotada por la parábola, el eje 

h 
:;,las rectas x = x,a,Y x = x a esta dada por —(y«a+4yi+y2) (Ver figura 

siguiente) 

Demostración. 

Como (XB>,y«a) , ( Xi ,ya.) , ( x a,y 3) son tres puntos de la parábola, 

sus coordenadas satisfacen la ecuación de la parábola. Asi 

¡cuando se sustituye xA por x«+h, x a por xa+2h se tiene: 

Y ia — A HB + B XO+ C 

Yx = A ( Xca+h)+ B ( x«+h) +C = A ( x« a+2hx B+h a) +B ( x«»+h) +C 

ya = A ( x<a+2h ) a+B ( X(a+2h) +C = A ( x.a+4hx«+4ha ) +B ( x«+2h) +C, 

por lo tanto y«+4y A+y a = A(6xss=2+12hx(a+8h:2)+B(6xa)+6h)+6C 

pej ere icio) 

Ahora el área de? la región se calcula por : 

1 4 1 



1 B 
(Axa+Bx+C)dx = -Ax 3+ -x2+Cx Tf¡ O 

Xe»+2h 

-h[A(6xe»:2+12hxsB+8h3t) +B( 6xa»+6h) +6C] (ejercicio) 

h[y ta'1"4y i+ya ] . 

El m é t o d o de Simpson consiste en dividir el intervalo [a,ta], 

en 2n subintervalos de igual longitud y se aplica el teorema 

anterior; es decir: 

Sea y=f(x) una función continua en el intervalo cerrado [a,b] 

y el intervalo es dividido en n subintervalos de igual longitud, 

es decir h=óx=(b-a)/n, n entero par, entonces 

b 
h h 

f (x ) d x » —C f ( Xa) +4f ( x j.) +f ( Xa) ]+-Cf (x2)+4f (x3)+f (x^) ]+ 

. .+ -Cf (x„_a)+4f (Xn-J + f (Xn) ] = 

b-a 1 

[ f ( Xa> ) + 4 f ( Xx ) +2f ( x a ) +4f ( x 3 ) + . . . +2f ( Xn—a ) +4f ( x„-i ) +f (x„)] 
ón 

n suficientemente grande. 
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Ejemplo i. Aproximar 
dx 

-, para n=4, por Simpson. 

Solución. 

3-1 
? '>io— J. , ai—•-•/i., Xa—i., A3—d/x., X4-•_> 3 asi 

dx 

2*3 
-C f ( X « , ) + 4f ( x i ) +2f ( X A ) +4f ( x 3 ) + f ( ü« ) 3 

-Cf(l)+4f(3/2)+2f(2)+4f(5/2)+f(3)3 
6 

1 2 1 2 1 1 15+40+15+24+5 1 99 11 
-C1+4.-+2.-+4.-+-3 - -[ 3= -C — 3 = 
6 3 2 5 3 6 15 6 15 10 

EJERCICIOS V A R I O S . 

Verificar las siguientes igualdades: 

Cosxdx 
1 

(1+Senx 

dx 

( 1 + x ) x*' 2 

dx 

(e" + l 

Cos2td t i 

1+Sen2t 2 

2( 1+Senx ) +c 

2Arc i anx1 / 2+c 

ln 
( 1+e" ) 

( l.+eK )'»+1 
+c 

In I 1+Sen2tI+c. 
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2Cosx 
(1+Senx) 

Senxdx 

Cos ax-5Cosx+4 

dx 

H-C 
(1+Senx 

In 
1-Cosx 

4-Cosx 
+c 

dx 

In IeK-lI-x+c 

X d + X 1 ' 3 ) 

dx 

Inj X I-3In I1 + x 1' 3|+c 

1 
[4x-31n(l+e2")+ln(3+ea«)]+c 

e 4 « + 4 e 2 « + 3 12 

8d X 2 

M 1 J™ f\ 

+ - + In 
:+2 

+c 

lnt(x 2+l) 1 / 2]dx = X In(x2+l)^'^-x+ArcTanx+c. 

Sec axdx 

( 4--Tar)=i;.; j i / s 

Tan X 
ArcSen ( — - — ) +c 

1 n ( X- ( Xs*—l)1/2)d;: = x 1 n [ x-(x®-!) 1' 2] + (x 2-l) 1 / 2+c 

e- HArcTane" Kdx = x - e - " A r c T a n e " — ln(l.+e=!K)+c 

In(x+x l / 2)dx = xIn(x+x 1 / 2)-x+x 1 / 2-ln(l+x i / 2)+c. 

1 n ( x =*+x ) d x = x 1 n ( x x ) +1 n ( x +1 ) --2x+c 
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17. Cosx A' adx = 2;< 1 / 2Senx 1/2+2Cos:-:1 

18. Arelan ( x+1) 1 / 2 d x = (x+2)Arelan ( x + 1) A' a-(x + l)A'=+c 

n/2 

19. (l-Cos2x)1-'2dx = 2 

-TI/2 

¿TE 
1-Cost 

( ) 1 / 2 d t 

(3 

re/10 

21 (l+Cos5t) t = -. 

0 

Tt/4 

(1+Tan 2x) 1 / 3dx = 21n(2 A' a+l) 

-u/4 

(l-Cos 2t) 1 / adt 

0 

Tt / 
8 

Tan = tdt = - +ln3 1 / : 

9 
-ti/6 

Tt/4 

26. Sen°xCosxdx 
48 

0 
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27 

28. 

TC/2 

-n/2 

TI/3 
-j 

TC/6 

TT/4 

Sen axCos 3xdx 
4 

15 

Tan32xSeca2xdx = 0. 

29 
dx 

( 1-Senax )*•'' 
ln ( í+2íy:2 ) 

0 

30. Sen 3 xCos2 x d x = 0. 

•n 

IT 

Sena3xdx = TC , 

SerunxSenn xd x = 0, 

0 

34, 

55. 

dx 

x3+x 

x d x 

(x-2)2 

dx 
gj Ä M — 3 G> 

In 
(x2+l) 

+c . 

In +c . 

e» 
ln +c 

óe' e> 
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x*dx i 8 
= x+—ArcTanx- _ ArcTan(x/2)+c 

4 3 3 

(x*+l)dx 1 
= 1 n I X I + +c . 

x(x a+l) 2 x2+l 

ftrcTanx3 V 2 d x 
= (ArcTanx l / 2) 2+c 

x l / 2(1+x) 
2¡ X ' ̂  ''.î M 

d X = +c . 
1 n2 

dx 

1+e* 
•In ( 1+e" ) +c 

Sen(ln(x))dx = — Senlnx- —Coslnx+c 

dx 

(ArcSenx) 3(l-x 2) 1 / 2 2(ArcSenx 

x3dx 1 
= _ ArcSenx4+c. 

(l-x B) 1 / a 4 

1-x 
( ) x / 2dx = ArcSenx+(l-x 2) i / 2+c. 

1 + x 

X 4 1 1 1. 
dx = c~ - X4*- -X 3- -x^-x-ln I 1-x 

1-x 4 3 2 

ArcSenxdx 
I (x+1)i/2ArcSenx+4(1-x)* ' 2+c 

(1 + x)3-

x - 2 x 3+3 x58 - x+3 1 
dx = - x3+ln 

% jL A T A (x 2-2x+3) 1 / 2 
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rxA'adì -;> w a. / 
1+X 

dx 

( 6+x-x a) 1 

dx 

2ArcTanx1/2+c 

2X--1 
ArcSen ( ) +c 

5 

3+5Senx 4 

e**MSenbxdx 

e*MCosbxdx 

In 

B" 

3Tan(x/2)+l 

3+Tan(x/2) 
+c 

a a+b a 
(aSenbx-bCosbx)+c. 

e< 
( bSenbx+aCosbx) +c 

a 2+b 2 

r ( x + .1 ) d x 

(xa+2x-4) 
( x a + 2 x - 4 ) x's+c 

x +1 x+1 
(3-2x-xa)*'a dx = ( )(3-2x-xa)1'a+2ArcSen( )+c 

dx 

l+Cos3x 

l-Cos3x 

3Sen3x 

x—4 
(x a—8x) 1 / adx 

(6x—x a) 1 / 2dx 

dx 

( 20+8x-xa ) 

2x+3 

+c 

( xa—8x )1/2-81ri I x—4+ ( xa-8x )xySii +c 

(6x-x z) 1 / 2 +- ArcSen( )+c 

X—4 
ArcSen( )+c 

1 13 

9xa-12x+8 
d x - 1 n |9 x a—12 x+8I + — Arc Tan ( )+c 

9 18 2 
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60, 

61 

(a a-x a) 1 / adx = - (a=-;;a)i''=2+ — ArcSen(x/a)+c. 

63. 

64. 

65. 

66. 

67. 

68. 

69, 

70. 

71. 

(a2-;-:2) 

x2dx 

(a=-x 2) 1 / 2 

d>; 

dx = (a 2-x a) 1 / 2-aln 
a+(a 2-x 2) i / : 

+c 

a-5 

x 2 ( a 2 - x a ) 1 / a 

(a a-x a) s / adx 

(a »-x» — ArcSen(x/a)+c. 

(a 2-x a) i / a+c 
a-'x 

- ( 2xa--5a;z ) ( a 2-x 2 ) -ArcSen( _ )+c 
S 8 a 

a" 
x 2(a a-x a) l / 2dx = - (2x 2-a 2)(a 2-x a)^ 2+ — A r c S e n ( _ )+c. 

8 8 a 

"(a a-x 2) 1 / adx 

d; 

(a 2-x 2) 1 / 2-ArcSen( - )+c 
a 

x(a 2-x a) 1 / : 

dx 

(a a-x 2) 3 / a 

xadx 

ln +c 

+ c 
a 2(a a-x 2) 1 / : 

(a 
ArcSen(x/a)+c sa _sa ) (a=-x=*) 

1 
ln 

a a-x a 2a 

x+a 

x-a 
+c . 

dx = (a 2+x 2) 1 / 2-aln 
a+(a 2+x 2) x y 

+c 
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72. 

73. 

74, 

75. 

76. 

77, 

78. 

79. 

80, 

8.1. 

82. 

83, 

a* 
( a a+x 2 ) 1 / 2dx = - ( a a+x a ) In I x + ( a a + x a + ( 

dx 

(a 2+x a) 1 / a 

dx 

In Ix+(a a+x 3) 1 / a|+c 

+c . 
(a a+x 2)"' 2 a=(a 2+x 2) 

(a »+X» )*•'=» (a 2+x 2) 1 / 2 

dx + lnlx+(a 2+x 2) 1 / a|+c 

1 d X 
ArcTan(x/a)+c 

(a 2+x 2) a 

a* 
(;<2-a2)l/2dx - - (x 2-a 2) In I x + ( x 2 - a 2 + c 

X a ( x 2-a 2 ) 1 / 2dX = ~(2x 2-a 2 ) ( x 2-a 2 )1 - __ In I x+ ( x 2a 2 ) 1 I +c 
8 8 

dx 

(x 2-a a) 

" xadx 

(x 2-a 2) 1 / a 

dx 

(x a-a 2)"' 2 

(x 2-a 2) n / 2 

Sen"axdx 

In I x+ ( x 2-a a ) I + c = Arc Cosh (x/a)+c 

a-
- (x^-a2)*'2* — ln|x+(x 2-a 2) 1 / 2|+c. 

n-c 

(2-n)a=! (n-2)a: 

(x a-a a) 0 / 2 n 2 a 2 

dx 

n + 1 n + .l 
(x a-a 2) C n — at ) dx . 

Sen n - 1axCo5ax n-1 
+ 

na n 
Sen"~aax dx. 
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84. 

85. 

86. 

87. 

88. 

89. 

90. 

91 

92. 

93. 

94. 

95 v.' • 

Cos^-^axSenax n-l 
Cosna:-:dx 

na n 

Cos ( a+b ) x Cos ( a- b ) x 
SenaxCosbxdx 

SenaxSenbxdx 

2(a+b) 

Sen(a-b)x 

:(a~b) 

Sen(a-b)x 
CosaxCosbxdx = + 

2(a-b) 

2(a-b) 

Sen(a+b)x 

2(a+b) 

Sen(a+b)x 

+c ; 

+c ; aaj=b: 

+c ; 
: (a+b) 

a 2 ^ b 2 

Sen"axCosaxd x 
Sen n + 1ax 

a(n+1) 
+c ; n^=-l. 

c;enna xCosma x d x 

S e n"a xCosma ; ; d ; ; 

Sen"-'1axCo5'n,1ax n-l + 
a(n+m) n+m 

Sen" 1 a x Cos"'" 1 a x m-~ 1 + 
a(m+n) m+n 

Sen n - 2axCos maxd: 

Sen naxCo5 m - aaxdx 

xnSenaxdx = 

x"Cosaxdx 

xnCosax n + _ 
a a 

x"Senax n 

Tarinaxd! 

Cotnaxdx 

Tan""1ax 

a(n-l) 

-Cot"-1 ax 

a(n-l) 

•Cosaxdx 

•Senaxdx 

Tan n - 2axdx n=j=l.. 

Cotr,—aaxdx ; n£l. 

Sec" 2axTanax n~2 
Sec"axdx = + 

a(n-l) n-l . 
c;ecn-2axdx; nJ=l 
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CsC'axdx 

'Sen-^-axd; 

x nCos - 1axdx 

;-:"ftrcTana;;dx 

Cscn"2axCotax n-2 
— + 

a ( n -1 ) n -1 

xn+'iSen~1ax a 
n + 1 n + 1 

a 

Csc n _ 2axdx; n£l 

., n JL H > ' 
A U A 

Cos - 1ax + 
n + 1 n + 1 

xn+1fircTanax a 

( l - a^x 3 5) = 

x n + 1 d x 

( l-a 2x 2) 1 / : 

: n + 1dx 

n^-1 

ni-1 

inb"K 

n + 1 

n 

n+1 l+xaa= 
; n^-1. 

;r' b*"d; 

"Ina x d 

Sen hr,axd x 

/ r» — X i--, a 

a 1 n b a 1 n b , 

x n + 1 1 n a X 

n+1 (n+1) 

Senh n _ laxCos ha x n-1 

b"Mdx ; b>0, bz|=l 

+ C ; n r | r - l . 

n a n 

Coshn-1axSenhax n-1 
Cosh"axdx = + 

x"Senhaxd x 

x"Coshaxdx 

Tanh"axdx 

Coth "axdx 

na 

x " C o s h a x n 

a a J 

y," n 
— Senhax - — 
a a , 

n 

Senh n _ 3axdx ; n 

Cosh n - 2axdx ; n^=0 

•Cosaxdx. 

x" - 1Senhaxdx. 

•Tanhn-1ax + 
(n-1)a 

Goth""4ax 

(n-1)a 

Tanh n - 2axdx ; n̂ .l. . 

Coth n - aaxdx; ' n i l 
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Sech^-^axTanhax n-2 
Bec hnaKd:< •» 

Csch^axdx = -

x"(a+bx)1/2d; 

dx 

xn(a+bx)xyst 

d x 

( n •-1 ) a ri-1 , 

Csch^-^axCothax n-ü 

(n-1)a 

2x"(a+bx) 

n-1 

SBchn~a«xd!<5 n̂ rl . 

Csch"~"3axdx ; n;j=l 

r x n - 1dx 2na 

b(2n+3) b((2n+3)J 

( a + b x ) b ( 2 n - 3 ) 

(a+bx) 1 / 2 

dx 

a(n-l)x"-A 2a(n-1) J 

x 2m-3 

x " - M a + b x ) 1 / 2 

dx 

; n^l 

(a 2íx 2) m a 2 (2m-2)(a aíx a) m _ 1 2m-2 

(a 2±x 2) mdx = 

( a ^ x 2 ) " - 1 
] . m^l 

(a 2íx 2) m 2ma 2 
+ 

dx 

(x 2-a 2) m 

(x 2-a 2) mdx 

xmdx 

(2m+l) 

C-

2m+l 
( a 2±x 2 ) m - A d x ; m^-'é. 

cm--5 

a 2 (2m-2)(x 2~a 2) m~ A 2m-2 

x(x 2-a 2) m 

( x a-a 2) m~: 
] m=j=l 

ima-

ïm+1 2m+l 
( x 2-a 2 ) m _ 1 d x ; m 

(m-n+3) 

( a 2 - x 2 ) n / 2 a 2(n-2)(a 2-x 2)<"- 2' / 2 a 2(n-2) (a=-x2) < n /ÏZ ) — 1 

Cosmxdx 

Sen' 

Cos" m-,1. 

(m-n)Sen n _ 1x m-n . 

Cos m" 2xdx 
m 

Sennx 

41n(3/4)-1, 
1 + x 
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n/4 

119. 
dx 1 3 # 2 1 ' a 

= _ in ( 
2+Tanx 5 

n 
) + 

4 10 
0 

n/3 

120. 
1-Senx 

= 3 A' a+l. 

0 

n/2 

121. 
dx -n 

3+Cos2> 8 
0 

122. = In ( 21'a--l ) . 
(xa+2x+2) 

5 

123. Aproximar (35+x) 1 / 2dx. a) mediante trapecios n=4. b) 

Fórmula de Simpson n=4. 

124. Aproximar 

125. Aproximar 

n 

0 

1 

0 

Senxdx 
por la fórmula de Simpson n=6. 

(l+x 3) 1 / 2dx aplicando a) Fórmula de los 

trapecios; n=5. b) de Simpson; n=4. 

1.28 I N T E G R A L E S IMPROPIAS. 
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En el estudio de la integral definida f(x)dx, se ha 

a 

sobrentendido, hasta ahora que : 

1. Los limites de integración son números finitos. 

2. La función f(x) es continua en el intervalo [a,b]. Si f es 

discontinua debe ser acotada en este intervalo. 

Guando se elimina una de estas dos condiciones, se dice que la 

integral resultante es una integral impropia; en otras palabras 

b 

la integral f(x)dx ; se dice impropia si 

.1. *f=~-«o ó b~+<»; ó ambos, 

f(x) no es acotada en uno o más puntos de [a,b] 

b 

Cuando en la integral f(x)dx; f continua; a=-®, ó b+® ó 

a 

ambos;a éste tipo de integral se llamarán integrales impropias de 

primera especie. 

b 

Si en let integral f(x)dx , f(x) no es acotada en uno o más 

a 

b 

puntos de [a,b], se dice que la integral f(x)dx, es una 
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b 

integral impropia de segunda especie. Y si la integral f(x)ds 

a 

presenta las dos condiciones anteriores, se llamará integral 
/ - ^ 

impropia de tercera especie. 

Ej emplos. 

00 0 d) 00 

dx 
10 

Cosxadx ; Senxdx ; e~Kdx 

0 — a> 0 

de primera especie. 

10 

Las integrales 

-1 

de segunda especie. 

x d x ; son integrales impropias 

16 
dx 

(x-1)(x-5) x-7 
; son integrales 

Y 1 as i n tegra 1 es 
* dx dx 

(x ~1)(x-2) (x-l) 1' 2 
; Son 

0 

integrales de tercera especie. 

Se hará un estudio detallado de cada una de ellas. 

1.28.1 I N T E G R A L E S IMPROPIAS DE PRIMERA E S P E C I E . 

Sea f(x) acotada e integrable en un intervalo cerrado [ a, b]. Se 

0D b 

f(x)dx. def ine f ( x ) d x = 1 i m 
b—>® 

a 
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La integral f(x)dx se dice convergente; si lim 
b—>a> 

f(x)dx existe; 

a 

en caso contrario la f(x)dx se dice divergente, 

b 

Cuando lim 
b->a> „ 

f(x )dx = AeR; se dice que el valor de la integrai 

a 

f(x)dx =A. En forma análoga se define la f(x)dx= lim 
a->-oo 

f ( x ) d x . 

Ejemplo 1. Mostrar que 

valor, 

e~Kdx es convergente y hallar su 

0 

Solución. 

e~"dx 1 im 
b—>oo 

e~Kdx lim -e -" 
b—>oo 

0 

= lim (l-e_fc>) 
0 b->oo 

.1. Luego 

la integrai e~Kdx converge y su valor es 1 

0 

Ejemplo 2. Mostrar que la integrai 

hallar su valor 

d x 

e " +1 
es convergente y 

0 
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Solución. 

b b b 
d x 

= l i m 
e M +1 b->® 

dx 

e K+l 
0 

lkm 
B->o 

[ x-ln(eM + l )] 

1 i m 
b-><D 

(e"+l-eH)d : ; 

e-.+l 
0 

1 im 
b->® 

e* 
( 1 ) d: 

e K+l 
0 

lim [b-ln(eb+l)+ln2] 
b->® 

lim (b-ln (eb( 1+ — ) ) + ln2) = ln2. Y asi 
br/oo e13 

es convergente y 
e-' + i 

dx 

eM + l 
1 n2. 

0 

Ejemplo 3. Mostrar que 

valor. 

Solución. 

x(x+1) 
es convergente y hallar su 

dx r dx 
lim 

¡(x+1) b->® . 

b 

lim 
x(x +1) b->® , 

p (x + l-A; )dx 
d x = lim 

(x+1) b->® J 

1 .1 
( _ - )dx 

x x + .1 
• 1 

lim lnx-
!b~ > (d 

Ir. ( x+1 ) 

lim ln( ) + ln2 = ln2 y asi. 
b->oo b+.l 

= lim (lnb-ln(b+l)+ln(2)) = 
1 b->® 

00 

dx 
= ln2!; luego es convergente. 

x ( x+1 ) 

0 

Ejemplo 4. Mostrar que e Kdx es convergente y hallar su valor 
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Solución. 

0 

eMdx = 1 i m 
a—>—œ 

e d = 1 i m e » 
a->-<n 

= lim (l-e~)=l; luego la 
a a—>—oo 

e"dx es convergente y su valor es 1 

Ejemplo 5. Motrar que 
dx 

es convergente para p>l y 

a 

divergente para pi 1, si a>0. 

Solución. 

dx 
— = 1 i m 
xp b->® , 

b b 
'dx 
— = 1 i m 
K p b—>00 

y (3 •+• 1 
~Rdx -- lim 

b~ >oo 1-p 
a 

-a1--»» si p>l 

a 

1 - P 
+® si p<l 

Y si p=l se tiene que 

b 

1 i m 
b->co 

'dx 
1 i. m 1 n x 
b >oo 

b i - p _ a i - p 

1 i m 
a b->oo i~p 

dx 

a 

= lim (lnb-lna) = +<»; de aqui las 
a b~><D 

a 

integrales 
dx dx 

son convergentes y las 

integrales xdx ; x2dx ; 
dx 

Son divergentes, 
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Definición. Si f(x) es continua para todo x, la integral 

f ( x ) d x se d e f i ne por: 

cualquier número real 

f(x)dx f ( x ) d x + f(x)dx, siendo a 

a 

Si ambas integrales f ( x ) d x y f(x)dx convergen entonces la 

a 

integral f(x)dx converge y si cualquiera de las integrales 

f ( x ) d x y f(x)d x diverge en tonces f(x)dx diverge ; si 

f ( x ) d x = A y f(x ) dx = B; en tonces f(x)d x = A+B. 

Ejemplo 1. Motrar que 

OD 

f dx 

k2+1 
es convergente? y hallar su valor, 

Solución. 

0 
dx 

xa+.l 

1 d; 

x 3+l 

0 
dx 
:+.l 

1 i. m 
a->—<n 

dx 
+ 1 i. m 

x2+l b—>œ .. 

dx 

;2+l 
0 a 0 
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lim ArcTan: 
a-> oo 

0 
+ lim ArcTan: 

a b—>oo 
= lim (0-ArcTana)+1im ArcTanb 

0 a—>—oo b—>oo 

TI 
( —TI/2 ) + — = rt; luego 

dx 
es convergente y su valor es TI. 

;2+l 

Ejemplo 2. Mostrar que ;dx es divergente, 

0 

Solución. xd: x d x + xdx ; Como la integral xdx es 

0 0 

divergente ya que lim 
b— >a> 

x d x = lim 
b—>«o 

0 

b b 2 

= lim — =+oo ; se 
0 b->® 2 

puede concluir que xdx diverge. 

b 

Nota : x d x = 1 i m 
b—>oo , 

xdx = 0 es incorrecta, pues la definición 

requiere de la evaluación de 2 limites diferentes. 

Observación 1. 

Las integrales del tipo f(x)dx pueden reducirsen a integrales 
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impropias de la forma 

u=-x. En efecto: 

h(x)dx , si. se hace el cambio de variables 

a 

a 

f ( x ) d x = lim 
a->® 

f(x)d x = lim 
a->a> 

f(-u)du = f(-u)du. 

b 

0 

Ejemplo 1. Mostrar que la 
dx 

x 2+l 
es convergente, 

Solución. 

Sea u=-x; du=-dx y asi 

>t : < ' 

0 0 
r dx 

= lim 
a +1 a->oo J 

0 
dx 

= 1 i ni 
x 2+l a-><D 

du 

u 2+l 
•a 

lim 
a-><o 

du 

u 2+l 

1 du 

u 2+l 
que es convergente, 

0 0 
-1 

Ejemplo 2. Mostrar que la e*dx es convergente, 

Solución. 

1 

e~"d u 1 im 
a—>oo 

1 

e - d ; lim -
a—>oo 

e~ udx = (siendo u=—x y du——dx) 

- oo -a 
-oo 
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lim 
a-> a> 

e~ udu - lim 
a—>® , 

e _ u d u e _ u d u e - Hdx que es 

a 1 

convergente; luego e*dx es convergente, 

Dbservación 2.Si f(x) es continua en [a,b), pero no acotada en 

b 

[a,b); entonces la integral impropia de segunda especie f(x)dx 

puede reducirse a una integral impropia de primera especie, 

mediante el cambio de variable u=l/(b-x). 

En efecto; 

b c 1/(b-c ) 

f ( x ) d x = 1 i. m 
c~>b~ , 

f(x)d x = lim 
c->b" 

1 du 
f(b- - ) — 

u u 2 

a 1/(b-a) 

i du 
f ( b~ — ) — . Si f(x) es continua en (a,b],pero no acotada en 

U Ll"2 

1/ ( b -a ) 
b 

(a,b], la integral impropia f(x)dx se puede reducir a una 

a 

integral impropia de primera especie haciendo u~l/(x-a) : en 

b b 1/(b-a) 

efecto f ( x ) d x = 1 i m 
c—>a" 

f ( x ) d x - 1 i m 
c->aH 

1 du 
f(a+ - ) — 

U LL2 
1/(c~a) 
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l/(c-a) oc 
.1 du 

lim f ( a + — ) — = 
cr>a'+' LI u 2 

1 du 
f(a+ _ ) — 

u u 2 

1/(b-a) 1(/b-a) 

Como todo tipo de integral impropia puede, mediante un cambio de 

variable adecuado, transformarse en una integral impropia de 

primera especie, se enunciarán y se probarán todos los 

resultados para este caso. 

TEOREMA. Si f(x) y g(x) eijtán acotadas en [a,+oo) y f ( x ) d x y 

a 

g(x)dx convergen ambas, entonces i) (f(x)±g(x))dx converge y 

(f(x)±g(x))dx f ( x ) d x ± g ( x ) d x 

a a 

ii) c f(x ) dx c on ve rg e y c f ( x ) d x = c f ( x ) d x . 

a a a 

D e m o s t r a c i ó n 

Como para todo be[a,+®) (f(x)±g(x))d: f ( x ) d x ± g(x)d x ; se 

a a 

b 

tiene que lim 
b—>oo 

(f(x)±g(x))dx = 1im 
b—>oo 

f(x ) d x ± l im 
b— > 00 

g ( x ) d x = 

a a a 
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f ( x ) dx ± g(x)dx asi ( f (x) ±g ( x ) ) d x converge y (f(x)±g(x) ) d x 

a a 

b b 

f ( x ) d x ± g(x)dx - Además como 1im 
b->® 

c f ( x ) d x = 1 i m c 
b->a> 

f ( x ) d; 

a a 

c lim 
b->® 

f ( x ) d x = c f(x)dx; se tiene que cf(x)dx converge y 

a 

c f ( x ) d x = c f(x)dx 

Ejemplo 2. Se sabe que 
d x 

y 
' dx 

son corvergent.es, 

entonces 

i) 

i i ) 

1 1 
— + — )dx es convergente y 

1 .1 
( — + — ) d: 

-) d x e s c o n v e r g e n t e y 
W 3 ) d; 

'dx 'dx 

1 1 

'dx 
(D 
fd: 

.1 .1 

'5 
i. i i ) dx es convergente y 

' 5dx 
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NOTA. La integral 
d x 

x ( x + 1 ) 
es converqente, sin em ba rgo 

.1. 

d¡-; 

(x + 1 ) 

.1 1 

X + .l 
) d x £ 

1 dx * dx 
- ; pues la 

x + 1 

dx 
y 

dx 

:•: + .1. 
s o r» d i v r q e n t e s ; p a r a d a r s e 1 a i. g 11 a 1 d a d d e t) e n ser" a m b ¿t s 

1 

integrales convergentes; como lo dice el teorema. 

La integración por partes es a menudo útil en la evaluación de 

1 a s i n t e g r a 1 e s i m p r o p i a s . Si i f ( x ) y g ( x ) t i e n e n d e r i v a d a s 

c o n t i n u a s e n [a,- ' ® > ; e n t o n c es, p a r a t o d o be II a ,+® ) 

b b 

f ( x ) g ' ( x ) d x = f ( x ) g ( x ) í'(x)g(x)dx. S.i se sabe que dos 

d e 1 o s tres 1 i. m .i t e s 1 i m 
b—> «u 

f ( x ) g ' ( x ) d x ; 1 i m 
b->00 

f ' ( x ) g ( x ) d x y 

a 

1 i m L'f ( b ) g ( b ) - f ( a ) g ( a ) ] e x isten , entonces el te r cero t a m b .i en 
b->® 

existe y f ( x ) g ( : ) d x = 1 i m f ( x ) g ( x ) 
b — > «> 

a 

f' (x)g(x)d x 

a 
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03 

Ejemplo 1. Calcular xe~Kdx 

0 

Solución. 

Sea f(x)=x; f '(;•:) =dx ; g '(;•:) =e~Hdx ; g(x)=-e-><
p luego xe-Md: 

0 

b b 

1 im 
b— >® . 

xe~Kdx 1 im 
b" > ® 

— x e 

0 
0 

e~"d; lim —e" 
b->® 

0 

Ejemplo 2. Calcular e""'" Cosxdx 

0 

Se sabe que 
e~KSenx-e"K C o s x 

e~"Cosxdx 

0 

, luego 
0 

e->< (Senx-Cosx ) 
e"KCosxdx = lim 

b—>oo 
0 

lim e-b(Senb-Cosb)+'í = v¿, 
b—>® 

En algunas oportunidades se necesita saber si una integral dada 

converge o no, sin importarnos el valor a donde converge y es 

por esto que ahora nos dedicaremos a mirar algunos criterios de 

c o r v e r g e n c i a . 

1 . C r i t e r i o de c o m p a r a c i ó n . 

Si f(x) y g (x) son continuas en II a,+®) y 0if(x)íg(x) para todo 

x«[a,+®) y si: 
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i ) S.i g(x)dx converge ; en tonces f(x ) d x c on ve rg e, 

a 

i i ) Si f(x)dx d iverge ; entonces g(x)dx diverge. 

a 

Demostración. 
b 

i) Sea F(b) f(x)dx y 6(b) g(x ) dx; como í(x) y g(x) son 

a a 

continuas y f(x)¿0 y g(x)>0; F y G son crecientes y para todo 

b£[a,+®) se tiene 01F ( b ) £ G ( b ). g(x)dx ; asi F es una función 

monótona acotada entonces lirn F existe y lim F = 
b-->® b->® 

SupCF(x)/x£ [ a,+®)1 y asi lim F(b) = lim 
b->® b->® 

t 
existe. 

f(x)dx f ( x ) d ; 

a a 

ii) Si g(x)dx converge, entonces f(x ) dx converge; es to 

a a 

contradice la hipótesis, 

E j e m p l o 1 . Most, r a r q u e 
1 dx 

X--+1 
es c on ve rq en te. 
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Solución. 

i .1 
Se sabe que :£ — con x£l; y como 

x 38+.1 x 2 

dx 
es convergente, se 

tiene que 
' dx 

xa+l 
es convergente ya que 

dx 

x2+l 

'dx 

Ejemplo 2. Mostrar que 

Solución, 

dx 
es converqente 

0 

' d; 

>; = + ! X=* +1 

dx 

xa+l 
la 

d x 

x2+l 
es convergente; pues 

dx 
es 

0 0 0 

un numero y 
' dx 

x2+i 

dx 
y asi es convergente, luego 

+ J. 

dx 
es convergente 

x2+l 

Ejemplo 3. Mostrar que 
1 n x 

x°+.t 
dx es convergente, 

Solución. 

I ri x i x y asi 

00 

r 1 n X 

x®+l 
dx 1 

x d x 

xs+l 

" X d X d X 
que es convergente y 
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a s i 
' 1 n x 

d e s c o n v e r g e n t e . 
x°+l 

Ejemplo 4. Mos t ra r que 
x=dx 

x M + S e n 2 x + ln2x+2 
es convergent e , 

Solución. 

y asi 
Sz®+Senax+1 n ax+2 x3«3 x i B 

;adx 

x 2 0+Sen 2x+ln 2x+: 
es 

1 

convergente, ya que 
-d : 

converge y 
xad x dx 

x 2 0+Sen 2x+ln 2x+2 

Ejemplo 5. Mostrar que 

Solución, 

dx 

M-e" +1 n 2 ( x + 1 )+x* 
es convergente, 

0 

dx 

2+e" + ln'-- ( x+1 ) + x** 

dx 
que es convergente y asi 

13 0 

d x 

!+e" +1 n a ( x + 1 )+x4 
es convergente. 

Ejemplo 6. Mostrar que e~ " d x es con ve rgen te, 

0 
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Solución. 

e-x-dx = e~""dx + e~K"dx + e~Mdx y asi dx es 

0 0 0 

convergente ya que e-"*dx y e"M dx convergen. 

0 

Ejemplo 7. Mostrar que 
rdx 

lnx 
es divergente. 

Solución. 

(D a> 

1 í 
lnxlx; ¿ - y 

ln A A 

dx 

lnx 

rdx 
; Como es divergente, se 

concluye que 
x 

1 n x 
es divergente. 

Ejemplo 8. Most.r£*r que 
x2~l 

dx es divergente, 

Solución. 

xa-l x a-l 

( x A+16) 
es divergente; pues para x>í 

(x 6+16) 1 / a 

00 
rdx 

como diverge entonces 
xa-l 

( x^+lò) 
d iverge, 

171 



2. C r i t e r i o . 

Si f(x) es continua para todo en [a,+m) y lim f ( x ) existe, 
x - > a> 

entonces lim f(x)=0 es una condición necesaria para la 

convergencia de 

Demostración . 

f ( x ) d : 

a 

Si lim f(x) = L=ya. Si L>0; entonces existe un número Nia tal 

que f(x)>L/2 para todo x>N. Para todo Xi,b con b>xx>N. 

b b 
L L 

f ( x ) d x > - dx = _ ( b-XjL ) . 

L(b-a) 
Como lim = a>, 

b •-><*> 2 
f(x)dx divercje. Ahora 

f ( x ) d x + f(x)dx f(x)dx; de modo que lim 
b->® 

f ( x ) d x = +*>; 

a 

implica que lim 
b-->® 

f(x)dx = +<D , la prueba para L<0 es análoga. 

a 

Por lo tanto s.i , L=j_-0 entonces 

Ejemplo 1. 

f(x)dx diverge. 

172 




