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Resumen

En este trabajo relacionamos los conceptos de 3-mariposa y cristalizacion. El primero
de naturaleza geométrica y el segundo de naturaleza topolégica. Las 3-mariposas bus-
can estudiar los enlaces de 3-puentes y su clasificacién. Las cristalizaciones estudian
las 3-variedades de género dos y su clasificacién. Las 3-mariposas pueden ser codificadas
mediante una 6-tupla de enteros positivos de la forma {my, ny, ma, ny, ms, n3} y las cristal-
izaciones se pueden codificar también con una 6-tupla de la forma (hg, k1, he; qo, g1, ¢2)-
Todos estos enteros cumplen ciertas propiedades aritméticas sencillas.
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Introduccion

La buisqueda de un catalogo o censo para todos los enlaces de 3-puentes es el marco en el
que se desarrolla este trabajo y uno de los resultados que obtuvimos es el de haber podido
establecer y aprovechar la estrecha relacion que existe entre los conceptos, desarrollados
en forma independiente, conocidos como m-mariposas y cristalizacion.

Los profesores Mike Hilden, José Maria Montesinos, Margarita Toro y Débora Tejada
introdujeron el concepto de m-mariposas, con el propésito de estudiar los enlaces de m-
puentes y, muy en particular, los enlaces de 3-puentes y su clasificacién, ver [31], [32], [56]
y [58]. Una escuela de matemadticos italianos conformada por Ferri, Gagliardi, Casali,
entre otros, introdujeron el concepto de cristalizacién, con el objetivo de estudiar las
n-variedades, en particular poder clasificar las 3-variedades de género dos, ver [7], [15],
[35], entre otros. La relacién entre estos conceptos se da via el concepto de cubierta doble
de S3, ramificada sobre un enlace L.

Como nuestro interés en este trabajo son las 3-mariposas y las 3-variedades, entonces,
podemos decir de manera intuitiva, que una 3-mariposa es una 3-bola B? con tres caras
poligonales C, Cy v Cs en B3 = S?, donde cada cara C; estd dividida por un arco t¢
en dos subcaras con igual nimero de vértices, las cuales son identificadas mediante una
reflexién a lo largo de dicho arco. Después de hacerse las identificaciones en cada cara,
se obtiene una representacién de un diagrama con tres puentes de un enlace L.

De la misma manera, una cristalizacién de una 3-variedad M es, de forma intuitiva,
un grafo 4-regular I'(M), coloreado por aristas con cuatro colores y que bajo ciertas
condiciones, que veremos después, representa la 3-variedad M. Todos estas definiciones
las formalizaremos en los Capitulos 1 y 2.

La forma de representar los diagramas obtenidos al identificar las caras de una 3-
mariposa tiene muchas ventajas y podra verse en este trabajo y en las referencias citadas,
que estos diagramas tienen una gran similitud con la forma normal de Schubert para
representar los enlaces de 2-puentes L(p, q) o p/q.

En [33] se dio un paso definitivo para la clasificacién de los enlaces de 3-puentes: se
asigné a cada diagrama de 3-puentes de un enlace un conjunto de 6 enteros positivos
{my,n1, ma, ny, m3,n3}, que cumplen ciertas condiciones aritméticas simples. Con esta
6-tupla se describe completamente el diagrama y también se define una forma normal
de Schubert para los enlaces de 3-puentes. En este trabajo continuamos utilizando esta
herramienta y usando la codificacion {my, ny, ms, ne, ms, ng} para una 3-mariposa aso-
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ciada a un enlace L, encontramos algoritmos para hallar el cédigo de Gauss asociado
al diagrama y mostramos una forma de describir el grupo fundamental en términos de
estos seis enteros. Para la descripciéon del grupo fundamental del enlace usaremos la
presentacién por debajo y por encima.

En [15], Ferri muestra un algoritmo que permite construir una cristalizacién a partir de
un diagrama D de k-puentes de un enlace L. Esta cristalizacién representa una 3-variedad
M, la cual es una cubierta doble de S® con conjunto de ramificacién en enlace L. Este
algoritmo serd una de las piezas claves para el desarrollo de nuestro trabajo. En [7] los
autores muestran como construir y cémo codificar una cristalizaciéon que represente una
3-variedad M de género 2. Esta codificacién se logra asignando a cada cristalizacién una
6-tupla de enteros (hg, b1, he; qo, q1, q2), donde estos enteros cumplen ciertas condiciones
aritméticas sencillas que se verdn mé&s adelante. Una cristalizaciéon codificada de esta
manera tiene una gran simetria y ademads representa una 3-variedades M, la cual es una
cubierta doble de S con conjunto de ramificacién un enlace L. Por su gran simetria a
éstas cristalizaciones se les llama cristalizaciones 2-simétricas.

Toda 3-variedad M de género menor o igual que dos puede ser representada por una
6-tupla de enteros (hg, h1, ha; qo, q1,2). Un problema que atin permanece abierto es el
de clasificar todas las 3-variedades de género dos, pero en términos de 6-tuplas, el prob-
lema se traduce en preguntarse jcudndo dos cristalizaciones codificadas con las 6-tuplas
(ho, h1, he; qo, q1,q2) v (hy, By, hh; qb, ¢4, ¢5) representan la misma 3-variedad? Con el ob-
jetivo de hacer un catdlogo de 3-variedades de género 2, se introduce el concepto de
complejidad de una cristalizacién y se procede a hacer el catdlogo de todas la cristal-
izaciones hasta una complejidad dada. En [6], [8], [25] y [35] se muestra la clasificacién
de todas las 3-variedades con complejidad menor o igual que 21. Esta complejidad estéd
relacionada con la complejidad de 3-variedades introducida por Matveev. Ver [41] y [42].

Podemos dibujar una cristalizacién o una 3-mariposa conociendo su codificacién. De
manera inversa, conocido un diagrama de una 3-mariposa o el dibujo de una cristal-
izacién 2-simétrica, podemos obtener su codificacién. También es un problema abierto
poder determinar cudndo dos 6-tuplas {my, ny, me, ne, ms, ng}t y {ml,nl, my, nb, ms, ni}
representan la misma 3-mariposa. Sin embargo es posible determinar si una 3-mariposa
es reducida o no. Ademds, si un enlace L con b(L) = 3, tiene un diagrama representado
por una 3-mariposa reducida, entonces es posible determinar si el enlace L es un nudo, o
es un enlace de dos o tres componentes, ver [33]. Es decir, se clasifican las 3-mariposas
reducidas y aquellas reducidas que representan un enlace de 3-puentes en términos de las
componentes del enlace.

Uno de los propdsitos mdas importantes de este trabajo serd encontrar un método
que nos permita obtener una 6-tupla asociada a una cristalizacién a partir de una 6-
tupla asociada a una 3-mariposa y de forma inversa, obtener una 6-tupla asociada a
una 3-mariposa a partir de una 6-tupla asociada a una cristalizacién. En la mayoria de
veces, dibujar un diagrama que represente una 3-mariposa o una cristalizacién 2-simétrica
puede ser un trabajo demasiado desgastante, y es alli donde estas codificaciones toman
una gran importancia, pues nos permite, mediante el uso de programas computacionales
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como Mathematica y el diseno de algunos algoritmos, obtener informacién importante de
nuestras cristalizaciones o diagramas de 3-mariposas.

Dado un diagrama de una 3-mariposa que represente un enlace L, podemos entonces
en algunas situaciones reconocer la 3-variedad M que es cubierta doble de S® con conjunto
de ramificacién el enlace L. De forma inversa, dada una codificacién de una 3-variedad M
que sea cubierta doble de S? con conjunto de ramificacién el enlace L, entonces podremos
en algunas ocasiones reconocer el enlace L.

Introducimos el concepto de Seudomariposa, que corresponde a debilitar la condicién
del nimero de componentes conexas del tronco 7. Este concepto de seudomariposa se
introduce debido a que en ciertas ocasiones nos encontraremos con diagramas donde el
nimero de componentes del tronco 7" es menor o igual que dos.

Como algunas consecuencias de nuestro estudio, podremos darnos cuenta si b(L) < 2
para un enlace L, al cual se le conozca un diagrama de 3-mariposa asociado.

Damos condiciones suficientes para que una 3-mariposa describa una suma conexa
de nudos racionales. Como el nimero de puentes de un nudo satisface que b (L#K) =
b (L) + b (K) — 1, ver [5], tenemos que un nudo de 3-puentes puede ser sélo la suma
de dos nudos de 2-puentes o ser primo. Asi que basta poder identificar la suma conexa
de nudos racionales. Para enfrentar este problema de la suma de nudos racionales fue
imprescindible el uso de las cristalizaciones y el problema andlogo del estudio de la suma
conexa de 3-variedades, ver [6]. Para resolver este problema hicimos uso de la definicién de
suma conexa de cristalizaciones definida en [19]. En [25] desarrollan unas movidas que
nosotros aprovechamos. Estas mismas movidas nos sirven para enfrentar el problema
de detectar si una 3-mariposa representa un enlace racional. Mostramos mediante un
ejemplo, que una 3-variedad M puede ser una cubierta doble de S con conjuntos de
ramificacién distintos, lo que nos dice que este método no funciona para enlaces de dos
o tres componentes y conjeturamos que el método se puede implementar para nudos.

Este trabajo estd dividido en 5 capitulos, de los cuales los que contienen nuestro
aporte principal son los capitulos 3, 4 y 5 Ahora procedemos a dar un breve resumen de
cada uno de ellos, destacando las ideas principales.

En el Capitulo 1 se hace una recopilacién de conceptos generales conocidos de m-
mariposas y cristalizaciones para n-variedades. No se dan pruebas, pero se hacen algunos
ejemplos y graficos para clarificar los conceptos. En la Seccién 1.1 definimos el niimero de
mariposa de un enlace L, el cual se denota como m(L). Uno de los resultados de gran im-
portancia de este capitulo es el que garantiza que b(L) = m(L) para todo enlace L. En la
Seccién 1.2 se da otro resultado importante que garantiza que toda 3-variedad M admite
una cristalizacién. Introducimos los movimientos dipolos. Estos movimientos permiten
transformar una cristalizacién en otra, sin que cambie la variedad representada. Podemos
decir que estos movimientos dipolos son andlogos a los movimientos de Reidemeister para
enlaces. Se muestra la manera de formar la suma conexa de dos cristalizaciones. Damos
algunos ejemplos gréficos que permitirdn al lector entender algunas definiciones.

El Capitulo 2 es dedicado exclusivamente al estudio de las 3-mariposas. En la Seccién
2.1, se muestra la manera en la que se le asocia una 6-tupla de enteros a una 3-mariposa.
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Se definen las 3-mariposas de tipo 1 y las 3-mariposas de tipo 2. Las 3-mariposas de
interés en este trabajo serdn las de tipo 1, ya que las de tipo 2 pueden ser reducidas
a las de tipol, mediante un movimiento denominado mowvida wave, que se estudia al
final del capitulo. En la Seccién 2.2 enunciamos un teorema de clasificacién de las 3-
mariposas de tipo 1. La Seccién 2.3 describe el algoritmo para construir un diagrama
canénico de 3-puentes de un enlace L. La Seccién 2.4 es dedicada a describir una serie
de permutaciones asociadas a una 3-mariposa. Estas permutaciones son una herramienta
fundamental, pues con ellas se describe la 3-mariposa, se dan algunos de los teoremas de
clasificacién, permiten encontrar el cédigo de Gauss del diagrama y ademds son utilizadas
en la descripcién del grupo fundamental del enlace asociado a la 3-mariposa. En trabajos
futuros pretendemos explotar més estas permutaciones. En la Seccién 2.5 simplemente
se muestra cémo asociarle un cédigo de Gauss a una 3-mariposa. Este cédigo es pri-
mordial para hallar invariantes de enlaces, como el nimero de componentes del enlace,
los polinomios de Jones y Homfly, entre otros. También nos da una forma simple de
detectar las movidas wave. En la Seccién 2.6 se define un orden total en el conjunto de
las 3-mariposas y a partir de este orden definimos la forma normal de Schubert para un
enlace de 3-puentes.

En el Capitulo 3 nos dedicamos solamente a estudiar aspectos relevantes sobre la
cristalizaciones y las 3-variedades de género dos. En la seccién 3.1 describimos las cristal-
izaciones que representan 3-variedades de género dos mediante los grafos 4-coloreados.
Se dan algunas caracterizaciones para que un grafo sea una cristalizacién, describimos el
algoritmo de Ferri, [16], el cual permite obtener una cristalizacién a partir de un diagrama
de 3-puentes para un enlace L. Mostramos la manera de codificar una cristalizacién me-
diante una 6-tupla de enteros y la forma en que se colorea el grafo, ademds de algunas
definiciones técnicas. En la Seccién 3.2 se introduce una serie de transformaciones cono-
cidas como transformaciones 2-simétricas. FEstas transformaciones envian una 6-tupla
en otra 6-tupla y ambas representan la misma 3-variedad. En el Capitulo 5 mostraremos
una aplicacién, donde usamos estas transformaciones.

En el Capitulo 4 mostramos la relacién que existe entre las 3-mariposas y las cristal-
izaciones de 3-variedades de género dos. En la Seccién 4.1 enunciamos los dos teoremas
centrales de este trabajo, donde se muestra la relacién entre las 6-tuplas de cristalizaciones
y las 6-tuplas de 3-mariposas. Construimos en la Seccién 4.2 un algoritmo para obtener el
grupo fundamental de un nudo K de 3-puentes. Para eso utilizaremos las permutaciones
introducidas en la Seccién 2.4. En la Seccién 4.3 simplemente construimos un patrén
particular del grupo fundamental para ciertas familias de diagramas de 3-mariposas. Por
ultimo, en la Seccién 4.4 se describe mediante un algoritmo una manera en la que se
puede hallar el grupo fundamental de una 3-variedad conociendo la codificacién de una
cristalizacién que la represente.

El Capitulo 5 es dedicado a mostrar algunas aplicaciones y resultados para 3-mariposas.
Para lograr el objetivo de la clasificacién de los enlaces de 3-puentes via las 3-mariposas
necesitamos tener métodos claros y algoritmos precisos para contestar las preguntas:
., Cudndo el enlace es trivial?; Cuantas componentes tiene? ;En efecto es de 3-puentes o



es un enlace racional?;Es primo o es suma conexa? Para tener una clasificacién com-
pleta es necesario también poder tener algoritmos que nos permitan decir si dadas las
3-mariposas Dy = (my, ny, ma, ng, ms, ng) y Dy = (m}, n, ms’, nk, ms, nf) ellas son equiv-
alentes, es decir, si representan el mismo enlace. Para el caso de los enlaces racionales,
todas estas preguntas tienen respuestas precisas en términos de la forma normal de Schu-
bert del enlace racional. En el Apéndice hacemos una recopilacién de algunos de los
resultados que se conocen para enlaces racionales. En el caso de los enlaces de 3-puentes
el problema es mucho més complejo y no esperamos poder tener férmulas cerradas y com-
pactas, sino que podemos resolver estas preguntas por medio de algoritmos concretos.
En los capitulos anteriores ya habfamos resuelto algunos de los problemas que siempre
se quieren resolver, cémo la forma de dibujar el nudo, encontrar invariantes, entre ellos
el grupo fundamental. En este capitulo vamos a probar que podemos identificar com-
pletamente el enlace trivial, damos férmulas para la imagen espejo y la suma conexa.
Damos condiciones suficientes para que una 3-mariposa describa un enlace de 2-puentes
y para que sea la suma conexa de dos racionales. En la préactica, estas condiciones su-
ficientes han mostrado ser también necesarias, asi que hacemos un par de conjeturas al
respecto. En trabajos posteriores vamos a estudiar estas conjeturas. Adicionalmente se
agregan algunas tablas que relacionan codificaciones de 3-mariposas con codificaciones
de cristalizaciones.

En el Apéndice hacemos una breve recopilacién de conceptos generales que creemos
vale la pena tener juntos. Como en el trabajo el concepto de nimero de puentes de
un enlace es fundamental, en el Apéndice damos la definicién que vamos a usar. Es
importante, pues algunos autores, como [46] trabajan con un concepto de nimero de
puentes menos restringido, pues permite puentes que no pasen sobre ningtn cruce. La
familia de los enlaces de dos puentes estd completamente clasificada. Gran parte de
esta clasificacién se hizo utilizando como herramienta la cubierta doble de S® ramificada
sobre el enlace. En el Apéndice hacemos un recuento de algunas de las propiedades que
se conocen de los enlaces de 2-puentes, ya que el objetivo final del estudio de los enlaces
de 3-puentes es poder tener una lista similar de propiedades. Claro que sabemos que
la clasificacién de los enlaces de 3-puentes no puede ser tan simple, ya que se empieza
con una gran desventaja: la falta de unicidad en los diagramas de 3-puentes. Se habla
también un poco de los espacios lenticularess y de los diagramas de Heegaard extendidos.

Para concluir esta introduccién hagamos referencia al problema de la identificacion
de los enlaces de 3-puentes. Dada la falta de unicidad de la representacién como 3-
mariposa, lo que hicimos fue definir la forma normal de Schubert del enlace, y esta forma
normal de Schubert si es tnica, asi que a la pregunta de cuando dos 3-mariposas Dy y
D5 representan el mismo enlace, la respuesta es: busque la forma normal de Schubert de
Dy y Dy y se tiene que Dy y Dy son equivalentes si y solo si sus formas normales de
Schubert son la misma. Esta es una solucién tedrica que ain no nos satisface, pero que
es la tnica que tenemos. Para poder usarla, lo que hacemos es crear un censo de todos
los enlaces de 3-puentes, ordenados como se definié en la Seccién 2.6. A estos enlaces se
les estudia completamente todos los invariantes. Al tomar una nueva 3-mariposa, se le
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calculan los invariantes, que ya sabemos hacer por medio del cédigo de Gauss, y se busca
en la tabla para saber si es uno de los enlaces ya listados o no.

Como ya dijimos, esto no es satisfactorio y continuamos en la tarea de hallar movimien-
tos de 3-mariposa que nos permita mejorar este proceso. En su tesis de doctorado O.
Hermosillo, [28], defini6 unas movidas de 3-cucas, que corresponden a movidas de 3-
mariposa. En futuros trabajos vamos a analizar estos movimientos. Con la ayuda de la
cristalizacién de la cubierta doble de S® ramificada sobre el enlace, también disponemos
de herramientas para modificar el enlace. El problema de este método es que al hacer
la modificacién, se puede modificar el enlace sin que se modifique la 3-variedad, como
se ve en la Seccién 5.1. Este contraejemplo lo tenemos para enlaces de 2 componentes,
pero para nudos el método ha sido muy eficiente en la practica, asi que este es otro
de caminos que deseamos continuar estudiando: cémo utilizar las movidas dipolo para
definir movidas de 3-mariposas.

Para trabajos futuros queremos extender algunos resultados a 4-mariposas y si es
posible a m-mariposas. Para las 4-mariposas debemos buscar, al igual que para las
3-mariposas, un conjunto de enteros que nos permita codificarlas y poder reconocer di-
agramas para enlaces de 4-puentes. Queremos también poderles asociar cristalizaciones
y asi poder tener informacién sobre las variedades asociadas mediante la cubierta doble
ramificada. Al final del Capitulo 5 hacemos un breve recuento de las preguntas abiertas
y conjeturas que establecimos en el trabajo, asi como una lista de trabajos futuros que
deseamos desarrollar.
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Capitulo 1

Mariposas y Cristalizaciones

En este capitulo damos las definiciones bédsicas y mostramos algunos resultados bésicos
e importantes relacionados con los conceptos de m-mariposas y cristalizaciones. Para
estudiar un poco sobre las m-mariposas recomendamos ver [28], [31], [32], [33], [56] ¥
[58]. Para leer sobre cristalizaciones recomendamos ver [6], [7], [8], [15], [16], [19] v [49],
entre otros.

Queremos resaltar que el concepto de m-mariposa tiene un sentido geométrico y el de
cristalizacién tiene un sentido combinatorio. Sin embargo, existe una estrecha relacion
entre estos dos temas que queremos establecer y aprovechar en el transcurso de este
trabajo. Las m-mariposas tienen como objetivo estudiar los enlaces de m-puentes y
las cristalizaciones buscan estudiar las n-variedades. El concepto de m-mariposa fue
introducido hace unos pocos anos por los profesores Margarita Toro, M. Hilden, Débora
Tejada y Jose Maria Montesinos. Con el uso de herramientas computacionales, podemos
aplicar el concepto de m-mariposas a nudos para hallar algunos invariantes haciendo uso
de los nudos combinatorios.

El concepto de cristalizacién fue introducido por una escuela de matematicos italianos
a finales del siglo XX, con el propésito de estudiar la clasificacién de las 3-variedades
conexas y cerradas de género dos. Las cristalizaciones al igual que las m-mariposas usan
la teorfa de grafos como herramienta fundamental. Hasta el momento sélo se conoce
la clasificaciéon de las 3-variedades primas de género dos de complejidad méximo 21.
En este capitulo y el resto del trabajo haremos uso de la topolologia P.L. Es decir,
nuestros espacios y mapeos serdan lineales a trozos (piecewise-linear). Para definiciones y
propiedades de la topologia P.L remitimos al lector a [51].

La relacién existente entre las m-mariposas y cristalizaciones nace a partir de un
trabajo de Ferri [15], donde se describe la manera de c6mo construir una cristalizacién
a partir de un enlace L de m-puentes. De éste algoritmo hablaremos en el Capitulo 3.
Ademds estas cristalizaciones representan 3-variedades, las cuales son cubiertas dobles

de S? ramificadas sobre el enlace L.



1.1 Enlaces de m-puentes y m-mariposas

A continuacién definiremos lo que es una m-mariposa, y daremos algunos resultados sobre
éstas. Para un estudio riguroso ver [33], [32] y [58].

En forma intuitiva podemos decir que una m-mariposa es una 3-bola B3 con m > 0
caras poligonales M;, para i = 1,...,m, en su frontera S? = 9B3, tal que cada cara M,
llamada 1-mariposa, estd subdividida por un arco t; en dos subcaras. Al arco t; se le
llama tronco de la 1-mariposa M; y las dos subcaras que dividen a M; tienen el mismo
nimero de vértices. Las dos subcaras de cada M; son identificadas por una reflexion
a lo largo del arco ¢;. Una vez hechas las identificaciones de cada 1-mariposa a través
de la reflexion, los troncos quedan formando un enlace L, y se dice que la m-mariposa
representa el enlace L. La Figura 1-1 muestra un ejemplo de una 6-mariposa y una

3-mariposa.

Figura 1-1: 6-mariposa y 3-mariposa

Ahora formalicemos el concepto de m-mariposa.

Sea R un grafo conexo con m regiones embebido en S? = 9B3, donde B? es una
3-celda cerrada, asi que S*\R es una unién disjunta de m 2-celdas abiertas. Ahora,
denotaremos por M;, para i = 1,...,m, cada una de las 2-celdas determinadas por R,
de modo que dM; es un subgrafo de R. Por comodidad denotemos por M una 2-celda
cualquiera de S?\R.

Para n € N, sea M, un poligono regular en el plano, el cual represente la cerradura
convexa de las 2n-ésimas raices complejas de la unidad. Denotamos por ]\04 on al interior
de M,, y por M a la clausura de M. Definimos una parametrizacién de M como una

funcién f : M,y, — M con las siguientes propiedades:



o
1. f |]\c>[ es un homeomorfismo de M, a M.
2n

2. La restriccién de f a una arista de My, es un homeomorfismo lineal de dicha arista

en una arista del grafo R.

3. La funcién f como un mapeo de las aristas de dMs,, a las aristas de OM es una

funcién a los més dos a uno.

Supondremos que R es tal que cada M tiene una parametrizacion f : M, — M
para algin n y fijaremos una parametrizaciéon f); para cada M.

La conjugacién compleja z +— Z, restringida a Ms, o a dMs, define una involucién y
una relacién de equivalencia sobre las aristas y vértices de M, y ésta a su vez induce

una relacién de equivalencia sobre las aristas y vértices de M y también sobre los puntos
de M. Es decir, para A y B puntos de M:

A~ Bsiysolosi fif (A) = f,, (B) o f (A) = fift (B),
donde f;,' (B) ={z:z € fi; (B)}.

La relacién de equivalencia sobre las aristas de M induce una relacién de equivalencia
sobre el grafo R. Esto es, x >~ y si y sélo si existe una sucesién finita r = x1,..., 2, =y
con x; ~x;p parat=1,...,1 —1.

Cada My, contiene el segmento [—1, 1], el cual es el conjunto de puntos fijos de la con-
jugacion compleja restringida a Ms,. La imagen de este segmento de linea, fy; ([—1,1]),
es llamado el tronco t. Asi, una pareja del tipo (M,t) es llamada una 1-mariposa con
tronco t.

Las alas W y W’ de la 1-mariposa M son justamente las subcaras de cada cara M y
W N W’ = t. Denotaremos con 1" como la coleccién de todos los troncos t sobre todas las
caras M de R.

Para m > 1 una m-poligonalizacion es una pareja (R,T) donde T tiene m compo-
nentes.

Denotaremos por M (R, T) el espacio B3/ ~ con la topologia del mapeo identificacién
p: B3> — M (R,T) con respecto a la relacién de equivalencia descrita arriba.

En este caso la funcién p es una funcién PL y M(R,T) es un poliedro.

Las clases de equivalencia de puntos de M contienen dos puntos, excepto aquellos
puntos de fy ([—1,1]) donde solamente existe uno. Nétese que si = es un vértice de R,

su clase completa bajo la relaciéon de equivalencia ~ estd conformada enteramente de
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vértices. Un vértice de R NT serd llamado un A-vértice. Un miembro de p~!(p(v)),
v € RNT y el cual no sea un A-vértice es llamado E-vértice. Al conjunto formado por

los A-vértices y los E-vértices lo llamaremos el conjunto de vértices admisibles.

Definicién 1.1.1 Sean R y T' como antes. Para m > 1 una m-seudomariposa (R, T')
es una 3-bola B> con m mariposas (M;,t;), i =1,...,m, sobre su frontera S* = B3, tal

que:
1. Los A-vértices y los E-vértices son bivalentes en R.

2. El tronco T tiene a lo mds m componentes.

Si el tronco T tiene exactamente m componentes entonces diremos que (R,T) es

una m-mariposa.

De la definicién de m-mariposa se tiene que los troncos de las distintas 1-mariposas
son disjuntos y que ningin A-vértice puede ser extremo de dos troncos diferentes.

En [32] la definicién de poligonalizacién y de m-mariposa dan origen a la aparicién
de otros tipos de vértices que en este trabajo no tendremos en cuenta.

Dos m-mariposas (R, T), (R',T") se llaman equivalentes si existe un homeomorfismo

f de S? en sf mismo que envia (R, T) sobre (R',T") y que preserva la estructura de grafo
de Ry R

Nota 1.1.1 El concepto de m-seudomariposa en este trabajo, nace del hecho de que nos
encontraremos con poligonalizaciones (R, T) de la 3-bola B? en las que dos o mds troncos
de algunas 1-mariposas pueden pegarse, es decir, comparten por lo menos un A-vértice.

Esto conlleva a que el tronco T pueda tener menos de m componentes.

La Figura 1-2 muestra 3 ejemplos de 3-seudomariposas.

En el Capitulo 4 trabajaremos con un algoritmo que puede modificar una m-mariposa
en una m-seudomariposa. Cuando sea necesario a ciertas poligonalizaciones las llamare-
mos seudomariposas. En trabajos posteriores profundizaremos més sobre el concepto de
seudomariposa.

Los siguientes resultados son centrales en el estudio de las m-mariposas y sus pruebas

se puenden consultar en [32].

Proposicién 1.1.1 [33] Para cada m-mariposa (R,T), el espacio M (R,T) es una 3-
variedad homeomorfa a S* y la imagen del tronco p (T) es un enlace, donde
p: B> — M (R,T) es la funcion identificacion.
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a b c

Figura 1-2: 3-seudomariposas

Definicién 1.1.2 Si K es un enlace con un diagrama que puede ser obtenido a partir
de una m-mariposa (R, T), decimos que K tiene una representacion como m-mariposa

(R,T) con nimero m de mariposas, o que la m-mariposa (R, T) representa a K.

Proposicién 1.1.2 [33] Todo enlace L puede ser representado por una m-mariposa, para

algin m > 1.

Definicién 1.1.3 Definimos el nimero de mariposa de un enlace L, denotado
m (L), como el minimo entre todos los m tales que L admite una representacion como

UNa M-MmariPosa.

Veamos con un ejemplo cémo representar el enlace de 2-puentes L utilizando 2-
mariposas. Primero, dibujamos en el plano una circunferencia con 2p puntos igualmente
espaciados sobre la circunferencia, luego trazamos una recta que contenga un didmetro
de la circunferencia e intersecte dos de dichos puntos, de tal manera que los 2p puntos
queden divididos en p — 1 puntos a cada lado de la recta sobre la circunferencia, ver
Figura 1-3a.

Luego, giramos en sentido antihorario el circulo ¢ posiciones con respecto a los puntos,
dejando fija la parte de la recta fuera del circulo. Tanto el didmetro girado como la
parte de la recta que queda por fuera del circulo forman los troncos de cada una de
las 1-mariposas dadas por el circulo y su exterior, ver Figura 1-3b. Este diagrama es
la 2-mariposa del enlace de 2-puentes E, y el enlace se obtiene al identificar las caras
mediante una reflexiéon con respecto a los troncos.

Para construir el diagrama del enlace representado por la 2-mariposa, unimos cada

uno de los puntos opuestos a los troncos por medio de arcos que no se intersecten y
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Identificacién
de las caras

C

Figura 1-3: Presentacién en 2-mariposa del nudo g

que pasen por debajo de los troncos, ver Figura 1-3c. En esta construccion los troncos se
convierten en los puentes del enlace. Todos los enlaces de 2-puentes estdn completamente
clasificados mediante una fraccién, o nimero racional Z—?, ver [52].

La Figura 1-4 muestra un ejemplo cldsico de Thurston, el cual representa una 6-
mariposa y cuya identificacién de sus caras da origen al enlace conocido como los anillos

de Borromeo, ver [55].

N\
_—
T A A
~ ook
XT3

Figura 1-4: Anillos de Borromeo

A continuacién tenemos uno de los resultados méds importantes acerca de las m-
mariposas, el cual relaciona el nimero de mariposa, m(L) y el nimero de puentes de un
enlace L, denotado b(L).

Proposicién 1.1.3 [33] Para todo nudo o enlace L, b(L) = m (L).



1.2 Cristalizaciones y n-variedades

En esta secciéon daremos algunas ideas generales acerca de las cristalizaciones y su relacién
con las n-variedades. Los grafos jugardn un papel primordial en el estudio de las cristaliza-
ciones. El propésito de las cristalizaciones es estudiar la clasificacion de las n-variedades
conexas y cerradas de género dos. De las 3-variedades hablaremos en la seccién 1.4.

En este trabajo nuestros grafos tienen un nimero finito de vértices y aristas, pueden

tener aristas multiples y no tienen lazos.

Nota 1.2.1 A partir de este momento y en lo que resta del trabajo, siempre que hablemos
de una n-variedad M, entenderemos que es conexa y cerrada. Algunas veces lo haremos

notar y otras veces no.

Definicién 1.2.1 [19] Un grafo n + 1-regular coloreado I' = (V(I'), E(I')), es un
grafo con aristas coloreadas mediante el mapeo v : E(T') — A, = {0,1,...,n}, tal que
v(e) # v(f) para cada par de aristas adyacentes e y f. Si v y w son los vértices de una
arista e € E(I") tal que y(e) = i para algin i € A, entonces diremos e es una i-arista
y que v y w son i-adyacentes. Si T = (V(T'), E(T')) es un grafo n + 1-reqular coloreado,

entonces diremos simplemente que es un grafo n + 1-coloreado y se denotard (T, 7).

Dados dos grafos n + 1-coloreados (I',y) y (I',7’), con conjuntos de colores A, y A/
respectivamente, un isomorfismo ¥ : I' — I" es llamado un isomorfismo que preserva
color (c.p-isomorfismo) si y s6lo si existe una biyeccién ¢ : A,, — Al tal que
7 oW = ¢ o~. En este caso se dice que los grafos (I',y) y (I",7) son isomorfos.

La Figura 1-5 muestra dos grafos cp-isomorfos para el espacio proyectivo RP3.

RP3 RP3

Figura 1-5: Grafos cp-isomorfos



Para cada 8 C A, denotaremos I'; = (V(T'),v*(5)), el subgrafo de (T',v), cuyo
conjunto de vértices es V(I') y cuyo conjunto de aristas son las aristas de (I', ) coloreadas
con los colores del subconjunto 3. Cada componente conexa de I's serd llamado un
B-residuo. Por cada color i € A,, se denotard i = A, — {i}.

Dado un grafo n + 1-coloreado (I',7) con A,, = {0,1,...,n} es posible construir un
seudocomplejo (ver Apéndice A) n- dimensional K = K (I') de la siguiente manera:

1. Se toma un n-simplejo o™ (z) por cada z € V(I'), y luego se marcan los vértices de
o"(x) con los elementos de A;

2. Sizyy e V(I') estdn unidos por una arista e y y(e) = ¢, entonces se identifican
las (n — 1)-caras de 0" (z) y 0"(y) opuestas a los vértices marcados con el color ¢, de
modo que vértices igualmente marcados sean identificados.

La Figura 1-6 muestra un seudocomplejo para S* obtenido a partir de un grafo 4-

coloreado representando a S®.

S3

Figura 1-6: Seudocomplejo para S3

Definicién 1.2.2 [19] Una cristalizacion de una n-variedad conexa y cerrada M, es un

grafo n + 1-coloreado (T',~) que representa a M y es contraido.

Un grafo 4-coloreado que representa una n-variedad conexa y cerrada M es llamado un
3-gem (Graph-encoded 3-manifold), ver [39]. La Figura ?? muestra dos cristalizaciones:
una para el espacio proyectivo RP? y dos para el espacio lenticular L(3,1). Esta figura

muestra dos cristalizaciones diferentes para L(3,1).

Teorema 1.2.1 [11] Sea M una PL n-variedad conexa y cerrada. Entonces existe un

grafo
n + 1-coloreado T' que representa a M, es decir, K(I') ~p M.

El siguiente teorema es uno de los teoremas més importantes de cristalizaciones.
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Teorema 1.2.2 [49] Toda n-variedad conezxa y cerrada M admite una cristalizacion.

Antes de dar dos caracterizaciones importantes para las cristalizaciones veamos primero
qué significa un embebimiento de 2-celdas.

Un embebimiento de 2-celdas (ver [60]) a : |T'| — F' de un grafo n+1-coloreado (T', )
en una superficie cerrada F' se dice regular si existe una permutacion ciclica (g9, €1, . . ., €,)
de A, tal que cada regién de « estd acotada por la imagen de un ciclo cuyas aristas
estdn alternadamente coloreadas por ¢;, £;11 (7 siendo un entero médulo n + 1).

Dado un grafo 4-coloreado bipartito (I',7), se define el género (regular) de (T',7),
denotado ¢(I"), como el entero mas pequeno k tal que (I', v) se puede embeber de manera
regular en la superficie (orientable) de género k. El género regular de una n-variedad M
es el entero no negativo g(M) = min{g(T') : (T',y) representa a M }.

Si h(M) denota el género de Heegaard de una n-variedad M, entonces h(M) = g(M),
ver [21].

La Figura 1-7 muestra el embebimiento regular de un grafo 4-coloreado en una su-
perficie orientable de género 2, donde la permutacion ciclica es (ege1€263) v £ representa

el color rojo, €; representa el color azul, 5 representa el color naranja y €3 representa el

color verde.

Figura 1-7: Embebimiento regular

Teorema 1.2.3 [/8] Un grafo n + 1-coloreado contraido (I',v) es una cristalizacion de
una n-variedad conexa y cerrada M si y sélo si I';, con la coloracion inducida por v,

representa S™ Y, para cada i € A,,.



El siguiente teorema nos permite saber si una n-variedad M es orientable o no, cono-

ciendo una cristalizacién para M.

Teorema 1.2.4 [9] Sea (I',v) una cristalizacion de una n-variedad M. Entonces M es

orientable si y sdlo si (I',) es bipartito.

Ahora veamos cémo se puede definir la suma conexa entre grafos n + 1-coloreados.

Dados dos grafos n + 1-coloreados (I',v) y (I",+’) con conjuntos de colores idénticos y
dos vértices P € V(I'), P’ € V(I"), se define la suma coneza (I',v)#(I’,~') con respecto
a Pya P, como el grafo n + 1-coloreado (I'#ppI”,v#v'), que se obtiene al borrar los
vértices Py P de (I',v) y (I",7/), v luego pegar por pares las aristas libres del mismo
color que tenfan un extremo en alguno de los vértices borrados Py P'.

La Figura 1-8 muestra la suma conexa RP3#L(3,1) a través de los vértices Py Q.

> &

L(3,1) RP* # L(3,1)

Figura 1-8: Suma conexa RP3#L(3,1)

Teorema 1.2.5 [19] Sean M y M’ dos n-variedades orientadas con cristalizaciones
(T,v), (I",v') respectivamente, con la orientacion inducida y A, = Al. Una crista-
lizacion de la suma conexa orientada M#M' estd dada por la suma conezxa (I, v)# (I, )
con respecto a dos vértices P € VT(T'), PP € V(I') = V(") o (P € V(T') — VH(T),
P e VH(I)).

Un c.p-isomorfismo entre dos cristalizaciones (I',y) y (I",+’) implica un homeomor-
fismo entre las n-variedades representadas. Pero el inverso no siempre es verdad, pues
existen cristalizaciones no isomorfas que representan la misma n-variedad. El problema
de encontrar un criterio de homeomorfismo entre dos n-variedades en términos de crista-
lizaciones ha sido resuelto por Ferri y Gagliardi en [16]. Estos dos matemadticos han

definido una serie de movimientos que pueden ser aplicados a una cristalizaciéon. Estos
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movimientos pueden cambiar la forma del grafo (T',) sin que cambie la n-variedad M
que representa.

Dado un grafo n+ 1-coloreado (I", v), un subgrafo 6 de (I, ) formado por dos vértices
X y Y unidos por h aristas, con 1 < h < n, con colores ¢y, ¢, ..., ¢, es llamado un dipolo
de tipo h si X y Y pertenecen a distintas componentes de I'a, —{c;c5,.c}- Sih =10
h = n, entonces el dipolo se dice que es degenerado.

Cancelar un dipolo 0 de tipo h significa: 1) en I'a,_{c, cs,...c,} Teemplazar las com-
ponentes que contienen a X y a Y por la suma conexa entre ellas con respecto a estos
vértices y 2) las aristas de color {cy, ¢, ..., ¢,} que no sean adyacentes ni con X ni con
Y se dejan intactas.

Adicionar un dipolo 6 es hacer el proceso contrario de cancelar un dipolo. Ahora se
definen dos tipos de movimientos:

Movimiento I: Se define como la adicién o cancelacién de un dipolo no degenerado;

Movimiento II: Este movimiento llamado corte y pegado, consiste primero de una
adiciéon de un dipolo degenerado de tipo 1, el cual conduce a un grafo no contraido,
seguido de una cancelacién de un dipolo diferente de tipo 1 que envuelva el mismo color
usado en la adicién.

La Figura 1-9 muestra un ejemplo de un movimiento dipolo # de tipo 2, con vértices

X e Y aplicado a una cristalizaciéon que representa el espacio lenticular L(3,1).

X

L3, 1) L(3,1)

Figura 1-9: Dipolo de tipo 2

Definicién 1.2.3 Dos cristalizaciones (T, ) y (I, 7') se dice que son (I-11)-equivalentes
si y sdlo si (IV,7) puede ser obtenida a partir de (I',~) por medio de una sucesion finita

de movientos I y II.

En [16] se define otro movimiento, llamado movimiento A, el cual es una generalizacién
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del movimiento II, y consiste en sustituir un dipolo degenerado por un subgrafo mas

complicado. Se tienen ahora los siguientes teoremas.

Teorema 1.2.6 [16] Sean M y M’ dos n-variedades cerradas con cristalizaciones (I', )
y (TV,~') respectivamente. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es homeomorfa a M’.
2. (T,y) y (I',%') son (I-11)-equivalentes.
3. (I,vy) y (I",v') son A-equivalentes.

Teorema 1.2.7 [17] Sean M y M’ dos n-variedades cerradas con cristalizaciones (', )
y (I, ) respectivamente, y sea o € A,, un color fijo. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. M es homeomorfa a M'.

2. (I, ") puede ser obtenida a partir de (I, ) por medio de una sucesion de movimien-
tos I y II que envuelvan el color «.

3. (TV,7") puede ser obtenida a partir de (T', ) por medio de una sucesion de movimien-

tos I y II que no envuelvan el color a.

Como una consecuencia del Teorema 1.2.6 se tiene el siguiente corolario, que expresa

la misma equivalencia para grafos no necesariamente contraidos.

Corolario 1.2.8 [16] Dos grafos n + 1-coloreados representan dos n-variedades homeo-
morfas st y solo st uno de ellos puede ser obtenido a partir del otro, por medio de una

sucesion finita de movimientos de adicion y cancelacion de dipolos.

En [16] se define otro tipo especial de movimientos llamados dipolos generalizados o
(m, n)-dipolos, los cuales son aplicables solamente en dimensién 3. Debido a la relacién
que existe entre los diagramas de Heegaard y las cristalizaciones, entonces a una crista-
lizacién se le puede asignar un género. Los dipolos de tipo 2 son movimientos que
permiten disminuir o aumentar el género de una cristalizaciéon. Los dipolos generalizados
también disminuyen o aumentan el género, aunque no haya un dipolo de tipo 2. Es decir,
los movimientos dipolo de tipo 2 y los (m,n)-dipolos son lo més parecido al proceso
de estabilizacién y desestabilizacién dado por Singer y Reidemeister para diagramas de
Heegaard.

Sea (I',7y) un grafo 4-coloreado con conjunto de colores Az = {co, ¢1, 2, c3} . Supon-

gase que para dos colores ¢y y c; existe una componente conexa C' de I', .} vy una
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componente conexa C’' de I'(,,}, las cuales tienen un solo vértice en comuin. Sean
{zo,x1,...xm}, {T0, Y1, .. Yn} los conjuntos de vértices de C'y C’, respectivamente.

El subgrafo © de I" determinado por C'y por C’ es llamado un (m, n)-dipolo. Supon-
gamos que T1, T, Y1, Y, son los vértices unidos con xy por las aristas de color ¢, ¢1, ¢o,

c3, respectivamente. Entonces se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.2.4 [16] Se dice que el grafo I" es obtenido mediante la cancelacion de un
(m,n)-dipolo si:

1. T" es obtenido de T' sustituyendo a © por el producto Z de los subgrafos C' — {xo}
y C" — {xo}.

2. Para todo i, i € A, — {0}, j, 7/ € A, — {0}, una arista que une el vértice (z;,y;)
con el vértice (x;,y;/) (respectivamente (x;,y;)) en Z, es coloreada con el color de la
arista que une y; y y; (respectivamente x; y xi).

3. Para todoi € A,,—{0}, j € A, —{0}, si un vértice z de I'—0O es unido ay; o x; por
una arista (co, c1, 2, c3)-coloreada en I', entonces z es unido a ((x1,y;), (Tm,Y;), (Ti, 11),
(i, yn)) por una arista (co, c1, 2, c3)-coloreada en T".

Inversamente, se dice que I' es obtenido de I adicionando un (m,n)-dipolo.

Proposicién 1.2.9 [16] Sean (T, ), (I",~) cristalizaciones de dos 3-variedades cerradas
y conexas M y M’ respectivamente. Si I' es obtenido de I' cancelando un (m,n)-dipolo,

entonces M y M’ son homeomorfas.

La Figura 1-10 muestra un ejemplo de un (3, 3)-dipolo en un grafo 4-coloreado que

representa el espacio lenticular L(3,1). El (3, 3)-dipolo esté formado por los conjuntos

{530,%1,352,553} y {x07y17y27y3}'
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Figura 1-10: Un (3, 3)-dipolo.
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Capitulo 2
3-mariposas

En este capitulo nuestro principal interés son las 3-mariposas. Veremos cémo representar
enlaces de 3-puentes como 3-mariposas.

Gracias a la Proposicién 1.1.3, tenemos que todo enlace de 3-puentes se puede re-
presentar por medio de una 3-mariposa. Se da una representacién de cualquier enlace de
3-puentes utilizando diagramas de 3-mariposas. Tal representacién es una generalizacion
de la representacion de los enlaces de 2-puentes hecha por Schubert, los cuales representan
nudos o enlaces racionales. A un diagrama de una 3-mariposa le asignaremos una 6-tupla
de enteros positivos. Es sabido que los enlaces racionales pueden ser representados con

la fraccion ]2, donde 0 < ¢ < py (p,q) = 1. Si p es impar se tiene un nudo racional y si p

es par se tiene un enlace racional de dos componentes. Un enlace L con b(L) = 3 tiene
infinitos diagramas de 3-mariposas, por lo tanto tiene infinitas 6-tuplas que lo representan.
Cabe anotar que aunque nos interesan las 3-mariposas que representen nudos o enlaces
de 3 puentes, nos encontraremos con 3-mariposas que realmente pueden representar un
nudo o enlace racional y més atin el nudo o enlace trivial, es decir, podemos encontrarnos

con 3-mariposas que al modificarse pueden dar origen a una 3-seudomariposa, ver [31],
32], [33] v [58].

2.1 6-tupla de una 3-mariposa

Como toda 3-mariposa o 3-seudomariposa estd dada por una poligonalizacién de la 3-
bola en tres poligonos o 1-mariposas, entonces después de identificar las alas de cada
mariposa, es posible obtener dos tipos bésicos de 3-mariposas, las cuales se ilustran en
la Figura 2-1 .

En la Figura 2-1a) los poligonos M, y M3 no se intersectan. Los poligonos My y Ms
se intersectan en el punto « y los poligonos M; y Ms se intersectan en el punto 5. A
estas mariposas las llamaremos mariposas tipo 2.

En la Figura 2-1b) los tres poligonos M, Ms y M; se intersectan en dos vértices
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llamados a y 5. A estas mariposas las llamaremos mariposas tipo 1.

Figura 2-1: 3-mariposas Tipo 1 y Tipo 2

Mds adelante mostraremos que basta s6lo con estudiar las 3-mariposas de tipo 1,
pues las 3-mariposas de tipo 2 se pueden reducir a 3-mariposas de tipo 1 mediante los
conocidos movimientos waves, ver [46]. La Figura 2-1 muestra dos 3-mariposas en forma
de poligonalizacion.

En muchas ocasiones es importante poder representar una 3-mariposa de una manera

plana. La Figura 2-2 muestra c6mo podemos representarlas, ver [58] para més detalles.

M, ®
M M

Figura 2-2: 3-mariposas planas

La Figuras 2-2a) y 2-2b) nos permiten ver una 3-mariposa como una coleccién de tres
discos independientes, donde el punto co se toma en el interior del disco M;.
Si se toma el punto de interseccién oo en el grafo de la 3-mariposa, entonces para las

mariposas tipo 1 se obtiene la Figura 2-2c¢).
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Para las mariposas de tipo 2 es méds conveniente tomar el punto infinito en uno de los
vértices del grafo diferente a vy 3, y asf se obtiene la Figura 2-2d).

Existe una forma especial de representar las 3-mariposas de tipo 1, la cual se muestra
en la Figura 2-3. Esta forma serd la mds importante para nosotros y la que utilizaremos
en este trabajo. Con este modelo podremos entender de una manera muy sencilla el

significado de la 6-tupla {mq,ny, mg, na, ms, n3}.

mi+my; —ms

my +msz —mq

ms +my; —my

Figura 2-3: Modelo de una 3-mariposa de Tipo 1 como discos

Ahora describamos el modelo de la Figura 2-3. Para los enteros my, ms y ms se define
2my = |M;| = nimero de vértices admisibles de la mariposa M; , 2ms = |Ms| = nidmero
de vértices admisibles de la mariposa My y 2mg = |M3| =nimero de vértices admisibles
de la mariposa M3. Ademds podemos ordenar el diagrama poniendo la condicién que
my > meo > mg > 2. La tltima condicién nos asegura que cada puente de la 3-mariposa
siempre tiene por lo menos un cruce. Denotaremos con t; = |M; N Ms|, to = | My N Ms|
y ts = | M3 N M;|. Es fécil ver que

tl = ’Mlﬁsz = my + mg — M3,

t2: |M20M3| :m2+m3—m1, (21)

t3 = |M30M1| =m3+ m; — Mma.
Para mariposas de tipo 1, t; representa el nimero de vértices que tienen en comin
las 1-mariposas M; y M, ts representa el niimero de vértices que tienen en comin las
l-mariposas M, y M;s y t3 representa el nimero de vértices que tienen en comin las

1-mariposas M3 y M;. Pero para mariposas de tipo 2 no hay interseccién entre My y Ms,
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y to = mo + m3 — my no tiene sentido en esta interpretacién geométrica.

En la Figura 2-3 se tienen dos puntos especiales que corresponden a § =0y a = oo
y que nos servirdan de referencia para definir los enteros n;, no y n3. El entero positivo
ny representard el nimero de vértices admisibles que hay entre el punto 0 y el extremo
del tronco de la 1-mariposa M, siguiendo la orientacién horaria. El entero positivo ns
representard el nimero de vértices admisibles que hay entre el punto 0 y el extremo
del tronco de la 1-mariposa My, siguiendo la orientacién horaria. El entero positivo ng
representard el mimero de vértices admisibles que hay entre el punto 0 y el extremo del
tronco de la 1-mariposa M3, siguiendo la orientaciéon horaria. Notemos que los puntos
b =0y a= oo no son vértices admisibles de las mariposas, simplemente son puntos que
nos indican que las 1-mariposas se pegan en ellos, ver Figura 2-1.

Para las 3-mariposas de tipo 2 o 3-seudomariposas de tipo 2, los valores de ny y no
se toman de la misma manera que para las 3-mariposas tipo 1. Como la 1-mariposa M3
no se intersecta con el punto 5 = 0, entonces el valor de n3 se mide a partir del punto de

interseccién de las 1-mariposas M3 y Mj, que en la Figura 2-4 se marca con «.

Figura 2-4: Mariposa tipo 2

Ahora, mostraremos una forma de construir la 3-mariposa de tipo 1 que representa un
enlace de 3-puentes, dado un diagrama de 3-puentes para el enlace, es decir, describimos
cémo tomar la 6-tupla.

Recordemos que dada una 3-mariposa, al construir el diagrama D de 3-puentes, cada
uno de los troncos de las 1-mariposas corresponde a los puentes del enlace. Asi, dado el
diagrama de 3-puentes, ver Figura 2-5a, dibujamos elipses alrededor de cada puente, de
modo que cada elipse contiene los puntos extremos de los puentes e intersecta al enlace
en un numero par de puntos, ver Figura 2-5b.

El nimero de intersecciones de las elipses con cada uno de los puentes son de la
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troncos

m
ﬂ\\\\\\\
\J

a

Figura 2-5: Diagrama de enlaces de 3-puentes y construccién de la 3-mariposa

forma 2my, 2ms y 2mg, los cuales podemos organizar de la forma 2 < m; < mo < mg,
donde el niimero de puntos sobre la elipse a cada lado de los puentes, sin incluir los
extremos de los puentes, es m; — 1, mo — 1 y mg — 1, ver Figura 2-5¢. Cada elipse con sus
respectivos puntos y el puente, representaran una l-mariposa con su respectivo tronco,
y la identificacién de las caras en el interior de la elipse se deriva de la forma de pegado
de los puntos en el enlace.

En el diagrama de 3-puentes del enlace definimos dos regiones, R; v Rg, las cuales
llamaremos region interior y region exterior, respectivamente, ver Figura 2-5b, cuyas
fronteras intersectan los tres puentes del enlace; ademads, estas dos regiones en el diagrama
del enlace de 3-puentes son las tnicas que cumplen esa condicién, pues la frontera de las
otras regiones solo intersecta dos de los puentes.

Por tltimo organizamos las 1-mariposas como en [58], de tal manera que la regién
interior del diagrama del enlace, R;, contenga el punto 0 = 3 de cada 1-mariposa, ver
Figura 2-5c. Este diagrama junto con las identificaciones en cada 1-mariposa a través de
los troncos, origina la 3-mariposa que representa al enlace de 3-puentes.

Por 1ltimo, para construir la 6-tupla procedemos de la siguiente forma: En cada
mariposa, partimos del punto 0 y contamos, en sentido horario, el nimero de puntos
en la frontera de cada 1-mariposa hasta llegar por primera vez a un punto extremo del
tronco, dicho nimero de puntos, incluyendo el punto extremo del puente, los denotaremos
por ni, ng y ng en las mariposas con 2mq, 2ms y 2ms puntos, respectivamente. Asi se
cumple que 1 <n; <my, 1 <ny <my y 1 < ng < mg, ver Figura 2-5¢. De ésta manera

definimos la 6-tupla {m1, ny, ms, ny, m3, n3} para la 3-mariposa o 3-seudomariposa.
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2.2 Teorema de clasificacién de las 3-mariposas

Con el propésito de formalizar la descripcion anterior, enunciaremos el teorema de clasifi-
cacién de las 3-mariposas, el cual a su vez garantiza la representacién de toda 3-mariposa
por medio de una 6-tupla de enteros. Para detalles de la demostracién ver [33]. Re-
saltamos que toda 6-tupla de enteros {mjy,ny, ma,na, ms3, ng} con my > mg > mg > 2,

1<n; <my, 1 <nyg <mg, y1<n3 < mg representa una 3-seudomariposa.

Teorema 2.2.1 [33] Toda 3-mariposa de tipo 1, es decir, mgy + mg —my = to > 0,

determina un conjunto de seis enteros {mq,ny, ma,no, ms,n3} tal que:
my>mg>mz>2, 1<n <m;, 1<ny<my 1<ng<mg, (2.2)

st ng > to, entonces ny + ng # ma + 1,

st g > tg, entonces ny + ng # 2my — mq + 1,

ny + ng # 2my + 1, ny +ng # mq + 1, (2.3)
st ng < mp —mg, entonces ny + ng # my —ms + 1,

si ny < tg, entonces ny + n3 # mz + 1.

Reciprocamente, dada una tripleta {my,ni, ma,no, ms,n3} que satisfaga las condi-

ctones 2.2 y 2.3 determina una 3-mariposa de tipo 1.

Teorema 2.2.2 [33] Toda 3-mariposa de tipo 2, es decir, my + m3 —myq = to < 0,

determina un conjunto de seis enteros {my,ny, ms,ny, mg,n3} tal que:
my=mg>mz=>2, 1<n <m;, 1<ny<mg 1<ng<mg, (2.4)

ny+ng £ mg+1, ny+ng #2me —my+ 1, ny+ng # 2mg + 1,

(2.5)
ny +nz # my +ms+ 1, ny +ng # my+ 1.

Reciprocamente, dada una tripleta {my,ni, ma,ng, ms,n3} que satisfaga las condi-

ciones 2.4 y 2.5 determina una 3-mariposa de tipo 2.

Notemos que las condiciones 2.2 y 2.3 o0 2.4 y 2.5 son condiciones que garantizan una
3-mariposa segun la Definicién 1.1.1.

Toda 3-mariposa (3-seudomariposa) {mj,ni, mg, na, m3,n3} representa el diagrama
de k-puentes de un enlace L, con k£ < 3, cuando se cierran sus alas. La 3-mariposa

{5,2,5,2,5,2} da origen a los anillos de Borromeo, ver Figura 1-4.
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Definicién 2.2.1 [33] Diremos que un diagrama de 3-puentes de un enlace D tiene una
representacion {my,ny, ma, ny, mg,n3} en 3-mariposa (3-seudomariposa) si la 3-mariposa
(3-seudomariposa) {m,ni, ma, na, mg,n3} produce el diagrama D cuando se cierran sus

alas.

Dos 3-mariposas se dice que son equivalentes si representan el mismo enlace de
3-puentes.

Hasta el momento es un problema abierto encontrar una serie de movimientos que
permita trasformar una 3-mariposa (3-seudomariposa) en otra equivalente.

Es importante notar que la convencién aqui tomada para un diagrama de 3-puentes
de un enlace L fuerza a que cada puente tenga por lo menos un cruce. Esto contrasta con
la notacién de algunos autores, por ejemplo ver [46], que permiten puentes triviales. La
definicién dada aqui de 3-mariposa o 3-seudomariposa permite extender de forma natural
la notacién de Schubert para enlaces de dos puentes.

El siguiente lema permite escribir una 3-mariposa en una forma canénica.

Lema 2.2.3 [33]i) La 3-seudomariposa {m1, nq1, ms, no, ms, ng} produce el mismo enlace
que las 3-seudomariposas {msy, na, mg,n3, my,n1} y {ms,n3, my,ny, ma,na}.

i1) St mg+my—mgy > 0, la 3-seudomariposa {my, ny, ms, na, m3, ng} produce el mismo
enlace que la 3-seudomariposa {my,n, ms, ny, me,ny}, donde,

n} = (n1+ms—msy) modmy, nh, = (ny+my —mz) modmy y ny = (n3+mse—my) mod ms.

Un mal uso del lema anterior puede conducir a errores, ya que por ejemplo las
3-mariposas {3,3,2,1,2,2} y {3,3,2,2,2,1} no son equivalentes, pués la primera repre-
senta el nudo 3; y la segunda representa el nudo trivial.

A continuacién describiremos un algoritmo estdndar que nos permitird obtener un
diagrama canonico de 3-puentes de un enlace L a partir de la 3-mariposa

{my,n1, ma, na, ms,n3} dada. Este algoritmo serd de vital importancia en este trabajo.

2.3 Algoritmo para dibujar un diagrama canoénico de

3-puentes de un enlace L.

Al igual que existe una manera estdndar de dibujar un enlace racional de 2-puentes,
también podemos definir una manera estdndar de dibujar un diagrama canénico de 3-

puentes de un enlace L a partir de la 3-seudomariposa {mq, ny, ms, ne, ms, n3}.
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El diagrama que se obtiene con el siguiente algoritmo tiene la ventaja de tener una
gran simetria.

Supongamos que tenemos la 3-seudomariposa {my, nq, ms, ng, ms, ng}. Dibujaremos
los tres puentes como segmentos de recta, donde cada segmento corresponde al tronco
de cada 1-mariposa. El punto inicial de cada segmento estd sobre un circulo cuyo radio
depende del valor de n;+ns+ng3. El tronco de la mariposa M; es dibujado con un segmento
vertical, el cual llamaremos el puente a. El tronco de la mariposa M, (respectivamente de
Ms) es un segmento que forma un déngulo de 120° (respectivamente 240°) con el puente

a y lo llamaremos el puente b (respectivamente el puente ¢). Ver Figura 2-6.

a

ni ..
ny— 1.

Figura 2-6: Algoritmo

Dividimos el puente a en m; segmentos y en los extremos de cada segmento colocamos
dos puntos, uno a la izquierda y otro a la derecha, excepto en los extremos donde existe
unicamente un punto. Se tienen entonces 2m; puntos los cuales se marcan con los niimeros
del conjunto {0,1,...,2m; — 1} en sentido contrario a las manecillas del reloj, de modo
que el extremo inicial del puente quede marcado con el nimero 0 y el extremo final quede
marcado con el niimero m, . Para el puente b hacemos lo mismo, dividiendo el puente en msy
segmentos y marcamos los puntos con los nimeros del conjunto {0, 1,...,2my—1}. Parael

puente ¢ también hacemos lo mismo dividiendo el puente ¢ en m3 segmentos y marcando
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los puntos con los nimeros del conjunto {0,1,...,2m3 — 1}. Todos los subindices son
tomados mod 2m;, mod 2ms y mod 2ms, respectivamente.

A cada punto i del puente a lo nombraremos a;, a cada punto j del puente b lo
nombraremos b; y a cada punto k& del puente ¢ lo nombraremos c;.

Debemos ahora comenzar a unir los puntos a;, b; y ¢, mediante arcos, para
0<i1<2m; —1,0< 5 <2my—1y0 <k < 2m3— 1. Este proceso se hard para
mariposas tipo 1.

Recordemos que t; = my+mso —mg es el nimero de vértices que hay en la interseccion
de las mariposas M; y Ms, to = mg + mg — my es el nimero de vértices que hay en la
interseccién de las mariposas My y M3 y t3 = mq 4+ m3 — mo es el nimero de vértices que
hay en la interseccién de las mariposas M7 y Ms. Asi, existen t; arcos entre las mariposas
My v M, ty arcos entre las mariposas My v M3 y t3 arcos entre las mariposas M; y Ms.

El numero n, corresponde a la distancia que hay entre el inicio del puente a que
corresponde con ag y el punto 0. Por lo tanto a,, es el primer punto del puente a que se
une con el puente ¢ y a,,—1 es el primer punto que se une con el puente b. El nimero ns
corresponde a la distancia entre el inicio del puente b, by y el punto 0. Por lo tanto b,, es
el primer punto del puente b que se une con el puente a y b,,_1 es el primero que se une
con el puente c. El nimero n3 corresponde a la distancia entre el inicio del puente ¢, ¢y y
el punto 0. Por lo tanto ¢, es el primer punto del puente ¢ que se conecta con el puente
a'y cp,—1 €s el primero que se conecta con el puente a. Ver Figura 2-6.

De esta manera se tienen los arcos a,, —1b,,, bny—1¢n, ¥ Cng—1an,. Ahora trazamos los
t; — 1 arcos "paralelos" restantes que unen el puente a con el puente b, y para esto
trazamos los arcos a,, —1bny, Gn,—2bn,t1, Gny—3bnyt2, ..o, Qny—jbpysi—1, .oy Qny—tybngrty—1,
y asi se obtienen todos los arcos "paralelos" que conectan el puente a con el puente b.
Entre los puentes b y ¢ se trazan t, arcos "paralelos" b, 1Cns, bny—2Cnst+1s Ong—3Cnst2, - - -,
bro—jCrgtj—1s - -+ bpg—tsCngte,—1.- Por tltimo se trazan 3 arcos "paralelos" entre los puentes
CY Q, Cnz—1Qnyy Cpz—20n,+1, Cnz—30n14+2, -+ -y Cng—jAni+j—1, -+ Cng—t30ni+tz—1- De esta ma-
nera obtenemos un diagrama de 3-puentes de un enlace L. Ahora recorremos el enlace
tomando como orientacion estandar la que recorre el puente a en el sentido aga,y,,, ini-
ciando desde el punto ag. Si al volver al punto ag se han recorrido los tres puentes
entonces el diagrama representa un nudo, de lo contrario serd un enlace de a lo més
tres componentes. Si K es un nudo con puentes, entonces se puede recorrer en el sen-
tido bobim, 0 biybo (CoCms O CmyCo), respectivamente. Pero si K es un enlace y debemos

decidir cudl direccién eligir, siempre los recorreremos en la direcciom aga,,, o bob,,, 0
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CoCms- Ol al terminar de recorrer los tres puentes hay algunos vértices que no se hal-
lan recorrido por debajo, significa que la 3-seudomariposa {my, ny, ms, ng, ms, ng} tiene
vértices redundantes. Los arcos redundante producidos por vértices redundantes se elim-
inan. FEl diagrama del enlace que se produce es el mismo que el que se obtiene de la

3-seudomariposa reducida al eliminar los vértices redundantes.

2.4 Permutaciones asociadas a una 3-mariposa

En esta seccién introducimos un conjunto de permutaciones que serdn fundamentales
para la clasificacién de las 3-mariposas, entre otras cosas. Estas pemutaciones se definen
sobre los puntos {ag, ..., a2m,-1}, {bo, -, b2ms—1} ¥ {C0, - - -, Cams—1} ubicados a los lados
de cada puente de la 3-mariposa. En trabajos futuros queremos explotar mas a fondo
estas permutaciones.

Los siguientes lemas permitirdn enunciar un teorema parcial de clasificacién de las
3-mariposas.

En lo que sigue tq, t5 y t3 son como se definieron en 2.1.

Lema 2.4.1 [33] Dada una 3-mariposa {my,ni, ms,na, mg,n3} de tipo 1 que satisface
las condiciones 2.2 y 2.5 del Teorema 2.2.1, y los conjuntos A = {ag,a1,...,0m,-1},
B = {bg,b1,...,bamy—1} y C = {co,c1,...,Coms—1}, la asignacion ¢ : AUBUC —
AU BUC, definida mediante las reglas dadas en 2.6, define una permutacion de orden
2 del conjunto AU B U C.

a/nlfi A— bn2+i717 1 S 7/ S tl?
Uny4j < Cng—jo1,  0<j<t3—1, (2.6)

bno—h < Cpg4h—1, 1< h <ty

Lema 2.4.2 [58] Dada una 3-mariposa {m,ni, ma,na, mg,n3} de tipo 2 satisfaciendo
las condiciones 2.5 y 2.4 del Teorema 2.2.2, y los conjuntos A = {ag,a1,...,0m,-1},
B ={bo,b1,...,bom, 1} y C ={co,¢1,...,Coms_1}, la asignacion

¢ : AUBUC — AUBUC, definida mediante las reglas dadas 2.7, define una permutacion
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de orden 2 del conjunto AU B U C.

Apy—j bn2+i—17 1 S { S 2m2;
Qpyth < Qpy—2mo—1—h; 0<h<mi—mg—mz—1, (2.7)

an1+m1fm27m3+j A cTLg*j*l? 0 S ] S 2m3 - L

La permutaciéon ¢ : AU BUC — AU B U C(C no tiene puntos fijos. Debido a que
dos de los troncos no tienen ningin vértice en comiin, entre los ciclos de la permutacion
¢ no se encuentra ninguno de los ciclos del conjunto

D = {(ao, am, ), (a0, bo), (@0, bm, ), (a0, co), (a0, Cms), (bo, Amy ) (bos by ),

(bo, o)y (bo,s Cms)s (Coy @y )y (€05 bing )y (€05 Cms )y (@my s O )y (Gimys Cmg )s (Bingy Cmsg) b A D se
le llama el conjunto de los ciclos descartados.

Con la definicién del conjunto D arriba se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3 [33] Una tripleta {mi,ny, ma,ny,m3,n3}, con my > my > mz > 2,
1 <ny <my, 1 <ng < mo, 1 < ng < mg, describe una 3-mariposa st y solo si su

permutacion asociada ¢ no tiene ninguno de los ciclos del conjunto D.

Lema 2.4.4 [33] Si se tiene una 3-mariposa {my,ny, ms, ny, ms, ng} de tipo 1 que sa-

tisface las condiciones del Teorema 2.2.2, entonces la permutacion ¢ estd dada por:

¢(a;) = bpymi—j-1, 0<J<n,
¢(aj> = Cng4ny—j-1, ny < jJ < np+ts,
¢(aj> = bn2+n1fjfl+m1f(jmodm1)a t3+mn1 < J <2my,
c _k_1, Slta >N
Qb(bk) _ ng+ns—k—1, . 2 < It1 : 0 S ]{j < ng,
a’n2+n17k717 S t2 < nq
¢(bk) = Gngtny—k—1, ny < k <ty + ny,
c _ _ Stta >mn
¢(bk) _ nz+no—1+mo (kmodmg)a. 2 < Il ’ Ty +t1 S k< 2m27
an2+n1—k—17 81 t2 < ny
d)(C’L) = Qnz+n;—i—1, 0 S 1< l,
(i) = bngtng—i—1, n3 <1 <ty +ns,
Qb(CZ) = Qng+ny—14+ms—(imod ms)» to +n3 <1 < 2mg.

Lema 2.4.5 [33] Si se tiene una 3-mariposa {my,ny, ms, ng, ms3, ng} de tipo 2 que sa-
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tisface las condiciones del Teorema 2.2.2, entonces la permutacion ¢ estd dada por:

(i) = bpygn,—i—1 siny —2my < i <ny — 1,
d(ai) = Aony—2my—i—1 Siny < i < nyg+mg —mg—mg—1,

A(a;) = Cpgtny+ts—i1 SE My +my —me —mg <i<ng+t;—1.

Lema 2.4.6 [58] La funcion ~y definida en el conjunto AU BUC' por

Y(ai) = aam,—i, 0 <i<2my,
v(b;) = bam,—j, 0<j <2my,
’V(Ch) = b2m3—h7 0<h< 2ms.

es una permutacion de grado 2 que tiene al conjunto {ag, am,,bo, by, Cos Cms } COMO

su conjunto de puntos fijos.

Teorema 2.4.7 [58] (Clasificacion) Sea una {my,ny, ma, na, ms,n3} una 3-mariposa y
la permutacion asociada i = ¢y. La 3-mariposa {my,ni, ma,na, mg,n3} es reducida si y
sdlo si la descomposicion ciclica de p tiene exactamente tres ciclos. Ademdas el diagrama
de 3-puentes del enlace asociado cumple:

(1) L es un nudo si y solo si ap,, & p({ao}), bmy & 1({bo}) v cms ¢ n({co}).

(73) L es un enlace de dos componentes si y sélo si se cumple una y sélo una de las
siguientes condiciones: ap, € u({ag}), bm, € ({bo}) 0 cms € p({co}).

(i4i) L es un enlace de tres componentes si y solo si apm, € p({ao}), bm, € p({bo}) o
Cms € p({Co})-

El teorema anterior estd dado para 3-mariposas y no para 3-seudomariposas, pero

para éstas tultimas podemos dar otros criterios similares.

2.5 Algoritmo para hallar el cédigo de Gauss de una
3-mariposa

Una de las herramientas importantes usadas en este trabajo es el computador. Con
ayuda del programa Mathematica se han podido desarrollar algoritmos que permiten de
una forma répida y efectiva obtener informacién sobre nudos y enlaces. Por ejemplo, es
posible calcular el polinomio de Jones, el polinomio HOMFLY, el niimero de componentes

de un enlace, etc.
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Para poder obtener informacién de los enlaces via el computador, la profesora Mar-
garita Toro introdujo el concepto de nudo combinatorio en su trabajo [57]. Este concepto
realmente estd basado en una codificacion que se le hace a un diagrama de un nudo o
enlace, lo cual nos permite estudiar la teorfa de nudos desde un punto de vista computa-
cional.

Consideremos la proyeccién regular D de un nudo o enlace L en el plano. Para lograr
una codificaciéon de D pediremos que el diagrama esté orientado. Ahora procedamos a
describir la codificacién del diagrama D de un nudo.

Paso 1. Se toma un punto inicial % en el diagrama orientado D del nudo y luego se
enumeran todos los cruces usando los enteros {ay, as, ..., a,}, donde cominmente se usa
el conjunto {1,2,...,n}.

Paso 2. Siguiendo la orientacion se comienza a recorrer el diagrama desde el punto x
y se escribe una lista con los niimeros de los cruces en el orden que se recorren; el niimero
se escribe positivo si el cruce es por encima y se escribe negativo si el cruce es por debajo.
Se termina de escribir la lista cuando se retorna al punto de inicio.

Notese que cada cruce se recorre dos veces y el nimero del cruce aparece una vez
positivo y una vez negativo. La Figura 2-7a) nos muestra un ejemplo donde la lista
originada es {1,—2,3,—4,5,—6,4,—1,2,-3,6, —5}.

Paso 3. Debido a la orientacién nesecitamos una segunda lista independiente que nos
guarde la informacién sobre los signos de los cruces. En esta segunda lista cada posicién
representa el nimero del cruce. Si el cruce es positivo se coloca un 1 y si el cruce es
negativo se coloca —1. La Figura 2-7b) nos origina la lista {1,1,1,1,—1, —1}.

Paso 4. La codificacién del diagrama D estard formada por dos listas de la forma
{{lista 1},{lista 2}}, donde la lista 1 es la hallada en el paso 2 y la lista 2 es la hallada
en el paso 3.

Si se tiene un enlace se procede de la misma forma, pero en el paso 2 van a aparecer
tantas listas como componentes.

En la Figura 2-7a) y b) la codificacién del diagrama D es
Cod(D) = {{1,-2,3,—-4,5,—6,4,—1,2,-3,6,—5},{1,1,1,1,—1,—1}}.

La Figura 2-7c) muestra los anillos de Borromeo, donde la codificacién del diagrama
viene dada por {{{-1,2,-3,4},{1,-5,3,—6},{5,—2,6,—4}},{-1,—1,1,1,1,—1}}.

Definicién 2.5.1 [57] La codificacion de un diagrama de nudo o enlace L es la asignacion
de una lista de listas {{i1,19,...92,},{€1,€2,...,6m}} tal que, como conjuntos,

{i1,19,.. .92, } = {a1,as,...,a,} U{—ay, —aq,...,—a,} con a; un entero y e; € {—1,1}.
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Figura 2-7: Codificacién

A estas listas se les llama nudos combinatorios o cédigos de Gauss.
Ahora veamos entonces como se codifican las 3-seudomariposas {my, ni, mq, ny, ms, n3}

con presentacién en diagramas de tres puentes.

a

—[=mi -1

—|—1 (3
ml\
my+my — 17\

b e (7,5,7,5,7,5)
a) b) 9 b 9 9 b

m1+m2—2\

Figura 2-8: Codificacién de una 3-seudomariposa

El puente a tiene m; — 1 cruces, el puente b tiene my — 1 cruces y el puente c tiene
ms3 — 1 cruces. En total se tienen m; + ms + m3 — 3 cruces. Enumeramos los cruces del
puente a de abajo hacia arriba comenzando desde 1 hasta m; — 1, luego enumeramos los
cruces del puente b comenzando desde m; hasta m; + mqs — 2 y por ultimo enumeramos
los cruces del puente ¢ comenzando desde m, + msy — 1 hasta m; + mo + m3 — 3 como se
muestra en la Figura 2-8a).

Para construir las dos listas del nudo combinatorio, comenzamos a recorrer el dia-
grama tomando como punto inicial el vértice inferior del puente a y con la orientacién

inducida por este recorrido como muestra la Figura 2-8a).
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El nudo combinatorio que codifica la 3-seudomariposa {7,5,7,5,7,5} de la
Figura 2-8b) es:
{{1,2,3,4,5,6,—14, -3,-12,—-1,-10,—-17,7,8,9,10, 11,12, -2, -9,
—18,-7,-16,-5,13,14,15,16,17,18, -8, —15, -6, —13, —4, —11},
{1,1,-1,-1,1,1,1,1,—-1,-1,1,1,1,1,—-1,—1,1,1} }.

Notese que esta codificacién nos muestra cudles son los puentes de la 3-seudomariposa.

2.6 Movidas wave

En [46] y [47] se introduce un tipo de movida para enlaces, estas movidas son llamadas
movidas waves. Un uso que se le da a las movidas wave, es para poder identificar si un
nudo K no es el trivial. Lo importante de las movidas wave, es que estas reducen el
nimero de cruces de un diagrama de un enlace, pero no alteran el mimero de puentes del

diagrama. Ahora definamos lo que significa una movida wave.

Definicién 2.6.1 Sea D un diagrama con n puentes de un enlace L, donde los puentes
son los arcos oy, sy ..., a,. Si existe un arco w en el plano tal que para alguno de los
puentes, digamos «;, se cumple que:

()wND=wNao; =0wy

(77) el interior del subarco [ de a; acotado por Ow contiene al menos uno de los cruces
de D, entonces al reemplazo en el diagrama D de a; por (a; — ) Uw se le llama una

movida wave.

El estudio de las 3-mariposas que nos interesan estd basado en el estudio de las 3-
mariposas de tipo 1, pues aquellas que son de tipo 2 pueden ser reducidas a una de
tipo 1. Para convertir una 3-mariposa de tipo 2 a una 3-mariposa de tipo 1 se hace uso
precisamente de las movidas wave.

La Figura 2-9 ilustra una movida wave.

Con relacién a las 3-mariposas de tipo 2 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1 [58] Dado un diagrama de un enlace L representado por una 3-mariposa
{mqy,n1, ma, g, m3,n3} de tipo 2, es decir, m; > ms + ms, existe una movida wave que
permite, construir otro diagrama del enlace asociado a la 3-mariposa {m/, ny, ma, na, ms, n4}
donde,

(1) Simg >ny y2(me —ny) + 1 < my entonces my = my — 2mg + 2ny — 1.
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Figura 2-9: Movida wave

(13) St mg > ny y 2(mgy —ny) + 1 > my entonces my = 2mg — my.

(1ii) St my < ny y 2(ny —msg) — 1 > my entonces my = mq + 2my — 2ny + 1.

(1v) Simg <ny y2(ny —me) — 1 < my entonces my = my — 2ms.

Luego, el nuevo diagrama tiene menor nimero de cruces y por tanto la 3-mariposa

{m!, n1,ma, na, ms, n}) es menor que la 3-mariposa {my,ny, ma,na, M3, n3}.

La Figura 2-10 muestra un ejemplo de una 3-mariposa tipo 2 {15, 3,4, 1,3, 1} conver-

tida en la 3-mariposa de tipo 1 {7, 3,4, 1, 3,1} mediante una movida wave.

Figura 2-10: Transformacién de 3-mariposa tipo 2 a 3-mariposa tipo 1
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Definicién 2.6.2 Decimos que una 3-mariposa {my,ni, ms,ny, m3z,n3} es reducida si
es una mariposa de Tipo 1, no tiene vértices redundantes y no tiene movidas waves.

Cuando no se requiera que una 3-mariposa sea reducida lo haremos saber.

Lema 2.6.2 [33] Si la 3-mariposa {my,ny, ma,na, mg,n3} es reducida, el diagrama del

enlace de 3-puentes que ésta representa tiene my + mso + mg — 3 cruces.

2.7 Forma normal de Schubert

Los enlaces de dos puentes como se sabe ya estdn clasificados y la clasificacién fue hecha
por Schubert, ver [52]. Schubert di6 una manera especial de dibujar estos enlaces y a
ésta forma especial de dibujarlos se les dié el nombre de forma normal de Schubert para
enlaces de dos puentes o enlaces racionales. En el Apéndice A se describe la forma en
que son dibujados los enlaces o nudos de la forma L(p,q) con 0 < p < ¢y (p,q) = 1.
Ademis de eso se dan algunos criterios de equivalencias.

La manera en la que se dibujan los diagramas de 3-puentes representados por una
3-mariposa, tienen una gran similitud con la manera en la que Schubert representa los
diagramas de los enlaces de 2-puentes. Esto nos lleva a generalizar el concepto de forma
normal de Schubert para 3-mariposas.

Pués bién, debido a que un enlace L con b(L) < 3 puede ser representado con infinitos
diagramas de 3-seudomariposas, es necesario escoger de cada clase un elemento que lo
represente. Nuestra solucion es establecer un orden en el conjunto de las 6-tuplas y
tomar el minimo en cada clase. A éste elemento es al que vamos a llamar forma normal
de Schubert.

En [33] se establece un concepto de minimalidad entre todas las presentaciones en
3-seudomariposa de un enlace L. Para esto, primero se define un orden en el conjunto de
las tripletas (z,y, z) € N3, y luego se define un orden total en el conjunto de las 6-tuplas

{{m1,n1,ma,n2,mg,n3}}. Ese orden es establecido en la siguiente definicién.

Definicién 2.7.1 [33] En el conjunto {(z,y,z) € N*} se define el siguiente orden total:
(x,y,2) < (2,y,2") siy sdlo si

(i)rz+y+z<a’'+y+7 o

() z+y+z=2"4+y+2Z yr<a2 o

(i) x+y+z=a"4+y+7Z,2=2"yy<y o

(W) z+y+z=2'+y+2,c=2,y=9y yz<2.
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Con la definicién anterior, se puede entonces definir un orden en el conjunto de las

6-tuplas {{m1,ny, ms, ny, m3z,n3}}, que cumplen las condiciones de ser 3-mariposa.

Definicién 2.7.2 Se define el orden en el conjunto
{{mlanl7m27n27m37n3}: ma Z ma 2 ms 2 27m3 +m2 >my + 17 1 S ny S ma,
1 <ng <mgyl < ng < ms}, mediante, {mq, n1, ma, n2, ms, ng} < {mfy, n, mh, nh, my, njy}
sty solo si
(1) (m1,ma, ms) < (my, ms,mj) o
(”) (mh ma, m3) = (mlla ml27 mé) () (nla Nna, n3) < (nIh nIQ’ TL%)
La idea que motiva el orden anterior, es tomar primero los diagramas con minimo

nimero de cruces y luego tomar la 3-seudomariposa con mayor simetria posible.

Definicién 2.7.3 [33] Se dice que {mi,ni, ma,ng, ms,n3} es la forma normal de
Schubert del enlace L si {my,ny, ma,na, mg,n3} es la menor tripleta que representa

al enlace L.

Como ejemplo, el nudo 8,5 puede representarse con las 3-mariposas {10, 4, 10,2, 8,4}
y {10,9,10,7,8,5}. Con el orden dado anteriormente, se tiene que
{10,4,10,2,8,4} < {10,9,10,7,8,5} y sabemos que {10,4,10,2,8,4} es la menor mari-
posa que representa al nudo 8;g, asi que esta es la forma normal de schubert.

En la siguiente tabla mostramos la forma normal de Shubert de algunos nudos de
3-puentes de la tabla de Rolfsen. En [58] hay una lista de la forma normal de Schubert
para todos los nudos de 3-puentes de la tabla de Rolfsen de nudos de 10 o menos cruces,

pero alli no se usa el concepto de forma normal de Shubert.

Nudo Forma normal de Shubert

85 {6,3,5,2,5,3}
810 {7.3,7,3,6,3}
916 {11,1,11,7,6,3}
oo {11,4,9,3,8,5}
1046 {8,5,7,2,5,3}
1055 {13,6,10,3,9,5}
1004 {12,9,11,6,10,9}
10110 {15,11,13,7,11,8}
10165 {10,2, 10,2, 10,3}

En trabajos futuros tenemos el objetivo de hallar la forma normal de Schubert de los

enlaces de 3-puentes de hasta 12 cruces.
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Capitulo 3
3-gem y 3-variedades de género 2

En la seccién 1.2 hablamos de varios resultados para cristalizaciones de n-variedades.
Obviamente esos resultados se aplicardn en este capitulo, ya que nuestro interés primor-
dial son las cristalizaciones de 3-variedades de género dos. Es decir, estamos interesados
en grafos 4-coloreados, que sean cristalizaciones. Por lo tanto hablaremos de 3-gem.

En este capitulo mostraremos un método para construir una cristalizacién a partir del
diagrama de m-puentes de un enlace L. También mostraremos cémo se codifican estas
cristalizaciones mediante una 6-tupla de enteros no negativos, los cuales satisfacen ciertas
condiciones aritméticas sencillas.

La construccién de una cristalizacion a partir del diagrama de m-puentes de un enlace,
es una de las herramientas mds importantes que nos permitird relacionar las 3-mariposas
con las cristalizaciones y asf crear un lazo comiin entre estas dos teorfas. Esta construccion
fue hecha por el matematico italiano Massimo Ferri, quien ademas ha sido un importante
investigador en el tema de las cristalizaciones. Con ayuda de esta construcciéon podremos
identificar bajo ciertas condiciones cudndo una 3-mariposa es un diagrama para un enlace
con b(L) = 3 y cudndo no. Es decir, podremos estudiar ciertas propiedaes acerca de
ciertos enlaces a partir de las cristalizaciones, y obtener codificaciones de las 3-variedades

que son cubiertas dobles de S® con conjunto de ramificacién el enlace.

3.1 Descripcion de Cristalizaciones

El siguiente teorema es una importante caractarizacién de las cristalizaciones de

3-variedades.

Teorema 3.1.1 [20] Un grafo 4-coloreado contraido (I',7y) es una cristalizacion de una
3-variedad conexa y cerrada M st y solo si
1. para toda permutacion (ig,i1,192,13) de As, pi;; = Piyiss Y

2. po1 + poz + po3 =2+ 5, donde p = [V(I)].
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En el articulo de Ferri [15], se muestra un algoritmo que permite construir una crista-
lizacién de la cubierta doble de S? con conjunto de ramificaciéon un diagrama D de
m-puentes de un enlace dado L. Esta cubierta doble de S* denotada F(L) es una
3-variedad. La idea de la construccién es la siguiente:

Consideremos el grafo formado por la proyecciéon P de un diagrama D de m-puentes
de un enlace L. Podemos pensar que esta proyeccion se hace sobre el plano zy. Se puede
suponer, sin pérdida de generalidad, que P es conexo. Sean Bi, Bs,..., B,, las proye-
cciones de los puentes sobre el plano xy y dibujemos m elipses Fy, Fs, ..., F,,, de tal
manera que cada elipse E; tenga como eje mayor a B;, ver Figura 3-1b). Notemos que las
elipses F; se intersecan con P en un conjunto de puntos que llamaremos V, ver Figura
3-1b). Denotemos con C' el conjunto de todas las aristas que quedan en el interior de
las elipses y con D el conjunto de todas las aristas exteriores a las elipses. Sea 7 la
involuciéon que actia sobre el conjunto V' intercambiando los extremos de las aristas de
C'y dejando fijo los puntos de V' que se obtienen de U(E; N B;). Sea ¢ la involucién que
actia sobre V' intercambiando los extremos de las aristas de D. El conjunto V' separa
cada elipse en un niimero par de aristas, denotaremos con la letra F' el conjunto de todas
esas aristas. Para colorear el grafo primero pintemos las aristas del conjunto D con color
2, luego pintemos las aristas de la elipse E; con los colores 0 y 1 de forma alternada, ver
Figura 3-1¢). Completamos el coloreo del conjunto F' con los colores 0 y 1, pintandolas
de tal manera de que cada poligono determinado por F'U D quede acotado por aristas
de solamente dos colores, ver Figura 3-1¢).

Por 1ltimo, dibujemos el conjunto de aristas D', donde cada arista de D’ se forma
conectando dos puntos de V' correspondientes a la involucién vd~. Al conjunto de aristas
de D’ las coloreamos con color 3, ver Figura 3-1d). El grafo I que se obtiene tomando
como conjunto de vértices a V(I') = V, con conjunto de aristas E(I') = DUD'UF'y con
el coloreo dado, es un grafo 4-regular, donde dos aristas que tienen un vértice comin no

tienen el mismo color.

Teorema 3.1.2 [15] El grafo I' construido arriba es la cristalizacion de una 3-variedad
conexa y cerrada M. Ademds, M es una cubierta doble de S* ramificada sobre el enlace
L.

Definicién 3.1.1 [7] Si D es un diagrama de 3-puentes de un enlace L, la cristalizacion

(I',y) = F(D) obtenida con la construccion arriba es llamada 2-sitmétrica. Si P» denota
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a) b) c)

d)

Figura 3-1: Algoritmo de Ferri para un nudo de 2-puentes

la clase de todos los diagramas de 3-puentes de enlaces L, entonces definimos el conjunto
My ={F(D): D € P}.

Notemos que el conjunto M, estd formado por todas las cubiertas dobles de S® sobre
un enlace que admite un diagrama D de 3-puentes.

El algoritmo de Ferri dado anteriormente, es la motivacién que conduce a la siguiente
definicién, donde se busca codificar las 3-variedades de género dos, mediante el uso de
seis enteros no negativos.

De [7] se sigue que toda 3-variedad cerrada, conexa y orientable M puede ser repre-
sentada por un grafo 4-coloreado (I',7), cuya estructura puede ser codificada mediante
una 6-tupla de seis enteros no negativos que satisfacen ciertas condiciones.

Para motivar la eleccién de los enteros, vamos a usar el grafo de la Figura 3-2, en
donde podemos entender quienes van a ser los enteros que usan Ferri y otros. Estos
enteros se podran relacionar con los enteros asociados a las 3-mariposas. Estas 6-tuplas

se definen a continuacion.

Definicién 3.1.2 [7] Sea Fs el conjunto de todas las 6-tuplas f = (ho, h1, he; qo, q1, q2)
que satisfacen las siguientes condiciones:

i) h; > 0 para cada i € Zs,

it) los h; tienen la misma paridad para cada i € Zs,

i11) 0 < q; < hj—1 + h; = 2l; para cada i € Zs,

iv) los q; tienen la misma paridad para cada i € Zs.
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v) la suma h; + q; es impar para cada i € Zs.

Nota: Las operaciones sobre los elementos ¢; serdn consideradas mod 2/; y por la
condicién iii) g; serd siempre el minimo entero no negativo de la clase.
Sea G = {F( f):fe j-:g} el conjunto de todos los grafos 4-coloreados I'(f) cuyo

conjunto de vértices se define como V(f) = Y {i} X Zg, y cuyo conjunto de aristas
1EL3

coloreadas se define mediante las siguientes cuatro involuciones sobre V().
7o(i,§) = (6,5 + (=1)7),
(i, 4) = (i, — (=1)7),
(i+1,—j—1) s17=0,...,h; —1
(i—1,2l;,—j—1) sij=h;...,2,; —1
73(i,j) = poizop~t, con p el mapeo p: V(f) — V(f) y p(i,j) = (1,5 + @)
Las involuciones no tienen puntos fijos y se pueden definir de manera equivalente de

TZ(iaj) =

Y

la siguiente manera:
To(i,j) = (1,5 + (=1)),
T1(i,j) = (1,5 — (=1)),

(+1,20—j—1) sij=0,... h—1
(i—1,2,—j—1) sij=hs...,2—1
)+ Lat g+ 2 -5 1) sig<j <qg+h—1

) = { ((—Lga+aq+2—5-1) sig+h<j<qg+2,-1
j' es el entero positivo més pequeno tal que (i) j = j'mod 2l; y (ii) 7' — ¢; > 0.

72(i7j) =

Y

, donde

Para dibujar un grafo I'(f) € G simplemente se puede interpretar las involuciones
como aristas coloreadas, es decir, dos vértices v y w se unen por medio de una arista de
color ¢ si sélo si w = 7.(v) para cada ¢ € As. La forma geométrica de I'(f) se puede
describir de la siguiente manera. Este grafo consiste de tres {0, 1}-residuos C; de longitud
2l; colocados de manera ciclica sobre el plano y siguiendo el orden antihorario. Los vértices
de cada C; son los elementos de V(f) cuya primera coordenada es i. Los vértices (i, j) de
C; se pueden colocar de manera ciclica y ordenados en sentido antihorario, de tal manera
que estos érdenes induzcan el orden de ubicacion de los ciclos. Existen h; aristas de color
2 y h; aristas de color 3 entre C; y C; 1. Estas aristas pueden dibujarse de tal manera
que los grafos I'(f); y I'(f); queden regularmente embebidos en el plano. Para cada
i € Zs, el vertice (7,0) es el primer vértice de C; de color 75 que se une a un vértice de
Ciy1. De manera andloga, el vértice (i,q;) es el primer vértice de C; de color 73 que se
une a un vértice de C; 1, ver Figura 3-2. Es f4cil ver, por las condiciones dadas arriba,

que los grafos I'(f)z, I'(f)s v I'(f) son conexos y por tanto los seudocomplejos que ellos
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representan también lo son. Debido a que todos los ¢; tienen la misma paridad, se tiene
entonces que el seudocomplejo asociado es orientable. Ademads si I'(f) representa una
3-variedad M, entonces el género de Heegaard de M, h(M) satisface que h(M) < 2.

La Figura 3-2 muestra un ejemplo del grafo I'(1,3,3;2,2,0) asociado a la 6-tupla
f=1(1,3,3;2,2,0).

r.3,3:2,2,0) r(1,3,3;2,2,0)

To

T —

T2
T3

I'(1,3,3;2,2,0)

Figura 3-2: Descripcién de grafo I'(1,3,3;2,2,0)

La Figura 3-2 muestra los tres circulos Cy, C; y Cy, donde cada ciclo C; tiene los dos
colores 79 y 71, donde 7 estd representado por el color negro y 71 esta representado por
el color rojo. Los colores azul y naranja estdn representados por 79 y 73, respectivamente.
El ciclo Cy estd unido al ciclo C'; mediante hy = 1 aristas de color azul y hy = 1 aristas
de color naranja, el ciclo C; estd unido al ciclo C; mediante h; = 3 aristas de color azul y
h, = 3 aristas de color naranja, y el ciclo C5 estd unido al ciclo Cy mediante hy = 3 aristas
de color azul y hy = 3 aristas de color naranja. El ciclo Cj tiene longitud hg + he = 4, €l
ciclo Cf tiene longitud h;, + hg = 4, y el ciclo C tiene longitud h; 4+ he = 6. El primer
vértice de Cy que se une a un vértice de C; mediante una arista de color azul es (0, 0),
el primer vértice de C'; que se une a un vértice de C; mediante una arista de color azul
es (1,0) y el primer vértice de Cy que se une a un vértice de C; mediante una arista de
color azul es (2,0). El primer vértice de Cy que se une a un vértice de C; mediante una
arista de color naranja es (0,2), el primer vértice de C] que se une a un vértice de Cy

mediante una arista de color naranja es (1,2), y el primer vértice de Cy que se une a un
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vértice de Cp mediante una arista de color naranja es (2,0).

Lema 3.1.3 [7] Sea T'(f) € G y sea a: V(f) — V(f) la funcion definida por
a(i,j) = (i,h; +q; — j + 1). Entonces a es una involucion del conjunto V(f) tal que
(1) T3 = aTaa,
(17) 71 = aToa,
(1ii) para cada i € {0,1,2} la funcion « !V(Ci) tiene dos puntos fijos, los cuales son

(i, MAe=ty ¢ (4,1; 4 Ptgd),

Proposicién 3.1.4 [7] 1. Si f = (ho, h1,h2;q0,q1,92) es una 6-tupla y T'(f) es una
cristalizacion de una 3-vartedad M, entonces h; + q; es impar para cada i = 0,1, 2.

2. Sil(f) e é, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T(f) € M,

(17) T'(f) es una cristalizacion,

(i) pys = 3.

Denotemos por F; el subconjunto de .7?2 de todas las 6-tuplas f = (hog, h1, he; qo, q1, G2)
que satisfacen la condicién adicional de que el grafo I'(f) tiene exactamente tres

{2, 3}-residuos. Se tienen los siguientes teoremas.

Teorema 3.1.5 [7] Si M es una variedad prima de género dos, entonces existe una
6-tupla f tal que el grafo T'(f) € G y T'(f) es una cristalizacion de M.

Corolario 3.1.6 [7] Toda 3-variedad cerrada M, orientable y de género de Heegaard
g < 2 es una cubierta doble de S* ramificada sobre un enlace L, con b(L) = g + 1.

Corolario 3.1.7 [7] Sea Ny la clase de todas las 3-variedaes de género de Heegaard
g < 2. Entonces el mapeo V : Fo — Ny definido como f+—— K(I'(f)) es un mapeo tal

que V(Fy) contiene todas las 3-variedades primas de género de Heegaard g = 2.

El Corolario 3.1.7 conlleva a la posibilidad de producir un catdlogo de todas las
3-variedades de género de Heegaard g = 2, usando 6-tuplas de enteros no negativos.

Recordemos que a cada 3-mariposa podemos asociarle una 6-tupla de enteros que la
codifican. En el préximo capitulo mostraremos la estrecha relacién entre los procesos de

codificar una 3-mariposa y codificar una cristalizacién.
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Definicién 3.1.3 [18] Una arista de color ¢ de un grafo 4-coloreado (T, ) se dice que es
{i,j}-diagonal si c #1i,j y si sus extremos estan en el mismo {i, j}-residuo de (T, 7).

Una arista es llamada diagonal si es {i, j}-diagonal para algunos i, j.

Definicién 3.1.4 [18] Una arista e de un grafo 4-coloreado (', ) se dice que es de clase
Theonl<s<4 0<r< (4;8), st existen s — 1 aristas paralelas a ella, es decir, existen
s — 1 aristas que tienen los mismos extremos que e, y si e es {i, j}-diagonal para r pares

no ordenados {i,j}.

Proposicién 3.1.8 [18] Sea (I',7) un grafo 4-coloreado que representa una 3-variedad
M; sea (I",7) el grafo 4-coloreado obtenido de (I',7) por la fusion de su arista e, y
M’ = K(I"). Entonces, si e es diagonal y no es paralela a cualquier otra arista, M' es
una variedad, y para variedades M , My, M, iguales a S x S? 0 a S'xS? se tiene lo
siguiente:

(i) si e es de clase 1, entonces M = M';

(i) sie es de clase T2, entonces M = M'#M:;

(ii7) si e es de clase T3, entonces M = M'#M,#M, o M' tienen dos componentes
conexas My, My, y M = M,#My#M.

Definicién 3.1.5 [22] Sea (T',7y) un grafo 4-coloreado. Una asa es un subgrafo formado
por dos vértices X e Y unidos por dos aristas con colores ¢ y co tales que X e Y estdn

en la misma componente de I'a,_gc; c,)-

Proposicién 3.1.9 [22] Sea (T',7y) una cristalizacion de una 3-variedad M que contiene
una asa. Entonces M = M'#H, donde H = S*xS? o H = S'xS% y M’ es una variedad

apropiada.

Teorema 3.1.10 [7] El grafo 4-coloreado T'(f) € G es una cristalizacién de una
3-variedad de género g < 2 si y sdélo si f € Fs.

Toda 6-tupla f = (ho, h1, h2; qo, ¢1,G2) € F2 es llamada una 6-tupla admisible. Note-
mos que de las condiciones i) y v) se tiene que ¢; # h; para todo i, j € Zs.

Si se denota G = {I'(f) : f € Fa}, entonces los elementos de G son llamadas crista-
lizaciones 2-simétricas y por lo tanto ellas representan cubiertas dobles de S3 ramificadas
sobre un diagrama D de 3-puentes de un enlace L. Ademds, si M es una 3-variedad de

género g < 2, entonces existe una 6-tupla f = (hg, hi, ho; o, ¢1,q2) € Fo tal que I'(f) € G
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es una cristalizaciéon de M. Por lo tanto el conjunto de todas las 6-tuplas admisibles da
un catdlogo completo de todas las 3-variedades de género g < 2. El problema claramente
es detectar duplicaciones e identificar las variedades obtenidas. En esta direccién se han
hecho algunos trabajos, por ejemplo ver [6], [8], [25] y[35] entre otros.

Se concluye entonces, que el problema de clasificacién de todas las 3-variedades de
género g = 2 es trasladado al problema ; cudndo dos 6-tuplas admisibles representan la

misma 3-variedad ?

3.2 Transformaciones simétricas

Con el propésito de poder identificar 6-tuplas admisibles diferentes que representen la
misma 3-variedad M, en [25] se introduce una transformacién elemental, la cual es
llamada una transformacion 2-simétrica, y que consiste de una sucesiéon estdndar de
movimientos dipolos que cambian una cristalizacién 2-simétrica I'(f) € G dada, en otra
cristalizaciéon 2-simétrica I'(f’) € G. Esta transformacién 2-simétrica trasforma la 6-
tupla admisible f en la 6-tupla admisible f’, donde ambas 6-tuplas representan la misma
3-variedad. Es decir, esta transformacion cambia el grafo asociado pero no cambia la
variedad representada.

Un movimiento dipolo puede cambiar el género de un grafo, pero una transformacién
2-simétrica tiene la ventaja de que no cambia el género del grafo ni su simetria.

Para ciertos valores particulares de los pardmetros de una 6-tupla admisible f, el

grafo I'( f) representa una 3-variedada de género 0 o 1, como lo afirma el siguiente lema.

Lema 3.2.1 [25] Sea f = (hg, h1, ho; qo, 1, G2) una 6-tupla admisible y sea (i, j, k) cual-
quier permutacion de Z.s.

i) Si ¢ = q; = 0 para i # j, entonces I'( ho, h1, ha; qo, q1, q2) Tepresenta el espacio
lente L (lk, %’“) .

ii) Si qo = q1 = g2 = 0, entonces T'( hg, hi, ha; qo, q1, q2) representa S3.

Es importante notar que diferentes 6-tuplas admisibles pueden estar asociadas a grafos
4-coloreados c.p isomorfos. Esto se debe a que se puede cambiar el orden de los
{0, 1}-residuos y cambiar la orientacién de cada {0, 1}-residuo. Estos cambios conducen

a obtener 6-tuplas que representan el mismo grafo.
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Lema 3.2.2 [25] Si f = (ho, h1, h2; qo, q1, q2) es una 6-tupla admisible, entonces las

6-tuplas (h1, ha, ho; G162, q0)s (h2, ha, hos go, G2, 1), (ho, ha, has —qo, —aq1, —q2) son admisi-
bles y sus grafos asociados son c.p-isomorfos a I'(f).

La idea en [25] es definir una relacion de equivalencia sobre F; de la siguiente manera:
Si f = (ho, h1, h2; qo, ¢1, g2) €s una 6-tupla admisible, entonces se definen las permuta-

ciones 1, 15 y 13 que actuan sobre F; en la forma

¥, ((ho, b1y ho; oy 1, q2)) = (ha, ha, hos g1, @2, o), (3.1)
Vo((ho, h1, ha2; qo, 1, q2)) = (ha, ha, ho; qo, a2, @1),
?ﬂg((ho,hl,hz;%,%,%)) = (h07h1>h2;_QOa_Qla_QQ)'

El aplicar ¢, a una 6-tupla admisible f = (hqg, k1, he; qo, q1, g2) tiene como efecto rotar los
ciclos Cy, C} y (s, es decir, hacer una permutacién ciclica Cy — C; — Cy — Cy. Aplicar
¥y a f = (ho, h1, h2; qo, q1, q2) tiene como efecto intercambiar los ciclos C; y Cy. El aplicar
s a f = (ho, h1, ha; qo, q1, ¢2) puede interpretarse como un cambio de orientacién de los
ciclos Cy, Cy y Cs.

Tomemos la 6-tupla f = (1,5,9;4,2,0), entonces ¢, ((1,5,9;4,2,0)) = (5,9,1;2,0,4),
¥5((1,5,9;4,2,0)) = (9,5,1;4,0,2) y ¥4((1,5,9;4,2,0)) = (1,5,9;6,4,0).

Sean f y g dos 6-tuplas en F5. Se define la relaciéon f 2 g si y sélo si existe n €
(11,14,13) tal que n(f) = g. Esta relacién es de equivalencia y es llamada una H-

equivalencia sobre F,. Las clases de equivalencia seran llamadas H-drbitas.
Lema 3.2.3 [25] La H-equivalencia preserva la admsibilidad de las 6-tuplas.

Lema 3.2.4 [25] El grupo H = (11,1,,13) es isomorfo a Do, donde D1y es el grupo
de simetrias de un hexdgono reqular. FEn particular, cada H-drbita tiene a lo mds 12

elementos.

Es fécil ver que si f = (ho, h1,h2;qo,q1,q2) es una 6-tupla admisible, entonces su

H-6rbita denotada [f]y estd formada por los elementos:
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= (ho, h1, ha2; qo, @1, ¢2),

(f) (ha, by, ho; qo, G2, q1),

VI(f) = (h2, ho, h1; G2, G0, q1),

V30, (f) = (ha, ha, ho; —q1, —q2, — o),
V303 (f) = (ha, ho, hi; — G2, —qo, — 1),
V390, (f) = (ho, ha, h1; —q1, —qo, —q2)

(3.2)
¢1(f) = (h1,h2, hO§Q1>Q27QO)

Ys(f) = (ho, h1, ho; —qo, —q1, —q2)

¢2¢1(f _<h07h2,h1§Q1,QO»Q2)

)
Vi(f) = (ha, ho, h2; g2, 41, 40)
¢3¢2(f) (h2> hy, ho; —qo, —qg2, —CI1)
¢3¢2¢%(f) (hh h07 h2a —q2, —q1, _qO)

De [25] se tiene el siguiente teorema, el cual muestra la tranformacién 2-simétrica que

se hace sobre la 6-tupla admisible f = (ho, h1, h2; o, q1,G2)-

Teorema 3.2.5 [25] Sea f = (ho, h1, h2; o, q1,q2) una 6-tupla admisible tal que gy # 0
y sea "= (hy, by, hh; q0, 41, ¢b) la 6-tupla definida mediante las siguientes reglas:

( hy =ho+ h1 — qo, gy = ho+ h1 + ha — 2qo

LehM=qw d=wtath , 810 < qo < ho, ho;

( hy=hi+ha—q, a=q+q+Mh

ho =qo+h1 —he, ¢, ="M
2.8 Mi=ho+hs—qo, ¢4 =q0o+q —ha, 8iqo> ho,ho;
My =qo+hi—ho, ¢5=aq+q¢—ho

ho = hi, qy=hi+hy—qo
3. hi:hm 912611 , 81 hg < qo < hy;
(L Wy =hi+he —ho, @5 =2q0+ g2+ h1 — ho

( hiy =h1+ho — ha, ¢, ="h1+ho—qo
4. hy =he, ¢1=2q0+q +hi—ho , 81 hy < qo < ho.

\ hIQZhb QQ:q2
Entonces f' es una 6-tupla admisible y los grafos 4-coloreados T'(f) y T'(f') representan

la misma 3-variedad.
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El siguiente lema permite escoger de una H-6rbita una 6-tupla especial.

Lema 3.2.6 [25] Si w es una H-drbita, entonces existe una unica 6-tupla
f = (ho, h1,h2;qo0, q1,G2) € w que cumple las siguientes condiciones:

i) hg < hy < ho;

i) qo < lo;

i11) si qo = 0, ly, entonces q1 < ly;

i) siqo =0,y yq =0, entonces go = la;

v) si hg = hy, entonces qo < g2 Y G2 < —qo;

vi) si hg = h1 y @ = —qo, entonces q1 < hy;

vii) si hy = ha, entonces qo < ¢1 Y 1 < —qo;

viti) si hy = ha y 1 = —qo, entonces gz < ho;

ix) si hg = h1 = hs entonces q1 < qo.

La 6-tupla del lema anterior es llamada la representante canonica de la H-6rbita w.
Por medio de las transformaciones 2-simétricas se pueden relacionar diferentes
H-6rbitas que representan la misma 3-variedad. Para lograr este objetivo se procede

entonces a definir la asignacién o : Fo — F5 dado por

(hos h1, ha; qo, q1,q2), sigo =0

! / /AR R R | : ’ (33)
(ho, Py, hys 4o, 44, G5)5 siqo # 0

U((hm ha, ha; qo, q1, 612)) = {

donde f’ = (h{, by, hy; qh, 44, g5) es la 6-tupla definida en el teorema anterior.

Tomemos la 6-tupla (2,2,2;1,1,1), entonces como 0 < g9 = 2 # 0 < hyg, hg, por
el Teorema 3.2.5 se tiene que 0((2,2,2;1,1,1)) = (3,1,3;4,0,0). De la misma ma-
nera para (1,11,25;2,0,22), como hy < gy = 2 < hgy, entonces por el Teorema 2-
5, 0((1,11,25;2,0,22)) = (11,1,35;34,0,0). Por el Lema 3.2.1 las 6-tuplas admisibles
(3,1,3;4,0,0), (11,1,35;34,0,0) representan los espacios lentes L(3,2), L(23,17),
respectivamente.

A continuacién mostramos algunos resultados técnicos.

Lema 3.2.7 [25] Sean o, 1,, 1y 1 Fo — Fy las funciones introducidas en 3.1 y 3.3.

Entonces se cumple que 02 = I, a1py = 1ho0 y 01b3 = 150.

Proposicién 3.2.8 [25] Sea f una 6-tupla admisible, H = (11,14, 03) y H' = (15, 15) .
Si f es H-equivalente a f', entonces o(f) es H'-equivalente a o(f') o a o(¢¥1((f')) 0 a

a(Vi((f).
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De la proposicién anterior, se concluye que si o(f) es H'-equivalente a alguno de
los elementos del conjunto {o(f"),a(1,((f), e (L3 ((f')},
(

-equivalente a alguno de los elementos del conjunto {o

entonces o(f) también es H

0@ (), o (i ((f)}-

Definicién 3.2.1 [35] Sean f y g en Fy. Definimos la relacion f R g siy sélo si
Iy € S = (0,11,1,,13) tal que y(f) = g. Esta relacion es llamada la 3-equivalencia

sobre Fy. La clase de equivalencia de f bajo S serd denotada por [f|s.

La siguiente definicién viene motivada por el hecho de que para producir un catédlogo
de todas las 6-tuplas admisibles que representen 3-variedades de género dos, es impor-
tante poder encontrar una 6-tupla particular que represente una $-6rbita, la cual sea
considerada como un representante minimal, ademds dicho representante minimal podria

ser Unico en alguns casos.

Definicién 3.2.2 1. Sea f = (ho, h1, he; qo, q1,q2) una 6-tupla admisible. Se define la
complejidad de f como la suma ho + hy + he, y se denota v(f) = ho + hy + ha.

2. Sea C' = {f = (ho, h1,h2;q0,q1,q2) : [ es una 6-tupla admisible candnica}. Se dice
que [ € C es minimal si v(f'") > v(f) para cada 6-tupla [’ tal que f R f'. Ademds, se
dice que f € C es una raiz si v(f') > v(f) para cada 6-tupla f" tal que f X fly

no H-equivalente a f.

Una 6-tupla minimal, es un representante de complejidad minimal de sus 3-6rbitas.
Una raiz es la dnica 6-tupla minimal de la $-6rbita. Notemos que una 3-6rbita es una
unién de H-o6rbitas.

El siguiente lema caracteriza una 6-tupla minimal y una raiz.

Lema 3.2.9 [25] Sea f = (ho, h1, h2; o, q1,q2) una 6-tupla candnica y 6 : Fo — N la
funcion definida por 6(f) = v(a(f)) —v(f). Entonces,

(i) f es minimal si y slo si S(Y'(f)) >0, parai=0,1,2.

(i1) f es una raiz si y sélo si S(Y\(f)) > 0 siempre que o(V'(f)) ¢ [flu, para
i=0,1,2.

Note que la expresién 6(f) = v(o(f)) — v(f) mide la variacién de la complejidad de
f después de hacerse una transformacién 2-simétrica.

Por ejemplo la 6-tupla (1,5,7;2,4,0) es una raiz y la 6-tupla (3, 3, 7; 2,2, 6) es minimal.
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Teorema 3.2.10 [25] Una 6-tupla candnica f = (ho, hi, ha;qo, q1,q2) es minimal si y
SO’ZOSiQQ<h0 0(]2>h1+h2—h0 0h0:h1<QQ<h2.
Ademds, cada 6-tupla minimal es una raiz con la excepcion de los siguientes casos:

— qo;
Yy, cuando g1 =0, qo 7’é h0+h2 - q2-

(i) ho = h1 < q2 < hy Yy @2 # —qo, (h°+h2) y, cuando q; = 0, q3 # (ho+h2)

(1) ho = h1 < qo < ha ¥ qo # —qo, h0+2)

Del teorema anterior tenemos que la 6-tupla (1,5,7;2,4,0) es una raiz y la 6-tupla
(3,3,7;2,2,6) es minimal.

En [35] se define un orden lexicografico en el conjunto de todas las 6-tuplas admisibles.

Nota: Denotemos por f; parai=1,2...,6 el i-ésimo término del vector que repre-

senta una 6-tupla admisible.

Definicién 3.2.3 [35] i) Sean f y g dos 6-tuplas admisibles. Sea I ={1,2,3,4,5,6} el
conjunto de indices de las componentes de dichos vectores. Definimos el orden léxico <
como sigue:

f<g<=mparaj=inf{i: i€ l)Afi#a}, fi <y

ii) Usando el orden léxico anterior podemos obtener un orden léxico sobre Fy de la
siguiente manera:

f<<g<=v(f) <v(g) o(w(f) =v(g) AN(f < g)). Este serd llamado el orden
natural sobre F;.

iii) Sea F' C Fy. El miembro f de F' que satisfaga la condicion de que no existe
g € F con g << f, es llamado un representante minimal de F. En particular esto
define un representante minimal para una H-orbita. El miembro f de F que satisface

que para todo g € F, f << g es llamado el minimo representante de F.

Ya que F; con respecto al orden << es un conjunto bién ordenado, para cada F' existe
un tnico representante minimal, el cual es al mismo tiempo el minimo representante de
F.

Se tiene como ejemplos que este orden (4,6,6;1,1,9) << (4,6,6;1,7,1) y
(4,6,6;1,1,9) << (6,6,4;1,9,1). Notemos que en este orden no se tiene en cuenta la
suma de los ¢;. Comparando este orden con el de las 3-mariposas dado en la Defini-
cién 2.7.2, se tiene que en las 3-mariposas si se tiene en cuenta la suma de los n; para
determinar si una 3-mariposa es menor que otra, en caso de que los m; no decidan.

Cuando se donote la H-6rbita de f, [f|y se entenderd que f es un representante

minimal.
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Por el Lema 3.2.9 se tiene que para calcular la accién o sobre una H-6rbita [f]g,
basta considerar las imagenes de lo tres miembros o(f), o, (f) v o3 (f).
La relacién entre las H-6rbitas da origen a un grafo S que no contiene lazos y cuyos

vértices son precisamente las H-6rbitas.

Definicién 3.2.4 [35] Sea S = {V, E} un grafo cuyos vértices son H-drbitas y la relacion

de adyacencia estd dada por:

fla ~[gle = 39 € lgla N3f € [flua: g =0o(f).
Como o2 = I, el grafo S no es dirigido y ademds S contiene lazos (loops).
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Capitulo 4

Relacién entre las 3-mariposas y

3-variedades de género 2

Este capitulo es de gran importancia, pues aqui mostramos la relacién que existe en-
tre las 3-mariposas y las cristalizaciones. Esta relacién es un bonito resultado, ya que
combina dos teorfas, una de naturaleza geométrica y la otra de naturaleza combinatoria.
Varias aplicaciones se pueden obtener de la relacién existente entre las 3-mariposas y las
cristalizaciones. Por ejemplo, podemos detectar si un nudo o enlace L con representacion
en 3-mariposa es de 2-puentes o 1-puente. Esto lo podremos hacer de forma algoritmica
sin nesecidad de tener un dibujo, lo cual es un gran avance. La codificacién de una
3-mariposa nos permitird escribir de una forma especial la presentacién del grupo fun-
damental del nudo que ella representa. Podremos deducir resultados de algunas 6-tuplas

particulares.

4.1 De 3-mariposa a cristalizacién y de cristalizacién

a 3-mariposa

En esta seccién daremos un paso importante en mostrar cémo se relacionan las 6-tuplas
para 3-seudomariposas de la forma {my, ny, ms, no, m3, n3} y las 6-tuplas para cristaliza-
ciones (hg, h1, ho; qo, 1, g2). Es decir, mostraremos como pasar de una 6-tupla de la forma
{m,n1, ma, na, mg,n3} a una 6-tupla de la forma (hg, k1, he; qo, g1, q2) y Vviceversa.

Los siguientes teoremas establecen una relacién entre las 6-tuplas que representan

una 3-mariposa y las 6-tuplas que representa una cristalizacién.

Teorema 4.1.1 Toda 3-mariposa de la forma {mi,ni, ma, na, ms,n3} da lugar a una
6-tupla de la forma (hg, hi1, he;qo, q1,q2) que representa una cristalizacion. Ademds, la
cristalizacion (ho, hi, he; qo, q1.q2) Tepresenta una 3-variedad M, cerrada, coneza y

orientable, la cual es una cubierta doble de S® con conjunto de ramificacion el enlace L.
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Prueba. Denotemos las mariposas M;, My y M3 como los ciclos Cy, Cy, v Cs,
respectivamente, es decir, los {0, 1}-residuos.

Es claro que hg = |M; N M3| = my + mg — mg, hy = |My N Ms| = mg +mg —my y
ho = |Ms N M3| = mg + m3 — my.

Por el Lema 3.1.3 podemos hallar un valor para ¢g, como aquel entero que satisface

que

ho +qo — 1

5 =my1 +n; — 1 mod(2m;), es decir, go = 2n; — (ho + 1) mod(2m,).

Similarmente se tiene para q; y ¢ lo siguiente:

h —1
1 +gl — = mg+ny—1 mod(2msy), es decir, ¢, = 2ny — (hy + 1) mod(2my), y
h —1
2 +g2 — = m3+n3— 1 mod(2m3), es decir, go = 2n3 — (hy + 1) mod(2ms3).
Consideremos el circulo Cy marcado con los puntos del conjunto {0,1,2,...,2m; —1}

y orientados en forma antihoraria (sentido positivo). El cdlculo anterior nos sugiere que
tomemos como puntos fijos los puntos ny — 1 y m; +n; — 1 y tracemos un segmento que
una dichos puntos.

Pensemos primero si n; = 1. Entonces nuestro circulo tendria como puntos fijos
los puntos 0 y m; — 1. Como de Cy a C existen hy aristas, las cuales son (0,0),
(0,1),...,(0,hg — 1), entonces la primera arista de Cy que se une con Cs es (0,hy) v
asi por la forma de leer nuestras 3-mariposas para que n; = 1, debemos girar el seg-
mento inicial hy — 1 mod(2m;) posiciones en sentido positivo para que se tenga que
ho — (ho — 1) = 1 = ny. Notemos que go = 1 — hg mod(2m;) y —qo = ho — 1 mod(2my).
Es decir los extremos del puente de nuestra 3-mariposa serfan (0, g — 1 mod(2m4)) y
(0, hg — 1 +my mod(2m,)).

Si n; = 2, entonces nuestro circulo tendria como puntos fijos iniciales los puntos 1
y my + 1. Luego o = 3 — hg mod(2m,) y asi —qy = hg — 3 mod(2m;) = (hg — 1) — 2
mod(2my). Por lo tanto al girar hg — 3 mod(2m,) posiciones en sentido positivo el punto
(0, 1), entonces su nueva ubicacién seria (0,1 + (hg — 1) — 2 = hg — 2 mod(2m;)), y asf
ho— (ho—2) mod(2m;) = 2 = n;. Es decir los extremos del puente de nuestra 3-mariposa
serfan (0, hg — 2 mod(2my)) y (0, hg — 2 + my mod(2my)).
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En general para 1 < n; < mq, nuestro circulo tendria como puntos fijos iniciales los
puntos n; — 1y my +n; — 1. Luego, qo = 2ny — (ho + 1) mod(2my) y —qo = ho+ 1 —2ny4
mod(2my). Por lo tanto al girar kg + 1 — 2n; mod(2m;) posiciones en sentido positivo el
punto (0,n; — 1), entonces su nueva ubicacion serfa (0, —14+ho+1—2n; mod(2m,)) =
(0, hg — ny mod(2m4)) y asi hg — (hg — n1) = ny mod(2m,). Es decir, los extremos del
puente de nuestra mariposa serfan (0, hg — n; mod(2m,)) y (0, hg — ny + m; mod(2my)).

El razonamiento anterior es el mismo para los circulos C y Cs.

Lo anterior muestra entonces que la 6-tupla buscada es (hg, b1, ho; —qo, —q1, —q2),

donde —qq se toma médulo 2m;, —g; se toma médulo 2ms y —g2 se toma médulo 2mg.

B= 2ho+qo+hr—1 _ 2hotgothy—1

2 B 2
A< e ho A<l
_ hothy _ hothy
T2 pP=—""
n=ho—A n=ho—B
ho—A>0 ho—A>0
ho—B <0 A:—h‘ﬁg”*] 20 ho—B >0 A:hoﬂziofl >0
B— 2h0+qg+hz—1 B= ho + %
hoths A=ho /
A=s=5=-1 / ho+ha
p= hothy p=—""
2 n = hothy
n=ho—A+pP b A2 0
ho—A <0 - T
ho—B <0 a=tugel 2o ho—B =0 A=ho

Figura 4-1: Cason =1

0
maripost_§ ho — 2+ P ho—n
ho—1
Se une a C,
p+l p+n-1

Se une a C,

a)

b) Se une a C,

Figura 4-2: Caso n = 2 y caso general
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Ademéds, el algoritmo de Ferri garantiza que la 6-tupla (hg, k1, h2; o, q1,q2) €s una
cristalizacion que representa una 3-variecad M conexa, cerrada y orientable, donde M es
una cubierta doble de S con conjunto de ramificacién el enlace L asociado a la 3-mariposa

{m17 ny, Mo, N2, M3, 77,3}. n

Teorema 4.1.2 A toda 6-tupla (ho, h1, ha; qo, q1, q2) que representa una cristalizacion se
le puede asociar una 6-tupla de la forma {m,ni, ma, na, ms, n3}, la cual representa una

3-seudomariposa que representa un enlace L.

Prueba. Razonemos para la mariposa M; = (. Para las demds, el razomaniento es
el mismo por su simetria.

Se tiene entonces que 2m; = hg + hg, 2my = hg + hy y 2mg = hy + hy. Para la
l-mariposa M, dados hg, hs, ¥ qo se tiene entonces lo siguiente.

Sean A = (%) mod(ho + h2) y B = (W) mod(hg + hs). Consideremos
dos casos.

_ 2hg+qothy—1 _ 2ho+qotha—1
B= 2 B= 2
ho
A<t ho A<ty
— h0+h2 — h0+h2
2 2 0
n=hy—A4 n=hy—=B
ho—A >0 - . ho—A >0 - ]
__JNotgo—l >0 _ __ Jhotgo—l >0
ho—B < 0 A=l ho—B >0 A =20t
B= 2h0+q;+h2—1 B= ho + Jothy
0
4 < Dothy / A=hy /
- 2 h0+h2
__ hothy ho pP=—
2 n = h0+h2
n=hyg—A+P 5 4 2_ 0
ho—A4 <0 —— °5°
ho—B <0 A =torgel =0 ho—B =0 A=ho

Figura 4-3: Caso 1

Caso 1. 0§AyA§%—l.
Sihyo—A >0y hy— B <0, entonces hacemos m; = @ y (ny = hg— A) mod(2my).
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Si hg—A >0y hg— B > 0, entonces hacemos my = 212 y (n; = hy — B) mod(2my ).

Si h — A <0y hg— B < 0, entonces hacemos m; = ho%]“ y (ng = hg — A+
hotha ) mod(2my ).

Sihg—A=00hyg— B =0, entonces hacemos m; = hoghz yn, = %

Caso 2. %SASho—i-hg—l.

Siho—B >0y hg— A < 0, entonces hacemos m; = @ y (n1 = hg— B) mod(2m, ).
Sihyo—B >0y hy— A > 0, entonces hacemos m; = % y (ny = hg— A) mod(2m).
Sihg — B <0y hg— A <0, entonces hacemos m; = 20tk y

(n1 = ho — B + "02)mod(2m,).

Sihg — A=0o0 hg— B =0, entonces hacemos m; = 20tz y p; = hoths

_ hotqo—1 = hothy _ hotqol
A= 2 = 2 A=
ho

A< hothy — 1 ho A< horhy — 1

_ h0+h2 — h0+h2

2 p 2 0
n=ho—~RB n=hy—4A
ho—B>0 ” - ho—A4 >0

— — 2hotqothy—1 — — 2hotqothy—1
ho—A <0 B= > ho—B >0 B= >

_ hotqo—1 _ ho+hy
A== A=ho+ =3
0
A§h0+h2—1/ B =ho /
_ hothy

_ hothy ho P = >
p 2 n = h0+h2
n=ho—B+P h y 2 0
h()—A <0 Og N
ho—B <0 B:M ho—B =0 B=ho

Figura 4-4: Caso 2

Para la 1-mariposa My = (] se razona como arriba para poder hallar ms y ns, usando
q1, ho y hi. Similarmente para la 1-mariposa Mj; se razona como arriba para poder hallar

ms y ns, usando gs, hy y ho.

Para ver la 3-seudomariposa a la cristalizacién, basta considerar el arco [y que une
ho+go—1
los puntos 5

y M=l 4 po i hy en Co, el arco |y que une los puntos =Ly
szl 4 by 4 Ry en O, y el arco Iy que une los puntos 225271y B2l 4 py 4 py en

o1



02. |

La 3-seudomariposa obtenida en el teorema anterior, es el conjunto de ramificacién
de la 3-variedad M representada por la cristalizacién. En el Capitulo 5 se muestran unas
tablas en las que aparece codificaciones de cristalizaciones junto con la codificacién de la
3-seudomariposa. Vale la pena notar que la seudomariposa que se obtiene estd basada

en la construccion de Ferri.

4.2 Construccién algoritmica del grupo de un enlace

de 3-puentes

En esta seccién mostraremos una manera de construir de forma algoritmica una pre-
sentacion para el grupo fundamental de un nudo K de 3-puentes. Aunque existen varias
formas de obtener el frupo fundamental de un nudo K, aqui usaremos la presentacién " por
encima” y la presentacion "por debajo". Estas presentaciones pueden ser consultadas en
[13], [5] vy [38].

En topologfa un invariante muy popular es el grupo fundamental, que es el conjunto de
las clases de equivalencia por homotopia de lazos en un espacio topolégico. Por ejemplo,
el grupo fundamental de una 3-variedad es una herramienta fundamental en el estudio
de 3-variedades y a su vez ha sido una fuente de ejemplos y problema importantes.

Daremos un teorema que nos permitird calcular una presentacién del grupo de un nudo
de 3-puentes a partir de la colecciéon {mq,n1, ms, ne, ms,n3} de 6 definida en la Seccién
2.1. Una componente interesante de este resultado, es que la prueba es constructiva y
se basa en algoritmos precisos y féciles de implementar en un programa de computador
simbdlico, como Mathematica.

Este es un trabajo en progreso que deja muchas preguntas abiertas, la mayoria en el
ambiente de la teorfa de nudos, pero creemos que también desde el punto de vista neta-
mente de la teorfa de grupos finitamente presentados. Se obtiene una familia interesante
de ejemplos que vale la pena estudiar por si mismos, méxime que como son grupos de
nudos, se sabe que por ejemplo el problema de la palabra es soluble. También se sabe que
la mayoria de ellos admite una representacién fiel en el grupo PSL(2,C). Estudiar las
representaciones en PSL(2,C) y en SL(2,C) es un problema interesante, que planeamos
abordar en un futuro.

Como la familia de nudos de 3-puentes estudiados en este trabajo presentan una gran
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simetria, entonces mostraremos cémo se refleja esta simetria en la presentacion del grupo.
El grupo G de un nudo o enlace K es el grupo fundamental de su complemento en
53, es decir,
G=m(S?— V(K)) =m (5°-K).

Se denota G = 71 (K) y es un invariante muy importante. Para el caso de nudos pri-
mos, G = m; (K) determina totalmente el tipo del nudo, ver [24]. Para nudos compuestos
y enlaces, ya no es un invariante tan completo.

Se tienen métodos para hallar presentaciones del grupo de un enlace, pero en general
dependen primero de tener un diagrama del enlace. Esto trae como consecuencia que la
presentacién que se obtiene dependa del diagrama, y fiacilmente se pasa de un problema
de dificil solucién en topologia a un problema algebraico de igual dificultad, como lo es
el problema del isomorfismo de grupos.

Hay dos familias de enlaces para las cuales se conoce un método general para hallar
una presentacion: son los enlaces de 2- puentes y los enlaces toroidales. La Figura 4-5
muestra un enlace toroidal junto con un diagrama y la Figura 4-6 muestra el diagrama

de un nudo de 2-puentes.

Figura 4-5: Nudo Toroidal

Figura 4-6: Diagrama de 2-puentes
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Cuando se tiene un diagrama de s puentes de un enlace, se puede encontrar una
presentacién del grupo del nudo con s generadores y s—1 relaciones. Se tiene un generador
por cada puente y las relaciones se construyen al ir recorriendo los puentes por debajo.

Se tiene entonces la siguiente proposicién.

Proposicion 4.2.1 Si un enlace L admite una presentacion con s puentes, entonces su

grupo admite una presentacion con s generadores.

(o)

Figura 4-7: Meridianos

La Figura 4-7 muestra un diagrama de un nudo de 2-puentes y con dos meridianos a
y b como sus generadores.
Los nudos de dos puentes de tipo p/q, p y ¢ primos relativos, tiene grupo con dos

generadores, y presentaciéon dada por (z,y | xw = wy), donde

w = yhrghn-1 .. yfrghighe g ka1 gkn k, € {1,—1}, n impar (4.1)
w =yt ykrgkigk gk ke k, € {1,—1}, n par .
paran € N, donde parav =1,--- ,n, k, = (_1)[1/(1—1/;;], q ! eselinverso de g en Zy, y []

representa la parte entera de x. Los generadores de esta presentacién son meridianos, y
esto caracteriza los enlaces de dos puentes, ya que si un enlace admite una presentacion
con dos generadores que son meridianos, entonces es un enlace de dos puentes, ver [5].
El grupo de un nudo toroidal de tipo (p,q), p y ¢ primos relativos, admite una
presentacion de la forma (a,b |a? = bP), ver [5]. Aqui los generadores no son meridianos.
Se sabe que el grupo de un nudo tiene deficiencia 1 y el grupo de un enlace es de

deficiencia 0 o 1. Como la deficiencia de grupo G es 1, entonces no es posible obtener
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una presentacion con dos generadores y ninguna relacién. Es decir, no puede ser el grupo
libre en dos generadores.

Es muy interesante el hecho de que si uno pasa a grupos de nudos con tres generadores
y dos relaciones, ya se sabe muy poco.

En la Seccién 2.3 vimos el algoritmo para dibujar un enlace de 3-puentes y en la
seccién 2.5 el algoritmo para hallar el cédigo de Gauss del diagrama. Ahora nos interesa
el algoritmo para hallar una presentacién del grupo del nudo.

Para poder continuar, debemos recordar los resultados 2.4.1, 2.4.3, 2.4.4, 2.4.6, y 2.4.7
dados en la Seccién 2.4.

Como la permutacion 1 = ¢y del Teorema 2.4.7 determina completamente el diagrama
del enlace, entonces a partir de ella se hallan presentaciones del grupo del enlace. Se
halla tanto la presentacién por encima como la presentacién por debajo. Esto se hace

directamente, sin pasar por el diagrama.

4.2.1 Ciclos de u

Ahora hagamos un breve repaso de los ciclos de la permutacién u. Nos interesa el caso
cuando p = 717973 es producto de tres ciclos disjuntos, pues eso significa que la mariposa
es reducida, que el diagrama del enlace asociado es de tres puentes y no tiene componentes
superfluas.

En cada ciclo hay dos vértices especiales, que son puntos fijos de v y corresponden
a extremos de puentes. Como el enlace es orientado, uno de los vértices corresponde al
punto inicial del arco por debajo que empieza en un puente y termina en otro. Para
el ciclo 7; llamamos I; el inicio del arco y S; el fin del arco. Para fijar la orientacién,
determinamos de antemano que a,,, es un punto inicial y ay es un punto final. Cuando
es un nudo formalizamos atin més la selecciéon y ordenamos los ciclos de tal forma que
am, = I1 y ap = S5, de tal forma que el nudo se recorre desde a,,, hasta ay. Cuando es un
enlace, tenemos que dar informacién sobre la orientacién de las distintas componentes,
asi que de nuevo determinamos que a,,, = I; y que ag es alguno de los S;, i = 1,2, 3,
pero no podemos decirlo de antemano. Si se tienen 3 componentes, se determina que
b, = I2,bg = Sa, ¢y = I3y co = S3. Si son dos componentes, se ordena la componente
en la que no esta a,,, de tal forma que b,,, o ¢,,, sean puntos iniciales, segiin sea el caso.

Para abolir la confusién que se puede presentar por la falta de unicidad de la escritura

de los ciclos, dado el ciclo 7; lo escribimos como conjunto ordenado iniciando en I;, lo
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llamamos 6rbita de I; y lo denotamos O (1;). Ast

@ ([Z) = {[l'axla ©rr T, Sia Y1, 7yn3} :
Pero resulta que podemos decir més de la 6rbita O (I;).

Lema 4.2.2 Para cada una de las orbitas O (I;), i=1,2,3, determinadas por los ciclos

de la permutacion p de la mariposa {my,ny, mg,na, mg,n3} se cumple que

O (L;) = {1i,z1, o, Siy v (), -+ v (21) ]

Para la prueba de este lema basta ver que como S; = u (zx) = ¢y (zx) entonces

w(Si) = ¢y (Si) = ¢ (Si) = ¢ (dy (wr)) = v (1) -

Ademas,

p(v(n) = o7 (v (21)) = & (21) = ¢ (&7 (Th-1)) = 7 (Th1) -

Por recurrencia, para todo j = k,---,2, n (v (z;)) = ¢y (v (5)) = ¢ (2;) = ¢ (7 (x;-1)) =
V(zj-1). W

Como la informacién central estd en la primera parte de la 6rbita, para mucho de nues-
tro trabajo en la presentacion del grupo del nudo esta es la informacién que requerimos,

<—
asi que denotamos el segmento inicial de la érbita por O, es decir

6 ([z) = {Ii,%’l, c T, Si} .

Consideremos el siguiente ejemplo que hace referencia a la Figura 4-10, donde se
tienen las siguientes orbitas:
O (1) = {as, c7,as,br, a1, bs, ag, b, a7, c1}, O (I3) = {bo, c5, ba, ag, o, ag,bg, c3} y O (I3) =
{c4, b1, c, a0, bg, ag, by, as, c3, bg}, donde Iy = a5, S1 = by, Iy = by, So = o, I3 = ¢4 y

S3 = Qagp.

4.2.2 Presentaciones del grupo de un enlace de tres puentes

Tomemos las permutaciones ¢, y u asociadas a la 3-mariposa {my, nqy, ms, ne, ms, ng}.

Sin pérdida de generalidad podemos considerar que la 3-mariposa es reducida.
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Describimos primero el caso de nudos y luego enunciamos el resultado para enlaces,
en el que hay que hacer las modificaciones pertinentes.

Se tiene que la permutacién p tiene exactamente tres érbitas, que permiten describir
los arcos por debajo.

Como ag & O (am,) b0 & O (bpm,) v co & O (¢, ), cada una de las érbitas describe una

de las relaciones de la presentacion.

4.2.2.1 Presentacién por encima

Para la presentacién por encima tomamos como generadores curvas meridianos a los
puentes, y las llamamos con los mismos nombres de los puentes, a, b y ¢, como se muestra

en la Figura 4-8.

Figura 4-8: Meridianos

Los relatores se obtienen tomando vecindades simples cerradas de los arcos por debajo.
Cada relator estd dado por la palabra que se obtiene al recorrer la frontera de esta
vecindad, con la regla de que al cruzar el puente z, se escribe z*!, dependiendo de la
convencion de signos dada en la Figura 4-9.

Por ejemplo, para el nudo {5,2,5,3,4,3} y la vecindad que se muestra en la Figura
4-10, se tiene el relator dado por la palabra ac tabab~ta="'b~ta=!c, lo que conduce a la
relacién ac taba = ¢ tabab.

Para hacer el proceso de una forma automaética y saber cémo es el exponente de cada

letra, necesitamos indicadores de la direccién en la que se recorre el puente b y el puente
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1 4o

Figura 4-9: Signos

Figura 4-10: Relator: ac tabab~ta='b~ta"1c

¢, que denotaremos €, y e., respectivamente. Si el puente b se recorre de by a b,,, se toma
ey, = 1y e, = —1 en caso contrario. Lo mismo pasa con e.. Como habfamos declarado,
el puente a siempre se recorre en la direccién de ag hacia a,,,, asi que siempre tomamos
e, = 1, por lo que no lo escribimos.

El proceso gréfico que acabamos de describir lo remplazamos definiendo la funcién
[: AUBUC — {a*',b*!, b1} | que se "olvida del subindice" pero recuerda la direccién
con la que se llegé al cruce.

La funcién estd definida mediante:

a si0<i<m b si0<i<my
['(a;) = . , D) =4
a otros casos. b~¢  otros casos.

c si0<i<mg
¢~ % otros casos.
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Los relatores se forman como 7 :=1'(O0y), 15 :=T1'(03) y r3 :=T1"(Os) .

Lo tnico que nos falta es determinar explicitamente e, y e. y dar una estructura
estdandar a las relaciones, que las haga faciles de leer.

Para dar una forma estandar a los relatores, siempre recorremos la érbita iniciando en
un extremo de uno de los puente y siguiendo la direccién del nudo. Por supuesto, como
se trata de un camino cerrado, la érbita llega a otro extremo de puente y se devuelve en
la direccién contraria a la direccién del nudo. Esto precisamente da la forma particular
de las relaciones que estamos buscando.

Vamos a ordenar las 6rbitas con el fin de hallar una presentaciéon estdndar. Para
nudos estamos seguros que O (an,,) # O (ag), por lo que podemos tomar Oy = O (ay,, ),
O3 = O (ap) y la otra érbita Oy serd la que queda faltando. En enlaces, puede suceder
que O (an,,) = O (ag), por lo que hay que hacer el cambio pertinente.

Para el caso de nudos, que es el que nos interesa en este momento, la siguiente tabla
muestra las ocho posibilidades para la determinacién de e, y e., de acuerdo a como sea
el segmento inicial de las tres orbitas. Indicamos en cada érbita el vértice del puente
inicial y el vértice del puente donde llega y se devuelve. En el caso de enlaces de 2 o 3

componente, el nimero de casos aumenta, pero es ficil hacer la adaptacién apropiada.

— — «—

O O, O3 e e
{aml’... 7[)0} {bmzj... 700} {Cmsa"' 7a0} 1 1
{aml’... ’bo} {me’... 7Cm3} {CO,"' ’ao} 1 —1
{aml’... 7bm2} {b07"' 700} {Cm37"' ,a()} -1 1
{am“... 7bm2} {b()?... 7cm3} {Cm37"' ;CLO} -1 =1
{aml’... ,CO} {Cm37... ,bo} {bmw... ,GO} 1 1
{am1>"' ,CO} {Cmga"' >bm2} {bO,"‘ ,(IO} -1 1
{am“... 7Cm3} {607"' 7b0} {bmw... 7a0} 1 =1
{amlj... ’Cms} {C()"" 7bm2} {boj... 7a0} -1 =1

Tenemos asf el siguiente algoritmo para hallar los relatores:

Primero se encuentra 61 empezando a recorrer el nudo en a,,,. Segundo, dependiendo
del puente por el que se pase, se sabe cual es la palabra que se formd, asf como la direccién
en la que se recorre el arco al que se llega. Asi se determina ¢, o e..

Por la simetria de las érbitas se pueden reescribir los relatores como relaciones de la

siguiente forma:
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En los cuatro primeros casos se tiene
T aw, = web, 19 1 bwy, = wye, r3 @ CWe, = Wea.
En los otros cuatro se tiene
T QWe = WeC, T : CW. = Wb, r3 : bwy, = wpa.
En estos dltimos casos si tomamos inversos en la relaciones tenemos
1 -1 -1, —1 1

rocw, et =ctw) o rw et = 0w ryw, b =a lwy

Ya en este momento no hay ningtin sentido geométrico especial de los generadores, se
pueden renombrar y siempre vamos a tener una presentacién por encima para el grupo

de un nudo de la forma
(a,b,c | aw, = web,  bwy, = wyc, CW, = Wea)

donde las palabras w,, w, y w. se obtienen con el algoritmo descrito.
Con las palabras w,, w, y w. podemos la construir la palabra [ = w,wyw,., que tiene

la propiedad de conmutar con a :
al = aw,wyw, = w.bwpyw, = wawpcw, = wauwpwea =1 a

Se sabe que una de las relaciones del grupo del nudo se puede deducir de las otras

dos, asi que usualmente se da la presentacién con solo dos relaciones:
(a,b,c | aw, = web,  bw, = wye) .

Nosotros acostumbramos trabajar con las tres relaciones y, para realizar cémputos es-
pecificos, eliminar aquella relacién con la palabra més larga.
Para el grupo de un enlace se hace el mismo proceso y se obtiene una de las siguientes

presentaciones, dependiendo de si es un enlace de 2 componentes o de 3 componentes.

(a,b,c | aw, = wyb,  bw, = wpa, CWe = WeC)
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(a,b,c | aw, = wgea,  bwy, = wyb, CWe = WC) .

Para el grupo de un enlace no siempre se puede eliminar una de las relaciones.

Lema 4.2.3 Si la mariposa {my,ny, ms, ng, ms, ng} de Tipo es reducida, la suma de las
longitudes de las palabras w,, wy, y w. €s my + ms + ms — 3. Todos los exponentes de las

palabras son £1, es decir, no se presentan potencias.

Prueba. Para la prueba basta notar que las palabras w,, w, y w. se forman a partir
del recorrido de los puentes por debajo, que recorren todos los cruces exactamente una
vez, y por cada vez que se recorre un cruce por debajo, se anexa una letra a la palabra
respectiva. Como la 3-mariposa es de tipo 1 y reducida, se garantiza entonces que no
hay exponentes diferentes de 1 y de —1. m

Note que con esto se establece una relacién entre la mariposa y la presentacién por

encima del grupo del nudo, que estd dada en términos del la "complejidad".

4.2.2.2 Presentacién por debajo

Ahora encontramos la presentaciéon por debajo, que es una presentacién dual. Para
grupos de nudos estas presentaciones duales jugaron un papel importante en la prueba
de propiedades del grupo, ver [13]. Ahora nosotros las queremos explotar en trabajos
futuros para estudiar representaciones de estos grupos.

Para la presentacion por debajo utilizamos la construccién que ya tenemos de las
orbitas de la permutacién pu.

Ahora lo que recorremos son vecindades de los puentes y tenemos un generador por
cada uno de los arcos por debajo. Los llamamos f, g y h y se corresponden con las érbitas
04, Oz y O3, respectivamente, como se muestra en la Figura 4-11.

Cada uno de los tres caminos cerrados bordea uno de los puentes. Asi, el primer
camino recorre A = {ag, - ,Gom, 1}, €l segundo recorre B = {bg, -+ ,agm, 1} y €l ter-
cero recorre C' = {cg, - , Coms—1}. Formamos una palabra por cada uno de los caminos,
como hicimos con la presentacién por encima, dependiendo de la forma como cada arco

por debajo se encuentra con el puente. Para ello definimos la funcién
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Figura 4-11: Meridianos

p: AUBUC — {f*!, gt h*} | por la siguiente regla:

f sixeglyx#&
! sify(x)e(alyx;«éfl
g Sil‘€<52y937é52
9! 317($)€<52y$7£12
h sixeagyx#&;
ht siy(x)e(agyx;élg.

La buena definicién de esta funcién la garantiza la forma de las érbitas.

Los relatores se dan de la forma

S1 = p(ao) p(a1) - p(agm, 1),
s+ =p(bo) p(br) - p(bamy—1),
S3 =p(co)p(cr) - p(cams-1)-

Por la simetria de las funciones y la forma cémo se construyeron las érbitas, tenemos
que p(ag) = [y plam) = [~y quesi v (z) # z, p(y(x)) = p(z) " Por tanto, si

tomamos las palabras

Uy = p(a1) - p(Amy—1),  Umy = p(b1) - p (bmy—1),  Ums = p(c1) - p(Cms—1)
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los relatores se convierten en las relaciones

fm, = Um, 9, Gl = U, N, httny = Uy |

ftm, = um, b, httyn, = U9, Gy = U, f,

dependiendo de donde terminen los arco por debajo

Note que la palabra u,,, tiene longitud m; — 1, la palabra u,,, tiene longitud my — 1
Y Upm, tiene longitud ms — 1. Esta es una informacién importante para las propiedades de
la presentacién. Eso hace que en este caso no podamos hacer el cambio de nombres en
las variables, pues en ese caso perdemos la informacién de la longitud de cada palabra.

Hemos encontrado asi nuestro resultado central:

Teorema 4.2.4 El grupo del nudo {my,ny, ma, na, ms,n3} admite una presentacion de

la forma

<f7g7 h‘? | fuml = umlg7 gumz = um2h7 hums = Um3f> )

<f7g7h7 | fuml = um1h7 h’U’Tns = UmsY, JUmy = um2f> )

donde Upy , Umy, Y Umg SON palabras de longitud my — 1, me — 1 y ms — 1 respectivamente,

que se encuentra en forma algoritmica a partir de la descomposicion ciclica de fu.

4.3 Patrén Particular

En general no podemos esperar un patrén de comportamiento como el que exhiben
los enlaces de dos puentes. Pero podemos encontrar algunas subfamilias que tienen
unas simetrfas muy interesantes. Una de ellas es la familia de los enlaces de la forma
{m,n, m,n,m,n}. Esta familia contiene los nudos toroidales T (3, m) y su imagen espejo,
que corresponden a {m,1,m,1,m, 1} y {m, m, m, m, m, m}, respectivamente.

Cuando es un nudo, {m,n, m,n, m,n) admite la presentacién

(a,b,c | aw, = wyb, bwy, = wye, cw, = wea) ,
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con la particularidad de que las palabras w, = w, (a,b,c) ,w, = wy (a,b,¢) y
w, = w, (a, b, ¢), que son palabras en las variables a, b, ¢, cuamplen la siguiente regla:

we (b, c,a) = wy (a,b,¢), wy (b,c,a) = we(a,b,¢) y we (b, c,a) = w, (a,b,c). Notemos
que la regla corresponde a realizar la permutacion de las variables.

Es decir, hay una unica palabra w (z,y, z) en las variables z,y y z tal que
w,, = w(a,b,c), wy, =w (b,c,a), w.=w/ca,b).

Adicionalmente w = u u, o w = u t u donde w (z,y, z) es la palabra u leida en el sentido

contrario, y t € {z,y, z}. Por ejemplo, si

U(ZL‘,y,Z) = $y$_12y ﬂ(x,y,Z) = yZZE_lyZ

we = u(a,b,c)u(b,a,c)

es decir, intercambia el papel de a y b pero deja a ¢ sin modificar. La simetria de esta

presentacién tiene que poder explotarse en el momento de hacer las representaciones.

4.4 Grupo fundamental de una 3-variedad

Para leer sobre el grupo fundamental de una 3-variedad M se recomienda [27]. Una
manera estandar de hallar el grupo fundamental de una 3-variedad M, es a partir de un
diagrama de Heegaard de M. Sin embargo, es posible hallar el grupo fundamental de una
3-variedad conociendo una cristalizacién de ella.

Dada una cristalizacién (I',y) de una n-variedad M, se puede obtener una pre-
sentacién para el grupo fundamental 71 (M) de M de la siguiente manera:

Escéjanse dos colores i y j en A, y sea X = {x1,xa,...,2,} el conjunto de todas las
componentes conexas, excepto una, del subgrafo I'a, _; j3. Recordemos que las compo-
nentes conexas de I'y; ;1 son ciclos con aristas coloreadas alternadamente con los colores
iy j.Sidim(M) > 2, entonces sea {y1,ys, - .., Ym} €l conjunto de todas las componentes
conexas, excepto una, del subgrafo I'y; ;. Sobre cada componente y;, fijemos un recorrido
orientado y un punto de comienzo sobre cada una de ellas. Ahora construyamos la pa-
labra 7, sobre X, a partir del ciclo y;, siguiendo la siguiente regla: siguiendo la direccién

escogida y a partir del punto de inicio comenzamos a hacer el recorrido por y, y luego
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comenzamos a listar los x; que vayamos encontrando en el recorrido. El exponente +1
o —1 de x; dependera del signo que le asignemos al color ¢ y al color j. Por lo tanto, si
en el recorrido llegamos a z; con la arista ¢ y hemos asignado —1 a la arista de color
i, se tendrd entonces x; !, de lo contrario se tendra z;'. De este modo tendremos una
presentacién para mq (M), dada de la forma m (M) = (@1, ®a, ..., Tp| 71,72, ..., Tym) . Ver
[19].

Recordemos que nuestras cristalizaciones (hg, h1, ho; qo, q1,g2) son representadas me-
diante un grafo 4-coloreado con tres ciclos Cy, C; y C5 bicoloreados con los colores i,
i1, dados por las reglas 7¢(i,7) = (4,7 + (=1)7) e 71(¢,5) = (i,j — (—=1)7). Los ciclos
anteriores estdn unidos entre ellos mediante los colores 75, 73 dados por las reglas:

. (i+1,—j—1) sij=0,...,h;—1

(i) = { (—1,2l—j—1) sij=hg... .2 —1"

73(i,j) = poTa0p~", con p el mapeo p: V(f) — V(f)y p(i,j) = (i,j + @)

Los vértices del ciclo Cy se nombran de la forma (0, j) para j = 0,...,hg + hy — 1,
los veértices del ciclo C se nombran de la forma(1,j) para j = 0,...,hg + hy — 1 y los
del ciclo Cy se nombran de la forma (2,7) para j = 0,...,h; + he — 1. Aplicando el
algoritmo anterior podemos hallar el grupo fundamental de la 3-variedad representada
por la cristalizacion (hg, ki, he; qo, g1, g2) realizando los siguientes pasos.

1. Asignemos al ciclo Cj la letra a, al ciclo C la letra b y al ciclo Cy la letra c.
Formaremos nuestras palabras con los ciclos Cy y Cf.

2. Tomemos el punto (0,0) como punto de partida para construir la primera palabra.
Asignemos al color is el signo +1 y al color i3 el signo —1. Ahora recorramos desde (0, 0) el
ciclo bicoloreado con los colores s, i3 hasta que retornemos de nuevo al punto (0, 0). Es de-
cir formamos la secuencia {i2(0,0), i3(i2(0,0)), i2(i3(i2(0,0))), . . ., i3(i2(- - - i3(i2(0,0)))) =
(0,0)}. Notemos que lo que estamos haciendo es recorriendo un {is, i3 }-residuo.

3. La primera letra que colocamos es la letra b con exponente 1, luego segin el
recorrido colocamos la letra a o la letra c con exponente —1, es decir, colocamos a~! o ¢!
dependiendo del ciclo al que arrivemos, después colocamos la letra a o b o ¢ dependiendo
del siguiente ciclo al que arrivemos, luego colocamos la letra a™!, b= o ¢! dependiendo
del ciclo al que arrivemos. Continuamos de esta manera hasta que lleguemos al punto
(0,0) con una arista de color i3. Por lo tanto la palabra termina con la letra a y con
exponente negativo, es decir a!. La longitud de la palabra obtenida es par, pues nuestros
grafos son bipartitos. En las posiciones pares de la palabra cada letra debe tener exponente

—1 y en las posiciones impares exponente 1.
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4. Como nuestro interés es formar las palabras con base en los ciclos Cj y ', entonces
en la palabra obtenida anteriormente, podemos reemplazar la expresién ¢ o ¢! por 1.
De esta no se afectard la palabra obtenida segin el algoritmo anterior. Llamemos esta
palabra A.

5. Como cada ciclo tiene vértices de por lo menos dos {is, i3 }-residuos, entonces debe
existir un vértice (0, k) de Cp que no estd en la secuencia hallada en el paso 2. Repetimos
el proceso del paso 2 para obtener una secuencia de la forma

{i2(0, k), i3(i2(0, k)), i2(i3(i2(0, k))), . . . ,i3(ia(- - - i3(i2(0, k)))) = (0, k) }. Repetimos los
pasos 3 y 4 anteriores y asi obtenemos la palabra B.

Asi, el grupo fundamental de la 3-variedad es
m(M)={a,b |[A=1, B=1).

De esta manera hemos recorrido dos {is, i3 }-residuos del grafo. Ahora la otra palabra
se obtiene tomando como punto inicial algin vértice de Cy, C; o C5 que no haya sido
recorrido en los {is, i3 }-residuos anteriores. Se repiten los pasos anteriores y se obtiene

la tercera palabra, la cual podemos llamar C. Se tiene entonces que
m(M)={a,b |[A=1 B=1, C=1).

(1,3,3;2,2,0)

Figura 4-12: Grupo Fundamental

La Figura 4-12 muestra la cristalizacién (1, 3, 3;2,2,0). Tenemos la secuencia
{(1,3),(2,4),(1,1),(0,2),(2,1),(0,0)}, y asi tenemos la palabra
A =bcba"tca™! = b%a~2. Tomando la secuencia {(2,2), (0,3), (2,0), (0,1)} obtenemos
la palabra B = ca”'ca™' = a2. De la secuencia {(2,5), (1,2), (2, 3), (1,0)} obtenemos la
palabra
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C = cbteb™! = b2, Asf, el grupo fundamental de la 3-variedad representada por la
cristalizacion (1,3,3;2,2,0) es
(M) ={(a,b |P*a?=1,a2=1,b2=1)=(a,b | a®*=b*=1).
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Capitulo 5
Aplicaciones y tablas

En este capitulo deseamos mostrar y resaltar algunas aplicaciones, donde haremos uso
de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores. Con ayuda de los teoremas 4.1.1
y 4.1.2, podemos obtener una 6-tupla que represente una cristalizacién a partir de una
6-tupla que represente una 3-mariposa. De forma inversa, si conocemos una 6-tupla que
represente una 3-mariposa, entonces podemos hallar una 6-tupla para la cristalizacion
que representa una 3-variedad M que sea una cubierta doble de S? con conjunto de ram-
ificacion el diagrama del enlace L asociado a la 3-mariposa dada. Con éstos dos teoremas
podemos generar tablas en las que podemos escribir una cristalizacién y sus 3-mariposa
asociada, una presentacién para el grupo fundamental del nudo, una presentacién para
el grupo fundamental de la 3-variedad, etc. Con esta conexién podemos encontrar in-
formacion de la 3-variedad a partir de una 3-mariposa conocida o encontrar informacién
de la 3-mariposa a partir de la cristalizacién asociada. como también informacién de la
3-variedad, entre otras. Daremos a conocer algunos resultados importantes ya conocidos
para 3-mariposas y otros que se han venido deduciendo con este trabajo y otros trabajos
de la profesora Margarita Toro.

En algunos casos podremos distinguir si una 3-mariposa es el diagrama de un enlace

L con b(L) =3, b(L) < 2y en algunos casos detectar sumas conexas.

5.1 Resultados de clasificacién

En esta secciéon mostramos primero algunos resultados que ya se tenfan para 3-mariposas

y otros resultados nuevos que son aplicaciones de los resultados vistos en este trabajo.

5.1.1 Enlaces sueltos

Cosa muy interesante es poder distinguir los enlaces sueltos. En particular los enlaces

sueltos de una, dos y tres componentes.
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Los dos teoremas siguientes son de gran relevancia para reconocer si un nudo K no

es el nudo trivial o si un enlace es split, haciendo uso de las movidas wave.

Teorema 5.1.1 [/6] Toda proyeccion de 3-puentes de un nudo trivial puede ser trans-

formado en el nudo trivial mediante una sucesion finita de movidas wave.

Teorema 5.1.2 [46]/ Toda proyeccion de 3-puentes de un enlace split K puede ser trans-

formado en un diagrama disconexo mediante una sucesion finita de movidas wave.

Podemos identificar el nudo suelto usando repetidamente movidas waves. Pero no
siempre las movidas wave se pueden hacer en los puentes, sino que hay que hacerlas en
los arcos por debajo. La Figura 7?7 muestra el nudo suelto asociado a la 3-mariposa
(5,1,4,1,2,1), que es de tipo 1. Esta es la primera 3-mariposa de tipo 1 que representa
el nudo suelto. El cédigo de Gauss para este nudo es
{{1,2,3,4,-6,-1,8,-3,7,6,5,—8, -2, -7, —4, -5}, {—1,1,1,—1,1,1,—1,1}} y se ve clara-
mente que las longitudes de los arcos por debajo son 2, 1 y 5, por lo tanto admite movida

wave.

Figura 5-1: Nudo suelto representado por la mariposa de tipo 1 (5,1,4,1,2,1)

La prueba del teorema que nos permite identificar el nudo suelto y el enlace suelto
de dos componentese se hace citando directamente el resultado de Negami. Para el
enlace suelto de tres componentes tenemos un resultado mucho mas fuerte, que probamos

utilizando la presentacion del grupo del enlace.

Proposicion 5.1.3 El enlace suelto de 3 componentes no se puede representar como una

3-mariposa.
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Prueba. Supongamos que hay una mariposa (p, n,q, m, s,l) que representa el enlace
suelto de 3 componentes. Encontremos la presentacién por debajo, que nos da de la
forma

G ={a,b,c| aw, = wya, bw, = wyb, cws; = wsc}

donde las longitudes de las palabras w,, w, y ws son p—1,¢—1y s — 1, respectivamente.
Como el enlace es suelto de 3 componentes, G = Z x Z * Z, 1o que exige que las 3 relaciones
sean triviales, o sea que a y w, conmuten, b y w, conmuten y ¢ y ws conmuten. Pero

esto exige que w, = a’~ ', w, = b9 y wy = ¢*7!, lo que no es posible. m

5.1.2 Imagen espejo

A continuacién se muestra un resultado que permite hallar una presentaciéon como 3-
mariposa de la imagen espejo de un enlace L, representado por la 3-mariposa
{my,n1, ma,ny, m3,n3}. Es claro que la imagen espejo del diagrama de L, denotada L*,

es también un diagrama de 3-puentes.

Teorema 5.1.4 [33] Si un enlace de 3-puentes L tiene una presentacion como 3-mariposa
reducida {my,n1, ms,nay, M3, n3} , entonces su imagen espejo L*, tiene presentacion como
3-mariposa reducida dada por {my,ny, ms,n,, ms,ny} donde:

(1) Si my < mg + mg se tiene que ny = ((mg — m3 — ny) modm,) + 1,
nh = ((mg —my — ng) modms) + 1 y ny = ((my — mg — n3) mod ms) + 1.
(i1) Si my > mg + ms se tiene que n} = ((2mg — ny) modmy) + 1,
= ((—n2) modms) + 1 y ny = ((—n3) mod ms) + 1.

S

!
2

Notese que se suma 1 después de hacer el médulo, ya que no permitimos ceros en
nuestra notacién.

Nota: Es importante hacer notar, que el teorema anterior nos da un diagrama de una
3-mariposa reducida que representa a L* a partir de un diagrama D de una 3-mariposa
reducida que representa a L. Sin embargo, puede ocurrir que la imagen espejo D* de D
no sea un diagrama de una 3-mariposa reducida, porque puede ocurrir que aparezca una
movida wave.

Por ejemplo, la 3-mariposa D = {7,4,5,5,5,2} es reducida, pero la 3-mariposa

D* ={9,1,4,2,3,2} no es reducida, ya que tiene una movida wave.

Corolario 5.1.5 [33] Si un enlace L tiene una presentacion como 3-mariposa

{m1,n1, ma, o, m3,n3}, tal que si my < ms + ms, ny — 1 = (my — m3 — ny) mod my,
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ny —1 = (m3 — my — ng) modms, n3 — 1 = (my — my — nz) modms o my > msy + ms,
ny — 1 = (2my — ny) modmy, ny — 1 = (—ng) mod ms, n3 — 1 = (—ng) mod ms, entonces
L =1L*

5.1.3 Enlaces de 2-puentes

Para el préximo teorema traemos la notacién introducida en la Seccién 2.4. Sean ¢ y
las funciones definidas en D = AU B U C introducidas en 2.4.1 y 2.4.6, entonces tenemos

el siguiente teorema.

Teorema 5.1.6 Sea {my,ni, ms,ny, m3,n3} una 3-mariposa reducida, ¢, v, y 5 = y¢y
las funciones definidas sobre el conjunto D = AU BUC. Para a € D, definimos el ciclo
de a bajo B como
Cs, = (¢(a), B((a)), 6(B(¢(a))), B(6(B(¢(a)))), - - -, a). Entonces:

1. Si la longitud de C, es 2 para algin a € D, entonces la 3-mariposa representa un
enlace L con b(L) < 2.

2. Si para algin a € D se tiene que C, contiene un solo elemento de A o un solo

elemento de B o un solo elemento de C, entonces la 3-mariposa representa un enlace L
con b(L) < 2.

Prueba. Primero debemos garantizar que el ciclo Cﬁa termina y termina en a. Como la
3-mariposa es reducida, entonces por el Teorema 4.1.1, a la 6-tupla {m1, ny, ma, no, ms, n3}
le podemos asociar la cristalizacion f = (hg, hi, he; qo, q1,q2). Como f = (hg, h1, ho; qo, ¢1, G2)
es una cristalizacion, entonces el grafo I'(f) asociado es bipartito y ademads tiene tres
{2, 3}-residuos de longitud par. Esto garantiza que Cs para en a, pues L5 es un {2,3}-
residuo, ya que por el 3.1.3 basta darse cuenta de que ¢ = 79, @ = v y asi 73 =
atea = oy = . Ademds [:Ba tiene longitud par.

Notemos que 1, simplemente dice que la cristalizacion tiene un 2-dipolo y estos dipolos
reducen el género del grafo I'(f). Por tanto el género de la 3-variedad M asociada se
reduce, lo que implica que el género de g(M) < 1.

La afirmacién 2 dice que el grafo I'(f) tiene un (m,n)-dipolo o dipolo generalizado.

Estos dipolos también reducen el género de la 3-variedad M y asi g(M) < 1. m

Conjetura 5.1.7 Sea {my, n1, ms, no, ms, ng} una 3-mariposa reducida, ¢, vy, y B = y¢ry
las funciones definidas sobre el conjunto D = AU BUC'. Para a € D, definimos el ciclo

de a bajo B como
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Eﬁa = (¢(a), B(¢(a)), d(B(¢(a))), B(d(B(d(a)))),-..,a). Entonces, la 3-mariposa reducida

representa un enlace de 3-puentes st y sélo st no se cumplen los enunciados 1 y 2 del
Teorema 5.1.6.

5.1.4 Suma conexa

El siguiente teorema permite hallar una representaciéon en 3-mariposa para la suma

conexa de dos nudos racionales.

Teorema 5.1.8 [33] Si K = 4 y L = 5 son nudos racionales, entonces una repre-
m

sentacion como 3-mariposa de la suma conexa de K y L estd dada por

s
i#_ = {Q+S - 1aQ7qam+ 17$7l}'
m

Corolario 5.1.9 §i K = L y L = % son nudos racitonales, entonces la cristalizacion
m,

asociada a la 3-mariposa de la suma conexa de K y L estd dada por la

6-tupla (29 — 1,1,2s — 1;0, —2m(mod(2q), —2I(mod(2s)).

Prueba. Aplicar el Teorema 4.1.1 a la 6-tupla {g+ s —1,¢,¢,m + 1,s,l}. m
El siguiente teorema permite deducir cudndo una cristalizacién representa una suma
conexa y por lo tanto la 3-mariposa asociada también debe ser una suma conexa. Notemos

que si el enlace L es una suma conexa, entonces b(L) = 3.

Teorema 5.1.10 Sea (1, hq, ho; qo, ¢1,0) una 6-tupla admisible tal que 1 < hy < ho,
g #0 yq # 0.8 (1, hy, he;qo,q1,0) no contiene {2,3}-residuos de longitud dos, en-
tonces la

3-mariposa {my,ny, ms,ny, m3z,n3}t asociada a la 6-tupla (1, hq, he;qo,q1,0), es un dia-

grama de un enlace L con b(L) = 3 y, mds aun, el enlace L es la suma conexa de dos

enlaces, donde los enlaces son L(h22+1, k1) y L(f”;l, ks) para ki y ko apropiados.

Prueba. Notemos, que por la construccién de la suma conexa de cristalizaciones por
medio de un vértice, basta mostrar que existen cuatro aristas; ey coloreada con el color
0, e; coloreada con el color 1, ey coloreada con el color 2 y es coloreada con el color 3,
tales que I'(1, hy, h2; g0, q1,0) — {eo, €1, €2, €3} es un grafo con dos componentes conexas.
Tomemos las aristas eg = ((0,0),(1,h1), e1 = (1,1 — 1),(0,40)), e2 = ((2,0), (2, hy +
ho — 1))y es = ((2,—hy — 1),(2,—hy)). Notemos que las aristas ey y e; desconectan los

ciclos Cy y (. Las aristas es y es desconectan el ciclo C5. m
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5.2 Trabajos futuros

A continuacién relacionamos una lista de problemas que queremos estudiar:

1. Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que una 3-mariposa represente
un enlace de dos puentes y para que representa la suma conexa de dos enlaces racionales.

2. Encontrar un conjunto de movidas entre 3-mariposas y compararlas con las del
trabajo [29]. Responder algunas de las preguntas alli planteadas.

3. Cémo usar los movimientos dipolos para definir movidas entre 3-mariposas.

4. Explotar més las permutaciones ¢, v y u definidas en los Lemas 2.4.1 y 2.4.6 para
seguir estudiando propiedades de las 3-mariposas.

5. Extender este trabajo para 4-mariposas . Asociarle a cada 4-mariposa un conjunto
de enteros, identificar enlaces de 4-puentes y asociarles cristalizaciones para obtener in-
formacién de la cubierta doble ramificada.

6. Extender el trabajo a m-mariposas.

5.3 Tablas

El siguiente teorema muestra que no existen 3-variedades de género dos cuya complejidad
sean 6, 8 y 10. Realmente estas variedades son de género menor o igual que 1. Por lo
tanto sus conjuntos de ramificacién serdn un nudo o enlace de dos puentes o el nudo

trivial.

Teorema 5.3.1 No existen cristalizaciones de 3-variedades M de género dos cuya com-

plejidad sean 6, § o 10.

Prueba. La prueba de este resultado se hace de manera exhaustiva usando 3.2.

Las cristalizaciones de complejidad 6 estdan formadas por las H-6rbitas cuyos represen-

tantes son: (2,2,2;1,1,1)y(2,2,2;1,1,3). En efecto, tenemos 8 posibles 6-tuplas posibles
que pueden representar una cristalizacién de complejidad 6, y ellas son (2,2,2;1,1,1),
(2,2,2:3,3,3), (2,2,2:1,1,3), (2,2,2:1,3, 1),
(2,2,2:3,3,1), (2,2,2;3,1,1), (2,2,2;3,1,3) y (2,2,2;1,3,3). Luego, verificamos que
el grafo I'((2,2,2;1,1,1)) tiene tres {2,3}-residuos y asi queda verificado que es una
cristalizacién. Aplicando 3.2 se tiene que la H-6rbita de (2,2,2;1,1,1) es el conjunto
{(2,2,2;1,1,1),(2,2,2;3,3,3)}. De manera similar para (2,2,2;1,1,3), se tiene por 3.2
que su H-6rbita es {(2,2,2;1,1,3),(2,2,2;1,3,1),(2,2,2;3,3,1),
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(2,2,2:3,1,1), (2,2,2;3,1,3),(2,2,2;1,3,3)}. Notemos que en este caso ya no tenemos
mds 6-tuplas para analizar.

De la manera en que acabamos de razonar para las cristalizaciones de complejidad 6,
se razona para las de complejidad 8 y 10.

Las cristalizaciones de complejidad 8 estdan formadas por las H-6rbitas cuyos represen-
tantes son: (2,2,4;1,1,1), (2,2,4;1,1,3), (2,2,4;1,3,1), (2,2,4;3,1,3), (2,2,4;3,1,5).

Las cristalizaciones de complejidad 10 estdn formadas por las H-6rbitas cuyos repre-
sentantes son: (2,2,6;1,1,1),(2,2,6;1,1,3),(2,2,6;1,1,5),(2,2,6;1,1,7),(2,2,6;1,3,1),
(2,2,6;1,3,3),(2,2,6;1,3,5),(2,2,6;3,1,3),(2,2,6;3,1,5), (2,2,6;3,3,3), (2,4,4; 1,1, 1),
(2,4,4;1,1,3),(2,4,4;1,1,5),(2,4,4;1,1,7), (2,4,4;1,3,1),(2,4,4;1,3,3), (2,4,4; 1,3,5),
(2,4,4;1,3,7), (2,4,4;1,5,1), (2,4,4;1,5,3), (2,4,4;3,3,1), (2,4,4;3,3,3).

Aplicando el Teorema 5.1.6 se tiene lo pedido. =

Notemos que la 6-tupla (2,2,4;1,1,5) no aparece en el teorema anterior, debido a
que esta 6-tupla no representa una cristalizacién. Esta cristalizacién tiene cinco {2, 3}-

residuos y la 3-mariposa asociada no es reducida, pues tiene vértices redundantes.

Corolario 5.3.2 No existen 3-mariposas reducidas de complejidad 6, 8 o 10 asociadas

a enlaces de 3-puentes.

Se sabe que una 3-variedad puede ser cubierta doble de S? ramificada sobre enlaces
diferentes. Pero también se sabe que en particular, para las 3-variedades de género uno
esto no puede pasar, pues los espacios lentes determinan el enlace de 2-puentes sobre el
que son cubierta doble ramificadas.

La siguiente proposicién muestra que la unicidad de la cubierta doble ya no se cumple

para 3-variedades de género dos.

Proposicién 5.3.3 Una 3-variedad M de género 2 puede ser una cubierta doble de S®

con conjunto de ramificacion dos enlaces L y K no equivalentes.

Prueba. Consideremos la 3-mariposa m = {6,1,6,1,3,1}. Por el Teorema 4.1.1, se
tiene que la cristalizacién asociada a la 6-tupla es f = (9,3, 3;8,2,2). Si aplicamos una
transformacién 2-simétrica a la 6-tupla f, entonces obtenemos la cristalizaciéon
g = (4,2,10;11,1,1). Se tiene entonces, que los grafos I'(f) y I'(¢) representan la misma
3-variedad M. Si aplicamos el Teorema 4.1.2 a g = (4,2,10;11, 1, 1), obtenemos la
3-mariposa asociada m’ = {7,4,3,1,6,5}.
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21 15 11 7 5
2

Los polinomios de Jones paramym/sonq~2 —q¢ 2 —q—2 —q~ 2 y q_% —q_% —V/q—q2,
respectivamente. Por lo tanto, los enlaces L y K con mariposas asociadas m y m/,
respectivamente, no son equivalentes. m

La siguiente tabla muestra una lista de las cristalizaciones que aparecen en [35]. La
primera columna corresponde a una 6-tupla de una cristalizacion, en la segunda columna
aparece su 3-mariposa asociada, en la tercera columna aparece el nimero de componentes
del enlace y en la iltima columna mostramos una presentacién para el grupo fundamantal
de la 3-variedad cuando se trata de un nudo. Para enlaces de dos o méds componentes no
hacemos el célculo, pues por ahora estamos concentrados en las de componente

Complejidad 7.

(1,3,3;2,2,0), {2,2,2,1,3,2} ,3.

Complejidad 9.

(3,3,3;2,2,2), {3,1,3,1,3,1}, 3.

(1,3,5;2,2,0), {4,3,3,3,2,1}, 2.

(1,1,7;2,0,2), {4,3,4,4,1,1}, 3.

Complejidad 11.

(3,3,5;0,2,4), {4,1,4,2,3,1}, 2.

(3,3,5;2,2,4), {4,1,4,1,3,1}, 2.

(1,5,5;2,4,0), {5,3,3,3,3,1}, 1, (a,b|[Pa2 =1,a3 = 1) .

(1,5,5;2,2,0), {5,3,3,3,3,2}, 1, (a,b[pPa> =1,a3 =1).

(1,3,7;2,2,0), {5,4,4,4,2,1}, 3.

Complejidad 12.

(4,4,4;3,3,3), {4,1,4,1,4,1}, 1, {a,b|ba™" 0" tab  a ! = 1,0%a 0 ta™! =1).
(4,4,4;1,1,1), {4,2,4,2,4,2}, 3.

(4,4,4;1,1,5), {4,4,4,2,4,2}, 2.

(2,4,6;3,3,1), {5,3,4,4,3,1}, 3.

Complejidad 13.

(3,5,5;2,4,0), {5,3,4,1,4,1}, 3.

(3,5,5;4,4,2), {5,2,4,4,4,1}, 1, {a,b|P*a b7 ta = 1,030 3 =1).
(3,3,7;2,2,6), {5,1,5,1,3,1}, 2.

(3,3,7:2,2,2), {5,3,5,1,3,1}, 2.

(1,5,7;2,4,0), {6,4,4,4,3,1}, 2.

(1,5,7;2,2,0), {6,4,4,4,3,2}, 2.

(1,3,9;4,2,0), {6,5,5,4,2,1}, 2.
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(1,3,9;2,2,0),

{6,5,5,5,2,1}, 2.
(1,1,11;2,0,2}, {6,5,6,6,1,1}, 2.

Complejidad 14.

(4,4,6:3,3,5
(4,4,6;3,1,5),
(4,4,6,3,3,3
(4,4,6;1,1,5),
(4,4,6;1,1,3),
(4,4,6;1,5,5
(4,4,6;1,1,1),
(4,4,6;1,5,1
(4,4,6;1,1,7

(2,6,6;3,5,1
(2,6,6:3,3,1),
(2,

\_/\_/\/\/\/\/\/\/\/\/

,{5,1,5,1,4,1}, 2.
{5,1,5,1,4,2}, 2.
1,4,1}, 3.
{5,1,5,2,4,2}, 2.

, {5.2,5,

{5,2,5,2,4,2}, 1, {a,b|ba=*ba2b~"

,{5,1,5,2,

,{5,3,5,2,4,4}, 3.

4,4}, 2.
{5,3,5,2,4,2}, 2.

, {5,5,5,2,4,2}, 1, (a,b|ba"tba™ b a™t = 1,ba" ba?bat =

,{6,3,4,4,4,1}, 2.
{6,3,4,4,4,2}, 3.
2,2,10:3,1,3), {6,4,6,6,2,1}, 3.

Complejidad 15.

5’ 57 5; 47 474 9
57 57 5; 07474 Y
Y {57 27 57

5,5,5:2,2,2

37577;27472 )
3,5,7;2,4,0),
3,5,7:4,4,0),

3,3,9,0,2,8

)
)
3,3,9;2,0,6),
3,3,9;2,0,4),
3,3,9;0,2,4),
)
)
)
)
)

3,3,0:2,0,2

1,7,7,2,6,0),
1,7,7,2,2,0),
1,5,9;2,4,0),
1,5,9;2,2,0),

)
)
)
5,5,5;2,2,6),
)
)
)

Y {67 17 67

(

(

(

(

(

(

(

(
(3,3,9:2,2,8
(

(

(

(

( , {6,4,6,
(

(

(

(

{57 ]‘? 57 17 5; ]-}7 ]-, <a/, b |ba71b71a2b71a71 — 1 b2

{5,3,5,1,5,1}, 1, {a,b|ba*baba™*

{6,3.6,

2,5,2}, 3.
(5,2,5,2,5,51, 3.
{6,3,5,1,4,1}, 1, {a,b|b*a 2 la 2 =1,0%a 3 =1).
(6,4,5,1,4,1}, 2.

(6,4,5,5,4,1}, 2.

3,5,7: 4,4,10), {6,5,5,5,4,1}, 2.

(6,1,6,1,3,1}, 2.

2,3,1}, 1, {a,b|ba ba*ba! = 1, ba*ba*ba?
(6,2,6,1,3,2}, 2.

(6,3,6,1,3,2), 3.

2,3,1}, 1, {a,b|ba ba?ba™! = 1, ba*ba’ba"t =
1,3,2}, 3.

(7,4,4,4,4,1}, 3.

(7,4,4,4,4,3), 3.
{7,5,5,5,3,1}, 1, {a,b|b*a™® =1,a75
{7,5,5,5,3,2}, 1, {(a,b|b®a™®
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=1,a7°

—1,b%a

—_ =
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a?=1,ba Wat=1).

1).
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(1,5,9;4,4,0), {7,5,5,4,3,1}, 1, {a,b|b?a™® =1,a7>
(1,5,9;4,2,0), {7,5,5,4,3,2}, 1, (a,b[p%a™ = 1,0
(1,3,11;2,2,0), {7,6,6,6,2,1}, 3.
Complejidad 16.
4,6,6;3,5,11), {6,4,5,1,5,1}, 1, {a,b|b*a™3 = 1,b%a 0?a ™ = 1) .
4,6,6:3,5,3), {6,2,5,1,5,1}, 2.
4,6,6:5,5,3), {6,2,5,5,5,1}, 3.
4,6,6;1,1,1), {6,3,5,2,5,3}, 1, (a,b|ba"tba™ = 1,ba"1b*a"! = 1) .
4,6,6:1,7,1), {6,3,5,2,5,5}, 2.
4,6,6;1,1,9), {6,5,5,2,5,3}, 1, (a,b|ba " ba" b 2a"! = 1,ba"*ba*ba™" = 1).
4,4,8:3,3,7), {6,1,6,1,4,1}, 1, {a,b|ba b tab ta™ = 1,ba%ba" 0" 1a ! = 1).
7),
),
),
),

Il
_
S~

4,4,8;3,1,7), {6,1,6,1,4,2}, 1, (a,b|ba"2ba b 1a™t = 1,ba b a 30" ta™t = 1).
4,4,8:1,3,5), {6,2,6,2,4,1}, 2.

4,4,8:3,7,3), {6,3,6,1,4,3}, 1, {a,b|baba = 1,ba"'ba2b"'a? = 1).
4,4,8;1,1,1), {6,4,6,2,4,2}, 3.

4,4,8;1,5,11), {6,4,6,2,4,4}, 2.

4,4,8,1,1,9), {6,6,6,2,4,2}, 2.

2,6,8;5,3,1), {7,4,5,4,4,2}, 3.

2,6,8;3,3,1), {7,4,5,5,4,2}, 2.

2,6,8;3,5,13), {7,5,5,5,4,1}, 3.

2,4,10;3,3,1), {7,5,6,6,3,1}, 2.

2,4,10;5,3,13), {7,6,6,5,3,1}, 2.

Complejidad 17.

(5.5,7:4,4,6), {6,1,6,1,5,1}, 2.

(5,5,7:2,4,6), {6,1,6,2,5,1}, 2.

(5,5,7;4,4,4), {6,2,6,1,5,1}, 2.

(5,5,7:4,0,6), {6,1,6,1,5,3}, 2.

(5,5,7;0,4,6), {6,1,6,3,5,1}, 2.

(5,5,7:4,2,4), {6,2,6,1,5,2}, 1, (a,b[ba=2ba="b"a="b"1a= = 1,ba—202a~2 = 1) .
( ),

( ),

( 2),

( ),

( ),

N N N N N N N N N N /N N N /N /N S

5,5,7;0,2,6), {6,1,6,3,5,2}, 2.
5,5,7:2,0,6), {6,1,6,2,5,3}, 2.
5,5,7:2,4,2), {6,3,6,2,5,1}, 3.
5,5,7:2,0,4), {6,2,6,2, 5,3}, 2.
5,5,7;0,2,4), {6,2,6,3,5,2}, 1, {a,b|batba"'ba*ba’ba™" = 1,ba 'b?a! = 1).
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(5,5,7:2,6,6), {6,1,6,2,5,5}, 2.
(5,5,7:2,0,2), {6,3,6,2,5,3}, 3.
(5,5,7;0,4,10), {6,5,6,3,5,1}, 1, {a,b|ba~"B?a~" = 1, baba'bPa~" = 1) |
(5,5,7;2,6,2), {6,3,6,2,5,5}, 1, (a,b|b*a2b"tab ta 2 = 1,03 =1).
(5,5,7:2,2,8), {6,6,6,2,5,2}, 2.
(5,5,7:2,0,8), {6,6,6,2,5,3}, 3.
(5,5,7;0,2,8), {6,6,6,3,5,2}, 2.
(3,7,7:2,6,2), {7,3,5,1,5,1}, 2.
(3,7,7:2,2,2), {7,3,5,1,5,3}, 1, (a,b|ba2b2a2 = 1,p%a % = 1) .
(3,7,7:4,6,0), {7,4,5,5,5,1}, 2.
(3,7,7:4,4,0), {7,4,5,5,5,2}, 1, (a,b|p*a~2 = 1,0%a~5 = 1) .
(3,7,7:4,4,12), {7,5,5,5,5,2}, 3.

(3,5,9:2,4,0), {7,5,6,1,4,1}, 3.
(3,5,9;2,0,2), {7,4,6,1,4,3}, 2.
(3,5,9:4,4,2), {7,4,6,6,4,1}, 3.
(3,5,9;4,2,0), {7,5,6,6,4,2}, 2.
(3,5,9;4,4,12), {7,6,6,6,4,1}, 1, {a,b|ba"tba™* = 1,b%a"® =1).
(3,5,9;2,4,0), {7,5,6,1,4,1}, 3.
(3,5,9;4,6,0), {7,5,6,6,4,4}, 2.
(3,3,11;2,2,10), {7,1,7,1,3,1}, 3.

(3,3,11;2,2,4), {7,4,7,1,3,1}, 2.
(3,3,11;2,2,2), {7,5,7,1,3,1}, 3.
(1,7,9;4,6,0), {8,5,5,4,4,1}, 2.
(1,7,9;2,6,0), {8,5,5,5,4,1}, 2.
(1,7,9:4,2,0), {8,5,5,4,4,3), 2.
(1,7,9;2,2,0), {8,5,5,5,4,3}, 2.
(1,5,11;2,4,0), {8,6,6,6,3,1}, 2.

(1,5,11;2,2,0), {8,6,6,6,3,2}, 2.

(1,3,13:6,2,0), {8,7,7,5,2,1}, 2.

(1,3,13:4,2,0), {8,7,7,6,2,1}, 2.

(1,3,13;2,2,0), {8,7,7,7,2,1}, 2.

(1,1,15:2,0,2), {8,7,8,8,1,1}, 3.

Complejidad 18.

(6,6,6;5,5,5), {6,1,6,1,6,1}, 3.
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(6,6,6;3,5,5),{6,1,6,2,6,1},1, (a,b|ba” b~ tab ta b tab la™ = 1,0%a v la"t = 1).
(6,6,6:3,3,5), {6,1,6,2,6,2}, 1,
{a,blba™2ba 0" ta™ = 1,ba 0 ta b ab ta b e = 1) .
(6,6,6:1,3,3),{6,2,6,3,6,2},1, (a,b|ba" b*a"ba 20" 1a? = 1,ba"0?a 1 D?a"t = 1).
(6,6,6;1,1,1), {6,3,6,3,6,3}, 1, (a,b|ba"tba"tba=* = 1,ba"tba=1b'a=t = 1).
(6,6,6;1,5,9), {6,5,6,3,6,1}, 2.
(6,6,6:3,3,7), {6,6,6,2,6,2}, 1,
{a,blba= b ta " ba b tabta b tab ta™t = 1,ba" 020"t = 1).
(6,6,6;1,1,9),{6,5,6,3,6,3}, 1, {a,b|ba " ba"tba*b2a"! = 1,ba " ba"tba’ba=t = 1) .
(6,6,6;1,3,7), {6,6,6,3,6,2}, 2.

(6,6,6:1,7,7), {6,6,6,3,6,6), 3.
(4,6,8;1,5,3), {7,3,6,2,5,1}, 1, (a,b|b*a3 = 1,b%a ba’ba™t = 1).
(4,6,8;3,5,13), {7,5,6,1,5,1}, 2.
(4,6,8:3,9,3), {7,3,6,1,5,4}, 2.
(4,6,8;1,1,3), {7,3,6,2,5,3}, 2.
(4,6,8:1,1,1), {7,4,6,2,5,3}, 2.
(4,6,8:5,5,3), {7,3,6,6,5,1}, 1, (a,b|b*a3 = 1,b3%a2baba™2 = 1) .
(4,6,8:3,9,13), {7,5,6,1,5,4}, 3.

(4,6,81,7,1), {7,4,6,2,5,5}, 1, (a,b|bPa=® = 1,b*a ba~? = 1).
(4,6,8;1,1,11), {7,6,6,2,5,3}, 1, {a,b|ba " ba"0"2a™ = 1,ba"ba®ba™ =1).
(4,6,8:5,3,1), {7,4,6,6,5,2}, 2.

(4,6,8;5,5,11), {7,6,6,6,5,1}, 2.

(4,6,8;5,7,1), {7,4,6,6,5,5), 3.

(4,6,8:5,7,13), {7,5,6,6,5,5}, 2.
(4,6,8;5,7,11), {7,6,6,6,5,5}, 3.
(4,4,10;3,3,9), {7,1,7,1,4,1}, 2.
(4,4,10:3,1,9), {7,1,7,1,4,2}, 2.
(4,4,10;3,3,7), {7,2,7,1,4,1}, 2.
(4,4,10;1,1,9), {7,1,7,2,4,2}, 2.
(4,4,10;3,7,7),

(4,4,10;1,1,7),

(4,4,10;3,3,3),

(4,4,10;1,5,9),

(4,4,10:1,1,5),

(7,2,7,1,4,3), 2.
(7,2,7,2,4,2}, 2.
(7,4,7,1,4,1}, 1, (a,b|ba=2b""ab""a"2 = 1,0%a~2b a2 = 1).
(7,1,7,2,4,4}, 3.
{7,3,7,2,4,2}, 1, {a,b|ba"*ba"2b" a2 = 1,ba"'ba*ba' = 1) .
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(4,4,10;1,5,7), {7,2,7,2,4,4}, 2.
(4,4,10;1,1,3), {7,4,7,2,4,2}, 1, (a,b|ba""ba=3b"a"® = 1,ba %a" = 1).
(4,4,10;1,1,1), {7,5,7,2,4,2}, 2.
(4,4,10:1,5,1), {7,5,7,2,4,4}, 2.

(4,4,10;1,1,11), {7,7,7,2,4,2}, 1, {a,b|ba"*ba 0" ta™t = 1,ba"tba*ba™t = 1) .
(2,8,8:5,5,1), {8,4,5,4,5,2}, 1, (a,b|%a5 = 1,b%a2 = 1) .

(2,8,8:3,5,1), {8,4,5,5,5,2}, 1, (a,b|p?a~® = 1,0%a3 = 1) .

(2,8,8:3,3,1), {8,4,5,5,5,3), 2.

(2,6,10:3,5,1), {8,5,6,6,4,1}, 1, (a,b[bPa~3 = 1,ba3b"1a=3 = 1).
(2,6,10;5,5,15), {8,6,6,5,4,1}, 2.

(2,6,10;3,3,1), {8,5,6,6,4,2}, 2.

(2,6,10:5,3,15), {8,6,6,5,4,2}, 1, (a,b[bra=3b~"a=3 = 1,b%a~3 = 1).
(2,6,10;3,5,15), {8,6,6,6,4,1}, 2.

Complejidad 19.

(5,7,7;4,6,4), {7,2,6,1,6,1}, 1, {a,b|[p*a" b~ ta™t = 1,b3%a"2baba2 = 1) .
(5,7,7:2,6,4), {7,2,6,2,6,1}, 2.

(5,7,7:4,4,2), {7,3,6,1,6,2}, 1, (a,b|ba"?b?*a " b*a2 = 1,b%ab’a 2 = 1).
(5,7,7:2,2,4), {7,2,6,2,6,3}, 2.

(5,7,7:2,6,0), {7,4,6,2,6,1}, 3.

(5.7,7:4,6,12), {7,5,6,1,6,1}, 1, (a, b|bab~2aba—® = 1, %4 = 1) .

(5,7,7;6,6,4), {7,2,6,6,6,1}, 1, {a,b|b*a b 1a*b1a ! = 1,6%a 0 a?b " ta = 1).
(5,7,7;0,2,2), {7,3,6,3,6,3}, 2.

(5,7,7;6,6,2), {7,3,6,6,6,1}, 1, (a,b|[p*a"2baba"2b*a b~ a™t = 1,0%a3 =1).
(5,7,7:0,4,12), {7,5,6,3,6,2}, 2.

(5,7,7;2,8,2), {7,3,6,2,6,6}, 1, {a,b|b3a"2b"tab ra™2 =1, b4 B3=1).
(5,7,7;2,2,10),{7,6,6,2,6,3}, 1, {a, b [ba~ ba*ba" ba b 3a"t = 1,ba b 2a "t = 1).
(5,7,7:2,8,0), {7,4,6,2,6,6), 3.

(5,7,7;0,2,10), {7,6,6,3,6,3}, 1, {a,b|ba " ba"tba*V?a?ba=" = 1,ba"1baba™t = 1) .
(5,5,9;4,4,8), {7,1,7,1,5,1}, 1, {a,b|ba b~ ra®b"ta™t = 1,ba*ba b tab~ta™t = 1).
(5,5,9;4,0,8),{7,1,7,1,5,3}, 1, {a,b|ba tba 0" a™ = 1,ba"2ba b a 30 a™! =1).
(5,5,9:4,4,4), {7,3,7,1,5,1}, 3.

(5,5,9;0,4,6), {7,2,7,3,5,1}, 1, (a,b|ba"tbaba™* = 1,ba*ba"‘bababa™ = 1) .
(5,5,9;4,0,4),{7,3,7,1,5,3}, 1, {a,b|ba*ba"2ba"% = 1,ba?b"ta b a 2ba"2 = 1).
(5,5,9:0,4,4), {7,3,7,3,5,1}, 2.
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(5,5,9:4,8,4), {7,3,7,1,5,4}, 2.
(5,5,9:2,2,2), {7,4,7,2,5,2}, 2.
(5,5,9;2,0,2), {7,4,7,2,5,3}, 1, {(a,b|ba"tba" ba™3 = 1,ba"tba=3b"2a"2 = 1) .
(5,5,9:0,4,12), {7,6,7,3,5,1}, 2.

(5,5,9:2,6,2), {7,4,7,2,5,5}, 2.

(5,5,9;2,2,10), {7,7,7,2,5,2}, 3.

(5,5,9:2,0,10), {7,7,7,2,5,3}, 2.

(3,7,9;2,4,2), {8,4,6,1,5,2}, 2.

(3,7,9:2,0,2), {8,4,6,1,5,4}, 3.

(3,7,9:4,6,2), {8,4,6,6,5,1}, 2.

(3,7,9,4,4,2), {8,4,6,6,5,2}, 2.

(3,7,9:4,6,0), {8,5,6,6,5,1}, 1, (a,b[p2a—3p*a=3 = 1,0%a~3 = 1).
(3,7,9:4,2,0), {8,5,6,6,5,3}, 1, (a,b|ba—3b*a3 = 1,653 = 1).
(3,7,9:;4,4,0), {8,5,6,6,5,2}, 1, (a,b|b?a3b?a3 =1,0°a3 =1).
(3,7,9:4,0,2), {8,4,6,6,5,4}, 3.

(3,7,9;4,4,14), {8,6,6,6,5,2}, 2.

(3,7,9:4,8,0), {8,5,6,6,5,5}, 1, (a,b|bra3ba3 = 1,b%a~% = 1).
(3,7,9:4,8,14), {8,6,6,6,5,5), 1, (a,b[b2ab?a* = 1,63 = 1).
(3,5,11;2,4,2), {8,5,7,1,4,1}, 2.

(3,5,11;2,4,0), {8,6,7,1,4,1}, 2.

(3,5,11;4,4,2), {8,5,7.7,4,1}, 1, (a,b|pa 20> = 1,0%a~> = 1).
(3,5,11;6,4,0), {8,6,7,6,4,1}, 2.
(3,5,11;4,4,0), {8,6,7,7,4,1}, 2.
(3,5,11:4,4,14), {8,7,7,7,4,1}, 2.
(3,3,13;2,2,12), {8,1,8,1,3,1}, 2.
(3,3,13;0,2,12), {8,1,8,2,3,1}, 2.
(3,3,13;2,0,10), {8,2,8,1,3,2}, 2.
(3,3,13:2,2,8), {8,3,8,1,3,1}, 2.
(3,3,13:0,2,4), {8,5,8,2,3,1}, 2.
( ),
( ),
(
(
(1,

3,3,13:2,0,2), {8,6,8,1,3,2}, 2.

3,3,13;4,2,4), {8,5,8,8,3,1}, 3.

1,9,9:4,6,0), {9,5,5,4,5,2}, 1, (a,b[FFa = 1,a=° = 1
1,9,9:2,8,0), {9,5,5,5,5,1}, 1, {a,b[bfa® = 1,0 = 1).
1,9,9;4,4,0), {9,5,5,4,5,3}, 1, {a,b|b°a™® =1,a° =1
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(1,9,9;2,6,0), {9,5,5,5,5,2}, 1, (a,b[pPa=> = 1,a> = 1).
(1,9,9;2,4,0), {9,5,5,5,5,3}, 1, (a,b[bPa=> = 1,a> = 1) .
(1,9,9:2,2,0), {9,5,5,5,5,4}, 1, (a,b|pPa=5 = 1,a=5 = 1) .
(1,7,11;2,6,0), {9,6,6,6,4,1}, 3.
(1,7,11;2,2,0), {9,6,6,6,4, 3}, 3.
(1,5,13;6,4,0), {9,7,7,5,3,1}, 1, (a,b|pPa " =1, = 1).
(1,5,13:6,2,0), {9,7,7,5,3,2}, 1, (a,b|pPa T =1,a~ " = 1).
) b ; ) b b b ) ) b b ) ) a? a/i — 7a7 - ]‘ *
(1,5,13;4,4,0), {9,7,7,6,3,1}, 1, (a,b|pPa " =1,a 7 = 1)
(1,5,13;4,2,0), {9,7,7,6,3,2}, 1, (a,b|pPa " =1,a" = 1).
(1,5,13;2,4,0), {9,7,7,7,3,1}, 1, {a,b|pPa "= 1,07 = 1).
) ) ; ) b b b ) ) b b ) ) a? ai - 7a7 - ]‘ *
(1,5,13;2,2,0), {9,7,7,7,3,2}, 1, (a,b|pPa " = 1,a 7 = 1)
(1,3,15;6,2,0), {9,8,8,6,2,1}, 3.
(

1,3,15;2,2,0), {9,8,8,8,2,1}, 3.
Complejidad 20.

(6,6,8:5,5,7), {7,1,7,1,6,1}, 2.
(6,6,8:5,3,7), {7,1,7,1,6,2}, 2.

(6,6,8:3,5,7), {7,1,7,2,6,1}, 2.

(6,6,8:5,1,7), {7,1,7,1,6,3}, 2.

(6,6,8;5,3,5), {7,2,7,1,6,2}, 3.

(6,6,8;5,11,7), {7,1,7,1,6,4}, 2.

(6,6,8:1,3,7), {7,1,7,3,6,2}, 2.

(6,6,8;1,5,5), {7,2,7,3,6,1}, 1, {(a,b|ba=2b"tab™ a2 = 1,0%a tbaba™' = 1).
(6,6,8;3,11,7), {7,1,7,2,6,4}, 2.

(6,6,8:1,1,7), {7,1,7,3,6,3}, 2.

(6,6,8;3,11,5), {7,2,7,2,6,4}, 2.

(6,6,8;1,1,5), {7,2,7,3,6,3}, 1,

(a,b|ba"tba " ba=2b a0 a2 = 1,ba toa 1 D?at = 1).

(6,6,8;3,7,7), {7,1,7,2,6,6}, 2.

(6,6,8;1,9,7), {7,1,7,3,6,5}, 2.

(6,6,8;3,11,3), {7,3,7,2,6,4}, 1, {a,b|baba™2 = 1,ba"'ba"'ba"2b"2a"2 =1).
(6,6,8;1,1,3), {7,3,7,3,6,3}, 1, (a,b|ba"ba " ba™2 = 1,ba"*ba"b?a?b?*a™! = 1) .
(6,6,8;1,7,7),{7,1,7,3,6,6}, 2.

(6,6,8;1,1,1), {7,4,7,3,6,3}, 1, {(a,b|ba " ba" ba™> = 1,ba"'ba " b*a™" = 1).
(6,6,8;1,5,11), {7,6,7,3,6,1}, 1, (a,blba b~ tab ta™ = 1,ba’ba 1 b?at = 1).
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(6,6,8;3,7,3), {7,3,7,2,6,6}, 3.

(6,6,8:3,3,9), {7,7,7,2,6,2}, 2.

(6,6,8;1,1,11), {7,6,7,3,6,3}, 2.

(6,6,8;1,9,1), {7,4,7,3,6,5}, 1, {a,b|b3a™® = 1,b*a"tba tha™t =1).
(6,6,8;3,1,9), {7,7,7,2,6,3}, 1,

{a,blba=*ba b a " ba o ta™t = 1,ba"tba?ba a0 a7 = 1) .
(6,6,8:1,3,9), {7,7,7,3,6,2}, 2.

(6,6,8:3,11,9), {7,7,7,2,6,4}, 1,

{(a,b|b*a b a™t = 1,ba " ba " ba 0 a3 a7t = 1)
(6,6,8:1,1,9), {7,7,7,3,6,3}, 2.

(6,6,8;1,9,9),{7,7,7,3,6,5}, 1, (a, b|ba*ba’ba" 0 tab tab tab ™ a™ = 1,b%a ha™! = 1).
(4,8,8:1,7,3), {8,3,6,2,6,1}, 2.
(4,8,8:3,5,1), {8,4,6,1,6,2}, 3.
(4,8,8:3,7,15), {8,5,6,1,6,1}, 2.
(4,8,8:3,3,1), {8,4,6,1,6,3}, 3.
(4,8,8:5,7,3), {8,3,6,6,6,1}, 1, (a,b|bPa~3 = 1, b*a2baba? = 1).
(4,8,8;1,1,1), {8,4,6,2,6,4}, 3.

(4,8,8:5,7,1), {8,4,6,6,6,1}, 2.

(4,8,81,9,1), {8,4,6,2,6,6), 2.

(4,8,8;5,5,1), {8,4,6,6,6,2}, 3.

(4,8,8:1,1,13), {8,6,6,2,6,4}, 2.

(4,8,8;1,9,13), {8,6,6,2,6,6}, 1, (a,b[b2a"0""a~" = 1,B2a*aba~" = 1) .
(4,8,8;5,5,13), {8,6,6,6,6,2}, 1, {a,b|bab=3aba™ = 1,baba™* = 1) .
(4,6,10;3,5,3), {8,4,7,1,5,1}, 2.

(4,6,10:3,3,3), {8,4,7,1,5,2}, 2.

(4,6,10;3,5,15), {8,6,7,1,5,1}, 1, <a,b\b3a—5 —1,b% —1b —1).
(4,6,10:1,1,1), {8,5,7,2,5,3}, 1, {a,b|ba"ba~® = 1,ba " "ba~? = 1).
(4,6,10;7,5,3), {8,4,7,6,5,1}, 1, (a,b|b2a_?’bababa =1, b3 B=1).
(4,6,10;3,9,15), {8,6,7,1,5,4}, 2.

(4,6,10;1,7,1), {8,5,7,2,5,5}, 2.

(4,6,10;1,1,13), {8,7,7,2,5,3}, 1, {a,b|batba"b"2a=1 = 1,ba"tba*ba™t = 1) .
(4,6,10;5,5,1), {8,5,7,7,5,1}, 1, (a,b|p>a~"b%a? = 1,B2a2b"1a2 = 1),
(4,6,10;7,1,1), {8,5,7,6,5,3}, 1, (a,b|ba‘2ba_5 —1,ba a2 = 1),
(4,6,10;7,3,15), {8,6,7,6,5,2}, 1, {a,b|ba=2b*a=2 = 1,ba*ba2 = 1) .
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4,6,10:5,9,3), {8,4,7,7,5,4}, 2.
4,6,10;5,1,1), {8,5,7,7,5,3}, 2.
4,6,10;5,3,15
4,6,10;5,5,13

4,4,12;3,3,11
4,4,12;3,1,11
4,4,12;1,1,9
4,4,12:3,1,
4,4,12;3,3,3

), {8,2,8,2,4,2}, 2.
5),
);
4,4,12;1,1,5), {8,4,8,2,4,2}, 3.
);
);
);
);

{8,4,8,1,4,2}, 2.
{8,5,8,1,4,1}, 2.

4,4,12;3,7,3), {8,5,8,1,4,3}, 3.
4,4,12:1,5,5), {8,4,8,2,4,4}, 2.
4,4,12;1,1,1), {8,6,8,2,4,2}, 3.
4,4,12;1,5,1), {8,6,8,2,4,4}, 2.

2,8,10;3,7,1), {9,5,6,6,5,1}, 2.

), {8,6,7,7,5,2}, 2.
), {8,7,7,7,5,1}, 3.
4,6,10;5,7,13), {8,7,7,7,5,5}, 2.
),
),

{8,1,8,1,4,2}, 1, (a,blba™?ba" b ta™t = 1,ba 0" ta b a! =

8,10;5,7,17), {9,6,6,5,5,1}, 1, (a,b[bPa=3b~2a~3 =

2,8,10;3,5,1), {9,5,6,6,5,2}, 2.

2,8,10;5,5,17), {9,6,6,5,5,2}, 2.
2,8,10;3,3,1), {9,5,6,6,5,3}, 1, {(a,b|b*a 3 = 1,0°a3b2a3 =
2,8,10:5,3,17), {9,6,6,5,5,3}, 2.

2,6,12;7,3,1), {9,6,7,5,4,2}, 3.
6,12;5,3,1), {9,6,7,6,4,2}, 2.

2,6,12:5,5,17), {9,7,7,6,4,1}, 2.

2,6,12;3,3,1), {9,6,7,7,4,2}, 3.

2,6,12;3,5,17), {9,7,7,7,4,1}, 3.

4,14;3,3,1), {9,7,8,8,3,1}, 3.

2,4,14;5,3,17), {9,8,8,7,3,1}, 3.

2,2,16;3,1,9), {9,4,9,9,2,1}, 2.
2,2,16;3,1,3), {9,7,9,9,2,1}, 2.
Complejidad 21.

(7,7,7:6,6,6), {7,1,7,1,7,1}, 1,
{a,b|ba" b aba " bab~ta! = 1, b*

(
(
(4,
(
(
(4,
(
(
(
(
(
(
(4,
(
(
(4,4,12;1,1,13), {8,8,8,2,4,2}, 2.
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,
(2,

a o tabab a7t = 1).
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{8,1,8,1,4,1}, 1, {a,blba" b ab~ta™t = 1,ba*ba" b ta™t = 1).

1).



7.7,7:4,6,6), {7,2,7,1,7,1},
{a,blba= b7 tab~ta™t = 1,0%a o tab a o tabab a0 ab e = 1) .

(

1,

(7,7,7:4,4,4), {7,2,7,2,7,2}, 1, {a, b [ba~2bab~Ta~1b"a~! = 1,ba2b%a~%a~2 = 1) |
(7,7,7;0,6,6),{7,4,7,1,7,1}, 1, {(a, b |ba"*baba=*ba*ba"*baba™' = 1,b*a"*baba' = 1) .
(
(
1,

)
),
7,7,7,2,2,6),{7,1,7,3,7,3}, 2.
7,7,7,2,2,4),{7,3,7,3,7,2},

{a,b|ba"tba™? = 1,ba"b?abab’a"tba 2?0 ta 0" a2 = 1).
7.7.7;0,4,4), {7,4,7,2,7,2}, 1,
a,bbatb?a" ba"tba*ba*ba™t = 1,ba"0?a"WPat = 1) .
77,7:2,2,2), {7,3,7,3,7,3}, 1, (a,b|ba~"ba—2b—2a=% = 1, ba—"b*a~"ba—* = 1) |

7,7.7:0,2,2), {7,4,7,3,7.3}, 1, {a, b |ba~ba~"bab2a*bPat = 1,ba " 'ba~ WPt = 1).

(

{

(

(

(7,7,7;2,6,10), {7,6,7,3,7,1}, 2.

(7,7,7;4,4,8), {T.7,7,2,7,2, }, 1,

(a,blba" b 2a ba o tab a™ = 1, ba" b tab  ta b tab e = 1)
(7,7,7;2,2,10), {7,6,7,3,7,3}, 2.

(7,7,7;0,2,10), {7,6,7,4,7,3}, 2.

(7,7,7;2,2,8), {7,7,7,3,7,3}, 2.

(7,7,7:2,8,8),{7,7,7,3,7,7}, 1, (a, b |baba'b~"ab2ab~"a~" = 1, bababa~"b'ab~"a™"
(5,7,9;4,6,4), {8,3,7,1,6,1}, 2.

(5,7,9:4,6,2), {8,4,7,1,6,1}, 1, (a,b[p*a~2b-La-2p%a~% = 1,b%a~2b"Lab-la~2 = 1)
(5,7,9;2,4,4), {8,3,7,2,6,2}, 2.

(5

(5,7,9;4,6,0), {8,5,7,1,6,1}, 2.

(5,7,9;2,2,4), {8,3,7,2,6,3}, 2.

(5,7,94,2,2), {8,4,7,1,6,3}, 2.

(5,7,9;2,6,0), {8,5,7,2,6,1}, 2.

(5,7,9;4,6,14), {8,6,7,1,6,1}, 2.

(5,7,9;4,10,4), {8,3,7,1,6,5}, 2.

(5,7,9;0,2,4), {8,3,7,3,6,3}, 2.

(5,7,9:4,0,2), {8,4,7,1,6,4}, 1, (a,b|ba~"ba2 = 1,ba~3ba~2b—3a=2 = 1)
(5,7,92,0,2), {8,4,7,2,6,4}, 2.

(5,7,9;0,2,2), {8,4,7,3,6,3}, 3.

(5,7,9:2,8,2), {8,4,7,2,,6,6}, 1, (a, b[b’a ‘3-—»1 pta=3b~lab~lab~la~d = 1).
(5,7,9;4,0,14), {8,6,7,1,6,4}, 1, (a,blba'ba~* = 1,ba~b=3a~ba> = 1).

);
);
);
),
);
,7,9;0,6,4), {8,3,7,3,6,1}, 3.
),
);
);
);
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(5,7,9:0,4,14), {8,6,7,3,6,2}, 3.

(5,7,9;6,4,4), {8,3,7,7,6,2}, 1, {a,b|ba™ b ta" b7 a™t = 1,0%a 2p? a3 =1).
(5,7,9:4,10,14), {8,6,7,1,6,5}, 1, (a,b[Bab~'ab?a = 1,67 " = 1).
(5,7,9:2,2,12), {8,7,7,2,6,3}, 2.

(5,7,9:2,8,0), {8,5,7,2,6,6}, 2.

(5,7,9;6,6,0), {8,5,7,7,6,1}, 2.

(5,7,9:0,2,12), {8,7,7,3,6,3}, 2.

(5,7,9;6,0,4),{8,3,7,7,6,4}, 1, {a,b|ba2ba"2ba"*b"2a"b2a1 = 1,ba"2ba=3 = 1).
(5,7,9:6,4,0), {8,5,7,7,6,2}, 2.

(5,7,9:6,6,14), {8,6,7,7,6,1}, 1, (a, b|baba? = 1,%a3b%a3 = 1) .
(5,7,9:6,6,12), {8,7,7,7,6,1}, 2.

(5,7,9:6,8,2), {8,4,7,7,6,6,}, 2.

(5,7,9:6,10,14), {8,6,7,7,6,5}, 2.

(5,7,9;6,10,12), {8,7,7,7,6,5}, 1, {a,b|b*a™® = 1,b%ab Labab tab?a=* = 1) .
(5,7,9:6,8,12), {7,7,6,6,8,7}, 2.

(5,5,11;4,4,10), {8,1,8,1,5,1}, 2.

(5,5,11:2,4,10), {8,1,8,2,5,1}, 2.

(5,5,11:4,4,8), {8,2,8,1,5,1}, 2.

(5,5,11;4,0,10), {8,1,8,1,5,3}, 2.

(5,5,11;0,4,10), {8,1,8,3,5,1}, 1, {a,b|ba"*ba’*ba™" = 1,baba"ba*ba’*ba™" = 1) .
(5,5,11:4,2,8), {8,2,8,1,5,2}, 2.

(5,5,11;2,0,10), {8,1,8,2,5,3}, 2.

(5,5,11;2,2,8), {8,2,8,2, 5,2}, 2.
(5,5,11:2,4,6), {8,3,8,2,5,1}, 2.
(5,5,11;4,8,8), {8,2,8,1,5,4}, 2.
(5,5,11;2,0,8), {8,2,8,2, 5,3}, 2.
(5,5,11;4,2,4),{8,4,8,1,5,2},1, {(a,b|ba™2b"ta b ta 2ba"2 = 1,ba"2b " tab a2 = 1).
(5,5,11;2,6,10), {8,1,8,2,5,5}, 1, {a,b|ba’ba=*b"tab~ta™t = 1,ba’ba’*ba=2 = 1) .
(5,5,11;2,0,6), {8,3,8,2, 5,3}, 3.

(5,5,11;2,4,2), {8,5,8,2,5,1}, 2.

(5,5,11;2,6,8), {8,2,8,2,5,5}, 2.

(5,5,11;4,8,4), {8,4,8,1,5,4}, 1, {a,b|ba’*b"1a*ba2 = 1,baba=*b"'a™2 = 1) .
(5,5,11;0,2, 4),

(5,5,11;2,0,2),

{8,4,8,3,5,2}, 1, {a,blba"tba " ba*ba*ba™! = 1,ba=1b?a™! =1).
(8,5,8,2,5,3}, 2.
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5,5,11;0,4,14), {8,7,8,3,5,1,}, 1, {(a,b|ba=*b*a! = 1,ba’ba"*b3a! = 1).
5,5,11;2,6,2), {8,5,8,2,5,5}, 1, (a,b|p?a=3btab~a=8 = 1,0%* = 1) .
5,5,11:2,2,12), {8,8,8,2,5,2}, 2.
5,5,11;2,0,12), {8,8,8,2,5,3}, 3.
5,5,11;0,2,12), {8,8,8,3,5,2}, 1, {(a,b|ba"ba1baba’ba! = 1,ba"*ba’ba™t =1).
3,9,9;2,8,0), {9,5,6,1,6,1}, 2.
3,9,9:2,4,0), {9,5,6,1,6,3,}, 2.
3,9,9:0,2,2), {9,4,6,2,6,4}, 2.
3,9,9:6,6,2), {9,4,6,5,6,2}, 1, (a,b[b?a~3 = 1, BPabPa=3b a3 =1).
3,9,9;4,8,2), {9,4,6,6,6,1}, 3.
3,9,9:4,6,2), {9,4,6,6,6,2}, 3.
3,9,9;4,4,2), {9,4,6,6,6,3), 3.
3,9,9;4,4,16
7.11:2,6,2),
7,11;2,2,2

(
(
(5,
(
(
(
(
(
(3,
(
(
(
(3, ), {9,6,6,6,6,3}, 1, (a,blbaba™* = 1,b°a™5 =1).

(3 ), 19,5,7,1,5,1}, 3.

(3, ), {9,5,7,1,5,3}, 2.

(3,7,11:4,6,2), {9,5,7,7,5,1}, 2.

(3,7,11:6,6,0), {9,6,7,6,5,1}, 2.

(3,7,11;6,2,2), {9,5,7,6,5,3}, 1, {a,b|ba"2b?a’b?a2 = 1,0%a 2 = 1) .
(3 )

(3 )

(3 )

(3, );

(

(

(

(

(

(

(3,

(3,

(

(3,

(3,

(

,7,11;4,6,0 a,blp’a™® =1,a""=1).
7,11:4,2,2), {9,5,7,7,5,3}, 1,
7,11:4,4,0), {9,6,7,7,5,2}, 2.
3,7,11;4,4,16), {9,7,7,7,5,2}, 2.
3,7,11:4,8,16), {9,7,7,7,5,5}, 2.
3,5,13;2,4,0

{

,7,11;6,4,0), {9,6,7,6,5,2}, 1, {a,b[p*a2 = 1,7 = 1).
) {97 677’ 77 57 1}7 17 <
{

a,b|ba?b"%a? = 1,b%a° =1).

), {9,7,8,1,4,1}, 3.
3,5,13;2,0,2), {9,6,8,1,4,3}, 1, (a,b|ba~ba=* = 1,ba=4b~2a* = 1).
3,5,13:8,4,2), {9,6,8,6,4,1}, 1, (a,b|b%a=3b"1a=3 = 1,6%a° = 1).
3,5,13:6,4,0), {9,7,8,7,4,1}, 3.
3,5,13;4,2,0), {9,7,8,8,4,2}, 3.

5,13;4,4,16), {9,8,8,8,4,1}, 1, (a,b|baba=® = 1,b3%a~" = 1) .
3,5,13:4,6,0), {9,7,8,8,4,4}, 3.
3,3,15;2,2,14), {9,1,9,1,3,1}, 3.

3,15:2,2,6), {9,5,9,1,3,1}, 2.
3,3,15:2,0,4), {9,6,9,1,3,2}, 2.
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3,3,15:2,2,2),
1,9,11;2,8,0),
1,9,11;2,6,0),
1,9,11;2,4,0),
1,9,11;2,2,0),
1,7,13;6,6,0),
1,7,13;4,6,0),
1,7,13;6,2,0),
1,7,13;2,6,0),
1,7,13;4,2,0),
1,7,13;2,2,0),
1,5,15;6,4,0),
1,5,15;6,2,0),
1,5,15;2,4,0),
1,5,15;2,2,0),
1,3,17;8,2,0),
1,3,17;4,2,0),
1,3,17;2,2,0),

),

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(1,1,19;2,0,6
(

{9,7,9,1,3,1}, 2.

{10,6,6,6,5,1}, 2.
{10,6,6,6,5,2}, 2.
{10,6,6,6,5,3}, 2.
{10,6,6,6,5,4}, 2.
{10,7,7,5,4,1}, 2.
{10,7,7,6,4,1}, 2.
{10,7,7,5,4,3}, 2.
{10,7,7,7,4,1}, 2.
{10,7,7,6,4,3}, 2.
{10,7,7,7,4,3}, 2.
{10,8,8,6,3,1}, 2.
{10,8,8,6,3,2}, 2.
{10,8,8,8,3,1}, 2.
{10,8,8,8,3,2}, 2.
{10,9,9,6,2,1}, 2.
{10,9,9,8,2,1}, 2.
{10,9,9,9,2,1}, 2.
{10,7,10,10, 1,1},
1,1,19:2,0,2), {10,9,10,10,1,1}, 2.

2.

La siguiente lista es obtenida usando las transformaciones 2-simétricas vistas en el

Capitulo 3, para mostrar que ciertos enlaces de 2-puentes tienen la forma del Lema

3.2.1. La primera columna muestra el nombre del enlace segin la tabla de Rolfsen, la

segunda columna muestra la codificacién de la 3-mariposa, la tercera columna muestra

la codificacién de la cristalizacion y la 1ltima columna muestra el nombre del enlace de

dos puentes.

3, {2,1,2,1,2,1} (3,1,3;4,0,0) L(3,1)

4, {3,2,3,1,2,1} (3,1,7;4,0,0) L(5,2)

5. {4,2,3,3,3,1} (5,1,5:8,0,0) L(5,1)

5 {4,3,3,2,3,1} (5,1,9:8,0,0) L(7,3)

6. {5,4,4,4,3,3} (11,1,7;10,0,0) L(9,4)
6, {5,3,4,1,3,2} (5,1,17;6,0,0) L(11,4)
6; {5,2,5,2,4,2} (17,1,9;10,0,0) L(13,5)
7 {6,3,4,3,4,1} (7,1,7,12,0,0) L(7,1)
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{6,5,5,5,3,3} (13,1,9;12,0,0) L(11,5)

{7,4,6,2,5,2}
{9,5,8,6,5,3}
{7,2,7,3,6,3}

9,1,37:36,0,0) L(23,9)
31,1,19:32,0,0) L(25,9)
13,1,37;36,0,0) L(25,7)

(
{6,4,4,2,4,2} (19,1,7;8,0,0) L(13,4)
{6,3,4,1,4,3} (7,1,23;8,0,0) L(15,4)
{6,4,5,3,5,1} (25,1,9;24,0,0) L(17,7)
{7,3,6,6,5,3} (23,1,15;22,0,0) L(19,7)
{6,2,6,3,6,2} (25,1,17;26,0,0) L(21,8)
{7,6,6,6,3,3} (15,1,11;12,0,0) L(13,6)
{7,6,6,2,3,3} (11,1,23;22,0,0) L(17,6)
{7,4,5,1,4,1} (7,1,27;26,0,0) L(17,4)
{7,5,5,2,4,4} (9,1,29;28,0,0) L(19,5)
(8,6,7,7,5,4} (13,1,33;32,0,0) L(23,10)

(

(

(

{8,1,8,3,6,3} (21,1,33;20,0,0) L(27,10)
{9,4,7,2,6,2} (33,1,25,:34,0,0) L(29,12)
{8,2,7,3,7,3} (17,1,41;42,0,0) L(29,11)
{8,4,8,3,6,2} (35,1,27;36,0,0) L(31,12)
{8,4,5,3,5,1} (9,1,9;2,0,0) L(9,1)
{8,7,7,7,3,3} (17,1,13;16,0,0) L(15,7)
{8,6,6,6,4,4} (11,1,27;26,0,0) L19,6)
{8,5,5,2,5,3} (9,1,33;21,5) L(21,5)
{8,6,6,2,4,4} (11,1,35:34,0,0) L(23,6)
{8,6,7,3,5,1} (9,1,45;44,0,0) L(27,5)

{10,8,9,9,5,4} (17,1,41;40,0,0) L(29,13)
{11,10,11,4,4,3} (41,1,21;40,0,0) L(31,11)
{8,5,7,4,7,1} (13,1,49;48,0,0) L(31,9)
{10,1,10,7,6,4} (19,1,47;46,0,0) L(33,10)
{9,5,7,1,6,4} (13,1,53;52,0,0) L(33,14)
{9,5,8,7,7,4} (15,1,55;54,0,0) L(35,13)
{10,4,9,9,7,4} (21,1,53;54,0,0) L(37,10)
{9,6,8,6,7,5} (15,1,59;58,0,0) L(37,14)
{11,9,9,3,6,1} (47,1,31;46,0,0) L(39,16)
{12,2,12,2,6,3} (49,1,29:50,0,0) L(39,17)
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10,

10g

10g

1010
1011
1012
1043
1014
1015
1046
1047
1045
1019
1029
1021
1022
1023
1024
1095
1026

{10,7,8,4,8,1} (47,1,35;48,0,0) L(41,17)
{10,6,10,3,6,2} (49,1,33;50,0,0) L(41,16)
{11,9,11,6,6,4} (21,1,61;60,0,0) L(41,15)
{9,4,9,4,8,2} (25,1,61;62,0,0) L(43,18)
{10,5,8,2,8,4} (51,1,39;52,0,0) L(45,19)
{10,8,9,7,9,6} (27,1,67;68,0,0) L(47,18)
{12,5,10,9,8,5} (61,1,37;60,0,0) L(49,19)
{10,6,10,8,10,8} (69,1,41;68,0,0) L(55,21)

{9,8,8,8,3,3} (19,1,15;18,0,0) L(17,8)
{9,8,8,2,3,3} (15,1,31;30,0,0) L(23,8)
{9,6,6,6,5,5} (11,1,39;38,0,0) L(25,3)
{9,7,7,2,4,4} (7,1,47;46,0,0) L(27,7)
{9,6,8,2,5,2}  (39,1,27:40,0,0) L(33,13)

{10,6,7,3,7,3} (13,1,61;60,0,0) L(37,16)
{10,5,8,3,8,1} (15,1,71;70,0,0) L(43,16)
{9,6,6,2,5,5} (11,1,47:46,0,0) L(29,6)
{9,5,8,3,7,2}  (23,1,55:56,0,0) L(39,11)
{10,6,8,6,8,6} (15,1,75:74,0,0) L(45,17)
{11,8,10,10,7,5} (19,1,67;66,0,0) L(43,13)
{12,8,11,7,7,4} (21,1,73;72,0,0) L(47,17)
{11,5,10,10,9,5} (61,1,45;62,0,0) L(53,22)
{22,5,15,2,11,9}  (71,1,43;70,0,0) L(57,22)
{11,7,9,1,6,4} (17,1,69:68,0,0) L(43,19)
{11,7,10,1,7,4} (19,1,75;74,0,0) L(47,14)
{9,2,9,4,8,4} (17,1,65;64,0,0) L(41,9)
{10,2,10,5,10,4} (63,1,47;64,0,0) L(55,23)
{11,3,10,2,9,5} (29,1,73;74,0,0) L(51,14)
{12,10,11,11,5,4} (21,1,49;48,0,0) L(35,16)
{15,2,15,2,5,3}  (29,1,61;62,0,0) L(45,16)
{13,7,12,9,7,4} (29,1,69;68,0,0) L(49,13)
{15,7,12,3,8,4} (73,1,45;72,0,0) L(59,23)
{12,6,10,3,8,2}  (61,1,49;62,0,0) L(55,24)
{15,11,10,3,10,2} (39,1,91;92,0,0) L(65,24)
{12,5,11,4,9,3} (35,1,87;88,0,0) L(61,17)
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1047
1095
1029
1030
1034
1032
1033
1034
1035
1036
1037
1038
1039
1049
1041
1049
1043
1044
1045

{12,5,12,5,10,3} (89,1,53;88,0,0) L(71,27)
{15,14,13,3,7,6} (29,1,77;78,0,0) L(53,19)
{13,7,12,10,9,5} (73,1,53;74,0,0) L(63,26)
{22,11,16,1,12,9} (31,1,103;98,0,0) L(67,26)
{11,6,11,4,8,2} (63,1,51;64,0,0) L(57,25)
{12,4,12,5,10,4} (79,1,59;80,0,0) L(69,29)
{32,8,23,2,3,16,13} (29,1,101;94,0,0) L(65,18)
{13,9,12,6,5,3} (47,1,27;48,0,0 L(37,13)
{13,7,10,6,7,5} (57,1,41;58,0,0) L(49,20)
{12,8,12,3,6,2} (61,1,41;62,0,0,) L(51,20)
{13,6,9,2,8,2} (59,1,47;72,0,0) L53,23)
{12,7,10,2,8,4}  (65,1,53;66,0,0) L(59,25)
{15,9,13,8,7,5} (73,1,49;72,0,0) L(61,36)
{14,2,14,8,10,6} (93,1,57;92,0,0) L75,29)
{13,9,12,7,9,7} (81,1,61;82,0,0) (71,26)
{14,12,12,8,12,8} (101,1,61;100,0,0) L81,31)
{28,11,20,2,11,9} (1,55,91;0,0,54) L(73,27)
{13,9,13,8,10,8} (99,1,59;98,0,0) (79, 30)
{15,4,13,5,12,5} (111,1,67;110,0,0) L(89,34)
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Apéndice A
Conceptos generales

En este capitulo daremos algunas definiciones y resultados bédsicos sobre temas que serdn

de vital importancia para entender este trabajo.

A.1 Presentacién en puentes de nudos y enlaces

Un subconjunto K de R3 es llamado un nudo, si existe un embebimiento v : S — R3 tal
que v (S') = K. Un subconjunto L de R? es llamado un enlace, si existe un embebimiento
~ de una unién disjunta de n copias de S* en R? tal que su imagen es L, esto es, L es una
union finita de nudos disjuntos. En este caso se dice que L es un enlace de n componentes.
Es equivalente considerar enlaces en S3.

Por la definicién de enlace podemos decir que los nudos son enlaces de una compo-
nente. En este trabajo usaremos el término enlace para referirnos a nudos o enlaces,
y usaremos el término nudo sélo para resultados que se cumplen exclusivamente para
nudos.

Dos enlaces L y Ly son llamados isotdpicos, si existe una isotopia h : R?x [0, 1] — R3
tal que h(L1,0) = ho(L1) = Ly y h(L1,1) = hy(L1) = Le. La isotopia define una
relacion de equivalencia en el conjunto de enlaces, cuyas clases de equivalencia se llaman
tipo de enlace. Asi, diremos que dos enlaces son equivalentes o iguales si pertenecen a la
misma clase de equivalencia.

Sea L C R3 un enlace y sea p : R® — R? una funcién proyeccién. Un punto x € p (L)
es llamado regular si p~! (z) es un tnico punto, y es singular en otro caso. Ademsds, si el
niimero de elementos en p~! (z) es 2 entonces x es llamado un punto doble. De la definicién
anterior tenemos que p (L) es la proyeccién de L, ademds si p (L) tiene un nimero finito
de puntos singulares y todos ellos son puntos dobles, entonces la proyeccién es llamada
reqular, ver Figura A-1. En general, cuando trabajamos con enlaces acostumbramos a
usar una proyeccién regular de éste, donde se especifica informacién necesaria acerca del

enlace, tal proyeccion es llamada un diagrama del enlace. La convencién es hacer saltos
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RS

Puntos doble @

Proyeccién regular Proyeccién no regular, ya que tiene un pynto singular
el cual no es punto doble

Figura A-1: Proyeccién regular de un enlace y cruces

en la linea correspondiente a la cuerda que pasa por debajo en las imdgenes de los puntos
dobles, que llamaremos cruces, ver Figura A-1. De esta forma el diagrama de un enlace
estd formado por una coleccién disjunta de curvas, que llamaremos arcos. Asi un arco del

diagrama de un enlace es la porcién de cuerda entre dos cruces por debajo, ver Figura A-1.

Dado un diagrama de un enlace, llamaremos puente del enlace al arco entre dos cruces

por debajo y que pasa por al menos un cruce por encima, ver Figura A-2.

Puentes

Arcos

Figura A-2: Presentacién de nudos en 2, 4 y 1 puentes

Supongamos que D es un diagrama del enlace L, p : R® — R? la proyeccién regular.
Decimos que el niimero de puentes de D es n si podemos dividir L en 2n curvas poligonales

a1, ..., Y By,..., 3, tales que se cumplen las siguientes condiciones:
l.L=a1U---Ua,UBU---UB,.
2. aq,...,q, son arcos simples, mutuamente disjuntos.
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3. B4,...,0, son arcos simples, mutuamente disjuntos.

4. En los cruces de D, p(ay),...,p(a,) son segmentos que pasan sobre los cruces,
y cada uno de ellos es un arco que contiene al menos un cruce; mientras que
p(B1), ..., p(B,) son segmentos que pasan por debajo de los cruces. Las intersec-
ciones de los arcos p(«a;) y p(3;) son transversales, es decir, solo van a generar un

nimero finito de puntos dobles, para todo i,j =1,...,n.

Todo enlace tiene un diagrama con una presentacién en m-puentes, para algin m € N,
ver Figura A-2a, b, ¢ y e. Ahora, si tomamos el minimo m entre todos los diagramas
de un enlace, obtenemos un invariante de enlaces, al cual llamaremos niimero de puentes
o indice de puente del enlace. Si el indice de puente de un enlace L es m, entonces
escribiremos b (L) = m.

Un nudo como el de la Figura A-2d, es llamado un nudo trivial. Para el nudo trivial
L definimos b (L) = 1.

Nota A.1.1 Si un enlace admite una presentacion en m-puentes, entonces éste admite

una presentacion en (m + k)-puentes, para todo k € N.

Por otro lado, si dado un nudo L se tiene que b (L) = 1, entonces se cumple que
L es el nudo trivial. Pero si L es un enlace con n > 2 componentes y b (L) = n, no

necesariamente se cumple que el enlace es trivial, ver Figura A-2c.

A.2 Espacios lentes

Ahora describiremos de una manera concisa los espacios lenticulares o espacios lentes
mediante varios modelos. Estos modelos son descritos desde el punto de vista de Des-
composiciones de Heegaard, teorfa de nudos, cirugfas, entre otras. Se puede mostrar que
todos estos modelos son equivalentes. Por lo tanto, para estudiar los espacios lentes o
temas relacionados con ellos conviene usar en determinados casos el modelo que sea mas
conveniente. Los espacios lenticulares son 3-variedades de género de Heegaard 1 que
ya estan clasificados. De manera andloga los enlaces con nimero de puente b(L) = 2
también estdn ya clasificados, y estos se denotan de la forma K(p,q) para 0 < p < qy
(p,q) =1, ver [52].
Los espacios lenticulares se denotan L(p,q) para 0 < ¢ <py (p,q) = 1.
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A.2.1 Primer modelo

Un primer modelo de los espacios L(p, q) es definido de una manera puramente algebraica.

Recordemos que la esfera 3-dimensional S® se define como el conjunto
S% = {(20,21) € C?: |20]> + |2a|* = 1}
Por lo tanto, si zg = x1 + 129 v 21 = 3 + ix4, entonces se tiene que
S3 = {(:Ul,xz,acg,m) ER*: 22+ a5+l ad= 1},

es decir, S? es la esfera unidad en R*.
Sean p y g numeros enteros tales que 0 < ¢ < p, ged(p,q) = 1y sea Z, el grupo
ciclico de clases de equivalencia médulo p. Entonces S? es un Z,-espacio con la operacién

definida como:
2mim 2mwigm
m - (z9,21) = (e PZg,€ P 21) . (A.1)

Ademés Z, acttia libremente sobre S*. Se define el espacio lente L(p,q) como el espacio

érbita S® /7, con respecto a la accién definida en el (A.1).

A.2.2 Segundo modelo

Un segundo modelo de L(p, q) esta basado en una construccién de naturaleza puramente
geométrica.

Este sélido geométrico tiene la forma de una lente con tapas (fronteras) identificadas
via una proyeccién ortogonal después de una rotacién de q%’r radianes de la tapa superior
con respecto a la inferior.

Consideremos el sélido en forma de lente cuya superficie consiste de dos capas ra-
dialmente simétricas e idénticas las cuales comparten un borde circular (ecuador). Las
proporciones exactas son importantes. Sea N el polo norte y S el polo sur. Dividamos el
borde circular en p arcos iguales separados por los puntos g, 1,...,Zp—1, T, ¥ UNAMOS
cada x; mediante una linea con N y S de manera que cada capa quede dividida en p
sectores triangulares, ver Figura A-3.

El giro de q%” radianes y la proyecciéon ortogonal mencionada anteriormente pro-

duce como resultado que el tridngulo ANx;x;,1 quede identificado con el tridngulo
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P N

Figura A-3: Espacio lente

ASxy4;%44i41, donde los subindices son tomados médulo p. Notemos que los elemen-

tos del conjunto
{20, T4, Dag, -, T(p-1)g }

quedan todos identificados y como ged(p, ¢) = 1, entonces este conjunto es justamente el
conjunto {zg,r1,T2,...,7p—1}. Luego todos los vértices son identificados, asi como los

. —_— . .
arcos ecuatoriales r;x; 1. Claramente N y S son identificados.

A.2.3 Tercer modelo

Este modelo estd definido en términos de diagramas y descomposiciones de Heegaard
de género uno. La descomposicién de Heegaard de una 3-variedad orientable es una
importante herramienta tedrica en el estudio de las 3-variedades.

Sean p y ¢ enteros con 0 < g < p y ged(p,q) = 1. Se define el espacio lente L(p, q)
como la 3-variedad de género de Heegaard uno y cuyo diagrama de Heegaard consiste del
nudo 7T'(p, q) sobre la superficie de un toro sélido.

De la definicién del modelo 3, tenemos que L(p, q) es el resultado de pegar dos toros
s6lidos 17 y T3 via un homeomorfismo h : 977 — 0715, donde h toma un meridiano m

en J17 y lo mapea al nudo T'(p, q) sobre 075, ver Figura A-4(b).

A.2.4 Cuarto modelo

El cuarto modelo de los espacios lentes L(p, ¢) puede ser definido de la siguiente manera:

L(p, q) es la 3-variedad que resulta de realizar una b cirugia de Dehn a lo largo del nudo

trivial. A continuacién veremos que esta definicién describe el espacio L(p, ¢) del modelo
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& o+ &

h(m) = nudo (3,2) < 0T
(a) (b)

Figura A-4: Identificacién de los Toros 17 y 15

Ahora procedamos a seguir las instrucciones de cirugia dadas para L(p,q). Primero
removamos una vecindad tubular del nudo trivial en S3. Esta vecindad tubular sers
un toro sélido desanudado 7'y cuando la clausura S3 — T es tomada, el resultado es un
segundo toro sélido. Luego T se debe volver a pegar a S3 — T' via algin homeomorfismo
h:T — T con h(m) = ql+ pm, donde [, m son una longitud y un meridiano orientados,
respectivamente. Usando una notacién alterna, h(7(0,1)) = T(q,p). Ya que longitudes
y meridianos son intercambiados entre Ty S3 — T, entonces un nudo T'(p, ¢) en el hueco
toroidal dejado por T es en efecto un nudo T'(p, q) sobre el toro sélido S3—T. Por lo
tanto la variedad obtenida a partir de esta cirugfa es el resultado de pegar dos toros
solidos juntos via una identificacién de superficies, la cual lleva un meridiano 7°(0, 1) a un
nudo T'(p, ¢). La identificacién via h es una inversién de la descomposicién de Heegaard
para L(p, q) que corresponde a la descripcién del modelo 3. Por lo tanto hemos visto que
L(p, q) descrito como una cirugia de Dehn es equivalente a los tres modelos de L(p, q)

dados anteriormente.

A.2.5 Quinto modelo

El quinto y tltimo modelo de los espacios L(p, q) estd basado en el concepto de cubierta
ramificada y es descrito asf: L(p,q) es la cubierta doble de S? ramificada sobre el tangle
racional § o sobre el enlace de nimero de puente 2, K(p, q).

Ahora definamos de forma precisa lo que es una cubierta ramificada, ya que es un

concepto central en este trabajo.

Definicién A.2.1 Sean M y M' n-variedades (o n-variedades con frontera), L' C M’

y L C M (n — 2)-variedades (o (n — 2)-variedades con frontera). Si existe una funcion
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sobreyectiva p : M' — M tal que:

(t) p(L') = L,

(i) p|pnp : M'\L' — M\L es un mapeo cubierta de k-hojas. Es decir, cada punto
en M\ L tiene una vecindad abierta U tal que (p ‘ v ) HU) consiste de k componentes
disjuntas Vi, Va, ..., Vi, cada una de las cuales es mapeada homeomorficamente sobre U
por p | unr

(it7) |pr*({z})| =k six € M\L y |p~'({z})| < k si x € L, entonces M’ se dice que

es una k-cubierta de M ramificada sobre L.

Teorema A.2.1 La cubierta doble de S* ramificada sobre un enlace racional p/q es el

espacio lente L(p, q).

Teorema A.2.2 La cubierta doble de S® ramificada sobre un enlace de 2-puentes K (p, q)
es el espacio lente L(p,q).
Prueba. Ver la Figura A-5. m

Caras de la 2-mariposa

[RIZIEY 1 i 1 Q2
0‘ AR fs »0‘ ', ’50‘ b
2-mariposa que representa Tomamos 2 copias de la 2-mariposa
al enlace 5/3

Por diltimo pegamos las caras c:
con dq2y dicon cs, para obtener
el espacio lente L(5,3) Pegamos las caras a:con b:
y bicon a-

Figura A-5: Construccién de L (5, 3), usando 2-mariposa
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Destacamos la prueba anterior, pues dicha prueba es realizada usando el concepto de

2-mariposa que veremos mads adelante.

A.3 Enlaces de 2 puentes

Ahora daremos un repaso acerca de lo que se ha podido probar sobre la clasificacién de
los enlaces de 2-puentes, ver [52], [38], [5] y [45]. En cada uno de los resultados los enteros
Py ¢ son primos relativos, con p > 2, —p < ¢ < p y ¢ impar.

A los enlaces con b(L) = 2 también se les llama enlaces racionales, de modo que
cuando hablemos de enlaces de 2-puentes o enlaces racionales, nos estamos refiriendo a
lo mismo.

La lista de resultados que enunciaremos a continuacién fueron probados inicialmente
en [52] usando la cubierta doble ramificada sobre estos enlaces, también la podemos ver
en [38], [5] v [45].

1. Si p es impar, el enlace p/q es un nudo. Si p es par, p/q es un enlace de 2
componentes.

2. Los nudos racionales son invertibles y primos.

Para enteros p, ¢, p’ v ¢’ se tiene que:

a) Los nudos p/q y p'/q son equivalentes si y sélo si p=p' y ¢*! = ¢’ mod p.

b) Los enlaces p/q y p'/q son equivalentes si y sélo si p = p' y ¢t = ¢’ mod (2p).

Cuando no se considera orientacion, la condicién 2. se reduce a la 1.

3. La imagen espejo del enlace p/q es p/ (—q), asi que el nudo p/q es anfiquerial si y
sélo si ¢ = (—1) mod p.

4. Si en un enlace de 2-puentes p/q, con 2 componentes, se cambia la orientaciéon de
una de las componentes, entonces se convierte en el enlace p/¢’, donde ¢’ = (p + ¢) mod p.

5. Todo enlace racional tiene un diagrama alternante.

6. Todo enlace racional tiene asociada una fraccién continua de la forma C' (2a4, . . . , 2a,).

A.4 Diagramas de Heegaard y topologia

A continuacién hablaremos de una herramienta de gran importancia en el estudio de las
3-variedades. Esta herramienta son las descomposiciones y diagramas de Heegaard.
Sea M una 3-variedad conexa cerrada y orientable, una descomposicion de Heegaard

para M es un par (U,V) de cuerpos con asas orientables y compactos homeomorfos
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tales que M = UUV y UNV = 0oU = 9V. La superficie conexa orientable cerrada
F = 0U = 0V es llamada la superficie de Heegaard de la descomposiciéon (U, V) de
M. Un teorema clésico de Heegaard establece que toda 3-variedad M cerrada, conexa y
orientable admite una descomposiciéon de Heegaard.

El género de Heegaard g(M) de la descomposicién se define como el entero més pe-
queno tal que M tiene una superficie de Heegaard de género g. Dada una descomposiciéon
(U,V) de M, sean Dy, D, ..., D, una coleccién disjunta de discos propiamente embe-
bidos en V, los cuales cortan a V' en una 3-celda o 3-bola, entonces la unién disjunta de
las curvas cerradas v; = 0D; cortan a F' = QV en una 2-esfera con 2g huecos. Diremos
que el conjunto v = {vy,vy,...,V,} es un conjunto de meridianos para el cuerpo con
asas V. De igual manera tomamos u = {uy, uy, ..., u,} como un conjunto de meridianos
para el cuerpo con asas U.

A la tripleta (F,u,v) se le llama un diagrama de Heegaard asociada a la descomposi-
cién (U,V) o simplemente un diagrama de Heegaard. Un diagrama (F,u,v) puede ser
dibujado en el plano achatando la 2-esfera con los 2¢ huecos (cuyo espacio cociente es F').
En este caso, un conjunto de meridianos puede ser reobtenido identificando por pares las
fronteras de los huecos, mientras que los otros se reobtienen como un conjunto de arcos
simples disjuntos que conectan las fronteras de los huecos. La construccién produce un
grafo planar junto con un emparejamiento o apareamiento de los huecos, los cuales rep-
resentan completamente la 3-variedad M, en el sentido de que la variedad M puede ser
reconstruida con este grafo.

Existen obviamente diferentes diagramas de Heegaard que representan la misma 3-
variedad M. Dos diagramas de Heegaard diferentes de M estdn relacionado mediante
una sucesiéon finita de movimientos, donde dichos movimientos fueron introducidos por
Singer, ver [54].

Un cuerpo con asas de género dos tiene dos discos meridianos disjuntos los cuales cor-
tan a éste en una 3-bola. Sean ui, us y v1, v9 las fronteras de dichos discos meridianos de
U y V respectivamente, que estén sobre la superficie de descomposicién F. Representare-
mos con H = (uq, ug; vy, v2) un diagrama de Heegaard de género dos de la descomposicién
(U, V). También llamaremos a uy, uy meridianos y a vy, vy longitudes de H.

Existe otro circulo uz en F', el cual es disjunto y no paralelo a u;, us y que ademés
acota un disco meridiano de U. De manera similar existe un circulo vz en F| el cual es
disjunto y no paralelo a vy, v3 y que ademés acota un disco meridiano de V. Entonces

H = (uy,us,us; vi,vq,v3) es llamado un diagrama de Heegaard extendido de (M, F)
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Figura A-6: Diagrama de Heegaard extendido

o una extensién de H con la notacién H = (us,vs).

Dos descomposiciones de Heegaard son equivalentes si existe un homeomorfismo entre
3-variedades el cual envia una de las superficies descomposicién sobre la otra.

En dimensién 3, las cristalizaciones realmente no son muy diferentes de la repre-
sentacién combinatoria de una 3-variedad M cerrada, conexa via diagramas de Heegaard.
Excepto por el coloreo de las aristas, una cristalizacién de una 3-variedad cerrada M se
convierte en un diagrama de Heegaard extendido de M en la forma en que se defini6
arriba.

La Figura A-6 muestra un ejemplo de un diagrama de Heegaard extendido para el
espacio lenticular L(3,1).

Sea K una coleccién finita de bolas cerradas y denotemos |K| = U{B: B € K}.
Entonces K es llamado un seudocomplejo si satisface:

i) | K| =Unién disjunta de los interiores de las bolas;

ii) Si A, B € K, entonces AN B € K es una unién de bolas de K

iii) Para cada k-bola A en K, el conjunto {B € K : B C A}, ordenado por inclusién,
es isomorfo con el latice de todas las caras del k-simplejo estdndar.

La dimension de un seudocomplejo K se define como max{dimA: A€ K} y se
denota dim(K).

Los grafos pueden pensarse como seudocomplejos de dimensién 1. Un seudocomplejo
K es llamado contraido si el conjunto de sus O-simplejos (vértices) tiene cardinalidad
n+1.

Una seudodiseccion (resp. triangulacion contraida) de un poliedro P es un par (K, f),
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donde K es un seudocomplejo (resp. seudocomplejo contraido) y f : |K| — P es un

homeomorfismo.
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