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. INTRODUCCION

En el presente trabajo se muestra como los conceptos recientemente intro-
ducidos por la teoria de informacidn nos permite una mas breve y concisa
discusion del problema de difraccion de Fraunhofer de objetos iluminados
coherentemente. Se comenzara con una discusion de la rejilla de difrac-
cion con base en el teorema de la convolucion y luego se hara una gene-
ralizacidon del concepto de "rejilla" extendiéndola a dispositivos de estruc-
tura fasica, En la parte final se hace un resumen de la rejilla con cons-
tante aleatoria (DIFUSOR) y se anotan algunas propiedades de su estructura
de difraccion de Fraunhofer que es el conocido patron de Speckles; por
ltimo y como contribucidn propia a este trabajo se estudian las propieda-
des de una rejilla cuya caracteristica es ser intermedia, entre la rejilla
"clasica” periodica y la rejifla aleatoria; es decir, una rejilla cuyas ra-
nuras estdn distribuidas en forma periodica, pero cada una tiene fase dl
azar. Se finaliza con una discusion de la forma del patron, su contraste

y su resolucion,



i, OPTICA DE FOURIER

Cuando un frente de onda de la luz es limitado en alguna forma, aparece
el fenémeno de difraccién (1), Este fenomeno se debe principalmente a
la variacion de fase sobre el obstdeulo limitador. Si esta variaciéon de fa-
se es lineal nos encontramos el caso tlamado de Fraunhofer; el que estu -

diaremos mas tarde, ya que es parte principal de este trabajo.

La otra situacion importante corresponde a la difraccion de Fresnel, la cual
se presenta cuando la variacidn de fase sobre el obstdculo es de segundo
orden ; cuando las distancias implicadas en la difraccién de Fresnel se ha-
cen mayores (—*® ), nos conduce a la difraccion de Fraunhofer., Los or-
denes de difraccion mayores que el de Fresnel, son casos sin importancia

practica,

El patrén de difraccién de Fraunhofer de un objeto es la Transformada de
Fourier del objeto, & en forma mas general "Existe una relacidn matemati-
ca entre una estructura coherente luminosa y la radiacion de esta estructu-

ra al infinite" (2). Consideremos, por ejemplo, la radiacién de longitud



de onda A que incide normalmente a la linea que separa dos puntos que

Ilamaremos A y B y que estdn separados una distancia X,
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La diferencia de fase para ondas difractadas en un angulo 8 es 2mx Sen 6,

I 8

Donde k = 277/} es el nimero de onda, Si en lfugar de los puntos A vy

= B.

B, nosotros tenemos una coleccion de puntos A = A, Ag, ..., A, ;

cada uno con una amplitud de radiacion f(x), la onda difractada en la di-

reccion & es dada por:

Y

f(x)e—ikx sen B dx

Asi entonces, es la transformada de Fourier de f(x) en términos de la varia-

ble k Sen 8, la que llamaremos v,

k Sen 8 = u



Ahora podemos extender el resultado a dos dimensiones, de gran importancia
en las teorias de formacion de imdgenes, la luz difractada en un dngulo €
desde los puntos ubicados en la pantalla (dos dimensiones), y recogidos por
una lente ™, serdn concentrados en un punto Q del plano focal de la lente;

y por supuesto necesitaremos ofra dimension similar a u:

u = k Sen & = k Sen @
flx,y) (ux+vy) dx dy
fantalfa

En forma mas general la luz puede incidir sobre la pantalla con una inclina-

cién (87, Q] ), entonces u y v serdn definidos como:

C
1

k(Sen 8 - Sen 9]}

k(Sen @ - Sen @)

<
Il

La transformada de Fourier cumple una propiedad que es de gran utilidad en
la dptica, esta propiedod es la de la Aditivided; ésta nos permite calcular

patrones de difraccidn de objetos en cierta forma complicados,

* La lente acerca el campo lejano a la distancia focal,



1. REJILLAS DE DIFRACCION

En la difraccion se considera Unicamente el efecto de la limitacidn del
frente de onda, pero cuando dos o més frentes de onda interactlan, ese
efecto lo llamamos interferencia. Para aberturas idénticas nosotros pode-
mos hacer uso del teorema de convolucidn, Por ejemplo el experimento
de Young nosotros podemos verlo como la convolucidon de una abertura
con un par de funciones delta (d) representando la separacién, El pa-
tron de interferencia es entonces el Producto del patron de difraccion de
una abertura y el pafron de difraccion del par de funciones delta { § ).
En general se puede dividir el problema de la interferencia en dos partes:
LA DERIVACION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA ABER-
TURA y LA TRANSFORMADA DE FOURIER DEL CONJUNTO DE FUN-

CIONES DELTA (4 ).

La transformada de Fourier de una abertura, que seguiremos llamando fun-
cion de difraccion, es el primer paso a realizar para calcular el patrén

de interferencia® de un conjunto de aberturas identicas. Supongamos, por

* Otros textos lo llaman patron de difraccion total.



ejemplo, que sobre una pantalla opaca hacemos un agujero; si hacemos

incidir luz monocromatica sobre la pantalla, el patréon de difraccion estéd

dado por:

1 en X = Xg

W) = f(x)e 1Y% dx L f(x) =
. 0 otro caso

Donde f(x) es la funcidn de transmision* y se define de forma que f(x)dx

es la amplitud de la onda difractada desde el elemento de longitud dx, pa-

ra este <¢aso es una constante,

Entonces para un agujero la funcion de difraccion es una funcidén delta ( §),

el problema, como concluimos anteriormente, puede ser mirado como una

convolucion,

%%k

B(x) = f(x)* §(x)

Q
x
i

SF(X) é(x—xo)dxo = F(xo)

La funcion de difraccidon es la transformada de Fourier de la convolucidn,

* También llamada funcion "Pupila" 6 "Abertura”.
** E| asterisco entre las funciones representa la operacion de convolucién,



?[@(X)] = \‘J (u) = F(xg) e™ 1Y% dx

Pero como f(x,) = !, entonces:

W) - je"“ & = §)

En forma mas general la funcion de difraccion puede tener una dependen-
" -’ . . -
cia de la funcion de transmision f(x), esta no es necesariamente constan-

te y depende de la forma del objeto * difractado.

La transformada de Fourier de un conjunto de funciones delta (§ ), 6 como
la seguiremos llamando funcion de interferencia de varios frentes de onda,
Las funciones delta (d) nos indican la posicion de las aberturas en la pan-
talla, cuando definimos un eje coordenado en el plano donde se encuentra

ésta.

En una dimension tenemos que :

N

glx) = Z (x = xpn)

* Se hace diferencia entre los objetos "amplitud" que actlan sobre la am-
plitud de onda incidente, y los objetos fase, cambian la fase de la onda
incidente.



Y su transformada de Fourier seré:

N »
J- ZJ(x—xn)e_lux dx
iSJ(x—xn)e_iux dx

N .
G{u) = z e 'Y¥n
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PATRON DE YOUNG.

Apliquemos estos conceptos a la rejilla més simple que se tiene. Supon -
gamos que en una pantalla tenemos dos aberturas circulares y hacemos in-
cidir sobre &sta un haz de luz monocromatica. El patrdn de interferencia
total serd, como dijimos antes, el producto de la funcidn de difraccion y

la funcidn de interferencia.

W = F oon = S+ v ]

Haciendo y = 0, y con x' = ¥/2 y x" = - W/2

W (uv) = ‘,5: [f(x,o) s dx - x) + d(x +x";]

‘-P(U,V)= F(u,v) G(u,v)



Donde G(u,v) es la funcion de iaterferencia.
®© oo
G(u, v) = gJ[J(x - x") + J(x - x"-ﬂ e—i(ux+vy) dx dy
oo

Si hacemos y =0

Gy v) = JQ[J(X x4 S (x - x"ﬂ eIV gy

H 1 H 1]
“1uXx =“1uX
e e v

G(u,v) =

b= /2y x" = - /2, entonces:

Que es una funcion de la forma:

/\/\/\.,M
VARVARVERN

La funcidn de difroccion F{uy) para una abertura circular es desarrollada

ea muchos textos de optica (3) y tiene la forma :



2 Jy(2mai/p)
21may/)

F(u,v) = TT02

t F()

7 7 N7 N g T

Entonces la interferencia total de las dos aberturas es la Modulacion que

+ U

hace la funcidn de difraccidn (transformada de Fourier de una abertura) a

la funcidn de interferencia (transformada de Fourier de las funciones del-

th).

Generalizacion de la Rejilla de Difraccion :

Supongamos ahora que tenemos un arreglo regular de aberturas que sean pa-
ralelas sobre el plano de la pantalla, fa transformada de Fourier de la con-
volucidon de la funcidn de transmisidn f(x,y) y la funcidn g(x, y) que nos

representa la posicion de la abertura, es la funcion de interferencia total :

I
<o

Donde g(x,y) = ZJ(X - x,}  haciendo vy
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Como la transformada de Fourier de una convolucidn s el producto de las

cantidades convolucionadas, entonces :

M -

Donde G{u,v) = f zé(x - x.) JTiux o Ze-iuxn

Como las aberturas son regularmente espaciadas, podemos asumir que x = nb,

donde n es un nimero entero..

v
Glu,v) = Z e~ 1UXn

] - e"iunb .
Glu,v) = ° -
| - e-iub
Y Flu,v) = Sf(x,y)e-'.ux dx

Para algunas formas de abertura ver por ejemplo (1); la interferencia esta

dada por:

~iunp

1 - e
LP: F(U’v) }_e—iub

* La suma de los N primeros términos de una progresion geométrica estd dada
a-ar”

: S, =
por 1-r

n



Pero como lo fisicamente observable es la intensidad, deda por:

\Plpt _ |F(u,v)|2 l -cosunb

1 -cos ub

donde :

2
. y |G(u,v)|2 _ _sen unb

ser\2 ub

IF(u,v)I? = |

Donde esta (ltima funcién es cero cuando el numerador es cero, excepto
cuando el denominador también es cero; entonces la funcion tendrd un
maximo igual @ N. El patrén que se observa es una serie de puntos lumi-

nosos que pueden ser representados por & (u-2mTT/b) con m entero.
Si el objeto difractante es una coleccion de aberturas paralelas arregladas
al azar sobre el plano de la pantalla, como antes podemos mirar esta co-

leccion como una convolucidén de una sola abertura con un conjunto de

funciones delta.

Lp(u,v) :'; [f(x,y)* ié(x-xn, y-yu)]
n

\P 3 i{uxptvy,)
(u,v) = Flu,v) e '"PX*n"V7n
]

Es dificil obtener alguna informacién desde la dltima ecuacion, pero pode-

12



mos deducir algunas cosas solamente por métodos estadisticos. La distribu-

cidn de intensidad viene dada por:

<I> = ‘-P \P* = |F(u,v)|2[ Y_ e-i(uxn"'vyn) ei(UXrn"'V)’m)

] ~rn

-

Sobre un gran ndmero de aberturas (N>»> 1), se podria esperar que la do-
ble sumatoria fuera cero, dado que cada témino tiene cualquier valor de
fase y la suma tendrd un valor media igual a cero (5), pero para términos

— pa— - - » N
can Xp T Xm, ¥, Yn = Ym tienen un valor de 1 y la sumataria total serd:

(1> = 1W(u,v)1? = NF?

Pero esto no es completamente cierto, hay un caso especial que es el del
orden cero de difraccidn, Si hacemos u=0 y v=0 en la ecuacidn para

el patrén de interferencia tendremos como resultada:

Y desde luega su intensidad sera:

13



Py - e

2

Entonces el dngulo cero de difraccién, la intensidad es N F2 veces |a de
una sola abertura. El patrdn de interferencia completo es la intensidad
de una sola aberfura multiplicada por el nimero de aberfura y con un

-

punto muy brillante en el centro,

Tratemos ahora el caso de un difusor mirandolo como una rejilla estocasti-
ca. Supongamos un nimero infinito de funciones delta (a ), cada uno in-

troduciendo un factor de fase al azar; la funcion de inteferencia estara

dada por:
w .
glx) = E (x-xn) " 1P
G(u) = S glx) e IUX gy = S J(x_xu) e_“?h e-iux dx

“o0

- . :
El factor e ' Pu se puede sacar de la integral ya que varia aleatoriamente

con el contador de la sumatorian y no depende de la variable de integra -

cidon x. o
w » »
G(u) = Ee-'lp" S J(x-xh) e 'Y dx
- 00 -~ a0
© ] )
Gu) = _Ewe"(”x“w”) - _Emé(u- oy (e
00 0
* Conocida como relacién de Poisson: g{x) = E J(x-pc) IﬁbG(u) :% J(u—%)
P -on

14



Entonces, en el plano de Fourier se observaran puntos brillantes y oscuros

tan aleatoriamente distribuidos como lo sea q;(h
1]

La funcion interferencia G{u) estard modulada por la funcidn de difrac -

cidn ?: [f(x)} = F(u), la cual depende de la forma de las aberturas:

W (v) = Flv) G(u)

Esta distribucidn de manchas oscuras y brillantes es conocida como patrdn

de Speckles y una de sus principales caracteristicas es su contraste, el cual

siempre es igual a uno (7).

15



IV. REJILLA PERIODICA DE FASE ALEATORIA

Supongamos una rejilla periédice de funciones delta (§ ), que introduce
cada uno un factor de fase al azar pero fijo; la funcion de interferencia

estara dada por:

W) =F[fx) » o(x]] donde olx) = ) §lx-xn) e 10y x =nd

n

Wo) = Fu)Glu) = Y(u) = Fu) § e kndp¥n) con y=ip
WYe) = FY e ¥ )

Donde Y, toma valores al azar entre O y 27T W (u) tomaré valores,

entonces, al azar entre 0 y N, siendo los valores extremos poco proba-

bles,

Si los rayos que emergen de la rejilla son recogidos por una lente, sabe-
mos que a cada direccion © le corresponde un punto en el plano de Fourler,

cuyo valor estd dado por lo suma de las diferentes contribuciones de las fa-

16



ses de cada abertura en ese angulo en particular,

Orden de Interferencia:

Los méximos de intensidad estardn dados para aquellas direcciones que cum-

plen la siguiente relacién :

Para el orden cero de difraccion, tenemos de (1) que:
Yo) = FOo)Y e 1¥Pn

Y la intensidad en el orden cero de difraccion estard dada por:

(1) =2 Y ) 0Pl o g2

] o

Y para cualquier otro orden m =1,2,3,.... tendremos que:

donde Q = mn = entero

W) - £ 3 o iET 9y
[
W) = F5 e @n
Y la intensidad entonces serd:
(1Y - e

17



En forma més general, cualquier valor de la sumatoria de fases se repetird
a intervalos de 2TT; & mds bien, cualquier diferencia de camino optico

d Sen @ = dp serd igual si incrementamos el dngulo en 27T, debido a que
tas diferencias de fase relativas son fijas,

La distribucién de intensidad en el plano de Fourier es cadtica, pero perié-
dica; y como en todo fenomeno de interferencia al azar podemos decir que

el patrén de difraccion es un tipico speckles entre dos ordenes adyacentes.

Contraste. De la definicion que da (8) para la medida del contraste de
un patron de speckles, es la razdn de la desviacion estandar de la intensi-

dad a la intensided media del patrén:

De (1) encontramos que:
Iy = Y Y =nNr2

Y de la definicion para el n-esimo momento de la intensidad que da (8)

para procesos de camino aleatoric, tenemos que:
<In> — hl. (26‘2)’\ - hl- <l>n

18



Y entonces:

G = 1) = NFf?

por lo que el contraste sera igual a la unidad como corresponde a un pa-

tron de Speckles.

Resolucion.  Como dijimos antes el patrén de interferencia es un patron
de Speckles; si aplicamos el criterio de Rayleigh para encontrar la mini-
ma distancia para la cual dos longitudes de onda presentan patrones sepa-
rados, encontramos que debido a la aleatoriedad del patrdn para la longi-
tud de onda X , no podriamos determinar a qué distancia estd el primer
- * LE] L] -
cero de intensidad; que para una rejilla cldsica se enconfrarfa cuando nos
! de algs distanci = X, sin embargo par
desplazamos de algin omen una distancia Ap = —— ; sin embargo para
este corrimiento en una rejilla periédica de fase aleatoria podemos decir
que hay un minimo, no necesariamente cero, para la cual la segunda fon-
gitud de onda, digamos A + BA presenta un maximo de interferencia
de algin orden m cualquiero. Asi tenemos entonces que el primer minimo

para algin orden m del patron producido por A es:

Y para la fongitud de onda A + B A tenemos que los ordenes de méxima

interferencia estan desplazados con respecto a los de en una cantidad:

19



A'p - |m| AL
Y el criterio de Rayleigh nos dice que Ap = A'p

de donde:

YU
Entonces, el criterio de resolucion para la rejilla clasica, es aplicable a
la rejilla pericdica de fase aleatoria. Es interesante anotar que es tan
buena la resolucion que da una rejilla con un gran nimero de aberturas,

que una rejilla con pocas aberturas en un orden mayor.

20



V. CONCLUSION

Mostrando como la transformada de Fourier da cuenta de la difraccion de
Fraunhofer, nos hemos introducido en e! andlisis de las rejillas de difrac-
cion desde el punto de vista del teorema de convolucién, que siendo mas
simple y facil de manipular, no rifie con la forma ciasica con que se sue-

le discutir el problema de la difraccion, 6 sea, el principio de HUYGENS,

Generalizando el problema de difraccion de una rejilla, se analizaron la
rejilla periddica de fase constante, la rejilla aperiddica de fase constante
y el difusor & rejilla aperiddica de fase al azar que produce un patron de
Speckles; terminando con el analisis de la rejilla periddica de fase alea-
toria, donde se encontro que el patron es un speckle entre ardenes adya-
centes y que su contraste es igual a la unidad como corresponde a este
tipo de patrones; por Gltimo se encontrd que el criterio de resolucion apli-
cado a la rejilla clasica, es tambiéen aplicable a este nuevo tipo de reji-
lla; que como se puede observar tiene caracteristicas tanto de la rejilla
aleatoria (difusor), como de la rejilla clasica (periddica de fase constan-

te), convirtiéndose en un paso intermedio entre éstas,
UNIVE: A

o Aol \
I v, LA

~
'
)
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