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Eudoxo está en la cumbre de las matemáticas 
griegas por haber encontrado el primer método 
lógicamente satisfactorio, que Euclides ha 
reproducido en el Libro V de sus Elementos, para 
resolver los problemas de la continuidad, los 
enigmas del infinito y los dédalos de los números 
irracionales. 
E. BELL. Los grandes matemáticos. Payot, París, 
1950 
 
 
No sé lo que pareceré a los ojos del mundo, pero 
a los míos es como si hubiese sido un muchacho 
que juega en la orilla del mar y se divierte de 
tanto en tanto encontrando un guijarro más 
pulido o una concha más hermosa, mientras el 
inmenso océano de la verdad se extendía, 
inexplorado frente a mí.  
Isaac Newton (1642-1727) Físico y matemático 
inglés. 
 
 
Intentar significa arriesgar, arriesgar significa 
probablemente perder, perder significa aprender, 
aprender significa siempre ganar.   
Anónimo. 
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Resumen 

En este trabajo se presenta una Unidad Didáctica para dar un acercamiento al concepto y 
la continuidad del conjunto de los números reales.  Esta propuesta se apoya de un 
estudio histórico y disciplinar que relaciona propiedades fundamentales de Q, R y la  
Línea recta, así como sus diversas representaciones.  La Unidad Didáctica presenta los 
conocimientos, estándares básicos, metodología, recursos materiales, la evaluación y las 
actividades a desarrollar. 
 

 Palabras clave: Números reales, continuidad de la recta, completitud, 
fundamentos matemáticos, representación, didáctica.  

 
 

Abstract  
 
In this project is shown a didactic unit in order to give a close concept and continuity of 
the set of real numbers.  This proposal is supported by a historical and discipline study 
that relates fundamental properties of Q, R, line and its several representations.  The 
didactic unit shows the knowledge, standards, methodology, materials resources, 
evaluations and activities to develop. 
 

 Keywords:  real numbers, continuity of the line, completeness, mathematical 
foundations, representation, didactic. 
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Introducción  

En el siglo XIX los matemáticos se dedicaron a la fundamentación del Análisis.  El ideal 
para lograr este objetivo fue la construcción de un conjunto numérico continuo que 
prescindiera de la noción de magnitud.  Como resultado se obtuvieron diversas 
construcciones de los números reales, cada una con su respectiva noción de continuidad 
de la recta y completitud de dicho conjunto.  Después de un tiempo, llegaron las 
axiomatizaciones del sistema de números reales: conjunto de objetos que cumplen 
ciertas reglas de juego o propiedades; desligándose así, los números, totalmente de las 
entidades geométricas.  Para comprender fácilmente las axiomatizaciones es bueno 
recurrir a las construcciones.  En consecuencia, estas construcciones son imprescindibles 
a la hora de hacer una transposición didáctica para la enseñanza de conceptos y 
propiedades del sistema de los números reales. 
 
Las cartillas para la enseñanza del cálculo en secundaria suelen dar una presentación 
axiomática del conjunto de los números reales.  La correspondencia punto de la recta-
número real se da como una definición que se soporta bajo la intuición geométrica, y con 
ella se establecen las nociones de orden e intervalo.  Estos conceptos fundamentan 
temáticas subsiguientes del cálculo tales como: Límite, continuidad, derivada e integral.  
No obstante, los textos no aclaran el por qué de la biyección punto-número, reflejando 
de esa manera la falta de un análisis de propiedades elementales de R, tales como su 
densidad y completitud, esenciales para diferenciar el sistema R de Q y comprender las 
temáticas posteriores del cálculo. 
 
La Maestría en Enseñanza de las ciencias exactas tiene como objetivo la formación 
integral de docentes en conocimientos disciplinares y didácticos para la enseñanza en 
educación básica y media.  En ese sentido, el trabajo contiene una presentación de 
aspectos histórico-disciplinar y didácticos que brindan un acercamiento al concepto y 
completitud de los números reales.  En estos aspectos se estudia conceptos y 
procedimientos relacionados con la evolución  de: número real y sus representaciones, la 
densidad y continuidad, y la biyección punto-número real.     
 
En el aspecto histórico y disciplinar se hace en primer lugar un recorrido a la evolución de 
la noción de continuidad de los números reales.  En segundo lugar se muestra algunos 
procedimientos usados en el tratamiento de problemas relacionados con la 
inconmensurabilidad desde la perspectiva numérica, geométrica y algebraica.  En tercer 
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lugar se vislumbra el por qué de la aparición de un nuevo concepto de razón y proporción 
establecida por Eudoxio.  En cuarto lugar se puede apreciar el surgimiento de los 
números construibles y su correlación con las magnitudes lineales. En quinto lugar 
encontraran la representación en fracción continua y fracción decimal como posible 
forma de definir y aproximar los números reales.  Finalmente se describen las 
construcciones dadas por George Cantor y Richard Dedekind al continuo numérico 
identificando tres conceptos, la densidad, la continuidad y la biyección punto de la recta-
número real.  
 
En el aspecto didáctico se hace una descripción de la propuesta didáctica.  Se inicia dando 
algunos obstáculos epistemológicos que identificó Sara Scalia respecto a la 
representación de los números reales en la recta identificando de aquello aspectos a 
tener en cuenta en la construcción de la propuesta.  Luego se establecen los 
conocimientos, los estándares básicos, la metodología, los recursos materiales y la 
evaluación a desarrollar en la propuesta didáctica.  Finalmente, como anexo, encontrarán 
cuatro actividades destinadas a dar un acercamiento al concepto y completitud de los 
números reales. 
 



 
 

1.  Identificación Del Problema Didáctico 

En el grado undécimo e incluso en el primer semestre universitario se enseñan los 
números reales y su representación en la recta.  Cuando se aborda el tema, generalmente 
suele presentarse en la forma que proponen muchos libros de texto escolar: como entes 
ya existentes que cumplen unas propiedades algebraicas y de orden, y se les da una 
representación en la recta que no trasciende el hecho de ubicar los racionales y raíz de 
dos en la recta sin llegar a resaltar y analizar el trasfondo de esta correlación “la 
continuidad”. 
 
Muchas de las temáticas que fundamentan los temas anteriores están íntimamente 
relacionadas con ellos.  Es el caso del teorema que dice “si una función continua toma 
valores positivos y negativos en un intervalo, existe un punto en el intervalo en el que la 
función se anula” o en las actividades de graficación de funciones, donde los estudiantes 
unen los puntos con una línea.  Estos temas suelen ser interpretados intuitivamente en su 
enseñanza, pero no se reconoce los conceptos de completitud de 𝑅 y biyección punto-
número implicados allí, mostrando la falta de una comprensión de los mismos.  De la 
misma manera, existen multitud de temas en el cálculo que necesitan de una 
comprensión de los conceptos de continuidad de la recta, completitud de los números 
reales y biyección número real- punto de la recta. 
 
Por otra parte, el Ministerio de Educación Nacional (MEN) propone en los estándares 
básicos que los estudiantes de grado undécimo deben “2. Reconocer la densidad e 
incompletitud de los números racionales a través de métodos numéricos, geométricos y 
algebraicos” y “1. Utilizar las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos”. 
Con estos estándares debemos pensar en qué situaciones-problema los números 
racionales resultan siendo incompletos en los contextos numérico, geométrico y 
algebraico; resaltando los métodos y técnicas utilizadas para ello que en muchos casos 
usan procesos de aproximación infinita. 
 
En relación a lo expuesto, subyace una pregunta problema: 
¿Cómo introducir la noción densidad y continuidad para comprender el concepto de 
número real y la biyeción número real-punto de la recta?. 
 
Con todo lo anterior y siguiendo los estándares propuestos por el MEN, se podría llevar al 
educando a que comprenda la necesidad de construir un nuevo conjunto numérico 
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completo a partir de la continuidad geométrica y así aproximarlos a la comprensión de la 
correspondencia número real- punto de la recta.  

1.1  Objetivo general 

 Estudiar los conceptos de densidad e incompletitud de los números racionales desde 
el contexto numérico, geométrico  y algebraico, y formular una propuesta didáctica 
que permita aproximar al estudiante a las nociones de continuidad o completitud de 
los números reales y a su correspondencia con los puntos de la recta. 

1.2  Objetivos específicos 

 Revisar textos sobre historia de la matemática y hacer un análisis histórico-
epistemológico de la noción de continuidad de los números reales. 

 

 Revisar y analizar textos teóricos que contengan temas relacionados con la densidad e 
incompletitud de números racionales y construcción de números reales.    

 

 Revisar textos o artículos de didáctica del cálculo relacionados con obstáculos 
epistemológicos relativos a la representación de los números reales en la recta. 

 

 Diseñar una unidad didáctica que dé significado intuitivo a los conceptos de 
completez y continuidad de los números reales en contextos aritméticos y 
geométricos.



 

2.  Aspectos históricos y disciplinar 

2.1  Análisis histórico-epistemológico de la noción de continuidad 
de los números reales 

Para el análisis se hará un recorrido en diversos periodos históricos, destacando el estado 
de conocimiento matemático concebido hasta mediados del siglo XIX, donde muchos 
resultados matemáticos se basaron en la evidencia gráfica de la continuidad de la recta.  
Considero que este breve análisis puede dar ideas claras para la propuesta didáctica, con 
el objeto de reconocer la evolución del concepto y los posibles puntos de partida para su 
enseñanza. 
 
En cada periodo se evidenciará la relación implícita de la noción de continuidad de la 
recta y completitud de los números reales.  Mostrando así a la propiedad de completitud 
en diversas facetas a lo largo de la historia, y adherida a la evolución de la noción de 
continuidad de la recta.  
  
Empecemos en la antigüedad, periodo donde los griegos se destacaron por darle al 
mundo los mejores desarrollos en matemáticas.  Gran parte de los conocimientos 
matemáticos griegos de la antigüedad fueron recopilados de manera lógico-deductiva 
por Euclides en los Elementos. Allí, aparece por vez primera la idea de continuidad de la 
recta en las construcciones geométricas: por ejemplo, en la Proposición 1 del Libro 1,  se 
intersectan dos círculos para construir un triángulo, acción que es inaceptable, pues no se 
garantiza la existencia de aquel punto de intersección.  Sin embargo, su natural 
aceptación se deba, posiblemente, a la representación material (graficas o dibujos) de la 
imagen mental que se tiene de la línea, por lo que las intersecciones entre líneas “debían 
existir”, ya que es algo habitual a nuestra percepción sensorial (o sentido común) de la 
noción de continuidad. 
 
De igual manera, en la determinación del punto que divide a un segmento en media y 
extrema razón o en la división en n partes del segmento, se considera al segmento como 
continuo.  Por otra parte, el término continuo se exhibe en el postulado 2 del libro 1 que 
dice: “prolongar continuamente una recta finita en línea recta”, segmento que crece en 
forma potencial y sin “huecos” y muestra la idea de orden entre los puntos.  En general, 
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cada propiedad revela de forma intuitiva atributos esenciales de la recta tales como la 
distribución densa y continua de sus puntos. 
 
En cuanto a la relación número-magnitud los pitagóricos le dieron un tratamiento 
especial.  Para Pitágoras la unidad (la monada) era el generador de los números, así que 
solo los enteros positivos mayores que 1 tenían estatuto de número;  Por otra parte, 
“creyeron que los principios de las matemáticas (los números) eran los principios de 
todas los seres”1, ¿Por qué?, porque comprendían los fenómenos en términos de razones 
y proporciones.  Las razones las formaban con la ayuda de una unidad de medida común 
para ellas y les servían para comparar magnitudes homogéneas. Con las proporciones 
entendidas como igualdad de razones, podían comparar razones elaboradas por 
diferentes magnitudes.  En ese sentido, los pitagóricos dijeron que todas las cosas son 
número porque podían comprenderse a través de ellos. 
 
La anterior relación número-magnitud establecida por los pitagóricos quedó recopilada 
en los Elementos: “las magnitudes conmensurables guardan entre sí la misma razón que 
un número guarda con un número”, (Elementos X, 5).  Pero, por causa del 
descubrimientos de las magnitudes inconmensurables, se tuvo que replantear el 
concepto de proporción para mantener la coherencia con la afirmación “todo es 
número”, ideándose una interacción número-magnitud de forma más sutil. 
 
La idea fue propuesta y divulgada en la Academia de Platón, por el geómetra griego 
Eudoxio de Cnido y está adscrita en el libro V de los Elementos de Euclides.  Se trata de 
una herramienta capaz de comparar magnitudes homogéneas sin auxiliarse de sus 
“medidas”.  Herramienta que condujo al espíritu griego al regocijo en la geometría, lugar 
donde había surgido el problema y donde pudo dominarse las magnitudes 
inconmensurables.  
 
No obstante, esta idea trajo como consecuencia la destitución de los entes numéricos 
para el estudio de las magnitudes.  Por ejemplo, la construcción de un cuadrado de igual 
área a un rectángulo dado, se hace con regla y compás, siendo innecesaria la “medida” 
numérica del área del rectángulo.  Similarmente, la suma y la multiplicación de un par de 
segmentos, trata de la construcción de un nuevo segmento y un rectángulo 
respectivamente, más no el resultado de la operatividad numérica entre las “medidas” de 
los segmentos.   
 
“obviamente, esto implicaba una tendencia geometrizante, un abandono de las 
propiedades geométricas por medio de la aritmética, que permite una manipulación 
totalmente operatoria de esas propiedades con algoritmos rápidos y precisos”2. 
 

                                                             
1
 Aristóteles. Metafísica. Pág. 55 y 56. 

2
 Eugenio Filloy. Didáctica e historia de la Geometría Euclidiana. Pág.41. 
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En ese sentido, la proporcionalidad eudoxiana eludió los cálculos numéricos de 
aproximación, retardando el desarrollo de la aritmética, el algebra, el cálculo, y en 
particular, estancó la evolución del concepto de número real. 
 
Continuando, en otro periodo, durante la edad media y el renacimiento, el desarrollo de 
la matemática tuvo una gran influencia árabe.  Se introdujo el sistema posicional que dio 
paso al cálculo con algoritmos. Los indios emplearon el cero y los números negativos 
justificados como deudas. Ya las fracciones representaban la medida de una magnitud, 
siendo aceptadas como “número”; y finalmente, con la aparición y desarrollo del algebra, 

a través de la resolución de ecuaciones, resultaron las “irracionalidades” como  2  y los 

“números imaginarios” constituidos con  −1.  
 
La hegemonía de la geométrica euclidiana prevaleció durante parte del renacimiento, 
pues era el medio de validación de los resultados algebraicos.  Esta tendencia excluyó, 
como número, a todas las soluciones algebraicas que no tuvieran una interpretación 
geométrica.  Pero para este mismo periodo, Descartes representó la suma, el producto 
de segmentos y las raíces pares como un nuevo segmento, dándole vida a estos números 
e integrándolos a la definición dada por Stevin en 1585: “número es aquello mediante lo 
que se explica la magnitud de cualquier cosa”.  De esa manera, debido a la 
correspondencia número-magnitud establecida por Descartes, al número se le denomina 
indistintamente con el nombre de magnitud. 
 
Además de lo anterior, Descartes consideró los puntos como parejas de números, 
proponiendo de esa forma modelar los problemas en términos algebraicos para 
solucionarlos con ecuaciones, dando inicio a la geometría analítica.  Desde ese momento, 
el algebra, se consolida como el método para validar los problemas geométricos y 
nuevamente (la aritmética “generalizada”) empieza a tener preferencia sobre la 
geometría. 
 
Hasta aquí los “números” se aceptaron de manera pragmática: porque podían ser 
representados como magnitudes lineales y operados de acuerdo a idénticas reglas de 
cálculo que dan resultados correctos.  Además, estos números fueron denominados 
indistintamente como magnitud por su estrecha relación con las magnitudes lineales.  
 
Pasando a otro periodo histórico, durante los siglos XVII y XVIII, los nuevos conocimientos  
matemáticos giraban en torno a la resolución de problemas relacionados con: 

 Determinar distancia, velocidad y aceleración en un instante de  tiempo. 

 Determinar volúmenes de sólidos acotados por superficies, áreas acotadas por 
curvas y longitudes de curvas. 

 Encontrar líneas tangentes y normales a una curva. 

 Hallar los valores máximos y mínimos de ciertas funciones. 
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Hincados sobre los conocimientos en geometría y algebra tenidos hasta el momento, dos 
intelectuales de primera categoría, Newton y Leibniz, crearon el cálculo como método de 
solución a esos problemas.  Este cálculo estaba impregnado de cantidades evanescentes 
o infinitesimales que carecían de fundamento pues en unos casos eran cero cuando 
aparecían multiplicando y en otros distintos de cero cuando  estaban dividiendo.  
 
En el siglo XIX se comenzó la formación de profesionales con especialidad en 
matemáticas.  Para la enseñanza a estas personas se necesitó de un cálculo ordenado y 
consistente, y según el desarrollado del cálculo en los siglos XVII y XVIII, en él persistían 
lagunas en conceptos fundamentales tales como: la función, la convergencia de series, la 
derivada, etc. 
 
Ante esta situación se inicio la reforma o fundamentación del análisis a través de la 
noción de límite y el cálculo de desigualdades, logrando así reducirlo a una sucesión de 
teoremas.  Sin embargo, algunos de estos teoremas no pudieron ser demostrados 
rigurosamente.  Es el caso del teorema de valor medio y el teorema de sucesiones 
crecientes y acotadas, los cuales establecen la existencia de ciertos puntos y requieren de 
la continuidad del conjunto de los números reales.  Razón por la cual, fue necesaria una 
construcción de los números reales. 
 
Aparecieron para este reto dos grandes matemáticos incitados por establecer los 
cimientos de la matemática.  En las construcciones, el límite fue el instrumento clave para 
Cantor y los conjuntos el eslabón para Dedekind; estos conceptos se usaron bajo la 
denominación de sucesión fundamental y cortadura, respectivamente.  La noción de 
cortadura se considera como un análogo al concepto de proporción de Eudoxio, y no 
acude al límite sino a conjuntos, lo que hace a la teoría de Dedekind más rigurosa que la 
de Cantor, pues el concepto de límite se construye asumiendo la existencia de los 
números reales, y no al contrario como lo hizo Cantor. 
 
Como consecuencia de la ingeniosa creación dada por Dedekind, los números reales 
quedan construidos aritméticamente, generados a partir de los racionales en base a la 
noción de cortadura ideada como análogo del axioma que formuló sobre la continuidad 
de la recta.  Así, los números reales se desligan de las magnitudes y como tienen una 
propiedad similar al axioma de continuidad de la recta, entonces se les denomina como 
un conjunto continuo o completo. 

2.2.  Análisis de problemas que condujeron al descubrimiento de 
la inconmensurabilidad entre magnitudes y los métodos 
numéricos, geométricos y algebraicos usados para su tratamiento 

Los problemas que conllevaron al descubrimiento de la inconmensurabilidad entre 
magnitudes se pueden analizar teniendo en cuenta los contextos geométrico, aritmético 
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y algebraico, en relación con el estado de conocimiento matemático tenido hasta el 
momento.  
 
Los indicios del descubrimiento de la inconmensurabilidad entre magnitudes aparecen 
con la cultura griega durante el siglo V a.C.  El estado de conocimiento matemático que 
dominaba al comienzo de ese siglo era la matemática pitagórica; matemática que puede 
comprenderse describiendo el pensamiento pitagórico de esa época.  
 
El pensamiento pitagórico primitivo era de carácter religioso y su cosmovisión tuvo como 
principio “todo es número”.  Se podía entonces creer que todo era matemático; sin 
embargo, el pensamiento pitagórico no diferenciaba lo matemático de lo físico como se 
entiende actualmente.   
 
Los pitagóricos trabajaron en el campo de la música a través de la práctica con 
magnitudes concretas (las cuerdas sonoras).  Esa experiencia los condujo a la búsqueda 
de razones entre cuerdas sonoras por intermedio de una parte alícua común, la cual se 
construía con un método denominado antiferesis3.  A partir de una cuerda sonora podían 
construir la cuarta, octava, etc cuerda sonora.  Esta práctica evidencia esa indistinción de 
lo físico y matemático por los pitagóricos. 
 
La práctica con magnitudes concretas, como el caso de las cuerdas sonoras, tuvo que 
haber llevado a la formación de la siguiente idea: Dos magnitudes, en particular dos 
segmentos, tienen siempre una parte alícua común.  Y no solo los pitagóricos trabajaron 
con magnitudes concretas, sino culturas más antiguas como la egipcia y babilónica les era 
una práctica usual.  Lo que permite concluir que aquella idea debió ser una etapa 
inevitable en el pensamiento matemático. 
 
Por consiguiente el estado de la matemática que impregna el pitagorismo primitivo, es el 
de la aritmética de los números enteros positivos,  pues con ella dominaron la geometría 
que aparecía con un estado físico en el estudio de la música.  
 
Ahora bien, el descubrimiento de la inconmensurabilidad subyace en una contrariedad 
con la creencia de que todo par de magnitudes lineales tiene parte alícua común.  Pero 
¿cómo se llego a esa contradicción?. 
 
Pues bien, muchos historiadores concuerdan en que el pitagórico Hippasus de 
Metapontum fue el primero en observar y dar a conocer esa contradicción.  Se dice que 
lo evidenció nada más y nada menos que en el lado y la diagonal del pentágono regular, 
figura que contiene al pentagrama: el emblema de los pitagóricos. 

                                                             
3
 La antiferesis es un método geométrico para construir la parte alicuota común más grande entre dos magnitudes CD>AB, (el MCD de 

Euclides para dos número enteros).  El método consiste en sustraer sucesivamente CD de AB: si al sustraerlo una vez y sobra A1B1, con 
CD<A1B1, se sustrae nuevamente pero de A1B1,  y así sucesivamente de A2B2.... etc hasta tener un segmento AkBk<CD, para cambiar de 
rol.  Entonces, continuando el proceso,  se  “llega”  en un número finito de etapas a un segmento nulo, donde los dos últimos 
segmentos iguales de la etapa precedente son la parte alicuota común buscada. 
 



10   Un acercamiento al concepto y  
  completitud de los números reales 
 

 
En el problema de encontrar la parte alícua común de la diagonal y el lado de un 
pentágono aparece el método de la antiferesis, el cual enmarca el fenómeno en el 
contexto geométrico, pues no vincula lo numérico.  El procedimiento se ilustra mediante 
la Figura 2-1: 
 
Figura 2-1: Inconmensurabilidad del lado y la diagonal del pentágono regular 

 
Consiste primero en sustraer AB de AC, quedando de resto BC (por ser AB=AB); Luego, 

como BC< AB, se sustrae BC de AB, de donde queda CB (por ser AB=AB y  BC=AC).  A 

continuación sigue lo más sorprendente: siendo CB< BC, se debe proceder nuevamente 

en sustraer  CB de BC; pero como BC=BE, vuelve a presentarse el mismo problema en 

el pentágono regular ABCD, lo cual significa que el proceso sigue indefinidamente. 
 
El método de antiferesis aplicado a la diagonal y lado del pentágono regular conduce 
directamente a contradicciones con la cosmovisión pitagórica “Todo es número”.  El 
método se convierte en un círculo vicioso de procesos infinitos donde los segmentos 
(posible parte alícua) se hacen cada vez más pequeños y tienden a desaparecer (no 
existir).  En consecuencia, no encontrar una parte alícua común para la diagonal y el lado 
del pentágono tuvo que ser algo inusual para los pitagóricos e incomprensible con su 
práctica de expresar la relación entre segmentos como razón de números enteros. 
 
Otro problema similar, que para los historiadores también pudo haber sido la primera 
aparición de la inconmensurabilidad, fue el de la diagonal y el lado del cuadrado.  Los 
argumentos a favor de ello, se deben a que el cuadrado es una figura más simple que el 
pentágono regular y está relacionada con el problema de la duplicación del cuadrado4 y 
las ternas pitagóricas5;  No obstante, el método de antiferesis aplicado a la diagonal y el 
lado del cuadrado es mucho más fino que en el pentágono; lo cual hace sospechar, que 
fue en el pentágono donde primero pudo manifestarse las contradicciones.  Sin embargo, 
este problema tiene una relevante importancia pues nos transporta del contexto 

                                                             
4
 La duplicación del cuadrado, problema clásico de origen religioso resuelto gráficamente en el diálogo de Platón “El Menón”, evidencia 

el interés por la diagonal del cuadrado, pues al tomarla como lado de un cuadrado se forma con área el doble que el anterior.  
5
 Las triplas pitagóricas fueron estudiadas desde los babilonios y su relación con el problema consiste en que ninguna tripla (a,b,c) 

corresponde a la medida de los lados de un triangulo rectángulo isósceles (semicuadrado).  Se puede encontrar triplas con a= 2nm, b = 
(n

2
 – m

2
)  y  c = (n

2
 + m

2
) donde n y m son números enteros. 
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geométrico al numérico, algo que no se podía hacer en el pentágono pues no habían las 
herramientas necesarias para atacarlo numéricamente. 
 
El método de antiferesis usado en la diagonal y el lado del cuadrado, al igual que en el 
pentágono, lo clasifica en el contexto geométrico pues no incurre en la prueba los 
números.  El procedimiento se puede describir de la siguiente manera: 
 
Considérese el problema: determinar la parte alícua común del lado AC y la diagonal  BC 
del cuadrado (Fig.2).   Inicialmente se sustrae el lado AC=AB de la diagonal BC, de donde 
resulta DC.  Luego, como DC>AC, se sustrae DC de AC; pero para hacerlo, debe realizarse 
la siguiente construcción: 
 

Trácese una perpendicular a la diagonal  BC desde el punto D.  Sea  B el corte de la 

perpendicular con el lado AC.  Ahora, únase B con B para forman dos triángulos 

rectángulos congruentes: ya que BA = BD, BB= BB y, BAB = BDB(ángulos rectos); así, 

el segmento AB es congruente con BD  por ser lados correspondientes.  Por otra parte, 

el triángulo CDB es rectángulo por tener el CDB recto, luego los ángulos CBD  y  

BCD  deben formar un ángulo recto; como el ángulo ACB formado por un lado y una 

diagonal, es la mitad de un ángulo recto y es igual al ángulo BCD, se tiene que el CBD 

es la mitad de un ángulo recto.  Así, el triángulo CDB es isósceles recto, y en 
consecuencia Figura 2-2: 

    (1) A B= BD = DC 
 
Figura 2-2: Inconmensurabilidad del lado y la diagonal del cuadrado 

 
 

 

Trazando un segmento perpendicular a la diagonal desde C y congruente con el lado BD, 

se construye el cuadrado ABDC menor que el inicial al unir B con  A. 
 

Ahora bien, al realizar en este cuadrado ABDC el mismo proceso aplicado al cuadrado 

inicial, se sustrae BD=BD de la diagonal BC partiendo de B quedando de resto DC, 

reaparece la antiferesis: pues DC se sustrae dos veces de AC por ser AD el doble de DC 

(ya que  DC = A B= BD = BD). 
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Igualmente se puede construir el cuadrado ABDC, y como DC<DC, el método de 
antiferesis “continua” indefinidamente aunque se dificulte percibirlo de manera 
sensorial, pues cada uno de los sucesivos restos (posible parte alícua común) con los que 
se van formando los cuadrados, serán cada vez menores, pero nunca iguales a cero:   

 CD  CD CD 
 CD CD……; en consecuencia, no hay parte alícua común 

entre la diagonal y el lado del cuadrado. 
 
Recordemos que para los pitagóricos era natural, por trabajar en una geometría que hace 
referencia a entes concretos, el haber asumido el siguiente supuesto: siempre se espera 
una antiferesis finita que determina una parte alícua común entre dos magnitudes, la 
cual permite relacionarlos de manera racional.  Lo que significa, que el fenómeno de la 
inconmensurabilidad surge cuando los pitagóricos se encontraron con la antiferesis 
infinita pues contradecía aquella suposición. 
 
Como consecuencia de la aparición de antiferesis infinita subyace un nuevo problema: la 
no racionalidad de las magnitudes inconmensurables.  De ahí que se pase a otro 
contexto, el numérico, donde surge un nuevo método con el que se demuestra la 
irracionalidad.  La irracionalidad solo fue demostrada para la diagonal y el lado del 
cuadrado teniendo como protagonista a Aristóteles un discípulo de Platón (pitagórico 
tardío).  El método numérico usado se ilustra con la ayuda de la Figura 2-3: 
 
Figura 2-3: Irracionalidad del lado y la diagonal del cuadrado 

 
(Los siguientes argumentos son una adaptado de La trama de la demostración, L. Vega 

Reñón, Alianza Universidad 1990) 
 
Sean DB y DM el lado y la diagonal del cuadrado DBMN.  Si se supone que la relación DB y 
DM es conmensurable (racional), sus magnitudes podrán representarse mediante el 
número exacto de veces que cabe “la parte alícua común encontrada” en esos 
segmentos. O sea que los números correspondientes no podrán ser pares a la vez.   
Se denomina número cuadrado al producto de dos factores iguales, es decir que a los 
cuadrados DBMN y AJKL les corresponden números cuadrados.  Pero el cuadrado AJKL es 
el doble del cuadrado DBMN (ver Fig.2-3.) y por tanto le corresponde un número par. O 
sea que a AJ también le corresponde un número par.   
Ahora, como DM es igual a AJ, se tiene que el número de DM también es par. De ahí que 
a DB le corresponda un número impar, pues en un comienzo se dijo que DB y DM no 
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podían ser pares a la vez.  Sin embargo el cuadrado DBMN es el doble del cuadrado 
ABCD, luego el número de DBMN es par y el número de su lado DB también; resultado 
que  contradice la deducción anterior de que DB era impar. En consecuencia la suposición 
de la relación DM y DB racional es inviable, pues desemboca en una contradicción. 
 
Este método numérico elimino cualquier sospecha de existencia de racionalidad y parte 
alícua común entre la diagonal y el lado del cuadrado.  El método hace uso del 
razonamiento por el absurdo (por ser un problema existencial), retoma ideas del 
problema de la duplicación del cuadrado, y aplica propiedades de paridad e imparidad. 
 
Pasando a otro periodo histórico donde el simbolismo algebraico fue esencial para los 
siguientes progresos en matemáticas.  Se inicia un nuevo método para atacar los 
problemas, el cual consistía en interpretar los problemas como ecuaciones y 
solucionarlas.  Veamos un ejemplo aplicado al problema de la diagonal y el lado del 
pentágono. Figura 2-4. 
 
Figura 2-4: Razón de la diagonal y el lado del pentágono 

 
Si se toma α=36° y suponemos 𝐿  y 𝑑 como las “medidas” del lado y la diagonal 
respectivamente.  Resultan todos los ángulos como múltiplos de α y los triángulos ABC y 

BMC serán semejantes.  Por lo que, 
𝐴𝐶

𝐵𝐶
=

𝐴𝐵

𝐵𝑀
=

𝐴𝑀

𝑀𝐶
 , es decir,  

𝑑

𝐿
=

𝐿

(𝑑−𝐿)
 , de donde resulta 

la ecuación cuadrática  
𝑑

𝐿
 

2

−  
𝑑

𝐿
 − 1 = 0, cuya solución es 

𝑑

𝐿
=

1+ 5

2
 .6 

 
 

Las soluciones de ecuaciones en muchos casos aparecían con radicales, como el caso 
anterior, lo que muestra una vez más que la razón de la diagonal y el lado no era racional. 
 
De la misma manera el método algebraico aplicado a la diagonal y el lado del cuadrado 
también conlleva a una irracionalidad.  Por ejemplo, tomando 𝑑 y 𝐿 como la “medida” de 
la diagonal y el lado del cuadrado respectivamente, y aplicando el TRM de Pitágoras al 
                                                             
6
 La relación  

𝑑

𝐿
=

1+ 5

2
  significa que AM, que es igual al lado AB, es sección áurea de la diagonal AC, una propiedad admirable del 

pentágono y el pentagrama.   Se puede probar de la figura que cualquier segmento es sección aurea del segmento inmediatamente 

mayor. 
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semicuadrado que se forma, se tiene: 𝑑2 = 𝐿2 + 𝐿2, es decir, la ecuación  
𝑑

𝐿
 

2

= 2, cuya 

solución es 
𝑑

𝐿
=  2 .7 

 
Puede pensarse en que las “medidas” 𝑑 y 𝐿 son números enteros y creer entonces que  

 2 =
𝑑

𝐿
 es racional.  Sin embargo, el método algebraico permitió certificarle, por 

intermedio de una demostración por el absurdo (similar a la dada por el método 

numérico),  a entidades como  2  , el nombre de irracional.   La demostración es así: 

Supóngase 𝑑 y 𝐿 enteros primos relativos (MCD(𝑑,𝐿)=1) tales que  2 =
𝑑

𝐿
.  Ahora, 

elevando al cuadrado ambos términos de la igualdad, se tiene 
𝑑2

𝐿2 = 2 ,  o sea 𝑑2 = 2𝐿2.  

Es decir que 𝑑 es un número par (de la forma 2𝑘 , con 𝑘Z k); por lo tanto(2𝑘)2 = 2𝐿2, o 
mejor, 2𝑘2 = 𝐿2.  Luego 𝐿 es par, lo cual es absurdo, pues se supuso que  𝑑 y 𝐿 no tienen 
factores comunes, y sin embargo, resultó 2 como factor común a ellos.   
 
Para terminar, se puede concluir que la inconmensurabilidad surge con la antiferesis 
infinita en el contexto geométrico; se demuestra la no racionalidad de la razón entre 
segmentos inconmensurables con el método numérico; y se consagra la no racionalidad 

de entidades radicales como  2  con el método algebraico. 

2.3  El significado de proporción de Eudoxio de Cnido 

Entre las dificultades que entrañaba el ideal pitagórico de interpretar todos los 
fenómenos en términos de números enteros mayores que uno, suscita una crisis interna 
en la matemática griega, pues multitud de demostraciones presuponían que las 
magnitudes siempre eran conmensurables.   Es por eso que en los siguientes años los 
griegos se dedicaron a la mediación de ese nuevo problema: ¿Cómo se puede trabajar 
con magnitudes inconmensurables para fundamentar los resultados matemáticos?.   
 
Para esta situación fue necesario dar un refinamiento a lo básico: reconstruir los 
conceptos de razón y proporción para magnitudes conmensurables e inconmensurables.  
Trabajo logrado por  Eudoxio de Cnido y actualmente patentado en la teoría del libro V de 
los Elementos de Euclides. 
 
Esta teoría tiene un significado valioso ya que caracterizó la nueva tendencia de la 
matemática griega y se constituyó como una fuente necesaria para la construcción de los 
números reales en el siglo XIX.   La interpretación de esta teoría vislumbra el significado 
de proporción que formuló Eudoxio de Cnido. 
 

                                                             
7
  Se puede observar una prueba de irracionalidad para radicales como  3 y  5  en:  Luque Arias, Carlos Julio. (2004). Una 

construcción de los números reales positivos. Universidad Pedagógica de Colombia.  
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Una propiedad fundamental para entender el concepto de proporción de Eudoxio es la 
definición 4 del libro V de los Elementos de Euclides que cita así: “Se dice que guardan 
razón entre si las magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a la otra”8.   
Esta definición significa que una razón únicamente puede establecerse entre magnitudes 
homogéneas, pues de lo contrario ningún múltiplo de una podrá sobrepasar a la otra.  
Por ejemplo, una longitud y un área no guardan entre sí una razón, ya que por más de 
que se agregue la primera a sí misma, no podrá sobrepasar la medida de la segunda.  
Luego una razón se determina sólo entre dos líneas, o entre dos áreas, o entre dos 
volúmenes, ya que pueden excederse una a la otra al multiplicarse. 
 
En ese sentido, la definición 4 generaliza el concepto de razón ya que dos magnitudes 
homogéneas pueden excederse una a otra sin importar que sean conmensurables o 
inconmensurables.  Con este hecho en los Elementos se define que, “una razón es 
determinada relación con respecto a su tamaño entre dos magnitudes 
homogéneas”(Elementos.V,3), donde la relación ya no es al estilo pitagórico, sino una 
“relación” entre los “tamaños” de dos magnitudes homogéneas en la siguiente manera: 
un múltiplo de la primera puede ser igual, mayor o menor a un múltiplo de la segunda.  
 
El concepto de proporción de Eudoxio depende entonces de las anteriores ideas: “Se dice 
que una primera magnitud con una segunda guarda la misma razón que una tercera con 
una cuarta, cuando cualesquiera equimúltiplos de la primera y la tercera excedan a la par, 
sean iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualquiera equimúltiplos de la 
segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en orden correspondiente” 
(Elementos.V,5).   
 
En notación algebraica esta definición equivale a decir que: “Dos razones a:b y c:d son 
iguales, si para cada par de números enteros m y n, se tiene que na>mb, o na=mb o 
na<mb, sí y sólo sí, nc>md, o nc=md o nc<md, respectivamente”.  Lo cual permite 
confirmar que la proporción eudoxina establece la igualdad entre razones teniendo en 
cuenta la definición 4, lo que significa que es aplicable a magnitudes conmensurables e 
inconmensurables, a diferencia de la proporción pitagórica que usa la razón entre 
números enteros limitándola a magnitudes conmensurables.  
 
Por lo tanto todo resultado que aplicara la proporción pitagórica debía ser demostrado 
con el nuevo concepto.  Veamos cómo sería una demostración, en términos algebraicos, 
de la propiedad: Las áreas de dos triángulos de igual altura guardan entre sí la misma 
razón que sus bases (Elementos, VI.1), usando el concepto de proporción pitagórica y el 
concepto eudoxiano.   
 

(Adaptado de: Un paseo finito por lo infinito. I. Castro Chaid. Universidad Nacional) 
Si 𝑇1 = ∆𝐴𝐵𝐶 y  𝑇2 = ∆𝐴𝐷𝐸  son triángulos que tienen la misma altura, entonces: 
𝑎(𝑇1)

𝑎(𝑇2)
=

𝐵𝐶

𝐷𝐸
, ver Figura 2-5. 

                                                             
8
  Esta definición es similar al axioma arquimediano 



16   Un acercamiento al concepto y  
  completitud de los números reales 
 

Figura 2-5: Las áreas de dos triángulos de igual altura guardan entre sí la misma razón 
que sus bases 

 
La demostración al estilo pitagórico antiguo sería: 
Existe x medida común de BC y DE, por lo tanto BC=nx  y  DE=mx  para algunos enteros m 
y n.  
Figura 2-5: (Continuación) 

 
El triángulo 𝑇1 se puede dividir en n triángulos con la misma altura de 𝑇1  y  base x, 
llámese 𝑇  a uno cualquiera de ellos. Como los triángulos con igual base y altura tienen la 
misma área, entonces 𝑎(𝑇1) = 𝑛𝑎(𝑇); similarmente  𝑎(𝑇2) = 𝑚𝑎(𝑇). De donde 
𝑎(𝑇1)

𝑎(𝑇2)
=

𝑛𝑎 (𝑇)

𝑚𝑎 (𝑇)
=

𝑛

𝑚
=

𝑛𝑥

𝑚𝑥
=

𝐵𝐶

𝐷𝐸
 . 

 
Esta argumentación tiene el error de no considerar BC y DE inconmensurables, de lo cual 
x no existiría.  Por lo tanto, la proposición debe justificarse por medio del concepto 
eudoxiano. 
 
Sean n y m enteros positivos.  A partir de B y en dirección izquierda, repítase el segmento 
BC  n-1  veces; únase los puntos extremos de cada segmento 𝐵2 ,   𝐵3 , … , 𝐵𝑛   con A y de 
esa forma se obtienen n triángulos de igual área a la del triángulo 𝑇1. 
 
Figura 2-5: (Continuación) 
 

 
Similarmente, a partir de E y en dirección derecha, repítase el segmento DE m-1 veces; 
únase los puntos extremos de cada segmento  𝐸2  ,   𝐸3  , … , 𝐸𝑚  , con A y se obtienen m 
triángulos de igual área  a la del triángulo 𝑇2 . 
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Luego,  𝑎 ∆𝐴𝐵𝑛𝐶 = 𝑛 𝑎(𝑇1) ,    𝑎 ∆𝐴𝐷𝐸𝑛 = 𝐶).  Ahora, como “De triángulos que 
tienen la misma altura, tiene mayor área el que tenga mayor base” (Elementos, I. 38), se 
sigue que: 
1. Si  𝐵𝑛𝐶 > 𝐷𝐸𝑛   entonces 𝑎 ∆𝐴𝐵𝑛𝐶 > 𝑎 ∆𝐴𝐷𝐸𝑛 , esto es: 
Si  𝑛 𝐵𝐶 > 𝑚 𝐷𝐸 entonces 𝑛 𝑎(𝑇1) > 𝑛 𝑎(𝑇1) . 
2. Si  𝐵𝑛𝐶 = 𝐷𝐸𝑛   entonces 𝑎 ∆𝐴𝐵𝑛𝐶 = 𝑎 ∆𝐴𝐷𝐸𝑛 , esto es: 
Si  𝑛 𝐵𝐶 = 𝑚 𝐷𝐸 entonces 𝑛 𝑎(𝑇1) = 𝑛 𝑎(𝑇1) . 
3. Si  𝐵𝑛𝐶 < 𝐷𝐸𝑛   entonces 𝑎 ∆𝐴𝐵𝑛𝐶 > 𝑎 ∆𝐴𝐷𝐸𝑛 , esto es: 
Si  𝑛 𝐵𝐶 < 𝑚 𝐷𝐸 entonces 𝑛 𝑎(𝑇1) < 𝑛 𝑎(𝑇1) . 

Por lo tanto, según la definición de proporción de Eudoxio  
𝑎(𝑇1)

𝑎(𝑇2)
=

𝐵𝐶

𝐷𝐸
 . 

 
Finalmente si retomamos nuevamente la definición de Eudoxio y la escribimos en su 
forma equivalente, que obviamente no es como la entendían los griegos, “Dos razones 

𝑎: 𝑏 y 𝑐: 𝑑 son iguales, si para cada par de números enteros 𝑚 y 𝑛, se tiene que si 
𝑎

𝑏
> 
𝑚

𝑛
, o  

𝑎

𝑏
=
𝑚

𝑛
  o  

𝑎

𝑏
<
𝑚

𝑛
,  entonces,  

𝑐

𝑑
>
𝑚

𝑛
,  o  

𝑐

𝑑
=
𝑚

𝑛
  o  

𝑐

𝑑
<
𝑚

𝑛
,  respectivamente”,   el concepto adquiere 

un nuevo significado, pues para el siglo XIX el término  
𝑚

𝑛
  ya era aceptado como un 

número.  Por esa razón, por no aceptar  
𝑚

𝑛
 como fracción, los griegos no llegaron a una 

construcción de los números reales, a diferencia los matemáticos del s. XIX que ya tenían 
una concepción más general de número. 

2.4  Construcciones con regla y compás: números construibles 

En la antigüedad el filósofo griego Platón consideró la recta y el círculo como las figuras 
perfectas, haciendo de la regla y el compás las herramientas básicas para las 
construcciones geométricas.   Esa tendencia la recibió Euclides como estudiante de 
Platón, como puede apreciarse en los cinco postulados del libro I, los cuales establecen 
las pautas para cualquier construcción Euclidiana.  Veamos a continuación que la forma 
como se escribieron los postulados contienen el espíritu platónico: 
 

1. Postúlese trazar una línea recta desde de un punto a otro. 
2. Y el prolongar continuamente una recta finita (segmento) en línea recta. 
3. Y el describir una circunferencia con cualquier centro y distancia (radio). 
4. Y el ser todos los ángulos rectos iguales entre sí. 
5. Y si una recta al incidir sobre dos rectas hace los ángulos internos del mismo lado 

menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas se encontraran en el lado en 
el que están los (ángulos) menores que dos rectos.  

 
Los tres primeros postulados caracterizan el tipo de regla y compás que usaban los 
geómetras griegos en sus construcciones: una regla sin marcas que no puede medir 
distancias y un compás que sólo construye círculos y no transporta segmentos.   
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Ahora bien, para adentrarnos en la descripción de la génesis de los números construibles 
debemos fijarnos en algunas construcciones realizadas en los Elementos de Euclides.  
Estas con construcciones expuestas como proposiciones en los Elementos, han tenido 
una interpretación algebraica que ha llevado al origen de entidades numéricas 
denominadas como números construibles.  
 
Para apreciar una forma como pudo haber surgido estos entes numéricos se procederá 
en la siguiente manera: se dará inicialmente la proposición y la construcción sin perder el 
estilo Euclidiano; luego se establecerá una relación entre el segmento pedido x y los 
segmentos dados a,b,c,… para finalmente determinar x resolviendo la ecuación 
formulada9.   
 
La proposición “poner en un punto dado (como extremo) una recta (segmento) igual a 
una recta dada” (Elementos I. 2) permite trasladar un segmento. Veamos, se debe 
construir el segmento AB sobre un punto C, Figura 2-5:  
 
Figura 2-6: Traslación de un segmento a un punto dado 
 

Sea AB y C el segmento y la recta dados.  
 
Trace BC y construya sobre él un triángulo equilátero.  Para ello construya un círculo con 
centro B y radio BC y otro con centro C y el mismo radio (postulado 3); las circunferencias 
de estos círculos se cortan en P  formando el triángulo CBP equilátero. 
Prolónguese ahora PB y PC (postulado 2). 
Trace un círculo de centro B y radio AB, cuya circunferencia corta a la prolongación PB en 
H.  Trace el círculo de centro P y radio PH, el cual corta la prolongación PC en E.  Como PH 
es igual a PE y PB es igual a PC, se sigue que BH es igual a CE.  Finalmente, como AB es 
igual a BH, se sigue que AB es igual a CE, lo que se quería construir. 
 
Con el anterior procedimiento se puede trasladar un segmento a cualquier punto sobre la 
recta.  Esto permite realizar las siguientes operaciones: 

 Suma de dos segmentos: Si MN=a y NK=b, entonces MK=a + b. 

                                                             
9 Este es el principio de la geometría analítica creada por René Descartes: el estudio cuantitativo de las 
propiedades geométricas.  
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 Multiplicación de un segmento n veces enteras (o sumar de un segmento a n veces): 
a + a + a +⋯+ a             

𝑛−𝑣𝑒𝑐𝑒𝑠

= na. 

 Resta o diferencia entre segmentos: se debe trasladar los segmentos a un punto 
común de la recta10, MK=a – b. 

  Daremos a continuación gráficos que muestran las operaciones anteriores Figura 2-6 
 
Figura 2-7: Suma y resta de segmentos 

 
La proposición “dada tres rectas, hallar la cuarta proporcional” (Elementos VI. 12), 
permite hallar la cuarta proporcional x de tres segmentos dados a,b y c.  Con este 
procedimiento se construye la multiplicación y la división entre segmentos.  Se trasladan 
los segmentos dados de manera que oa=a, ob=b, oc=o1=1 y se determina ox=x. ver Figura 
2-7: 
 
Figura 2-8: Multiplicación y división entre segmentos 
 

 
Se une el punto 1 con b y se traza una 
paralela a la recta 1b por el punto a 
(postulado 5 y proposición 31 del libro I).  
Los triángulos Δo1b y Δoxa son semejantes 

y por tanto: 
𝑥

𝑏
=

𝑎

1
, es decir 𝑥 = 𝑎𝑏11. 

 
Se une el punto 1 con b y se traza una 
paralela a la recta 1b por el punto a 
(postulado 5 y proposición 31 del libro I).  
Los triángulos Δo1b y Δoxa son semejantes 

y por tanto: 
𝑥

1
=

𝑎

𝑏
, es decir 𝑥 =

𝑎

𝑏
. 

 

                                                             
10

 La proposición “Dadas dos rectas desiguales, quitar de la mayor una recta igual a la menor” (Elementos I. 3), permite realizar la resta 
entre segmentos haciéndole una breve modificación a la demostración de la proposición 2.  

 
11

 Este procedimiento es más general que el expuesto anteriormente sobre multiplicación de un segmento n veces ya que 𝑎 y 𝑏 
pueden ser enteros o racionales. 
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La proposición “trazar una línea recta que forme ángulos rectos con una recta dada, 

desde un punto dado en ella”(Elementos I. 11) permite construir números de la forma  𝑛 
con n natural así (ver Figura 2-8):  se traza una perpendicular a la semirrecta 01 con 

centro 1 y radio 01 y se marca el punto p, de lo cual resulta 𝑜𝑝 =  2.  Construyendo un 

segmento perpendicular de longitud 01 en el punto  2, se obtiene  3, y así 

sucesivamente se puede construir  𝑛 con n natural.  
 

Figura 2-9: Representación en la recta de  𝑛 con n natural 

 
Pero aun más interesante es la construcción que permite encontrar de manera más 
general la raíz cuadrada12.  Se trata de la proposición “Dadas dos rectas hallar la media 

proporcional” (Elementos VI, 13).  Se puede entonces representar la raíz  𝑎
𝑛  con 𝑛 entero 

par y 𝑎  un racional. Veamos la construcción de  𝑘 en un segmento Figura 2-9. 
 

Figura 2-10: Representación en un segmento de  𝑘 con 𝑘 racional  

 
Se traza el segmento CB de longitud 1 y seguido el segmento BA de longitud k.  
Construimos el punto medio de AC y lo llamamos O.  Se traza la semicircunferencia de 
centro o y radio OC. Se construye una perpendicular a AC en el punto B que corta la 
semicircunferencia en D.   Dado que ADC es ángulo de un semicírculo, es recto, y como 
BD es la perpendicular desde el ángulo recto a la base del triángulo rectángulo ADC, se 

tiene que x es la media proporcional de k y 1 (Elementos VI, 8), es decir 
𝑥

𝑘
=

1

𝑥
.  O sea que 

𝑥 =  𝑘,  que a diferencia de la proposición 11, k no es solo un entero sino que puede ser 

racional.  Igualmente puede representarse  𝑎
𝑛  con 𝑛 entero par y 𝑎 un racional. 

 
 

                                                             
12

 Descartes fue quien represento el producto de segmentos como un nuevo segmento, y las raíces pares como segmentos mediante 
una interpretación algebraica de los problemas de construcción Euclidianos, pues recordemos que el producto entre segmentos era 
un área para los antiguos griegos. 
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Con base en lo anterior, se puede deducir números a partir de un segmento unitario 
mediante construcciones con regla y compás (suma, resta, multiplicación, división y raíz 
cuadrada).  Estos números son los denominados números construibles.  
Con el segmento unidad se construye los números racionales y todos los puntos 
racionales.  Este conjunto de números es “cerrado” respecto a las operaciones suma, 
resta, multiplicación y división por número distinto de cero, por lo cual se le denomina 
cuerpo13 de números racionales.  Por construcción con regla y compás se puede construir 

nuevos números, irracionales, de la forma  𝑎 + 𝑏 𝑘0   con 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 y 𝑘0 racional no 

cuadrado perfecto.  Extendiendo las operaciones racionales a este nuevo conjunto de 
números 𝐹1: 

 𝑎 + 𝑏 𝑘0 +  𝑐 + 𝑑 𝑘0 =  𝑎 + 𝑐 +  𝑏 + 𝑑  𝑘0 = 𝑝 + 𝑞 𝑘0    (𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄  𝑦  𝑝 +

𝑞 𝑘0 ∈ 𝐹1) . 

 𝑎 + 𝑏 𝑘0 ∗  𝑐 + 𝑑 𝑘0 =  𝑎𝑐 + 𝑘𝑏𝑑 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐  𝑘0 = 𝑝 + 𝑞 𝑘0   (𝑝, 𝑞 ∈

𝑄  𝑦  𝑝 + 𝑞 𝑘0 ∈ 𝐹1). 
 𝑎+𝑏 𝑘0 

 𝑐+𝑑 𝑘0 
=

 𝑎+𝑏 𝑘0 ∗ 𝑐−𝑑 𝑘0 

𝑐2−𝑑2𝑘0
=

𝑎𝑐−𝑘𝑏𝑑

𝑐2−𝑑2𝑘0
+

𝑏𝑐−𝑎𝑑

𝑐2−𝑑2𝑘0
 𝑘0 = 𝑝 + 𝑞 𝑘0  (𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄  𝑦  𝑝 +

𝑞 𝑘0 ∈ 𝐹1; 𝑐2 − 𝑑2𝑘0 ≠0, pues de lo contrario  𝑘0 =
𝑐

𝑑
 , lo cual no es cierto).  Se tienen 

entonces que el conjunto 𝐹1 es un cuerpo de números construido como una extensión 
del cuerpo de racionales.   
 

De igual manera, si construimos con regla y compás   𝑘1 =  𝑎 + 𝑏 𝑘0 ,  se puede 

construir el conjunto 𝐹2  de números de la forma  𝑘2 = 𝑎 + 𝑏 𝑘1  donde 𝑎, 𝑏, 𝑘1 ∈ 𝐹1.  

Este conjunto 𝐹2 es una extensión del conjunto 𝐹1  pues las operaciones son cerradas en 
𝐹2 .  Por lo tanto, podemos formar una sucesión de cuerpos de números14 de Q:   
𝐹0 = 𝑄 ⊂ 𝐹1 ⊂ 𝐹2  ⊂ 𝐹3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐹𝑛 , donde para cada número natural 𝑛, 𝐹𝑛  es un 
conjunto de números construible. 
 
Finalmente, debemos decir que no todos los números irracionales son construibles con 
regla y compás, en particular los irracionales que son solución de ecuaciones de grado 
impar que no tienen raíces racionales, como por ejemplo 𝑏3 = 2𝑎3, ecuación que se 

puede interpretar como la duplicación de un cubo de lado 𝑎, cuya solución es 𝑏 =  2
3

 𝑎 
un número no construible, es decir un cubo imposible de construir.  En consecuencia, los 
números construibles no representan a todos los números reales. 

 

                                                             
13

 Los cuerpos consisten en un conjunto de elementos, junto con las cuatro operaciones principales, definidas como adición, 
substracción, multiplicación y división por elementos distintos de 0. 
14

 En matemática, un cuerpo de números algebraicos (o simplemente cuerpo numérico) F es una extensión de cuerpos finita (y 
también algebraica) de los números racionales Q.  
http://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_de_n%C3%BAmeros_algebraicos 

http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto
http://es.wikipedia.org/wiki/Adici%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Substracci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Multiplicaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Divisi%C3%B3n_(matem%C3%A1ticas)
http://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica
http://es.wikipedia.org/wiki/Extensi%C3%B3n_de_cuerpos
http://es.wikipedia.org/wiki/Extensi%C3%B3n_algebraica
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_racionales
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2.5  Aproximación a los irracionales por medio de fracciones 
continúas y fracciones decimales 

La historia de las fracciones continuas comienza con algoritmo de Euclides o el método de 
antiferesis, el cual conduce de modo natural a un proceso para representar la razón de 
dos magnitudes. 
 
Por ejemplo, aplicando el algoritmo de Euclides a los números enteros 23 y 18 resulta: 

23=1*18+5 5=1*3+2 
18=3*5+3  3=1*2+1, 

Sabiendo que 23 y 18 son primos relativos, se obtiene el desarrollo del número racional 
23

18
   en la forma: 

23

18
= 1 +

5

18
= 1 +

1
18

5

= 1 +
1

3+
3

5

= 1 +
1

3+
1
5
3

= 1 +
1

3+
1

1+
2
3

= 1 +
1

3+
1

1+
1
3
2

= 1 +
1

3+
1

1+
1

1+
1
2

  

De manera similar, el método de antiferesis (algoritmo de Euclides) permite expresar la 
razón diagonal-lado del pentágono como fracción continua: 
 
Figura 2-1: (Continuación) 
 

 

Según este proceso, 𝑑 = 𝐿 + 𝑑1 y 
𝐿 = 𝑑1 + 𝐿1. Es decir que los sucesivos 
pentágonos tendrán la misma relación: 

𝑑1 = 1𝐿1 + 𝑑2    ,    𝐿1 = 1𝑑2 + 𝐿2 
𝑑2 = 1𝐿2 + 𝑑3   ,    𝐿2 = 1𝑑3 + 𝐿3 

     𝑑3 = 1𝐿3 + 𝑑4    ,    𝐿3 = 1𝑑4 + 𝐿4 …. 
Por lo tanto la razón de la diagonal y el 
lado del pentágono será 
𝑑

𝐿
= 1 +

𝑑1

𝐿
= 1 +

1
𝐿

𝑑1

= 1 +
1

1+
𝐿1
𝑑1

= 1 +

1

1+
1
𝑑1
𝐿1

= 1 +
1

1+
1

1+
𝑑2
𝐿1

= 1 +
1

1+
1

1+
1
𝐿1
𝑑2

 , o sea, 

𝑑

𝐿
= 1 +

1

1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

1+⋯

  . 

  
Hoy día una fracción continua se considera simple si es una expresión de la forma: 

[𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … ] = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

𝑎3 + ⋯

 

Donde los 𝑎𝑛  forman una sucesión de números enteros positivos que corresponden a los 
términos de la fracción continua.  
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O sea que 1 +
1

3+
1

1+
1

1+1
2 

 es una fracción continua simple finita y 1 +
1

1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

1+⋱

    es 

fracción continua simple infinita. 
 
Con el algoritmo de Euclides todo racional puede expresarse como fracción continua 

simple finita.   Si  
𝑝

𝑞
 es racional con 𝑞 > 0, por el algoritmo de Euclides existen 𝑎0, 𝑟1 tal 

que 
𝑝

𝑞
= 𝑎0 +

𝑟1

𝑞
  con 0 < 𝑟1 < 𝑞, además,  𝑎0 +

𝑟1

𝑞
= 𝑎0 +

1
𝑞

𝑟1

 , de nuevo, existen 𝑎1, 𝑟2 tal 

que 
𝑞

𝑟1
= 𝑎1 +

𝑟2

𝑟1
  con 0 < 𝑟2 < 𝑟1.  Continuando el proceso, se obtiene una sucesión de 

residuos 𝑟𝑛  tales que 𝑟𝑛+1 < 𝑟𝑛 , y como son positivos, por el principio del buen 
ordenamiento, se concluye que este proceso es finito, con lo cual se determina la 
fracción [𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ]  con 𝑟𝑛−1 = 1. 
 
Recordemos que una implicación es equivalente a su contrarrecíproca. De ahí que, según 
lo anterior, toda fracción simple infinita represente un irracional. 
 
Por otra parte, cada sucesión de enteros positivos 𝑎𝑛  determinan una fracción continua 
[𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … ], y esta a su vez forma una sucesión 𝑐𝑛  de números racionales(fracciones 
continuas finitas) que llaman convergentes de la fracción continua. Por ejemplo,  

1 +
1

1+
1

1+
1

1+
1

1+
1

1+⋯

, tiene convergentes 𝑐0 =  1 = 1 = 1, 𝑐1 =  1,1 = 1 +
1

1
= 2, 

𝑐2 =  1,1,1 = 1 +
1

1+
1

1

=
3

2
, 𝑐3 =  1,1,1,1 =

5

3
, 𝑐4 =

8

5
,  𝑐5 =

13

8
, 𝑐6 =

21

13
, 𝑐7 =  

34

21
,… .  Esta 

sucesión de convergentes se aproxima a un número real, en nuestro caso a 𝜙15 , por 
arriba con los términos de posición impar y por debajo con los términos de posición par:  

1 <
3

2
<

8

5
<

21

13
, < ⋯ < 𝜙 < ⋯ <

34

21
<

13

8
<

5

3
< 2, esto se debe a que las convergentes 

pares son crecientes y acotados por 2 y las impares son decrecientes y acotados 
inferiormente por 1, y además, porque toda convergente par es menor que todo 
convergente impar16.   
 
En el siglo XVI, con los italianos Rafael Bombelli y Pietro Cataldi, las fracciones continuas 
aparecían como método para aproximar raíces de ecuaciones cuadráticas.  Años más 
tarde, Leonhard Euler (1707-1783) demostró que toda fracción continua simple infinita 
periódica17 es solución de una ecuación de segundo grado con coeficientes enteros,  o 

                                                             
15

 La sucesión  1,2,
3

2
,

5

3
,

8

5
,

13

8
,

21

13
,

34

21
, …  puede escribirse como una sucesión recurrente 𝑎1 = 2,  𝑎𝑛+1 = 1 +

1

𝑎𝑛
, expresión que para n es 

muy grande, se tiene que  𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 = 𝜙, o sea, 𝜙 = 1 +
1

𝜙
, cuya solución es 𝜙 =

1+ 5

2
≈ 1,6180339887498948 … . Algo curioso de 

los términos de dicha sucesión es que corresponden a la razón entre los términos sucesivos de la serie de Fibonacci . 
16

 Esta propiedad de la convergencia de la sucesión 𝑐𝑛  formada por una fracción continua la pueden ver de manera general en Teoría 
de números de Carlos Ivorra. Pág 111-114. Note también que se puede formar un encaje de intervalos racionales 𝐼𝑛 =  𝑐𝑛 , 𝑐𝑛+1    𝑛 ∈
𝑁 ∪ {0}, concepto que veremos  en el siguiente capítulo. 
17

 Una fracción continua simple infinita de la forma  1,1,2,1,2,1,2, …  = [1, 1,2    ] se denomina periódica. 

http://es.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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sea, un irracional cuadrático.  Por ejemplo, la fracción continua periódica  [1, 1,2    ] puede 

escribirse  1, 1,2     = 𝑥 = 1 +
1

1+
1

2+
1

1+
1

2+⋯

= 1 +
1

1+
1

2+ 
1

1+
1

2+⋯

 

  o  𝑥 − 1 =
1

1+
1

2+ 
1

1+
1

2+⋯

 

=

1

1+
1

2+(𝑥−1)

 , ecuación cuya solución positiva es 𝑥 =  3. 

 
El recíproco del resultado dado por Euler, fue obra de Joseph-Louis de Lagrange (1736-
1813).  Con él, todo número irracional cuadrático se puede representar como una 
fracción continua infinita periódica18.   Se puede determinar la fracción continua que 
representa un irracional cuadrático β deduciendo los términos 𝑎n  como la parte entera 

de βn , y tomando βn  y βn+1 =
1

βn−𝑎n
,  procurando siempre expresar los restos βn  en la 

forma 𝑎 + 𝑏 𝑑 hasta que coincida βn  con un resto anterior, momento en el cual 

terminará el periodo.  Por ejemplo, para  23 se tiene: 

β0 =  23, 𝑎0 = 4, 

β1 =
4+ 23

7
, 𝑎1 = 1, 

β2 =
3+ 23

2
, 𝑎2 = 3, 

β2 =
3+ 23

7
, 𝑎2 = 1.  Lo cual muestra que  23 = [4, 1,3    ] 

 
Otra manera de aproximar números reales es mediante fracciones decimales.  Estas 
fracciones se obtienen al dividir sucesivamente cada intervalo unidad de la recta en 10𝑛  
segmentos iguales.  Así, a cada punto de subdivisión le corresponde una fracción decimal; 
por ejemplo, el punto de subdivisión que le corresponde la fracción 0,23= 2/10 + 3/100 
está ubicado en el primer intervalo unidad, en el tercer subintervalo de longitud 10−1  y 
en el origen del cuarto “sub-sub” intervalo de longitud 10−2.  
 
En general, a cada punto de subdivisión del intervalo unidad en 10𝑛  segmentos iguales le 
corresponde una fracción decimal de la forma: 
 

𝑘 +
1

10
𝑐1 +

1

102 𝑐2 +
1

103 𝑐3 + ⋯+
1

10𝑛
𝑐𝑛  con 𝑛 cifras 𝑐𝑛 ∈ {0,1, … ,9}, expresión que 

puede escribirse como: 

𝑘, 𝑐1𝑐2𝑐3 …𝑐𝑛 =
𝑘𝑐1𝑐2𝑐3…𝑐𝑛

10𝑛
=

𝑘𝑐1𝑐2𝑐3…𝑐𝑛

2𝑛  5𝑛
    (1). 

 
Ahora bien, se deduce de (1) que toda fracción irreducible cuyo denominador no tenga 

factores primos distintos de 2 y 5, como el caso de, 
13

50
=

13

2 52 =
26

100
= 0,26, es fracción 

decimal, es decir, corresponde a un punto de subdivisión del intervalo unidad en 10𝑛  
segmentos iguales.  
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 Se formula el bicondicional “Un número α es irracional cuadrático si y sólo se representa mediante una fracción continua periódica”.  

http://es.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_de_Lagrange
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Caso contrario sucede con números como 
11

6
=

11

2∗3
  y   2, que no corresponden a ningún 

punto de subdivisión decimal, pues 3 no es factor de 10𝑛  y  2 no es racional.  No 
obstante, estos números pueden ser aproximados incluyéndolos entre los extremos 
(fracciones decimales) de intervalos cada vez más pequeños de la subdivisión decimal.  

Por ejemplo, el punto racional  
11

6
= 1,8333… está contenido en el segundo intervalo 

unitario [1;2]; dividiendo este intervalo en diez partes iguales de longitud  10−1  con los 

puntos 1 +
1

10
 , 1 +

2

10
 , …, 1 +

9

10
 , se sigue que 

11

6
 pertenece al noveno subintervalo 

𝐼1 = [1,8; 1,9]; dividiendo ahora [1,8; 1,9] en diez partes iguales, 
11

6
 quedaría ubicado 

entre el cuarto “sub-sub” intervalo 𝐼2 = [1,83; 1,94] de longitud 10−2.  Continuando el 

proceso n-veces, se va encajando a 
11

6
 dentro de una sucesión de intervalos decimales 

𝐼1, 𝐼2 , 𝐼3 , . . , 𝐼𝑛  cada uno contenido en el precedente.  Cuando dicho proceso continua 
indefinidamente (n es creciente), la longitud 10−𝑛  del intervalo 𝐼𝑛  tiende a cero, y por lo 

tanto, tiende a un punto que corresponde al número racional 
11

6
. 

 

Una aproximación por fracciones decimales a   2 se puede hacer en base a la búsqueda 
de un número cuyo cuadrado sea dos, de donde se tendría:   
12 < (1,4)2 < (1,41)2 < (1,414)2 < (1,4142)2 < ⋯ < 2 < ⋯ < (1,4143)2 < (1,415)2 < (1,42)2 < (1,5)2 < 22 . 
 

En general, un número real β está determinado por un intervalo 𝐼𝑛  de extremos 
decimales  

𝑘 +
1

10
𝑐1 +

1

102 𝑐2 +
1

103 𝑐3 +⋯+
1

10𝑛
𝑐𝑛 ≤ β ≤ 𝑘 +

1

10
𝑐1 +

1

102 𝑐2 +
1

103 𝑐3 + ⋯+
1

10𝑛
𝑐𝑛 +

1

10𝑛
, 

expresión equivalente a  𝑘, 𝑐1𝑐2𝑐3 …𝑐𝑛 ≤ β ≤ 𝑘, 𝑐1𝑐2𝑐3 +⋯+ (𝑐𝑛 + 1) donde  𝑘  es un 
entero y los 𝑐𝑛  son todos dígitos. 
El real que está determinado por un número finito de cifras se le denomina fracción 
decimal finita 𝑘, 𝑐1𝑐2𝑐3 …𝑐𝑛   y al que no, se le llama fracción decimal infinita  𝑘, 𝑐1𝑐2𝑐3 … . 
El decimal infinito que no representa números racionales, es llamado número irracional. 
 
Hasta el s. XIX fue aceptada esta definición para los números reales; sin embargo, es claro 
que esta representación tiene algunos inconvenientes, ya que puede también 
representarse en otras bases numéricas, lo que la hace inaceptable para los matemáticos 
como una definición general.  
 
Finalmente, haciendo una comparación de la representación en fracción continua con  la 

decimal, tenemos que las fracciones continuas pueden representar números como  
1

3
  y  

 2  en forma finita e infinita periódica respectivamente, mientras que la decimal no, lo 
que la hace más factible como definición de los reales.  Sin embargo, existen desarrollos 
en fracción continua simple como 𝜋 =  [3;  7;  15;  1;  292;  1;  1;  1;  2; … ] que no son 
periódicos y por tanto limitan la posibilidad de aceptar los números reales como 
fracciones continuas simples finitas e infinitas periódicas.  El darle una definición más 
general a los números reales fue trabajo de los matemáticos del s. XIX como veremos a 
continuación. 
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2.6  George cantor: construcción del número real por encajes de 
intervalos: interpretación 

El célebre matemático  del siglo XIX, Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), 
en su estudio sobre series trigonométricas necesito de la creación de la teoría de 
conjuntos de puntos, los cardinales transfinitos y los números reales.  La creación de los 
números reales fue sólo un pasaje de su principal interés, darle un fundamento al 
teorema de unicidad de los coeficientes del desarrollo en series trigonométricas. 
 
Cantor parte del conjunto de los números racionales que llamó A y denominó sucesión 
fundamental a toda sucesión de números racionales que satisfacen el criterio de Cauchy: 
{𝑎n } satisface el criterio de Cauchy, si ,0  n0 N, n0 = n0( ) tal que si 𝑛 >  𝑛0, se 

tiene que  𝑎𝑛+𝑚  −  𝑎𝑛  <   
𝑚 > 0.  Es decir, una sucesión con la característica de 

que la diferencia 𝑎n+m  −  𝑎n   se hace infinitamente pequeña según 𝑛 crece, con 𝑚 
cualquier entero positivo, o sea  lim𝑛→∞(𝑎n+m  −  𝑎n ) = 0. 
 

Por otra parte, una sucesión {𝑎n}  cuyo  lim𝑛→∞  𝑎n = 0 ( ,0  𝑛0 𝑵,𝑛0 =  𝑛0( ) 

tal que si 𝑛 >  𝑛0, se tiene que |𝑎n| <  𝑚 > 0),  se llama sucesión elemental o nula.  
Con  este concepto se puede establecer la igualdad19 entre sucesiones fundamentales: 
 𝑎n = {𝑎𝑛

′ }  si y solo si, lim𝑛→∞  (𝑎n −𝑎𝑛
′ ) = 0, es decir, dos sucesiones fundamentales 

son equivalentes si su diferencia es una sucesión elemental.   
 
Cantor le asignó un símbolo b a cada sucesión fundamental de números racionales para 
formar un conjunto de números B (Números reales).  En particular, el símbolo asociado a 
 𝑎n =  𝑎, 𝑎, 𝑎,…    (con 𝑎 racional) es 𝑏 = 𝑎, con  lo que incluye a los racionales en B.   
 
Una sucesión fundamental  𝑎n  es positiva si existe un número racional positivo q y un 𝑛0 
tal que 𝑎n > 𝑞 para 𝑛 > 𝑛0, y una sucesión fundamental  𝑎n  es negativa si existe un 
número racional negativo 𝑠 y un 𝑛0 tal que  𝑎n <  𝑠 para 𝑛 > 𝑛0. 
 
Cantor extiende luego en B las cuatro operaciones aritméticas y la relación de orden 
conocida para los racionales. Nótese que son compatibles con la idea de sucesión nula. 
 
 𝑎n >  𝑎𝑛

′    si y sólo si   𝑎n −  𝑎𝑛
′    es positiva  (no es sucesión elemental). 

 
 𝑎n ±  𝑎𝑛

′  = {𝑎𝑛
′′ } si y solo si lim𝑛→∞  (𝑎n ± 𝑎𝑛

′ −𝑎𝑛
′′ ) = 0 

 
 𝑎n ∗  𝑎𝑛

′  = {𝑎𝑛
′′ } si y solo si lim𝑛→∞  (𝑎n ∗ 𝑎𝑛

′ −𝑎𝑛
′′ ) = 0 

 
 𝑎n  

 𝑎𝑛
′  

= {𝑎𝑛
′′ } si y solo si  lim𝑛→∞  (

 𝑎n  

 𝑎𝑛
′  
−𝑎𝑛

′′ ) = 0 
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 Esta igualdad entre sucesiones fundamentales es una relación de equivalencia, aunque Cantor no considero clases de equivalencia 
de sucesiones. 
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O sea que las operaciones  𝑎n ±  𝑎𝑛
′  ,  𝑎n ∗  𝑎𝑛

′   y  
 𝑎n  

 𝑎𝑛
′  

 son nuevas sucesiones 

fundamentales (operaciones cerradas en B) siempre y cuando las respectivas diferencias  

(𝑎n ± 𝑎𝑛
′ − 𝑎𝑛

′′ ),  (𝑎n ∗ 𝑎𝑛
′ − 𝑎𝑛

′′ )  y   
 𝑎n  

 𝑎𝑛
′  
− 𝑎𝑛

′′    sean sucesiones elementales. 

 
Finalmente Cantor extiende el concepto de límite a los números del sistema B, b es el 
límite de  𝑏n  si lim𝑛→∞  (b − 𝑏n ) = 0,   y formula un teorema de continuidad en B que lo 
diferenciará de A, “toda sucesión fundamental de números del sistema B tiene límite”.  
Sin embargo esta propiedad es un caso particular del teorema que dice: toda sucesión 
creciente o decreciente y acotada tiene límite.  Y esto significa que la construcción 
cantoriana comete el error de considerar existente las sucesiones y la noción de limite 
antes de los números reales lo que la hace inconsistente 
 
Ahora veamos la interpretación o relación de la construcción cantoriana con los encajes 
de intervalos: 
Pues bien, si consideramos dos sucesiones fundamentales tales que 𝑎n ≤ 𝑏n  para todo 
n ∈ N  con 𝑎n  creciente, 𝑏n  decreciente y  𝑏n − 𝑎n  una sucesión nula, se puede construir 
un encaje de intervalos racionales 𝐼𝑛 =  𝑎n , 𝑏n  con puntos extremos racionales  
 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎n−1  ≤ 𝑎n ≤ 𝑏n ≤ 𝑏n−1 ≤ ⋯ ≤ 𝑏2 ≤ 𝑏1, donde cada intervalo está 
contenido en el precedente  𝑎n , 𝑏n  ∁ 𝑎n−1 , 𝑏n−1 ∁… ∁ 𝑎1, 𝑏1  y cuyas longitudes forman 
una sucesión nula 𝑏n − 𝑎n , o similarmente, cuya longitud del intervalo n-ésimo tiende a 
cero al crecer n, lim𝑛→∞ 𝑏n − 𝑎n = 0 (𝑏n − 𝑎n  es sucesión elemental). 
 
Cada encaje de intervalos racionales produce una separación los racionales en tres clases: 
Primera clase: los racionales r tales que 𝑟 < 𝑎n  para casi todo n. 
Segunda clase: los racionales r tales que 𝑎n < 𝑟 < 𝑏n  para casi todo n.   
Tercera clase: los racionales r tales que 𝑏n < 𝑟  para casi todo n. 

 
En la segunda clase hay a lo más un racional, ya que si hubieran dos, su distancia debería 
ser menor que la longitud de todos los intervalos 𝐼𝑛 , lo que no es cierto, pues 
lim𝑛→∞ 𝑏n − 𝑎n = 0.  Si la segunda clase no es vacía, el encaje representa un número 
racional; en caso contrario20, el encaje define un número irracional, de modo que cada 
encaje de intervalos racionales  𝑎n , 𝑏n    construye un número 𝑥 que llamado número 
real.  
 
Un número real  𝑥 que este determinado por el encaje racional  𝑎n , 𝑏n   se denota como 
𝑥 =  𝑎n , 𝑏n .  Para dos encajes 𝑥 =  𝑎n , 𝑏n   y 𝑦 =  𝑎𝑛

′ , 𝑏n
′  , diéremos que: 

 
IGUALDAD DE REALES 
𝑥 = 𝑦 si y solo si 𝑎n − 𝑎𝑛

′  es sucesión nula.   
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 Cuando la segunda clase es vacía se aprecia la discontinuidad de los números racionales en comparación con el principio de 
continuidad de la recta: en correspondencia con cada sucesión de intervalos encajados existe precisamente un punto de la recta 
numérica que está contenido en todos los intervalos. Para tal caso dicho punto corresponde a un número que define el encaje de 
intervalos racionales como irracional.  Obsérvese que este principio es equivalente al formulado por Dedekind en el siguiente escrito. 
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DESIGUALDAD DE REALES 
𝑥 ≠ 𝑦 si y solo si 𝑥 < 𝑦 o 𝑥 > 𝑦.  Si  𝑥 < 𝑦, existe un número racional  𝑟 en la primera 
clase de  𝑎𝑛

′ , 𝑏n
′   y en la tercera clase de  𝑎n , 𝑏n  , o sea, 𝑏n

′ < 𝑟 < 𝑎n  para casi todo 𝑛. 
 
SUMA Y MULTIPLICACIÓN 
𝑥 + 𝑦 =  𝑎n + 𝑎𝑛

′ , 𝑏n + 𝑏n
′    y  𝑥 ∗ 𝑦 =  𝑎n𝑎𝑛

′ , 𝑏n𝑏n
′   

 
Una vez extendido el orden y las operaciones de los racionales en los reales, se establece 
el teorema de completitud de los reales. 
 
CONTINUIDAD EN LOS REALES 
“Todo encaje de intervalos con puntos extremos reales contiene un número real”. 
Tomemos un encaje de intervalos real  𝑥n , 𝑦n , cada uno contenido en el precedente y tal 
que 𝑦n − 𝑥n  sea una sucesión nula.  Sea  𝑎n , 𝑏n   un encaje de intervalos racionales que 
contiene a  𝑥n , 𝑦n , o sea, con 𝑎n ≤ 𝑥n  y  𝑏n ≥ 𝑦n  para todo n.  Como cada encaje de 
intervalos racionales define un número real, diremos que 𝑥 =  𝑎n , 𝑏n  .  Ahora, si 𝑥 no 
pertenece a todos los intervalos  𝑥n , 𝑦n , por ejemplo, 𝑥 < 𝑥m  para cierto intervalo 
 𝑥m , 𝑦m  ; debe existir un racional 𝑟 tal que  𝑥 < 𝑟 < 𝑥m , lo cual integra a r en la tercera 
clase de  𝑎n , 𝑏n  , es decir 𝑏n < 𝑟, Luego 𝑦n ≤ 𝑏n < 𝑟 < 𝑥m ≤ 𝑥n, lo que conduce a una 
contradicción, ya que  𝑥n ≤ 𝑦n .  Por lo tanto x pertenece a todo el encaje de intervalos 
real  𝑥n , 𝑦n . En consecuencia el sitema de los números reales es continuo. 

2.7  Richard Dedekind: construcción: la  continuidad y los 
números irracionales 

Richard Dedekind (1831-1916) en su obra “Continuidad y números irracionales” creo los 
números reales estimulado por la necesidad de darle un fundamento puramente 
aritmético al cálculo infinitesimal.   
 
Este cálculo que había tenido su principal desarrollo durante los siglos XVII y XVIII hizo 
uso de la intuición geométrica para justificar la existencia de algún punto en muchos de 
los problemas de la época.   Algunos de estos problemas fueron el teorema de valor 
medio: “si una función continua toma valores positivos y negativos en un intervalo, existe 
un punto en el intervalo en el que la función se anula” o “una sucesión creciente y acotada 
de números reales tiene límite”21.  En el siglo XIX estos problemas necesitaron de una 
justificación rigurosa y libre de argumentos intuitivos, pues según Dedekind, la 
presentación intuitiva de ellos era de gran valor didáctico en la enseñanza pero de poco 
valor científico para la época.  La herramienta clave para darle a estos problemas un 

                                                             
21

 Este problema fue uno de los que inspiro a Dedekind en la construcción de los números reales.  Dedekind lo describía así: “Una 

magnitud variable que crece siempre, pero no más allá de todo límite, se aproxima a un valor límite  “. Qué son y para qué sirven los 

números. Richard Dedekind página 79. 
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fundamento científico fue dando la construcción de los números reales puramente 
aritmético 
 
Dedekind inició estableciendo un postulado que hizo explicita la continuidad de la recta y 
a partir de ella construyó los números reales en la forma más general posible, a través de 
la noción de cortadura o conjuntos que eran lo mismo.  Al utilizar la teoría de conjuntos 
consiguió una construcción puramente aritmética de los números reales, la cual, en 
comparación con las construcciones hechas en la misma época, logró desligar la 
definición de número real que evidenciaban ciertos inconvenientes. Ver Tabla 2.1. 
  
Tabla 2-1: Inconvenientes con algunas definiciones de los números reales 
 

 
 

Número real 
definido como: 

 
Magnitud 
continua o 
proporción 

 
 

Fracción continua 

 
 

Fracción decimal 

Límite de 
sucesiones o 
sucesiones 

determinadas por 
encajes de 
intervalos 

 
 
 
 

Inconveniente: 

Tenía el 
inconveniente de 
definir los reales a 
través de 
conceptos 
geométricos. 
 

Presentaba el 
inconveniente de 
no poder definir 
los irracionales de 
una única forma 

Presentaba el 
inconveniente de 
que los 
irracionales no 
tienen una 
regularidad en sus 
decimas.  Además 
pueden definirse 
también a través 
de otras bases 
numéricas. 

Estas nociones 
definían los reales 
a través de la 
noción de límite, 
algo ilógico, pues 
esta noción se 
define a través de 
los números 
reales. 

 
 
Daremos a continuación una descripción de la construcción de la continuidad de los 
números reales dada por Dedekind en su libro “Continuidad y números irracionales”:  
 
En el capítulo 1, Propiedades de los números racionales, Dedekind empieza considerando 
a Q como un cuerpo ordenado. 

Q es un cuerpo de números: Las cuatro operaciones básicas (+, -, x, ) son cerradas en Q. 

Establece una relación (>) de orden entre elementos de Q y resalta las siguientes 
propiedades: 
I. Ley de tricotomía.  Para  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄,   𝑎 = 𝑏, 𝑎 > 𝑏 o 𝑎 < 𝑏. 
II. La propiedad transitiva en Q.  Dados 𝑎, 𝑏 y c racionales distintos, si  𝑎 > 𝑏 y 𝑏 > 𝑐, 
entonces 𝑎 > 𝑐  (b está entre 𝑎 y 𝑐). 
III. La propiedad de densidad en Q.  Si  𝑎 y 𝑐 son números racionales distintos, existen 

infinitos números 𝑏 que están entre 𝑎 y 𝑐. (el promedio de 𝑎 y 𝑐, 𝑏 =
𝑎+𝑐

2
 es uno, luego 

hay infinitos) 
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IV. Q es un dominio bien ordenado. Cada 𝑎 ∈ 𝑄 induce una partición de Q en dos 
conjuntos 𝐴1 y 𝐴2 disyuntos tales que: cada número 𝑎1 ∈ 𝐴1 verifica 𝑎1 < 𝑎 y cada 
número 𝑎2 ∈ 𝐴2 cumple que 𝑎 < 𝑎2 . Él número a puede estar en 𝐴1 o en 𝐴2, 
indistintamente, de donde todo número de 𝐴1 es menor a todo número de 𝐴2. 
 
En el capítulo 2, Comparación de los números racionales con los puntos de una línea 
recta, Dedekind entiende la recta como un conjunto de puntos (que llamaremos L) y 
establece una relación (“izquierda” y “derecha”) de orden entre puntos de L, en donde 
considera validas las siguientes propiedades: 
 
I. Ley de tricotomía.  Para  𝑝, 𝑞 ∈ 𝐿,   𝑝 es igual a 𝑞,  𝑝 está a la derecha de 𝑞 o 𝑝 está a la 
izquierda de 𝑞. 
II. La propiedad transitiva en 𝐿.  Dados 𝑝, 𝑞 y 𝑟 puntos distintos de L, si 𝑝 está a la derecha 
de 𝑞  y  𝑞  a  la derecha de 𝑟, entonces 𝑝 está a la derecha de  𝑟 . (𝑞 está entre  𝑝 y  𝑟 ). 
III. La propiedad de densidad en 𝐿.  Si  𝑝 y 𝑞 son puntos distintos de L, existen infinitos 
puntos 𝑟 que están entre 𝑝 y 𝑞.  
IV. L es un dominio bien ordenado. Cada 𝑝 ∈ 𝐿 induce una partición de 𝐿 en dos 
conjuntos disyuntos 𝐿1 y 𝐿2 tales que: cada punto 𝑝1 ∈ 𝐿1 verifica 𝑝1 < 𝑝 y cada punto 
𝑝2 ∈ 𝐿2 cumple que 𝑝 < 𝑝2  . Él número 𝑝 puede estar en 𝐿1 o en 𝐿2, indistintamente, de 
donde todo punto de 𝐴1 es menor que todo punto de 𝐴2. 
 
En temas anteriores vimos que con regla y compás los números racionales son 

construibles, se pueden operar (+, -, x, ) y hacer corresponder con un y sólo un punto de 
la recta.  De manera similar, Dedekind hace corresponder cada propiedad de Q con su 
respectiva propiedad en L (las propiedades son equivalentes). 
 
Además, Dedekind resalta la existencia de magnitudes lineales inconmensurables, 
haciendo ver que la recta L tiene más elementos que el dominio Q.  Recordemos la 
infinidad de números irracionales que pueden ser ubicados en la recta con regla y 
compás, lo que evidencia la afirmación de Dedekind. 
 
Destacando el hecho de que la recta L tenga infinitos puntos que no corresponden a 
ningún número racional, Dedekind en el capítulo 3, continuidad de la línea recta, 
reconoce  geométricamente la incompletitud o discontinuidad del sistema Q y le atribuye 
a L la propiedad de ser completo, carente de lagunas o continuidad mediante el siguiente 
axioma: 
“Si todos los puntos de la recta se descomponen en dos clases tales que todo punto de 
la primera clase está a la izquierda de cada punto de la segunda clase, entonces existe 
un y sólo un punto que produce esta partición de todos los puntos en dos clases, este 
corte de la recta en dos partes”.  Este axioma es una reformulación inversa de la 
propiedad IV de L. 
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Dedekind ve la necesidad de construir, con ayuda de este axioma, un sistema completo 
con el cual estudiar todos los fenómenos de la recta.  Para ello, en el capítulo 4 Creación 
de los números irracionales, a partir de la propiedad IV de Q, define el concepto de 
cortadura: 
Una cortadura es una partición (𝐴1, 𝐴2) de Q tal que 𝑎1 < 𝑎2  para cada 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖  con 
𝑖 = 1, 2. 
Luego dice que hay cortaduras en que 𝐴1 tiene máximo o 𝐴2 tiene mínimo, las cuales son 
generadas por un racional, pero aclara que no todas son producidas por números 
racionales. Veamos: 
 
Tómese la cortadura  

 𝐴1, 𝐴2 =  
𝐴1 =  𝑞1 ∈ Q ∶ 𝑞1 ≤ 0, o 𝑞1

2 < 2 

𝐴2 =  𝑞2 ∈ Q: 𝑞1 > 0, y  𝑞1
2 > 2 

  

En primer lugar, la partición anterior es una cortadura pues 𝐴1  y 𝐴2 son no vacíos, y los 
elementos de 𝐴1 son menores que los elementos de 𝐴2 , ya que: por una parte, todo 
número racional negativo de 𝐴1  es menor que todo racional de 𝐴2 (por ser estos últimos 
positivos);  por otra, como q1

2 <2 y q2
2 >2 para q1 y q2 positivos, se sigue que   q1

2 <2 <q2
2 , 

o bien   q1
2 < q2

2, de donde q1 < q2. 
 
En segundo lugar, si existe en 𝐴1 un número máximo, este debe ser positivo, luego el 
máximo de  𝐴1 y el mínimo de 𝐴2  deben buscarse entre los números racionales positivos: 

Sea  𝑦 =
x(x2+6)

3x2+2 
 , con  𝑥, 𝑦 Q+.  Se deduce,  

(i)  𝑦 − 𝑥 =
2𝑥(2 – 𝑥2)

3𝑥2+2 
     y    (ii)  𝑦2 − 2 =

( x2−2)3

(3x2+2)2  
  . 

Supongamos que 𝑥 es el racional máximo de 𝐴1.  Como  𝑥  𝐴1, entonces 𝑥 > 0  y  
𝑥2 < 2, luego 

2 – 𝑥2 > 0  2𝑥 2 – 𝑥2 > 0 
2𝑥(2 – 𝑥2)

3𝑥2+2 
> 0  𝑦 − 𝑥 > 0  𝑦 > 𝑥,  y,   x2 − 2 < 0 

( x2 − 2)3 < 0 
( x2−2)3

(3x2+2)2 
< 0  𝑦2 − 2 < 0  𝑦2 < 2, es decir que existe un número 𝑦 ∈ 

𝐴1   mayor que 𝑥, el cual contradice el supuesto, y por lo tanto, 𝐴1 no tiene racional 
máximo.  Con un razonamiento similar se deduce que 𝐴2  no tiene racional mínimo. 
 
Lo anterior demuestra aritméticamente -y no con la ayuda de segmentos 
inconmensurables- que el dominio Q es discontinuo.  Lo expresa Dedekind diciendo: “En 
esta propiedad de que no todas las cortaduras son producidas por números racionales 
consiste la incompletitud o discontinuidad del dominio Q de los números racionales”22. 
 
Enseguida de haber determinado la existencia de cortaduras en Q  que no se producen 
por números racionales, Dedekind crea (define) como número irracional aquellos objetos 

                                                             
 Dedekind supone y=x(x

2
+3D)/3x

2
+D, obteniendo  y – x =2x(2 – x

2
)/3x

2
 + 2   y    y

2
 – 2 = (x

2
 – 2)

3
 / (3x

2
 + 2)

 2
.  Siendo D un entero 

positivo cuadrado no perfecto, demuestra que hay una infinidad de cortaduras  𝐴1 , 𝐴2  de Q con 𝐴1  sin racional máximo y 𝐴2  sin 
racional mínimo. Por simplicidad trabaje con el caso particular D = 2. 
22  

Dedekind. R. ¿QUÉ SON Y PARA QUÉ SIRVEN LOS NÚMEROS?. De la traducción e introducción: José Ferreirós. Pág. 87. 
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que “producen” aquel tipo de cortaduras.  Los números reales se construyen con los 
siguientes conceptos: 

1. Cada cortadura  𝐴1, 𝐴2  del sistema de los números racionales genera un ente 

abstracto nuevo  , al que se denominara número real. 
2. En caso de que 𝐴1 tenga un elemento máximo, o 𝐴2 tenga un elemento mínimo, 

se dirá que el número real  que genera la cortadura  𝐴1, 𝐴2  es un número 
racional. 

3. En caso de que ni 𝐴1 tenga un elemento máximo, ni 𝐴2 tenga un elemento 

mínimo, se dirá que el número real  que genera la cortadura  𝐴1, 𝐴2  es un 
número irracional.  

 
El siguiente paso de Dedekind es hacer aceptar esos nuevos objetos creados en 
abstracto, como números, es decir, justificar la extensión del número racional al número 
real (del concepto de número).  Para ello, le es suficiente  que se preserven las leyes o 
propiedades aritméticas de los números racionales en los nuevos entes creados. 
 
Dedekind estudia la igualdad y desigualdad entre dos cortaduras  𝐴1, 𝐴2 =  y 
 𝐵1, 𝐵2 =   enfocando su atención en la clase inferior de ambas, y en particular, si la 
cortadura es racional, incluye aquel número en la clase inferior.    
 
Igualdad entre números reales 

 =   sí y sólo si  𝐴1 = 𝐵1  
 
Orden en los reales 
 ≠ β entonces puede darse dos casos: 
 < β  si y sólo si existe un racional 𝑟 en 𝐵1 que no está en 𝐴1 (𝑟 ∈ 𝐵1 ∩ 𝐴2) 
 > β  si y sólo si existe un racional 𝑟 en 𝐴1 que no está en 𝐵1 (𝑟 ∈ 𝐴1 ∩ 𝐵2) 
 
Suma 
 + β =  𝐴1, 𝐴2 +  𝐵1, 𝐵2 =  𝐴1 + 𝐵1, 𝐴2 + 𝐵2     
donde 𝐴𝑖 + 𝐵𝑖 = {𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 : 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖  𝑦 𝑏𝑖 ∈ 𝐵𝑖}  con  𝑖 = 1,2. 
 
Continuando su trabajo, Dedekind da las propiedades del dominio 𝑅 de los números 
reales que hacen explicita su unidimensión y buen orden, al igual que el dominio de los 
números racionales: 

 
I. Ley de tricotomía.  Para  , β ∈ R,    = β,  > β o  < β. 
II. La propiedad transitiva en R.  Dados 𝑎, β y γ racionales distintos, si   > β y β > γ, 
entonces  > γ  (β está entre  y γ). 
III. La propiedad de densidad en R.  Si   y γ son números racionales distintos, existen 

infinitos números β que están entre  y γ. (el promedio de  y γ, β =
+γ

2
 es uno, luego 

hay infinitos) 
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IV. R es un dominio bien ordenado. Cada  ∈ R induce una partición de R en dos 
conjuntos R1 y R2  disyuntos tales que: cada número 1 ∈ R1 verifica 1 <  y cada 
número 2 ∈ R2 cumple que  < 2  . Él número  puede estar en R1  o en R2, 
indistintamente, de donde todo número de R1 es menor a todo número de R2. 
 
Aunque las propiedades  I, II, III y IV también las posee el dominio 𝑄, Dedekind demuestra 
que el recíproco de IV es verdadero en 𝑅 , estableciendo al igual que en la recta, la 
principal característica que diferenciará al dominio R del dominio 𝑄: su continuidad. 
 
Esa característica propia del dominio R, que denominaremos “principio de continuidad de 
los reales”, dice así: 
“Si el sistema R de todos los números reales se descompone en dos clases R1 y R2, tales 

que todo número  1  de la primera clase R1 es menor que todo número  2 de la segunda 

clase R2, existe un y sólo un número real    mediante el cual se produce esa división”23. 
 
La demostración dada por Dedekind a este maravilloso teorema, la ilustraremos a 
continuación: 
Tomando la cortadura  𝑅1 , 𝑅2  de 𝑅, se determina la cortadura  𝐴1, 𝐴2  en 𝑄 tal que 
todo racional de 𝑅1 pertenece a 𝐴1 y todo racional de 𝑅2  pertenece a 𝐴2. 
 
Sea  el número real que produce esa cortadura  𝐴1, 𝐴2   en los racionales. 
Si   ≠ , entonces, existe infinitos números racionales  c  entre   y  , y, i)  >  o ii) 
 <  .  
 
Veamos ahora i) a que clase pertenece todo número real    menor que  , y, ii) a que 
clase pertenece todo número real    mayor que : 
i) Sí   < , entonces 𝑐 < ; con lo que 𝑐 ∈ 𝐴1 y por consiguiente 𝑐 ∈ 𝑅1, y como 
igualmente   < 𝑐, también   ∈ 𝑅1, ya que todo número de 𝑅2  es mayor que todo 
número 𝑐 de 𝑅1. Es decir que todo número real  menor que   pertenece a 𝑅1. 
ii) Sí  > , entonces 𝑐 > ;  con lo que 𝑐 ∈ 𝐴2  y por consiguiente 𝑐 ∈ 𝑅2, y como 
igualmente   > 𝑐, también  ∈ 𝑅2, ya que todo racional de 𝑅1 es menor que todo 
racional  𝑐  de 𝑅2.  Es decir que todo número real  mayor que   pertenece a 𝑅2. 
De  i)  y  ii) se sigue que  ∈ 𝑅1   si   < , o bien,  ∈ 𝑅2   si   > .  Luego, el número 

real   es el máximo de 𝑅1  o   es el mínimo de R2.  Por lo tanto    es un número, y 
claramente el único, mediante el cual se produce la descomposición de 𝑅  en las clases 𝑅1  
y 𝑅2, como se quería demostrar. 
 
Esta demostración establece que la propiedad de continuidad -indemostrable en 
geometría- es construible en aritmética.  Además, una vez definidos los números reales y 
construida su continuidad que es equivalente a la continuidad de la recta, se puede ahora 

                                                             
23

 Dedekind. R. ¿QUÉ SON Y PARA QUÉ SIRVEN LOS NÚMEROS?. De la traducción e introducción: José Ferreiros. Pág. 90.  
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si definir que todo punto sobre la recta corresponde exactamente a un número real y todo 
número real corresponde exactamente  a un punto sobre la recta.  
 
Así, la geometría, que venía siendo la herramienta con la que se describían las 
propiedades de los números reales, pasan a un segundo plano, pues el sistema de los 
números reales (comúnmente llamado el continuo real)-serán ahora- la herramienta 
base para el estudio de todas las magnitudes -de todas las propiedades geométricas-.



 

3.  Aspectos didácticos  

En virtud de algunas investigaciones relacionadas a nuestro problema didáctico, 
ilustraremos brevemente las dificultades a tener en cuenta para la construcción de la 
propuesta. 
 
En la tesis doctoral “Dos conflictos al representar números reales en la recta” (año 2000), 
Sara Scaglia detecta dos conflictos cognitivos en relación con la representación de los 
números reales en la recta: 
 
Conflicto 1: la dificultad para admitir el cierre de un proceso infinito sugerido por las 
infinitas cifras decimales de la representación posicional de algunos números 
constructibles.  Algunos sujetos tienen dificultad para aceptar que un número con infinitas 
cifras decimales (constructible) le corresponda un punto determinado de la recta. 
 
Conflicto 2: la falta de distinción en las argumentaciones de los alumnos entre el objeto 
ideal (punto geométrico) y el objeto físico (la marca efectuada con lápiz sobre el papel).  
Se trata de las dudas suscitadas en algunos sujetos al valorar un dibujo en el papel, que 
tienen origen en afirmaciones que pertenecen al mundo matemático ideal. 
 
Basados en el hecho de que la representación de los números reales en la recta 
proporciona una comprensión intuitiva de la continuidad de 𝑅, principal característica de 
este conjunto, concluyen que: 
 
El primer conflicto es un obstáculo epistemológico para aceptar el número real como 
ente matemático.  
 
En primer lugar, los procesos infinitos que permiten encontrar la expresión decimal 
infinita de un número inducen a no aceptarlo como una totalidad.  El problema radica en 
que no conciben el decimal infinito como un infinito actual.  No obstante, la aceptación 
del infinito potencial es la base para desarrollar nuevos objetos conceptuales como es el 
del infinito actual24.  O sea que los procesos infinitos son necesarios para llegar a aceptar 
el infinito actual y por ende a los decimales infinitos como números. 

                                                             
24  ¿Qué hay detrás de las dificultades que presenta la comprensión del concepto de número real? Gloria 

Garcia pág 5 
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En segundo lugar, para Scaglia la representación de los decimales infinitos en la recta no 
es exacta.  Ante eso, propone trabajar la representación de los números constructibles 
sobre la recta en su representación icónica y mediante regla y compás.  Como los 
números construibles tienen la limitante de no representar a todos los números reales, 
entonces la suposición de la biyección punto-número en secundaria surge de intuir que “ 
la constructibidad se generaliza a todo número real”. 
 
Al segundo conflicto Scalia no lo denomina obstáculo ya que para algunos matemáticos, 
según Bachelard, “la realidad de las nociones (matemáticas) están íntimamente 
relacionadas con objetos del mundo físico”, lo que igualmente le sucede al estudiante.  
No obstante, asumir la recta como un conjunto de puntos es indispensable a la hora de 
asociarla con el conjunto de números reales.  En consecuencia, sí existe un obstáculo, que 
surge al aceptar la recta como conjunto de puntos, y corresponde a la dificultad de 
diferenciar y comprender la densidad y continuidad de la recta, impidiendo la 
comprensión de conceptos como la biyección con 𝑅 y su continuidad. 
 
Teniendo en cuenta los anteriores párrafos y nuestro problema ¿Cómo introducir la 
noción densidad y continuidad para comprender el concepto de número real y la 
biyeción número real-punto de la recta? podemos concretar lo siguiente: 
 
Los métodos que conducen a procesos infinitos pueden ser usados para conseguir la 
expresión decimal de un número real sin acudir a la calculadora que usualmente se utiliza 

para mostrar a los estudiantes que un número real, como  2,  es infinito no periódico.  
Así podemos dar una representación a los reales con la cual diferenciar un racional de un 
irracional en  su aspecto de notación. 
 
En cuanto a la continuidad de R (principal característica) y su correspondencia biunívoca 
con los puntos de la recta es importante tener en cuenta que: 
Como se está comparando dos conjuntos infinitos, la recta y R, la generalización intuitiva 
del proceso de representación de los números construibles a todos los reales necesita de 
un argumento un poco más riguroso que la apoye, lo que induce a pensar en cómo 
hacerla más creíble.  La clave está en describir primero la naturaleza de la recta (conjunto 
de puntos con la propiedad de estar distribuidos en forma densa y continua), luego 
descubrir que R también posee esas propiedades y finalmente, por la equivalencia entre 
estos conjuntos respecto a las propiedades de densidad y continuidad, decretar que los 
elementos de estos conjuntos se corresponden biunívocamente, dando un argumento 
más fuerte al supuesto generado por la generalización intuitiva de la constructibidad.  
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3.1  Propuesta didáctica 

Según el Ministerio de Educación Nacional la educación matemática hoy por hoy debe 
buscar el reconocimiento de la matemática como creación humana en el marco de los 
fines sociales, políticos y culturales de la sociedad.  Para ello propone reconocer tres 
factores: 
 

 Una educación básica masiva con equidad y calidad.  Hay que tener en cuenta las 
dificultades pedagógicas que surgen en el proceso de masificación, ya que ingresan 
estudiantes con muchas deficiencias y desmotivados. 

 

 El valor social ampliado de la formación matemática.  Hace referencia en reconocer 
que el conocimiento matemático es necesario para el buen desempeño en la vida 
profesional, social, política en la interpretación de información y toma de decisiones. 

 

 El papel de la matemática en la consolidación de valores democráticos.  Se refiere a 
que en el proceso de enseñanza los docentes y estudiantes deben interactuar para 
construir y validar los conocimientos. 

 

La enseñanza está orientada “en el desarrollo de competencias matemáticas, científicas, 
tecnológicas, lingüísticas y ciudadanas”25. En ese sentido la educación matemática debe 
promover la formación de personas matemáticamente competentes, que según los 
lineamentos curriculares, corresponde a personas capaces de manejar los cinco procesos 
generales que involucran toda actividad matemática: 
Resolver y plantear problemas 
Modelar procesos y fenómenos de la realidad 
Comunicar. Manera de pensar (coherente, clara, precisa)  
Razonar (formular, argumentar, demostrar) 
Elaborar, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos. 
 
En el marco de los argumentos dados en los párrafos anteriores, nuestra propuesta 
propende desarrollar los siguientes contenidos o conocimientos. 

3.1.1  Contenidos o conocimientos 

 Conceptuales 
 

Son los conocimientos teóricos que se desarrollaran en la actividad cognitiva 
 

                                                             
25

 Ministerio de Educación Nacional, (2006). Documento N°3, Estándares Básicos de Competencias en Lenguaje, Matemáticas, Ciencias 
y Ciudadanas. Página 48 
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 Magnitudes conmensurables, razón y proporción. 

 Fracción racional y fracciones decimales- 

 Expresión decimal de una fracción racional. 

 Expresión fraccionaria de un decimal finito e infinito periódico. 

 Fracción continua de una fracción racional. 

 Fracción racional de una fracción continua simple finita. 

 Magnitudes inconmensurables y números irracionales. 

 Fracción continua y expresión decimal de un número irracional. 

 Densidad y continuidad de la recta. 

 Números reales. 

 Densidad y completitud de R. 

 Correspondencia biunívoca del conjunto de números reales y los puntos de la recta. 

 
 Procedimentales 

  
Comprende las destrezas que desarrollara el estudiante para manejar algoritmos y 
argumentar convincentemente. 
 

 Obtención de unidad de medida común y la fracción racional de segmentos 
conmensurables con el algoritmo de Euclides. 

 Obtención de la expresión decimal y la fracción continua de una fracción racional. 

 Obtención de la fracción racional de una expresión decimal infinita periódica y de una 
fracción continua simple finita. 

 Obtención de aproximaciones decimales de números irracionales con fracciones 
continuas. 

 Representación y ordenación en la recta números reales con métodos geométricos. 

 Representación de intervalos y semirectas. 

 
 Actitudinales 

 

Se refiere a los comportamientos y valores que asumirá el estudiante durante el proceso 
de enseñanza 
 

 Incitar la curiosidad en los procedimientos utilizados para la resolución de problemas 
y ejercicios propuestos. 

 Estimular el hábito en el estudio de las matemáticas y reconocer su importancia para 
el desarrollo de la sociedad y el individuo. 

 Entusiasmar a los estudiantes apáticos al estudio de la matemática. 

 Valorar y respetar las preguntas y respuestas de los compañeros 

 Fomentar buenas relaciones interpersonales entre estudiante-estudiante y 
estudiante-maestro. 
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 Espíritu de colaboración y liderazgo en el desarrollo de las actividades. 

 Propiciar el trabajo en grupo para el desarrollo del pensamiento crítico. 
 
Los anteriores conocimientos están en función de los siguientes estándares que propone 
el Ministerio de Educación Nacional. 

 

3.1.2  Estándares básicos 

 Pensamiento numérico y sistemas numéricos  
 

Analizo representaciones decimales de los números reales para diferenciar entre 
racionales e irracionales.  
 
Reconozco la densidad e incompletitud de los números racionales a través de métodos 
numéricos, geométricos y algebraicos.  

 
 Pensamiento espacial y sistemas geométricos  

 

Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos 
matemáticos y en otras ciencias.  

 
 Pensamiento métrico y sistemas de medidas  

 

Diseño estrategias para abordar situaciones de medición que requieran grados de 
precisión específicos. 

 
 Pensamiento variacional y sistemas algebraicos analíticos  

 

Utilizar las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos.  

3.1.3  Metodología 

Nuestra metodología pretende interrelacionar algunas características de tres modelos 
pedagógicos: el activista, el constructivista y el conceptual.  Se busca mediante preguntas 
que el estudiante participe activamente en la concepción de conceptos y lo guíen en la 
construcción o estructura del conocimiento matemático. 
 
Las actividades inician con exposiciones que integran preguntas y aspectos históricos.  
Durante las actividades se va mostrando la incompletidud de Q desde lo geométrico, 
numérico y algebraico.   Cada una de las actividades hace principal énfasis en: 
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 Uso del algoritmo de Euclides como proceso finito para comprender cuándo dos 
magnitudes son conmensurables. 

 Uso del algoritmo de Euclides como proceso finito e infinito para mostrar la 
equivalencia decimal, simbólica y en fracción continua de los números reales. 

 Clasificación de los números racionales, irracionales y reales mediante expresiones 
decimales y fracciones continuas. 

 Ordenamiento de números reales en la recta con métodos geométricos y algebraicos. 
 
El método algebraico se usa para formar particiones o cortaduras en la recta y describir el  
orden denso y la continuidad de los números reales, paso fuerte para la aceptación de 
una correspondencia biunívoca entre 𝑅 y los puntos de la recta. 

3.1.4  Recursos materiales 

Los materiales necesarios que deben tener los estudiantes para el desarrollo de las 
actividades son: 
 

 Regla y compás para realizar diversas construcciones. 

 Papel milimetrado para tener una mayor precisión en la ubicación de números reales 
en la recta. 

 Calculadora para encontrar la expresión decimal de las convergentes de una fracción 
continua. 

 Lápiz y colores para identificar partes esenciales en las distintas representaciones de 
los números reales y en las gráficas. 

 Cuaderno cuadriculado para llevar registro de las exposiciones y actividades. 
 
Entre la gran cantidad de materiales que puede utilizar el maestro registramos a 
continuación algunos básicos: 
 

 Borrador y marcadores de colores para tablero acrílico. 

 Video proyector y computador con el programa regla y compás (CaRMetal). 

3.1.5  Evaluación 

La evaluación será un medio diagnostico con el cual podremos identificar las dificultades 
conceptuales, procedimentales y actitudinales que el estudiante ha adquirido con el fin 
de buscar alternativas que refuercen tales dificultades. 
 
La evaluación tendrá en cuenta los siguientes aspectos: 

 Participación en clase. Se hará por observación directa del trabajo que realiza el 
educando en forma individual y grupal. 
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 Revisión de cuadernos: se revisará que estén ordenados, con todos los conceptos, 
procedimientos y actividades completas. 

 Disciplina. Se hará por observación directa del comportamiento del estudiante en 
aspectos como el respeto y la responsabilidad durante el desarrollo de las 
actividades. 

 Pruebas escritas al terminar las actividades para identificar falencias en los conceptos 
y procedimientos adquiridos por el educando. 

 La coevaluación entre educandos. Se harán intercambios de las actividades 
desarrolladas para que los estudiantes corrijan el trabajo de sus compañeros y así 
desarrollen el pensamiento crítico. 

 
 
 



 



 

4.  Conclusiones y recomendaciones 

4.1 Conclusiones 

El trabajo condujo a la construcción de una unidad didáctica destinada a dar un 
acercamiento al concepto y la completitud de los números reales para la enseñanza a  
estudiantes de grado undécimo o primer semestre universitario en el área del cálculo. 
 
Para el diseño de la Unidad Didáctica se tuvo como base aspectos históricos y 
disciplinares  que permitieron: 

 Establecer un lapso entre el surgimiento y la forma de introducir los conceptos y 
procedimientos matemáticos. 

 Identificar los problemas y dificultades en la formación de conceptos y 
procedimientos matemáticos, y reconocer las soluciones dadas de acuerdo al estado 
de conocimiento de la época, como referente para la constitución de las actividades 
en la unidad didáctica. 

 Reconocer la matemática como una creación humana que busca como toda ciencia su 
consistencia.  En este caso se debe tener en cuenta que la matemática cuando es 
presentada en forma teórica se deja de reconocer la evolución y dificultades que se 
tuvo para llegar a ello.   

 
Las actividades de la unidad didáctica tienen una estructura que se integra al currículo 
que propone el Ministerio de Educación Nacional para educación básica secundaria.  El 
trabajo con el algoritmo de Euclides condujo a procesos de medición y procesos infinitos 
vinculando las actividades con el pensamiento métrico y pensamiento variacional.  Los 
problemas históricos contextualizaron hechos,  promovieron la reconstrucción de la 
forma de surgir de los conceptos y procesos, y permitieron trabajar en los contextos 
geométricos, aritméticos y algebraicos, vinculando de esa manera las actividades con el 
pensamiento numérico y espacial.  Es de resaltar también el simbolismo algebraico como 
herramienta para la representación de los números reales estableciendo una intima 
conexión de las actividades con el pensamiento numérico. 
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4.2  Recomendaciones 

Las actividades propuestas traen consigo algunas precauciones a la  hora de abordarlas; 
dichas precauciones se relacionan con: 
 

 El trabajo de medición es con frecuencia impreciso a la hora de buscar la unidad 
común para dos segmentos. Se recomienda usar hojas milimetradas. 

 Para los procesos de representación de fracciones e irracionales a decimales y 
fracción continua, y viceversa, es recomendable que los estudiantes comprendan con 
anterioridad el concepto de fracción y operen (+. −.∗ ,÷) fracciones. 

 En la representación en la recta de números es aconsejable el manejo de la 
semejanza de triángulos o el teorema de Tales de Mileto. 

 
Cabe decir que las actividades pueden promover la construcción de nuevas unidades 
didácticas destinadas a fortalecer temas como: 
 

 Concepto y clasificación de las fracciones 

 Operaciones entre números racionales 

 Orden y representación en la recta de los números  

 El conjunto de los números construibles 

 Propiedades y convergencia de fracciones continuas 

 Representación en la recta de números decimales 
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GRADO UNDÉCIMO 
ACTIVIDADES DE DESARROLLO, PRIMERA PARTE 

MAGNITUDES CONMENSURABLES, RAZÓN Y PROPORCIÓN 
 

 
Los pitagóricos consideraron como principio universal que “todo es número”. Para asociar 
un número a un segmento tomaban un segmento de recta como unidad y con las 
herramientas, regla y compás, los sumaban varias veces para construir otro segmento de 
recta cuya longitud era un número (natural mayor que 1).  El proceso inverso de tener dos 
segmentos y determinar una unidad común también lo practicaban con el uso de regla y 
compás, ¿Cómo lo harían?.  
 
Observa el siguiente proceso para hallar el máximo común divisor de dos números 
enteros:  
30-8=22,  22-8=14,  14-8=6, 8-6=2, 6-2=4,  4-2=2,  2-2=0.    2 es el máximo común divisor 
de 30 y 8. 
Se trata de un método que va realizando sustracciones sucesivas (actualmente conocido 
con el nombre de algoritmo de Euclides).   
 
1. Se desea cortar dos trozos de madera en partes iguales de mayor longitud posible. 
¿Cuál es la longitud máxima de cada parte si los trozos de madera miden 120cm y 50cm 
respectivamente? 
(Aplica el algoritmo anterior para determinar el MCD (parte de longitud máxima) de 
120cm y 50cm) 
 
2. Dibuja dos segmentos M y N de 6 y 10 cuadrículas respectivamente y construya un 
segmento U que sea unidad común de M y N.  (Usa el procedimiento ilustrado 
anteriormente pero con segmentos, regla y compás.) ¿Cuántas cuadriculas tiene U? 
¿Cuántas veces cabe U en M y N?.  Las veces que cabe U en M y en N llámelas m y n 
respectivamente, ¿escribe M y N en la forma M=mU y N=nU?.   
 
Cuando U es unidad de medida común de dos segmentos M y N, diremos que m y n son 
las veces que debemos prolongar U para construir M y N respectivamente, o sea M=mU y 
N=nU.  Cuando exista unidad de medida común para dos segmentos diremos que estos 
son conmensurables o medibles con dicha unidad.   
 
El algoritmo de Euclides aplicado a los segmentos de recta del ejercicio 2, da origen a una 
relación todo-todo m:n, que se entiende así: por cada m unidades U en M hay n unidades 
U en N.  Esta relación m:n llamada razón, no es un número fraccionario, pues estos se 
interpretan como una relación parte-todo.  Sin embargo, para nosotros dichas razones 
serán llamadas fracciones racionales, entendidas como un cociente entre números 

enteros 
𝑚

𝑛
. 
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Los creadores de este algoritmo fueron los pitagóricos que lo usaron para encontrar la 
razón entre dos segmentos de cuerda sonoras.   
 
3.  Escribe la razón que hay de A a B con la unidad común U y la de C a D con la unidad U'. 

               
Fig 1 

¿Qué puedes decir de estas dos razones? 
 

Cuando dos segmentos A y B están en razón m:n, existe un segmento U tal que A=mU y 
B=nU.  Si dos segmento C y D también están en razón m:n, existe otro segmento U' tal 
que C=mU' y D=nU', en tal caso, diremos que los pares de segmentos A, B y C, D son 
proporcionales denotándolas A:B::C:D y leyéndolas A es a B como C es a D. 
 
Respecto a la figura 1, si pensamos en que U' es el doble de U, se tendría con U la fracción 

racional para la relación A y B así 
8

5
 , y para la relación C y D así 

16

10
, o sea que se forma la 

proporción 
8

5
=

16

10
. 

 
Es habitual utilizar la proporcionalidad cuando un par de triángulos son semejantes, por 
ejemplo,  

 
Se dice que dos triángulos son semejantes si sus lados correspondientes son 

proporcionales.  En este caso 
3

6
=

5

10
=

4

8
 

 
 
ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Debajo de cada imagen dibuja la mayor unidad de medida común para el par de 
segmentos dados. (Razona usando el algoritmo de Euclides) 

i.               ii.  
unidad:      unidad: 
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iii. iv

 
unidad:      unidad: 
 

v.   vi.  
unidad:      unidad: 
 
b. Para cada uno de los gráficos anteriores halla las siguientes razones respecto a la 
mayor unidad de medida común que determinaste en cada caso. 
i. A:B  ii. C:D  iii. D:E  iv. F:G  v. J:K  vi. L:M. 
 
c.  Partir el segmento  en dos segmentos cuya 
razón sea 3:5. 
 
d.  Observe a continuación un cubo formado por cubitos de arista de longitud una unidad. 

 
 
i. Si se quitan los 8 cubitos de las esquinas, ¿Qué cambios tendrá la nueva figura en 
relación con la inicial? 
i.1. la superficie aumenta y el volumen disminuye. 
I.2. la superficie disminuye y el volumen aumenta. 
1.3 la superficie y el volumen se mantienen iguales. 
1.4 la superficie es igual y el volumen disminuye. 
 
ii.  ¿Cómo puedes obtener una figura cuyo volumen sea 3 unidades menor que el cubo y 
su superficie 4 unidades mayor? 
ii.1 Quitando tres cubitos laterales 
ii.2 Quitando un cubito interior y dos laterales que estén junto a él. 
ii.3 Quitando dos cubitos laterales y uno de la esquina que esté junto alguno de ellos. 
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ii.4 Quitando tres cubos laterales. 
 

iii. Teniendo en cuenta que la unidad de medida para la superficie es , determine: 
iii.1. la razón que hay entre la superficie de una figura sin los 12 cubitos laterales a la 
superficie del cubo original.  
iii.2. la razón entre las superficies de una figura sin 6 cubitos laterales y otra figura sin 6 
cubitos interiores. 
 
e.  Carlos quiere medir con sus pies la longitud de una carretera que va en línea recta 
desde el punto A hasta B.  Para realizar la medición decide partir del punto A y dar pasos 
de tal forma que la punta de un pie toque el talón del otro.  En cierto momento Carlos se 
fatiga y decide delegar a su tío Cristian para que continúe la labor hasta el punto B, donde 
termina la carretera. 

 
Carlos dio un total de 408 pasos y Cristian 272 pasos.  Carlos sabe que 3 pasos suyos 
equivalen a 2 pasos de su tio.  Según esta situación Carlos puede inferir que: 
e.1 la distancia recorrida por él es menor que la recorrida por su tio. 
e.2 la distancia recorrida por ambos es igual. 
e.3 la distancia recorrida por él es mayor que la de su tio. 
e.4 la distancia recorrida por él es el doble que la de su tio. 
 
 
f. Observa el siguiente método de divisiones sucesivas: 

 
   30 = 3 · 8 + 6               8 = 1 · 6 + 1                 6 = 3 · 2 + 0    

30 = 3 · 8 + 6    (dividendo 30, divisor 8, cociente 3, residuo 6) 
8 = 1 · 6 + 1       (dividendo 8, divisor 6, cociente 1, residuo 2) 
6 = 3 · 2 + 0       (dividendo 6, divisor 2, cociente 3, residuo 0) 
 
El último divisor que dio residuo cero es 2.  Compara este método con el presentado al 
comienzo de la actividad, ¿Qué permite determinar el algoritmo usual de la división si se 
usa en divisiones sucesivas? 
 

g. Determina la longitud de los lados para las siguientes parejas de triángulos semejantes. 
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i.  

ii.  

 
 
 
RESUMEN DE LA ACTIVIDAD 
 
En esta actividad se presenta el algoritmo de Euclides como método para entender 
cuándo dos segmentos son conmensurables y poder representar esta relación como un 
cociente de números enteros que denominamos fracción racional.  Inicialmente se 
muestra el algoritmo de Euclides como un proceso finito que permite encontrar el MCD o 
la mayor unidad de medida común para dos segmentos, comprendiendo por ende que 
son medibles con dicha unidad o conmensurables.  Luego se determinan números 
enteros que caracterizan la relación de los segmentos en forma numérica, como razón, 
que en nuestro caso llamamos fracción racional.  Finalmente se trabaja el significado de 
proporción para segmentos conmensurables y una ligera aplicación en triángulos 
semejantes. 
 
 



 

 

 
 
 
 

 

 

B. Anexo: Las fracciones como expresión 

 decimal y fracción continua 
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GRADO UNDÉCIMO 
ACTIVIDADES DE DESARROLLO, SEGUNDA PARTE 

LAS FRACCIONES COMO EXPRESIÓN DECIMAL Y FRACCIÓN CONTINUA  
 

Se dice que los egipcios y babilonios fueron los primeros en utilizar las fracciones como 
acción de partir o quebrar y los griegos las manejaban como razones (que no era 
propiamente un número).  En nuestro caso, las fracciones serán cocientes u operadores 
que dividen una unidad en partes iguales, y por tanto representan cantidades mayores 
que la unidad o partes de ella.  Por ejemplo: 

 Repartir 18 libras de arroz a 5 personas 

El todo: 1 libra;  Significado de la fracción: cociente (
18

5
) 

 Regale un tercio de la chocolatina 

El todo: 1 chocolatina;  Significado de la fracción: operador (
1

3
 𝑑𝑒) 

 El 25% de estudiantes del curso tienen ojos claros 

El todo: los estudiantes del curso;  Significado de la fracción: operador (
25

100
 𝑑𝑒) 

 
Para calcular la fracción de un número, se multiplica por el numerador y el resultado se 

divide por el denominador. Por ejemplo: 
2

5
 de 6, se hace  

2∗6

5
=

12

5
. 

 
Las fracciones anteriores pueden transformarse como números decimales. Una 

representación equivalente a la fracción irreducible 
1

2
, diferente a 

2

4
,

3

6
, 𝑒𝑡𝑐, es la expresión 

decimal 0,5.  Esta expansión decimal se pueden obtener dividiendo el numerador entre el 
denominador de las fracciones. 
 
Realiza la división del numerador entre el denominador de cada una de las siguientes 

fracciones: 
18

5
,

7

25
 y 

17

40
.  ¿Al realizar las divisiones se llega a algún residuo cero? 

 
Algunas fracciones tienen una representación decimal finita o ilimitada. Por una parte, si 
tomas el cociente de las divisiones anteriores obtenemos las igualdades:  

 
18

5
= 3,6;      

7

25
= 0,28;     

17

40
= 0,425, lo cual muestra decimales finitos 

 
Por otra parte, existe una situación curiosa cuando se realiza la división para determinar 
la expansión decimal de otras fracciones. Por ejemplo, desarrolla la división del 

numerador entre el denominador de las fracciones: 
1

3
,

7

25
 y 

17

40
.  

¿En algún momento el residuo es cero? ¿Algún o algunos residuos se repiten en la 
división? 
 
¿La división continua indefinidamente?. Hay que tener en cuenta que el algoritmo de 
división en estos casos conduce a un proceso infinito, una idea de infinito potencial. 
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El cociente de las anteriores divisiones no tienen una cola finita después de la coma 
decimal, luego existen fracciones cuya expansión decimal es infinita o ilimitada: 

1

3
= 0,333… ;    

1

6
= 0,16666… ;       

3

11
= 0,272727…  . 

 
 
¿Qué fracciones pueden transformarse en una expresión decimal finita? 
Para contestar la pregunta observa lo siguiente: 

 Al dividir 425÷1000 se tiene que  
425

1000
= 0,425;  

Luego, en forma inversa, un decimal finito puede escribirse como una fracción decimal o 
fracción cuyo denominador es una potencia de 10.  O sea que si logramos identificar qué 
fracciones pueden escribirse como fracciones decimales, sabremos cuales son las que 
tienen expansión decimal finita.  

Ahora bien, al simplificar la fracción decimal 
425

1000
 (dividiendo por el MCD de 425 y 1000 

que es 25), se tiene 

0,425 =
425

1000
=

17

40
, 

 
Determina los divisores primos de 1000 y 40. ¿Qué números primos dividen las potencias 

de 10? ¿Qué característica especial tiene el denominador de la fracción irreducible 
17

40
?. 

¿Qué fracciones pueden expresarse como fracción decimal?. Contesta ahora la pregunta. 
 
Si el denominador de una fracción irreducible tiene factores primos distintos de 2 y 5, 
entonces tiene una expansión decimal infinita.  Estas fracciones se suelen representar 
como una suma infinita de fracciones decimales finitas.  Esta suma la llamaremos 
fracción decimal infinita. 
1

6
= 0,16666… = 0,1 + 0,06 + 0,006 + 0,0006 + ⋯ =

1

10
+

6

100
+

6

1000
+

6

10000
+⋯ 

 
La expansión decimal de una fracción también suele escribirse de forma polinómica con 
términos de la forma  𝑎10𝑛  donde a es un digito de 0 a 9 y n un entero. 

3,97 = 3 · 100 + 9 · 10−1 + 7 · 10−2  
0,425 = 0 · 100 + 4 · 10−1 + 2 · 10−2 + 5 · 10−3 

0,1666… = 0 · 100 + 1 · 10−1 + 6 · 10−2 + 6 · 10−3 + ⋯ 
 
La representación decimal está compuesta por tres elementos: 

 Parte entera: cifras a la izquierda de la coma decimal que indica las veces enteras 
que el denominador cabe en el numerador. 

 Anteperíodo: cifras a la derecha de la coma decimal que no muestran repetición.  

 Bloque periódico: cifras a la derecha de la coma decimal que se repiten 

continuamente; a este bloque se le escribe un símbolo llamado testa “      ” para 
reducir su escritura. 
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.3 2  , 8 7 3  51 51 51 … = 3 2  , 8 7 3  51      
                                                                                                                                Parte entera          Anteperíodo          Bloque periódico 

Algo curioso que podemos hacer con los decimales finitos es transformarlos en decimales 
infinitos periódicos.  Una forma obvia es colocándoles bloque periódico 0, por ejemplo 
2,3=3,300…, pero una forma aún más sorprendente.  

Sabemos que la expresión decimal de 
1

3
es: 

1

3
= 0,33333…, 

Multiplica ambos lados de la igualdad por 3. ¿Qué te resulta? 
 
De otra forma, si suponemos 𝑎 = 0,9999… , y multiplicamos ambos lados de la igualdad 
por 10, resulta 

10 · 𝑎 = 9,999…   o   9𝑎 + 𝑎 = 9 + 0,999… 
Ecuación cuya solución es  9𝑎 = 9  o  𝑎 = 1, de donde tendremos 

1 = 0,999… 
Dividiendo esta última igualdad por 10, 100, 1000, etc, se obtiene: 

0,1 = 0,0999… 
0,01 = 0,00999…    

0,001 = 0,000999…  
⋮ 

O sea que todo decimal finito se convierte en decimal infinito con bloque periódico 9: 
2,35 = 2,34 + 0,01 = 2,34 + 0,00999… = 2,34999… 

 
Y viceversa, todo decimal infinito de periodo 9 se convierte en decimal finito: 

1,3999… = 1,3 + 0,0999… = 1,3 + 0,1 = 1,4 
 
Finalmente, podemos decir que al dividir el numerador por el denominador de una 
fracción se determina su expansión decimal que puede ser finita o infinita periódica según 
se llegue a algún residuo cero o ningún residuo cero, respectivamente. Además, fracciones 
con denominadores no distintos de 2 o 5 tienen expansión decimal finita (fracción 
decimal) y, en caso contrario, su expansión decimal es infinita periódica (fracción decimal 
infinita). Pero también descubrimos que los decimales finitos pueden escribirse como 

decimales infinitos con bloque periódico 9, por ejemplo 0,43 = 0,429 .  Concluimos de ese 
modo que todas las fracciones son decimales infinitos periódicos.  
 
  
ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Expresa las siguientes fracciones como fracciones decimales finitas. Sigue el ejemplo: 

7

250
=

7

2·53 ·
22

22 =
7·4

23·53 =
28

103 . 

i. 
18

5
  ii. 

7

25
  iii. 

3

8
   

iv. 
9

80
                 v. 

1

40
 vi. 

19

50
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vii. 
11

22 ·5
              viii. 

2

25·5
 ix.  

15

23·5
  

 
b. Determina la expresión decimal y polinómica de cada fracción 

i. 
12

5
  ii. 

3

2
  iii. 

13

20
   

iv. 
9

7
                 v. 

5

6
 vi. 

19

21
 

vii. 
11

4
              viii. 

23

5
 ix.  

15

9
  

 
c.  Completar el encabezado del cuadro para mostrar el sistema posicional en base 10 (las 
dos primeras filas horizontales)     
    

DM UM C D U    
104 103 102 101 100    

        

        

        

        

 
Ahora observa los números decimales que se dan a continuación, ubícalos en el cuadro y 
completa: 
 
4,32       1,736 
Forma polinómica:________________  Forma polinómica:________________ 
Fracción decimal:______    Fracción decimal:_____ 
Forma fracción irreducible:_____   Forma fracción irreducible:_____ 
 
34,544       219,03208 
Forma polinómica:________________  Forma polinómica:________________ 
Fracción decimal:______    Fracción decimal:______ 
Forma cociente (fracción irreducible):_____ Forma fracción irreducible:_____ 
 
d. Verifica que cada fracción dada a continuación es irreducible y equivalente a una 
fracción decimal. 

23

100
,  

17

1000
,  

11

4
,  

12

25
,  

23

5
,  

9

16
,  

7

180
. 

 
*Escribe cuatro fracciones que sean irreducibles y se puedan expresar como fracción 
decimal:______________________________________________________ 
*¿Qué característica debe cumplir las fracciones irreducibles para ser equivalentes a una 
fracción decimal? (tenga en cuenta cuáles números primos dividen el denominador). 
_____________________________________________________________ 
*Escriba cuatro fracciones irreducibles que no sean equivalentes a una fracción decimal: 
_____________________________________________________________ 
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e. Escriba cada decimal finito como decimal infinito con periodo 9: 
i. 0,21999…  ii. 0,386999…  iii. 1,999…           iv. 9,999… 
 
f. Convierta cada número como decimal finito 
i. 0,49  ii. 0,215  iii. 1,0009           iv. 17 
 

g. Realiza la división 5 entre 29, para conocer la expansión decimal de 
5

29
.  

¿Necesariamente algún residuo es cero o algún residuo se repite?. Explica tu respuesta. 
 
h. Existe alguna fracción irreducible tal que su expansión decimal no es finita ni infinita 
periódica? Explica 
 

i.  Carlos quiere medir con sus pies la longitud de una carretera que va en línea recta 
desde el punto A hasta B.  Para realizar la medición decide partir del punto A y dar pasos 
de tal forma que la punta de un pie toque el talón del otro. En cierto momento Carlos se 
fatiga y decide delegar a su tío Cristian para que continúe la labor hasta el punto B, donde 
termina la carretera. Carlos dio un total de 408 pasos y Cristian 272 pasos. 

 
La Alcaldia decide pavimentar la carretera que midió Carlos con sus pies. Para ello envia 
un topografo que determine la longitud de la carretera.  El topógrafo midio 418m y dijo 
que la medida de Carlos tiene un error de 1,5%.. Con base en ese error se puede concluir 
que: 
i.1 Carlos tuvo un error de 5m 
i.2 los pies de Carlos tienen una diferencia de tamaño del 1,5% respecto a los de su tio 
i.3 la medida de Carlos está entre 411,73 o 424,27 
i.4 la diferencia entre la medición de Carlos y el topógrafo es de  9m 
 
Hemos visto que toda fracción tiene una expansión decimal infinita periódica.  ¿Puede 
darse el proceso inverso?, es decir, dado un decimal infinito periódico, ¿Puedes encontrar 
la fracción que la genera?. 
 
El procedimiento es sencillo, para decimales infinitos con periodo 9 o decimal finito ya se 
vio que pueden expresarse como fracción decimal finita. 
 
Cuando el decimal es infinito periódico se debe realizar lo siguiente: 
 
        Por ejemplo, consideremos el decimal, 
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𝑥 = 1,24765          𝑜      𝑥 = 1,24765765…   (1) 
 
Lo  primero es multiplicar ambos lados de la igualdad (1) por una potencia de 10 de tal 
modo que el primer bloque periódico quede antes de la coma decimal.  En nuestro caso, 

105 · 𝑥 = 12476,5765…  (2) 
 
Luego multiplicamos nuevamente la ecuación (1) por otra potencia de 10 tal que el 
anteperiodo quede antes de la coma decimal. Si el decimal no tiene anteperiodo se 
multiplica por 100 o sea 1.  En nuestro ejemplo,  
 

102 · 𝑥 = 124,765765…  (3) 
 

Esto lo hacemos con el fin de eliminar el periodo, desde donde inicia la repetición del 
bloque periódico, de la siguiente manera: 
 
Se determina la  diferencia entre las igualdades (2) y (3) 
105 · 𝑥 = 124765,765765…  
102 · 𝑥 =         124,765765…  
9900𝑥 =  124641  

De donde obtenemos 𝑥 =  
124641  

9900
  la fracción generadora del decimal 1,24765765… . 

 
Hay que tener en cuenta que la diferencia entre dos decimales infinitos se puede realizar 
debido a que actualmente es aceptado el concepto de infinito en acto o infinito actual. 
Entendiéndose así que la cantidad de dígitos después de la coma en ambos decimales es 
igual. 
 
 
ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Encuentra la fracción generadora de los siguientes decimales. 
 i. 0,619  ii. 1,21555…  iii. 1,377…           iv. 3, 01     
 
 
Hay otra forma de representar las fracciones usualmente conocidas como fracciones 
continuas.  Esta representación la iniciaron las culturas hindú y árabe en el s. V a.C, y 
luego fueron perfeccionadas en el s. XVII como método de aproximación a la solución de 
ecuaciones.  La fracción continua que representa una fracción puede determinarse con el 

algoritmo de Euclides.  Por ejemplo, para la fracción 
19

8
: 

 

Si se aplica el algoritmo de Euclides a 19 y 8, resulta lo siguiente: 

 
         19 = 2 · 8 + 3               8 = 2 · 3 + 2                 3 = 1 · 2 + 1               2 = 2 · 1 + 0    



60   Un acercamiento al concepto y  
  completitud de los números reales 
 

 

De la primera división 
19

8
=

2·8+3

8
= 2 +

3

8
= 2 +

1
8

3 
, e igualmente de las demás divisiones 

se tendrá 
8

3
=

2 · 3 + 2

3
= 2 +

2

3
= 2 +

1

3
2 

 

3

2
=

1 · 2 + 1

2
= 1 +

1

2
= 1 +

1

2
1 

 

2

1
=

2 · 1 + 0

1
= 2 +

0

1
= 2 + 0 

 

Es decir que nuestra fracción 
19

8
 puede transformarse así: 

19

8
= 2 +

1
8

3 
= 2 +

1

2+
1

3
2 

= 2 +
1

2+
1

1+
1

2
1 

= 2 +
1

2+
1

1+
1
2

, 

donde la expresión 2 +
1

2+
1

1+1
2 

 es la fracción continua simple de 
19

8
.   Su denominación 

simple es porque conocidos los cocientes- que son enteros positivos- se determina la 
fracción continua. 
 
Ahora bien, como dichos cocientes se encuentran con el algoritmo de la división, podemos 
formular un proceso sencillo para determinar esta fracción continua simple al unir las 
anteriores divisiones quitando los residuos y ubicándolos a la derecha de cada uno de los 
sucesivos divisores así: 

 
El proceso consiste en ir haciendo la división procurando ubicar los residuos a la derecha 
de cada divisor hasta llegar al residuo cero, el cual se ubica a la derecha del último divisor, 
pero no será un divisor.  La fila de cocientes [2; 2, 1, 2] determina la fracción continua y 
escribiremos: 

 2;  2, 1, 2 = 2 +
1

2+
1

1+
1
2

  

 
Las fracciones continuas han sido usadas para representar el cociente entre dos 
segmentos.  Por ejemplo, el cociente entre los segmentos de 14 y 11 unidades puede 
expresarse por la fracción continua 

 
14 = 1 · 11 + 3                           11 = 3 · 3 + 2             3 = 1 · 2 + 1        2 = 2 · 1 + 0    
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14

11
= 1 +

1

3 +
1

1 +
1
2

 

Las fracciones continuas también tienen una interpretación en problemas como el de 
recubrir superficies rectangulares con cuadrados de mayor área posible.  Por ejemplo, 
para el rectángulo  

 
El cociente indica el número de cuadrados y el divisor la medida del lado de dicho 
cuadrado. De esa manera, se recubre el rectángulo con 1 cuadrado café 11x11, 3 
cuadrados verdes 3x3, 1 cuadrado azul 2x2 y 2 cuadrados gris 1x1. 

 
 
 
 
ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Expresa las siguientes fracciones como fracción continua simple.  
 

i.  
18

5
  ii. 

7

25
  iii. 

3

8
   

iv. 
9

8
                   v. 

1

4
 vi. 

150

47
 

 
b. Usa el algoritmo de Euclides y realiza el recubrimiento de los rectángulos dados a 
continuación con cuadrados de mayor tamaño posible.  Haz la representación grafica en 
tu cuaderno. 
 
i. 15x9  ii. 8x11  
iii. 22x6   iv. 18x13  
 
c.  Determina el número de baldosas y el tamaño de las baldosas con las que se puede 
recubrir cada una de las siguientes superficies rectangulares. 
i. 15x9  ii. 8x11  
iii. 22x6   iv. 5x12 
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Por otra parte, dada una fracción continua simple es posible determinar su respectiva 
fracción.  Este problema inverso lo explicaremos calculando las llamadas convergentes de 
la fracción continua. 
 
Por ejemplo, las convergentes de la fracción continua  3;  5, 4, 2  son: 
 
-Primera convergente  
Se forma con el término o cociente 𝑞1 = 3  
𝑐1 =  3 = 3  
 
-Segunda convergente  
Se forma con los términos o cocientes 𝑞1 = 3  y 𝑞2 = 5 

𝑐2 =  3; 5 = 3 +
1

5
=

3·5+1

5
=

16

5
  

 
-Tercera convergente  
Se forma con los términos o cocientes 𝑞1 = 3, 𝑞2 = 5 y 𝑞3 = 4 

𝑐3 =  3; 5,4 = 3 +
1

5+1
4 

= 3 +
1

21
4 

= 3 +
4

21
=

3·21+4

21
=

67

21
  

 
-Cuarta convergente  
Se forma con los términos 𝑞1 = 3,  𝑞2 = 5, 𝑞3 = 4 y 𝑞4 = 2. 

𝑐4 =  3; 5,4,2 = 3 +
1

5+
1

4+1
2 

= 3 +
1

5+
1

9
2 

= 3 +
1

5+
2

9

= 3 +
1

47
9 

= 3 +
9

47
=

150

49
  

Esta última convergente, formada con todos los términos de la fracción continua nos da la 
respectiva fracción buscada.  
 
Ahora bien, si una fracción continua tiene bastantes términos el proceso anterior se hace 
arduo.  Por lo tanto, daremos otro método un poco más sencillo que el anterior a la hora 
de conseguir las convergentes.  Veamos: 
 
Llame 𝑛 a la posición del cociente 𝑞𝑛  en la fracción continua.  Sea 𝑃𝑛  y 𝑄𝑛  el respectivo 

numerador y denominador de la convergente 𝑐𝑛 , es decir 𝑐𝑛 =
𝑃𝑛

𝑄𝑛
.  Haga la siguiente 

disposición: 
𝑛  1 2 3 4 
𝑞𝑛   3 5 4 2 
𝑃𝑛      
𝑄𝑛     

1 
0 

    

 
Baje el cociente 𝑞1 = 3  en 𝑃1 y por convención coloque 𝑄1 = 1, ya que la primera 

convergente es 𝑐1 =
3

1
= 3 como dio con el método anterior,  
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𝑛  1 2 3 4 
𝑞𝑛   3 5 4 2 
𝑃𝑛      
𝑄𝑛     

1 
0 

3 
1 

   

 
A continuación, opera de la siguiente forma 
 

𝑛  1 2 3 4 
𝑞𝑛   3 5 4 2 
𝑃𝑛      
𝑄𝑛     

1 
0 

3 
1 

3 · 5 + 1 = 16 
1 · 5 + 0 = 5  

16 · 4 + 3 = 67 
  5 · 4 + 1 = 21 

     67 · 2 + 16 = 150 
   21 · 2  +  5 = 47 

 

Se obtienen así las convergentes 𝑐1 = 3, 𝑐2 =
16

5
,  𝑐3 =

67

21
  y  𝑐4 =

150

49
, siendo esta última  

la fracción buscada. 
 
 
ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Determinar las convergentes de cada fracción continua y la respectiva fracción que la 
genera: 
 
i.   2;  1, 1, 2, 4  ii.  1;  3, 1, 2, 4   
iii. 1;  1, 2, 2, 2    iv.  1;  1, 1, 1, 1  
  
b.  las fracciones dadas a continuación muestran el cubrimiento de un sector rectangular 
con cuadrados de mayor tamaño posible. Determine las dimensiones del sector 
rectangular y, la cantidad y tamaño de los cuadrados utilizados. 
 
i.   1;  3, 5, 2   ii.  1;  2, 3, 4  
iii. 3;  2, 1, 2, 1    iv.  1;  2, 1, 3, 1  
 

RESUMEN DE LA ACTIVIDAD 

La actividad se centra en la representación de las fracciones como expresión decimal y 

fracción continua.  En primer lugar se precisa la equivalencia fracción – decimal infinito 

periódico haciendo uso de fracciones decimales y el algoritmo de la división.  Los 

procedimientos usados para ello proporcionan un acercamiento a objetos y procesos 

infinitos, lo que posibilita el encuentro con concepto como infinito potencial e infinito 

actual.  En segundo lugar se estudia la equivalencia  fracción-fracción continua simple por 

medio del algoritmo de Euclides y procedimientos análogos a él.  



 

 



 

 

 

 

 

 

 

C. Anexo: Incompletitud en Q y los irracionales 

 como expresiones decimales y fracciones 

 continuas 
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GRADO UNDÉCIMO 
ACTIVIDADES DE DESARROLLO, TERCERA PARTE 

INCOMPLETITUD EN Q Y LOS IRRACIONALES COMO EXPRESIONES 
DECIMALES Y FRACCIONES CONTINUAS  

 
 
La pasada actividad nos ha proporcionado unos métodos o procedimientos que nos 
permiten escribir cualquier fracción como fracción continua simple finita, e inversamente, 
permiten determinar la fracción que genera una fracción continua simple finita dada.  La 
práctica con esos métodos nos conllevan a confirmar la siguiente relación: 
 

“Toda fracción racional es una fracción continua simple finita, e inversamente, toda 
fracción continua simple finita es una fracción racional” 

 
Así pues cada fracción racional es equivalente a una fracción continua simple finita.  
Igualmente, como consecuencia de los métodos usados en la actividad pasada se 
confirma que cada fracción racional es equivalente a un decimal finito o infinito 
periódico. 
 
Ahora bien, en la primera actividad vimos que el algoritmo de Euclides aplicado a dos 
segmentos brinda la posibilidad de hallar el segmento de mayor tamaño que corresponde 
a la mayor unidad de medida común de los segmentos.  ¿Todo par de segmentos tiene 
unidad de medida común? 
 
Resolvamos la siguiente situación: Buscar la mayor unidad de medida común para el lado 
y la diagonal de un cuadrado. 
 
La idea es aplicar el algoritmo de Euclides a la diagonal y el lado del cuadrado.  
Sean 𝑑1 la diagonal y L el lado del cuadrado.   
 
Primer paso, 
 Debemos primero medir con el lado a la diagonal del cuadrado. 
¿Cuántas veces cabe el lado L en la diagonal 𝑑1? 
 



Anexo: Incompletitud en Q y los irracionales como  67 
expresiones decimales y fracciones continuas 

 

Con el compás trace una arco de 
circunferencia con centro en B y radio AB. 
Lleva el compás desde A hasta que corte la 
diagonal en un punto que llamaras P.  
ahora si contesta: 
 ¿Cuántas veces cabe L en 𝑑1? 
 
 
Llamemos 𝑟1 al residuo que quedo de medir 
a la diagonal con el lado. 

Ahora sigue las siguientes instrucciones: 

 

Traza un segmento perpendicular a 𝑑1 en el 
punto P, hasta que toque al lado AD en un 
punto que llamaras M y llamé x a la 
longitud  del segmento PM.  Luego, une M 
con B.  
Los segmentos AM y MP son de igual 
tamaño, ¿Por qué razón?. 
(Para responder la pregunta, observa los 
triángulos AMB  y  PMB que se formaron al 
unir M con B. ¿Qué puedes decir de ellos?). 
 

Ahora bien, observe los triángulos rectángulos ABD y MPD.  El primero tiene catetos L e 
hipotenusa 𝑑1=𝑟1+ L  (¿por qué?) y el segundo tiene cateto x  y  𝑟1  e hipotenusa L-x ¿por 
qué?.   Aplicando el Teorema de Pitágoras en ambos  se tiene: 

En el triángulo ABD 
(𝑟1 + 𝐿)2 = 2𝐿2 

𝑟1
2 + 2𝑟1𝐿 + 𝐿2 = 2𝐿2 

𝑟1
2 + 2𝑟1𝐿 = 𝐿2       (1) 

En el triángulo MPD 
(𝐿 − 𝑥)2 = 𝑥2 + 𝑟1

2 
𝐿2 − 2𝐿𝑥 + 𝑥2 = 𝑥2 + 𝑟1

2 
𝐿2 − 2𝐿𝑥 = 𝑟1

2       (2) 
Remplazando (2) en (1) resulta 𝑥 = 𝑟1  ¿Qué significado tiene el resultado 𝑥 = 𝑟1 en 
relación con los segmentos MP y PD?.  Esto significa que x y 𝑟1 (o MP y PD) corresponden 
a los lados de un nuevo cuadrado con diagonal DM.   

Construya un nuevo cuadrado DPMN ¿Cuál de los segmentos DM y MP es de 
mayor tamaño? 
 
 
DM es de mayor tamaño que MP ya que es 
la diagonal del nuevo cuadrado. 
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Hemos construido el cuadrado DPMN del cual nos podemos guiar para continuar con el 
algoritmo de Euclides. 
 
Segundo paso,  
Debemos medir con el resto 𝑟1 (o DP) el lado L.  Teniendo en cuenta que DP es igual a MP 
y AB igual a AD, diga ¿Cuántas veces cabe 𝑟1 (o DP)  en el lado AD (o L)?. 
  
 

 

Con el compás trace una arco de 
circunferencia con centro en M y radio MP. 
Lleva el compás desde P hasta que corte la 
diagonal DM en un punto.  Contesta: 
¿Cuántas veces cabe MP en DM? 
Y ahora, 
¿Cuántas veces cabe 𝑟1 (o DP)  en AD? 
 
 
Llamemos 𝑟2 al residuo que queda de medir 
AD (o L) con 𝑟1. 

 
Ahora, si realizas con este cuadrado las mismas instrucciones que seguiste en el cuadrado 
inicial llegaras a lo siguiente: 

Los segmentos 𝑀1𝑃1 y 𝑃1𝐷 son iguales; se 
construye un tercer cuadrado 𝐷𝑃1𝑀1𝑁1; se 
traza un arco de circunferencia con compás 
y haciendo centro en 𝑀1 ; se mide  con 𝑟2 
(o 𝑀1𝑃1) a 𝑟2 (o 𝑁𝐷)  ¿Cuántas veces cabe 
el resto 𝑟2  en 𝑟1? 

¿El algoritmo de Euclides aplicado al lado y 
la diagonal tiene fin?, o de otra forma, si 
tuvieras un microscopio y ampliaras la 
imagen, que crees: ¿Se puede continuar el 
proceso construyendo cuadrados cada vez 
más pequeños?  



Anexo: Incompletitud en Q y los irracionales como  69 
expresiones decimales y fracciones continuas 

  
 

 
Es evidente que se puede repetir el proceso o algoritmo de Euclides obteniendo cuadrados 
cada vez más pequeños, de lado de medida los residuos 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4, …, que van en forma 
descendente en tamaño.  Es claro que nos encontramos frente a un proceso infinito, y nos 
podemos preguntar entonces: ¿el lado y la diagonal de un cuadrado tiene unidad de 
medida común? 
 
Si tuvieran unidad de medida común, se tendría que llegar en algún momento a un resto 
𝑟𝑘 , para el cual existirían 𝑛 y 𝑚 enteros positivos tales que 𝐿 = 𝑛𝑟𝑘  y 𝑑1 = 𝑚𝑟𝑘.  O sea 

que la razón 
𝑑1

𝐿
=

𝑚

𝑛
  sería un cociente racional y por tanto equivalente a una fracción 

continua simple finita e igualmente equivalente a un decimal finito o infinito periódico.  
Sin embargo, el algoritmo de Euclides para la diagonal y el lado es un proceso infinito que 
nos proporciona una situación diferente y algo curiosa: 
Según el algoritmo de Euclides (observe la última figura) 

𝑑1 = 1 · 𝐿 + 𝑟2  
𝐿 =  2 · 𝑟1 + 𝑟2 
𝑟1 = 2 · 𝑟2 + 𝑟3 
𝑟2 = 2 · 𝑟3 + 𝑟4 

⋮ 

¿Determine la fracción continua correspondiente a 
𝑑1

𝐿
? 

Se tiene la fracción continua 1 +
1

2+
1

2+
1

2+⋱

= [1; 2,2,2… ], que se caracteriza por ser simple 

infinita  y periódica, distinta a las expresiones obtenidas para una fracción racional, que 
es en fracción continua simple finita.    
 
Por otra parte, calculando las convergentes de [1; 2,2,2… ], ¿Cuáles son sus primeras 13 
convergentes? (aplica los métodos usados en las fracciones continuas finitas), se obtiene:  
 

𝑛  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ⋯ 

𝑞𝑛   1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ⋯ 

𝑃𝑛      1 
 

1 
 

1·2+1=3 
 

3·2+1=7 
 

17 
 

41 
 

99 
 

239 
 

577 
 

1393 
 

3363 
 

8119 
 

19601 
 

47321 
 

  ⋯ 
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𝑄𝑛     0 1 1·2+0=2 
 

2·2+1=5 

 
12 29 70 169 408 985 2378 5741 13860 33461 

 
Expresar en forma decimal las convergentes encontradas (utiliza la calculadora si es 
necesario).  Completa la tabla con el mayor número de dígitos posibles en sus decimas. 
 

Convergente Forma decimal 
1/1 1 

3/2 1,5 

7/5 1,416666… 

17/12  

41/29  

99/70  

239/169  

577/408  

1393/985  

3363/2378  

8119/5741  

19601/13860  

47321/33461  

 
Escribe un número decimal cuyos dígitos sean los que más se repiten en todas las 
expresiones decimales que sacaste.  
Se les pide a los estudiantes que dicten sus respuestas y de todas ellas tomamos 
1.414213562. ¿Observan alguna regularidad en los dígitos del anterior decimal? 
 
¿Se podrá seguir buscando más convergentes y en consecuencia más decimas para el 
número anterior? ¿El decimal que estas buscando tiene finita o infinitas cifras? 
 
Si continuas buscando más convergentes y las expresas en forma decimal podrás 
encontrar más decimas, luego el decimal es infinito, ¿crees que en algún momento las 
decimas de 1.414213562… se repetirán periódicamente? 
 
Responder esta pregunta es bastante compleja, pues no disponemos de un método que 
muestre todas las decimas de este número ya que tiene una infinitud de cifras después de 
la coma decimal.  Por lo tanto, para afirmar si es o no un decimal infinito periódico se 
necesita otro método pues estamos frente a un objeto infinito. 
 
Este problema lo resolvieron los griegos pero en el campo de la geometría, demostrando 
que la diagonal y el lado son inconmensurables, mediante un método denominado 
razonamiento al absurdo.  Demostraron que la diagonal y el lado del cuadrado no tienen 
una relación o razón entre dos números enteros, que en nuestro caso significa, no es 
fracción racional, y en consecuencia, dicho cociente no puede expresarse como un decimal 
infinito periódico, resolviéndonos así nuestra pregunta. 
 
El método consiste en suponer cierta la negación de lo que creemos es verdadero y llegar 
a una contradicción.   Los griegos lo hicieron con la diagonal y el lado del cuadrado así: 
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Suponga que la diagonal DM y el lado DB del cuadrado DBMN son conmensurables.  Es 
decir, existe máxima unidad de medida común que cabe m-veces enteras en la diagonal y 
n-veces enteras en el lado del cuadrado. Esto significa que a la diagonal DM le 
corresponde el entero m y al lado DB el entero n, donde n y m no podrán ser pares a la vez 
¿por qué?.   

 
“Se denomina número cuadrado al producto de dos factores iguales” 

“El cuadrado de un número par es un número par” 
 
Por ser DBMN y AJKL cuadrados, les corresponden números cuadrados.  Como AJKL es el 
doble de DBMN (ver grafica), su lado AJ debe ser número par, ¿por qué razón?, porque al 
cuadrado AJKL le corresponde un cuadrado par. 
 
Ahora, como DM es igual a AJ, le corresponde el mismo número par de AJ.  De ahí que a 
DB le corresponda un número impar, pues en un comienzo se dijo que DB y DM no podían 
correspóndeles números pares a la vez.  
 
Sin embargo, el cuadrado DBMN es el doble del cuadrado ABCD, luego el número de 
DBMN es par y el número de su lado DB también; resultado que  contradice la deducción 
anterior de que DB era impar. En consecuencia la suposición de que la diagonal y el lado 
del cuadrado son conmensurables es inviable, pues desemboca en una contradicción. 
 
Se ha demostrado la inconmensurabilidad de la diagonal y el lado del cuadrado y de paso 

la imposibilidad de expresar la razón 
𝑑1

𝐿
 como fracción racional.  En consecuencia, 

retomando la pregunta ¿crees que en algún momento las decimas de 1.414213562… se 

repetirán periódicamente?, podemos responder que no, pues 
𝑑1

𝐿
 no es fracción racional. 

 
En vista a las anteriores razones enunciamos cuando un número es irracional: 
 
“Un número es irracional si su expansión decimal es infinita no periódica y su expansión 

en fracción continua es infinita”. 
 
Existen números irracionales que resultan de solucionar ecuaciones.  Por ejemplo, una 
ecuación cuadrática como 𝑥2 = 19 ¿Cuál es el número cuyo cuadrado es 19?,  no tiene 
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solución con los racionales, pero puede aproximarse su valor en número decimal con las 
convergentes de una fracción continua periódica.  Para expresar la solución de ecuaciones 

cuadráticas, suele utilizarse el signo radical   . , de la siguiente forma:  𝑥 = ± 19, ¿cuál 

es la expresión decimal de  19?.   
 
Con el fin de aproximar en forma decimal o buscar la expansión decimal infinita periódica 

de   19  debemos encontrar su respectiva expansión en fracción continua  así: 
 

 19 = 
¿Cuáles son los números enteros cuyos cuadrados están cerca a 19? 
Como 42 < 19 < 52, tomamos el menor que es 4 y operamos en la siguiente forma: 
 

 19 = 4 +   19 − 4 = 4 +   19 − 4 
  19 + 4 

  19 + 4 
= 4 +

3

 19 + 4
 

En lo cual se identifica  el resto   19 − 4  y luego se racionaliza. 

 

A continuación tomamos el mayor entero contenido en el valor 
 19+4

3
, que es 2 pues 

2 <
(4)+4

3
<

 19+4

3
, y el resto 

 19−2

3
,  ya que: 

 19+4

3
= 2 +  

 19+4

3
−  2 = 2 +

 19−2

3
= 2 +

 19−2

3
 
( 19+2)

( 19+2)
= 2 +

5

 19+2
 . 

Procediendo de la misma manera, 

 
 19+2

5
= 1 +  

 19+2

5
−  1 = 1 +

 19−3

5
= 1 +

 19−3

5
 
( 19+3)

( 19+3)
= 1 +

2

 19+3
, 

 19+3

2
= 3 +  

 19+3

2
−  3 = 3 +

 19−3

2
= 3 +

 19−3

2
 
( 19+3)

( 19+3)
= 3 +

5

 19+3
 , 

 19+3

5
= 1 +  

 19+3

5
−  1 = 1 +

 19−2

5
= 1 +

 19−2

5
 
( 19+2)

( 19+2)
= 1 +

3

 19+2
 , 

 19+2

3
= 2 +  

 19+2

3
−  2 = 2 +

 19−4

3
= 2 +

 19−4

3
 
( 19+4)

( 19+4)
= 2 +

1

 19+4
 , 

 19+4

1
= 8 +   19 + 4 −  8 = 8 +  19 − 4 = 1 +  19 − 4 

( 19+4)

( 19+4)
= 8 +

3

 19+4
 , 

Llegamos a una expresión que ya había aparecido y a partir de ese momento las 
expresiones empiezan a repetirse.  Notemos también que las expresiones comienzan su 
repetición después de un cociente que sea el doble del primero (en nuestro caso 8 es el 
doble de 4).   Lo que nos permite inferir que   
 

 19 = 4 +
1

2+
1

1+
1

3+
1

1+
1

2+
1

8+⋱

= [4; 2,1,3,1,2,8             ]  

De donde se derivan las siguientes aproximaciones, 
 
𝑛  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ⋯ 

𝑞𝑛   4 2 1 3 1 2 8 2 1 3 1 2 8 ⋯ 
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𝑃𝑛      
𝑄𝑛     

1 
 
0 

4 
 

1 

4·2+
1=9 

 
1·2+
0=2 

 

1
3 
 

3 

 

48 
 

11 

61 
 

14 

170 
 

39 

1421 
 

326 

3012 
 

691 

4433 
 

1017 

16311 
 

3742 

20744 
 

4759 

57799 
 

13260 

483136 
 

110839 

⋯ 

𝑃𝑛

𝑄𝑛
≈  19 

  4,5 4,

3  

4,

36     

4,367
1428 

4,358
974 

43588
957 

4,358
9001 

4,3588
9872 

4,3588
9845 

4,35889
8928 

4,35889
8944 

4,358898
94351 

 
Tomando las decimas que más se repiten tendremos el decimal 4,35889899435… 

 

Consideremos otro ejemplo, determinar la soluciones de la ecuación cuadrática 

 𝑥2 + 𝑥 − 3 = 0. 

Se procede hallando el determinante  𝑏2 − 4𝑎𝑐 =  (1)2 − 4 1 (−3) = 13, y luego se 

busca la fracción continua de  13: 

 13 = 3 +   13 − 3 = 3 +   13 − 3 
  13+3 

  13+3 
= 3 +

4

 13+3
  

 13+3

4
= 1 +  

 13+3

4
−  1 = 1 +

 13−1

4
= 1 +

 13−1

4
 
( 13+1)

( 13+1)
= 1 +

3

 13+1
  

 13+1

3
= 1 +  

 13+1

3
−  1 = 1 +

 13−2

3
= 1 +

 13−2

3
 
( 13+2)

( 13+2)
= 1 +

3

 13+2
  

 13+2

3
= 1 +  

 13+2

3
−  1 = 1 +

 13−1

3
= 1 +

 13−1

3
 
( 13+1)

( 13+1)
= 1 +

4

 13+1
  

 13+1

4
= 1 +  

 13+1

4
−  1 = 1 +

 13−3

4
= 1 +

 13−3

4
 
( 13+3)

( 13+3)
= 1 +

1

 13+3
  

 13+3

1
= 6 +   13 + 3 −  6 = 6 +  13 − 3 = 6 +  13 − 3 

( 13+3)

( 13+3)
= 6 +

4

 13+3
  

O sea que  13 =[3;1,1,1,1,6           ].  Ahora aproximamos su valor decimal, 

𝑛  1 2 3 4 5 6 
𝑞𝑛   3 1 1 1 1 6 

𝑃𝑛      
𝑄𝑛     

1 
 

0 

3 
 

1 

3·1+1=4 
 

1·1+0=1 
 

7 
 

2 

 

11 
 

3 

18 
 

5 

119 
 

33 

𝑃𝑛

𝑄𝑛
≈  19   4 3,5 3,6  3,6 3,606 

 

 

Como (3,606)2 = 13,003236, las respectivas soluciones de la ecuación serán 

aproximadamente: 

 

−𝑏 ±  𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
=
−(1) ±  13

2(1)
=  

𝑥1 =
−1 + 3,606

2
= 0,303

𝑥2 =
−1 − 3,606

2
= −3,303
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ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Construye un cuadrado y dibuja un segmento que se pueda medir exactamente con el 
lado y con la diagonal del cuadrado. ¿Se podrá construir dicho segmento y por qué 
razón?. 
 
b. Los pitagóricos tenían como emblema el pentagrama, figura que se construye con las 
diagonales del pentágono regular, para distinguirse ante su secta; por otra parte, 
consideraron que todas las cosas eran expresables como razón de dos números enteros.   
Determina la mayor unidad de medida común para el lado AB y la diagonal AC del 
pentágono regular ABCDE. (Aplica el algoritmo de Euclides al par de segmentos AB y AC). 

 
¿Existe unidad de medida común para la diagonal y el lado del pentágono regular?¿por 
qué razón?; ¿se puede escribir la razón de la diagonal-lado como razón de dos enteros 
positivos?. Escribe la razón entre la diagonal y el lado del pentágono en fracción continua 
(usa el algoritmo de Euclides). 
 
c. Determinar la fracción continua y la expansión decimal de los siguientes números 
irracionales: 

i.  5  ii.  13 

iii. 5 3             iv. 4 2 
  
d. Según los antiguos griegos, los rectángulos más perfectos son aquellos cuyos lados 
guardan la razón áurea o divina proporción 
El siguiente rectángulo es áureo  

 
Guarda la siguiente proporción  

𝑥

𝑥 + 1
=

1

𝑥
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Expresión que es una ecuación cuadrática 𝑥2 = 𝑥 + 1. 
 
i. Escriba la solución de esta ecuación como fracción continúa y aproxima su expresión 
decimal. 
 
ii. Busca los números de Fibonacci y diga qué relación tienen con las convergentes que 
encontraste. 
 
e. Las fracciones continuas permiten identificar la irracionalidad de un número.  La 
fracción continua de un número es infinita si y sólo si el número es irracional.  Observa las 
siguientes fracciones continuas y con sus convergentes aproxima su expansión decimal. 
i.  [3;  7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, … ]           ii.  [2;  1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12… ] 
 
f. Con la calculadora determina la expansión decimal de los números ℯ y π, luego 
identifica a cuál de las fracciones continuas del punto e. son equivalentes.  
 
 

 

 

RESUMEN DE LA ACTIVIDAD 

En esta actividad se mostró la incompletitud de Q en contextos como el geométrico con la 

inconmensurabilidad de segmentos y en el algebraico con la solución de ecuaciones.  

Viendo la necesidad de nuevos entes numéricos que permitan solucionar estos 

problemas, se identificaron estos entes numéricos como fracciones decimales infinitas y 

decimales infinitos periódicos.  Se usaron métodos similares a los desarrollados en las 

fracciones racionales para expresarlos como fracción continua y número decimal, pero en 

este caso los procedimientos condujeron a procesos infinitos de aproximación.  

Finalmente, podemos decir que el estudiante, mediante esta actividad, debe llegar a 

reconocer las representaciones de un número irracional y diferenciarla de las racionales, 

así como los métodos utilizados para ello y los contextos donde Q incumple o no permite 

solucionar ciertos problemas.  

   



 

 



 

 

 

 

 

 

 

D. Anexo: La continuidad de la línea recta, la 

 densidad y la completitud de R 
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GRADO UNDÉCIMO 
ACTIVIDADES DE DESARROLLO, CUARTA PARTE 

LA CONTINUIDAD DE LA LINEA RECTA, LA DENSIDAD Y COMPLETITUD DE R 
 

 

Imagina a una pulga del tamaño de un punto saltando del punto A y tratando de llegar al 
punto  B de la siguiente forma: 

 
La pulga decide primero saltar a la mitad, luego salta la mitad de lo que le quedo y así 
sucesivamente sigue saltando la mitad de lo que le hace falta para llegar al punto B.  
Saltando en ese sentido, ¿la pulga llegará a B?  ¿Para dos puntos cualquiera de una recta, 
existe un punto entre ellos? 
 
Esta propiedad de que entre dos puntos exista otro entre ellos se le denomina densidad 
de los puntos en la recta o distribución densa de los puntos en la recta, o simplemente, 
densidad de la recta. 
 
Cuando trazas una línea recta sin levantar el lápiz del papel,  ¿quedan huecos en ella?. 
Todo objeto con el cual se representa una recta es un ente material.  Si la materia la 
compone los átomos y entre ellos hay huecos. ¿La recta tiene huecos?. 
 
Tu dibujo es tan sólo una representación material de una recta y no es la recta como tal.  
La línea  recta es un ente geométrico ideal sin grosor y constituido por puntos.   
 
Si imaginas una recta y la observas con una lupa de gran aumento ¿qué verías? 

 Puntos acomodados como hormigas siguiendo un camino. 

 Igual que si no usas la lupa. 

 Puntos como canicas apretadas unas junto a otras. 
 
Piensa en los puntos que constituyen un segmento de 1cm y los de 3cm, ¿tendrán estos 
segmentos la misma cantidad de puntos? 
Observa lo siguiente 
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Los segmentos AB y CD se colocaron en forma paralela y se unieron sus extremos con dos 
rectas que se cortan en O.  La recta L  empareja un punto del segmento AB con un único 
punto de CD. ¿Qué puedes responder ahora de la pregunta anterior? 
 
Esta propiedad de que la recta no tenga huecos se denomina continuidad de la recta.  
Suele describirse de la siguiente manera: 
Si se separa la recta en dos partes, tales que los puntos de la zona roja están a la 
izquierda de todo punto de la zona amarilla como podemos observar en el gráfico, 

 
Debe existir un punto que realiza dicha separación, pues de lo contrario habría un hueco y 
no es así.  Se dice que para cualquier separación de la recta en esa forma, existe siempre 
un punto que la produce, y a tal hecho se le denomina continuidad de la recta. 
 
Por esta propiedad es válido afirmar que si observamos la recta con una lupa poderosa, 
ésta sigue siendo la misma, sin grosor y sin huecos.  También dicha propiedad conduce al 
curioso caso de que dos segmentos de diferente longitud tienen la misma cantidad de 
puntos. 
 
Hemos llegado así a la consideración de  la recta como un conjunto de puntos que posen 
dos propiedades: la densidad y continuidad. 
 
¿Cuáles de las anteriores propiedades posee el conjunto de los fracciones racionales?.  
 
Para responder esta pregunta relacionemos los puntos de la recta con los números 
racionales: 
Iniciamos tomando dos puntos de una recta.  Al de lado izquierdo le asignamos el número 
0 y al derecho el 1.  La longitud de los dos puntos será el segmento unitario. 
 

A continuación se ubican los números enteros con regla y compás. 

  

Ahora ubicaremos la fracción racional  
1

2
  en la recta.  Trace una recta horizontal y ubique 

el segmento unitario 01.  Trace ahora una recta oblicua que pase por 0 y sobre ella ubique 
los enteros 1 y 2.  Trace un segmento desde el número 2 de la recta oblicua hasta el 
número 1 de la horizontal.  Trace una recta paralela a este segmento que pase por el 1 de 
la recta oblicua. El punto de corte de la paralela con la recta horizontal es el 

correspondiente a 
1

2
, porque: 
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Se obtienen dos triángulos semejantes Δ01x y Δ021. Se tiene entonces que sus lados 

correspondiente son proporcionales  
𝑥

1
=

1

2
, o sea que  𝑥 =

1

2
.  

 
¿A qué fracción racional corresponde x en cada grafica?  Explica tu repuesta usando 
semejanza. 

     
 
A continuación ubicaremos la semisuma de dos fracciones racionales, por ejemplo: 
1

2
+

5

2

2
=

6

4
. 

 

 
Por semejanza 

𝑥

1
=

6

4
, es decir 𝑥 =

6

4
.   Observamos que entre los racionales 

1

2
 y 

5

2
 está el 

racional  
6

4
, que corresponde a la semisuma.  ¿Puedes ubicar otro racional entre 

6

4
 y 

5

2
?  
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¿Qué número puedes ubicar?. ¿Entre dos racionales siempre existe un racional? ¿Hay 
infinitos? Explica por qué. 
 
Vimos que la semisuma de dos racionales está ubicada entre ellos.  Así, realizando varias 
veces la semisuma, se hallan puntos racionales ubicados entre los dos primeros 
racionales, consiguiendo una infinitud de racionales entre ellos.  Por lo tanto, la propiedad 
conocida como densidad de los puntos en la recta, la cumplen también los racionales, y en 
consecuencia, los elementos del conjunto de los racionales tienen un orden  denso. 
 
Ahora miremos otra propiedad de la recta: 
Es claro que entre los puntos correspondientes para 1 y 2 podemos ubicar una infinidad 
de racionales haciendo uso de la semisuma y la semejanza.  ¿A todo punto de la recta 
entre 1 y 2 le corresponde un número racional? 
  
Veamos: formemos un cuadrado de lado unitario como se muestra a continuación: 

 
Si se traslada una diagonal del cuadrado sobre la recta se obtiene un punto x cuya 
distancia a cero es igual a la diagonal, ¿el número correspondiente para x es racional?. 
 
En la actividad anterior vimos que la razón de la diagonal y el lado de un cuadrado no es 
racional, luego el número correspondiente para x no puede ser racional.  Por lo tanto, a 
todo punto entre 1 y 2 de la recta no le corresponde un número racional.  El valor de x es 
igual a la longitud de la diagonal, que según el teorema de Pitágoras 𝑑2 = 12 + 12 es 

𝑑 =  2.  ¿Hay más puntos en la recta que números en el conjunto de los racionales? 
 
Tratar de asignar a cada punto de la recta un número racional, o su equivalente, medir 
cualquier longitud, es imposible con los números racionales, pues existe una infinidad de 
ellos que no le corresponde un racional, por ejemplo: 

 
La grafica muestra que hay más puntos que números racionales. 
 
 
Ahora observemos la siguiente partición de los racionales en tres clases de números  
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1º partición: zona roja  
 
Se encuentran ubicados los 
racionales negativos y los 
racionales cuyo cuadrado es 
menor que 4. 
 

2º partición: zona amarilla 
  
Se encuentran ubicados los 
racionales cuyo cuadrado es 
igual a 4. 
 

3º partición: zona verde  
 
Se encuentran ubicados los 
racionales positivos cuyo 
cuadrado es mayor que 4. 
 

 
El racional 1,12 está en la parte roja ya que (1,12)2 = 1,2544  y el racional 1,5 se 
encuentra en la zona verde pues (1,5)2 = 2,25. 
 
El número 2 está en la zona amarilla y separa los racionales de la zona roja de los 
racionales de la zona verde. 
 

¿En qué zona se encuentra ubicados los racionales 2,3;  1,14;  
2

5
  y  

3

2
? 

 
Si en la partición anterior, en lugar del 4 tomamos el 9, ¿Cuál es el racional que separa la 
zona roja de la verde? ¿A cuál zona pertenece dicho número? ¿Es el único racional que se 
encuentra en esa zona? 
 
Ahora, si para la partición, en lugar del 4 se toma el 2, ¿Habrá algún número racional en 
la zona amarilla?  
 
Como no existe número racional cuyo cuadrado sea 2, se sigue que ningún racional está 
en la zona amarilla, y en consecuencia, algunos puntos de la recta no se les puede asignar 
un número racional.  Por este hecho se concibe el conjunto de racionales discontinuo en 
relación con la continuidad de la recta en cuanto a la no correspondencia entre los 
números racionales y los puntos de la recta.  Esta discontinuidad la podemos entender 
también como otra forma de incompletitud del conjunto de los racionales respectos a la 
imposibilidad de estos para representar la medida de cualquier magnitud (en particular la 
longitud de todo segmento). ¿Con cuál conjunto de números se podrá representar la 
medida exacta de un segmento cualquiera? 
 
Llamaremos conjunto de números reales 𝑹 a la unión de los números racionales e 
irracionales.   
 
Al igual que el conjunto de los racionales, en 𝑅 sus elementos están distribuidos en orden 
denso.   
Una pulga está ubicada en el punto correspondiente al número 0 en una recta. 
Decide saltar al siguiente número real, ¿podrá hacerlo?. 
No podrá hacerlo, ya que si suponemos que 𝑥 es el siguiente número real de 0, la 
semisuma  estará antes de 𝑥 con respecto a 0, e igualmente, las sucesivas semisumas 
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0+
𝑥

2

2
=

𝑥

4
,   

𝑥

8
 ,… , estarán más cerca de 0, pero ninguno será el siguiente real a 0 porque 

siempre habrá uno entre ellos por la semisuma.  Podemos decir que entre dos reales hay 
una infinidad de números reales, pues la semisuma siempre estará entre ellos. 
 
Por otra parte, el conjunto de los reales además de ser denso también es continuo.  
Cuando se parte el conjunto R en tres zonas (roja, amarilla y verde) siempre existirá un 
número real ubicado en la zona amarilla.  Por ejemplo, 
 
Para una partición en 𝑅  
Zona roja: reales negativos y reales cuyo cuadrado es menor que 2 
Zona amarilla: reales cuyo cuadrado es igual a 2 
Zona verde: reales positivos cuyo cuadrado es mayor que 2 
¿Qué número real está en la zona amarilla? 

 
 
Inmediatamente reconocemos que es el número real 𝑥 cuyo cuadrado es 2, 𝑥2 = 2,  o sea 

𝑥 =  2 . 
 
Anteriormente se mostró que esta partición en los racionales no tiene elemento en la zona 
amarilla, mientras que para 𝑅, como acabamos de notar, si lo hay; existe un elemento en 
la zona amarilla que produce la partición de 𝑅 o separa la zona roja de la zona verde.  Por 
este hecho a 𝑅 se le denomina un conjunto continuo. 
 
Hemos concebido dos conjuntos, la recta y R, cuyos elementos se distribuyen en forma 
densa y continua.  Este hecho implica que cada número real puede hacerse corresponder 
con un único punto de la recta y viceversa. Por tal razón, a la recta con cada punto 
etiquetado con un  número real se llamara recta real. 
 
Otra consecuencia de ser 𝑅 completo es que con ellos se puede: 
Asignar un número real a cualquier magnitud representando su medida. 
Dar solución a ecuaciones que no pueden resolverse con los racionales. 
 
 
ACTIVIDAD DE AFIANZAMIENTO 
 
a. Para cada grafica escribe el respectivo valor racional de x: 
 
i.        ii. 
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iii.        iv. 

                      
 
 
b.  

 
Trace una recta que pase por el número 3 de la recta oblicua y el número 1 de la recta 
horizontal. 
 
i. Trace paralelas a esa recta que pasen por los puntos 1, 2, 3, 4, 5 y 6 de la recta oblicua.  
Escriba los respectivos números para los puntos de la recta horizontal que resultan de su 
intercepción con las rectas paralelas. 
 
ii. ¿Cuáles números forman en la recta horizontal las rectas paralelas que pasan por los 
números 27 y 58 de la recta oblicua? 
 
c. Supongamos que tomo un trozo de recta real, digamos el que está entre 2 y 6, sin 
llevarme los puntos correspondientes para 2 y 6, ¿el segmento tiene extremos? ¿Les 
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corresponde algún número real?. Explica tu respuesta (ten en cuenta la propiedad de 
densidad) 
 
d. Suele simbolizarse el segmento anterior como (2,6) para decir que se toma todos los 
puntos de ese segmento de recta real excepto los puntos correspondientes a 2 y a 6. 
Cuando en un segmento de recta real se toma los extremos se usa un paréntesis como 
cuadrado, por ejemplo, el segmento [2,6] toma los puntos 2 y 6 de la recta real. 
De los segmentos (2,6] y [2,6), ¿Cuál tiene extremo superior y cuál extremo inferior? 
 
e. Se usa el signo ∞  para  representar todo el lado de una recta. De esa forma (-∞, ∞) 
representa a toda la recta y (-∞, 2) o [3, ∞) representan semirectas. 
De las siguientes semirectas cuáles tienen extremo superior y cuáles extremo inferior. 

i. (-∞, 2)  ii. (-∞, 9]  iii. [-7,∞)  iv. (-∞, − 5]  v. (-11,∞)  vi. [0,∞)   
 
f.  ¿Qué ente geométrico representa el símbolo [1,1]? 
 
g. Completa el cuadro de acuerdo a la condición dada 

 

Condición Gráfica Simbólica 

Reales positivos cuyo 
cuadrado es mayor que 2 

 

( 2, ∞) 

Reales negativos y reales 
cuyo cuadrado es menor 
que 5 

  

Reales positivos cuyo 
cuadrado es mayor que 2 y 
menor o igual a 5 

  

  
j. Hay números reales que cumplen la condición “ser menor o igual a todos los elementos 

del subconjunto de reales ( 2, ∞)”, como por ejemplo,   0, ½, -3, - 5, etc.  Entre los 
números que cumplen tal condición existe uno que es mayor a todos ellos ¿Cuál es ese 
número? 
k.  Escribe en forma gráfica y simbólica el subconjunto de números reales: “Reales 
positivos cuyo cuadrado es menor que 3” 
En base a lo anterior: 
i. Escribe 5 números reales  que cumplan la condición “ser mayor o igual a todos los 
elementos del subconjunto anterior”. 
ii. ¿Cuál es el menor número real que cumplen la condición del punto i? 
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RESUMEN DE LA ACTIVIDAD 
 
La actividad inicia con la descripción de dos propiedades de la recta: su densidad y 
continuidad.  Después se muestra que todo número racional puede hacerse corresponder 
a puntos de la recta.  Seguidamente se representa la semisuma de dos racionales en la 
recta, pretendiendo que el estudiante descubra la densidad del conjunto de números 
racionales como una propiedad similar a la distribución densa de los puntos en la recta.  
Posteriormente se traslada sobre la recta segmentos inconmensurables con la unidad, 
identificando así puntos a los que no les corresponden números racionales, y 
consiguiendo de esa forma una diferencia en cuanto a cantidad de números en Q y la 
cantidad de puntos en la recta.  Finalmente, se define el conjunto de los números reales y 
se muestra que posee las propiedades de densidad y continuidad que tiene la recta, para 
que de esa manera, en relación a la similitud de la recta y 𝑅 en cuanto a esas 
propiedades, poder definir la correspondencia punto-número real, y así caracterizar o 
identificar a 𝑅 como un conjunto completo.  


