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Resumen

En este trabajo se estudia en general las representaciones de grupos finitamente presentados en
SL(2,C) concentrandonos en el estudio del subgrupo II de SL(2,Z[t]), generado por la matriz

. 1 0 -1
parabdlica A = [0 10
en la variable ¢ con coeficientes en los enteros. Previo a introducir este grupo, estudiamos
aspectos basicos de la teoria de representaciones y algunas familias de subgrupos de SL(2,C),
en particular, los grupos de Hecke. El grupo II es una generalizacién de los grupos de Hecke.
Describimos con claridad los elementos de II y estudiamos los subgrupos libres de indice 4.
Mostramos una lista de estos subgrupos y probamos que son los tnicos, estableciendo cudles de
ellos son normales.

ﬂ y la matriz eliptica B = [ } , donde Z][t] es el anillo de polinomios
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Introduccion

El tema general del trabajo es el de las representaciones de grupos en SL(2,C) y como tema
relacionado, nos concentraremos en el subgrupo Il de SL(2,Z[t]), generado por las matrices

a=lo )=l ) M

aqui Z[t] denotard el anillo de polinomios con coeficientes en los enteros y ¢ es una indetermi-
nada. Este grupo es llamado el grupo modular parametrizado y su estudio serd clave en este
trabajo. Vamos a presentar resultados relacionados con la descripcién de los sus elementos y
de sus subgrupos, especificamente aquellos subgrupos libres de indice cuatro; estableciendo con
claridad cuéles de ellos son 0 no normales.

Uno de los aspectos interesantes del grupo modular parametrizado es que su estudio implica
saber simultdneamente de un infinito nimero de subgrupos de SL(2,C), lo cudl es importante en
la teorfa de representaciones, especificamente en las representaciones en SL(2, C), las cuéles son
homomorfismos de un grupo cualquiera G en el grupo SL(2,C). Si tenemos una representacién
de un grupo G en SL(2,C), las imdgenes de subgrupos de G bajo la representacién resultan
ser subgrupos de SL(2,C), de igual manera las imédgenes inversas bajo la representacién de
subgrupos de SL(2,C) resultan ser subgrupos de G. Es asi que el conocimiento de subgrupos
y/o familias de subgrupos de SL(2, C) podria ser fundamental en la obtencién de informacién de
aspectos algebraicos del grupo G, como por ejemplo, informacién acerca del lattice de subgrupos
de G.

Por otro lado, el grupo SL(2,C) actia sobre el semiplano superior complejo extendido ce-
rrado H como un grupo de transformaciones fraccionarias lineales complejas, llamadas también
transformaciones de Mobius complejas, es decir las transformaciones del plano complejo de la
forma T'(z) = gjis, donde a, b, c y d son nimeros complejos tales que ad — bc # 0. Esta accién

preserva dngulos y circulos en el plano complejo extendido. El grupo especial lineal proyec-

tivo PSL(2,C), el cual es equivalente al grupo cociente S{Lfﬁc ), es isomorfo al grupo de las

transformaciones de Mobius complejas definidas por las matrices del grupo SL(2,C), éstas son

{T :C—-C:T(2) = ‘clzzjr'g, donde a,b,c,d € C y ad — bc = 1}. Es asi como se pueden identi-

ficar las transformaciones de Mobius definidas por las matrices en SL(2,C) con los elementos
del grupo PSL(2,C). Estos grupos han sido objeto de muchos estudios y tienen una estrecha
relacién con la Geometria Hiperbdlica, como se puede evidenciar en los trabajos de Riley y
Thurston [23] y [30].

La representacion de grupos fue muy importante para resolver el problema de clasificacién
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de grupos finitos. En este caso, la teoria de caracteres jugé un papel central. Algunos resultados
y métodos se extendieron para el caso de grupos compactos y de Lie. Para grupos en general
la situacion es diferente y hay que tener en cuenta otros aspectos, pero siempre se sigue con la
idea de buscar representaciones de los grupos en grupos conocidos.

Hay un caso muy especial cuando el grupo G es el grupo fundamental de una 3-variedad
M. En este caso, el estudio del grupo G tiene un interés geométrico y topolégico, adicional
al deseo de resolver el problema puramente algebraico de clasificaciéon de grupos. En este caso
usualmente lo que se quiere es extraer informacién sobre M a partir de la informacién que se
tenga de GG. Por eso la bisqueda de grupos en los cuales se quiere la representacion es especial.

En esta direccidn, los trabajos de Riley, [21], [22] y Thurston [30], abrieron una ruta revolu-
cionaria y muy prolifera en resultados al investigar representaciones de grupos de 3-variedades
en PSL(2,C). La razon por la cual fue tan exitoso este camino es que el grupo PSL (2,C) es
isomorfo al grupo IsoTH?, el grupo de las isometrias del espacio hiperbélico H?, que preservan
orientacién. Esto hizo que se le diera interpretacién geométrica a las representaciones y llevé
a resultados tan impresionantes como la Conjetura de Geometrizacién de las 3-variedades, es-
tablecida por Thurston y probada por Perelman en el 2001. Como corolario del teorema de
uniformalizacién de Thurston se prueba la conjetura de Poincaré. Véase [5] para una buena
introduccién al tema.

Asi que buscar representaciones en PSL (2,C) y por tanto, subgrupos de este grupo, es
un trabajo siempre muy importante. Ahora, para muchas 3-variedades, en particular los com-
plementos de nudos, se prob6 que toda representacién en PSL (2,C) se puede levantar a una
representaciéon en SL (2,C), y claramente, como PSL (2,C) ~ SL(2,C)/{I,—1I}, entonces
cualquier representacién en SL (2, C) induce una representacién en PSL (2,C). Como es mucho
mds natural trabajar en SL (2,C), resulta que nos podemos concentrar en buscar representa-
ciones en SL (2,C) y ya para la interpretacién geométrica, pasar al cociente.

El descubrimiento de la Geometria Hiperbdlica es uno de los acontecimientos cientificos
mds importantes de la época moderna y es uno de los casos de descubrimientos simultdneos
de la matemdtica, el cual se dio por los mateméticos Juan Bolyai y Nicolds Lobachevsky en
los afios 1820. Luego de la aparicién de ella, surgieron trabajos de distintos matematicos como
Poincaré, Picard, Bianchi, Klein, Killing, Hopf, Thurston, entre otros. Poincaré por ejemplo
enuncié el problema de hallar subgrupos propiamente discontinuos de isometrias directas de
H? y H3, es decir, subgrupos discretos de PSL(2,R) y PSL(2,C). Picard estudié el subgrupo
PSL(2,Z[v/—1]) de PSL(2,C), con Z[y/—1] el anillo de enteros algebraicos del cuerpo Q(v/—1).
Demostré que actia propia y discontinuamente en H?, o equivalentemente que es un subgrupo
discreto de PSL(2,C). Bianchi estudié el grupo PSL(2,0y), donde Oy es el anillo de enteros
del campo cuadratico Q(v/—d), d entero positivo. Lo hizo para muchos valores de d y, de hecho,
descubrié el concepto de "Orbifold", sin definirlo especificamente. Descubrié que el nimero de
terminales del "Orbifold", H3/PSL(2,04), coincidia con el niimero de clases del anillo Oy.

La Geometria hiperbdlica se hizo muy importante debido a su gran influencia en diversas
ramas centrales de la matemadtica. Troels Jorgensen y William Thurston hicieron una gran
innovacién en la topologia al descubrir que la geometria hiperbdlica constituye una poderosa
herramienta en el estudio de las 3-variedades y los nudos. Antiguos mateméticos como Picard,
Bianchi y Gieseking construyeron ejemplos de variedades hiperbdlicas. Pero fue R. Riley, [23],
[21], [22] quien comenzé un estudio ordenado asombroso que dio lugar a darle estructura unica
de variedad riemanniana de curvatura constante —1, de volumen finito y completa en la 3-
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variedad S® — 5/3, donde 5/3 es el nudo del ocho, haciendo un gran aporte a la teorfa de
nudos.

Podemos ver entonces que, estudiar los grupos SL(2,C) y PSL(2,C) y subgrupos de és-
tos es muy importante, no solo por sus aspectos algebraicos, sino también en el marco de la
Geometria Hiperbdlica puesto que, como hemos mencionado, actian sobre el plano hiperbdlico
como grupos de isometrias de éste. En particular, los subgrupos discretos, es decir subgrupos
dotados de la topologia discreta, de PSL(2,R) y PSL(2,C) resultan ser subgrupos propia-
mente discontinuos de isometrias directas del plano hiperbélico H? y el espacio hiperbélico H?.
Entre los subgrupos discretos de PSL(2,R) y PSL(2,C) podemos encontrar el grupo clédsico
modular, los grupos clésicos de Hecke, el grupo PSL(2,Z[v/—1]), entre otros. En este trabajo
definimos algunos de estos subgrupos y nos concentramos en un capitulo en estudiar los grupos
clésicos de Hecke, los cuales corresponden a una generalizacién del grupo cldsico modular. Los
grupos cldsicos de Hecke los definimos inicialmente desde el punto de vista de la Geometria
Hiperbélica como grupos triangulares, luego como subgrupos discretos de PSL(2,R) generados
por las transformaciones .

T(z):7yW(z):z—|—>\, (2)
donde A = A\, = 2COS(%), para ¢ > 3, con ¢ un nimero entero y vemos la relacién entre estas
definiciones. Para hacer el estudio geométrico de los grupos de Hecke vemos la necesidad de
incluir en el trabajo dos apéndices, en los cudles se dan a conocer definiciones, resultados y se
fijan algunas notaciones necesarios para mayor claridad de lo trabajado en dicho estudio.

Pero es el estudio del Grupo Modular Parametrizado II nuestro objetivo principal. Este
grupo no es en si mismo un subgrupo de SL(2,C); sin embargo, al darle valores a la variable;
t, si obtenemos un subgrupo de SL(2,C). De hecho para algunos valores de la variable ¢
obtendremos subgrupos que al proyectarse en PSL(2,C) resultan ser los grupos cldsicos muy
estudiados como los ya mencionados grupos de Hecke, grupo modular, grupos de Bianchi, entre
otros, y que, como indicamos antes, tienen una estrecha relacién con la Geometria Hiperbdlica.

El trabajo consta de 3 capitulos y dos apéndices. En el primer capitulo tratamos las rep-
resentaciones en SL(2,C), las trabajamos en dos secciones. En la primera seccién tratamos
aspectos generales de la teorfa de representaciones como las definiciones de representacién de
un grupo G en el grupo lineal general GL(V'), donde V' es un espacio vectorial, representacién
fiel, representacién irreducible y mostramos algunos ejemplos de representaciones. En la se-
gunda seccién introducimos algunas definiciones de subgrupos de SL(2,C), cuyas proyecciones
al grupo PSL(2,C) resultan ser los grupos clasicos discretos como el grupo modular, los grupos
de Bianchi y los grupos de Hecke; estudiamos otros subgrupos de SL(2,C) como el grupo de
Schild, los grupos G(m) y G(«, 3,7) e introducimos la definicién de otra familia de subgrupos
de SL(2,C) llamados grupos dos parabdlicos, véase [28].

El segundo capitulo de este trabajo estd dividido también en dos secciones, dedicadas com-
pletamente al estudio de los grupos clésicos de Hecke que, como hemos mencionado, los tratamos
desde dos puntos de vista. En la primera seccién damos una definicién netamente geométrica:
previamente definimos los conceptos de grupo de isometrias del plano hiperbdlico del tipo
(ar, B,7) y grupo triangular, para luego si definir los grupos de Hecke como grupos triangulares
con signatura (0 : 2,q,00), donde 3 < ¢ < oco. Terminamos la seccién con un resultado, que
probamos detalladamente, relacionado con la signatura de un grupo fuchsiano con elementos
parabdlicos y dominio fundamental con h-drea menor que w. Los conceptos de signatura de
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un grupo, grupo fuchsiano, dominio fundamental, asi como cada concepto y resultado de la
Geometria Hiperbdlica que necesitamos conocer en esta parte, lo podemos encontrar en los
apéndices A y B. Para mayor informacién véase [4].

En la segunda seccién trabajamos los grupos de Hecke como subgrupos discretos de PSL(2,R)
generados por las transformaciones de Mobius en (2), mostramos cémo podemos presentarlos,
introducimos los grupos de Hecke extendidos y mostramos una presentacién de ellos también.

En el dltimo capitulo hablamos del grupo modular parametrizado II. Este grupo fue intro-
ducido en [17], como generalizacién del grupo modular, grupos de Hecke y grupo 2-parabdlico.
En la primera seccién introducimos su definicién, mostramos dos formas equivalentes de escribir
las palabras en él, la forma W = B°A"V con V = BA".. A" B! y las formas +T},, £ BT},
+T,B, BT, B, donde T,, = A" B...A*1 B, que en esta seccién también definimos. Probamos
resultados relacionados a los polinomios que componen a las matrices 7,,, mostramos que estas
tltimas formas son distintas y por tltimo probamos que la forma inicial, W = B€A’"V con
V = BAJ" ... A1 B!, es tinica. En la segunda seccién nos concentramos en estudiar los subgru-
pos Ilg, Iy, ..., IIg de II, que alli definimos, vemos que los subgrupos 1l, ..., IIg son libres, de
indice 4 y que los primeros 4 son normales y los siguientes son no normales. En la tercera y
ultima seccién mostramos una presentacién del grupo Ily, mostramos que 1y es equivalente a
las intersecciones 11y NIy, 11y N 113, 113 N 114 v II4 N II;, mostramos unas presentaciones libres
de los subgrupos I1; N1l3 y Iy N1, y por tdltimo probamos que los subgrupos 11, ..., II4 son los
unicos subgrupos libres de II de indice 4. Véase [20]

En la parte final del trabajo hacemos dos apéndices: apéndice A y apéndice B, que son
realizados exclusivamente para facilitarle al lector el estudio de la primera seccién del segundo
capitulo del trabajo. En ésta parte se dan a conocer algunos conceptos y resultados importantes
para comprender lo que se estudia en el cuerpo del presente trabajo y para fijar notaciones,
lo cual se hace necesario debido a que en el trabajo se estudian temas de distintas dreas de
la matemadtica, por lo cual se debe tener cuidado con las definiciones y notaciones que no
son estdndar en todos los contextos. Los lectores con suficiente conocimiento de Geometria
Hiperbdlica pueden hacer la lectura de esta parte sin remitirse a los apéndices. Para mayor
informacién véase [4]. En el apéndice A tratamos las definiciones de plano hiperbdlico y disco
de Poincaré y enunciamos resultados relacionados con la relacién del grupo PSL(2,R) con estos
dos modelos. En el apéndice B trabajamos en los grupos Fuchsianos y definimos los conceptos de
region fundamental, tesela, teselacién, regién de Dirichlet, ciispides, terminaciones hiperbdlicas,
puntos cénicos, entre otros conceptos necesarios para definir por dltimo el concepto de signatura
de un grupo. Este es un concepto fundamental en la primera seccién del capitulo 2.
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Capitulo 1

Representaciones de Grupos en SL(2,C)

En este capitulo estudiamos algunos conceptos béasicos de la teoria de representaciones en ge-
neral, asi como familias de subgrupos de SL(2,C) y prporcionamos ejemplos importantes de
representaciones de grupos de nudos en SL(2,C). En la primera seccién damos la definicién
de representacion de grupos en el grupo de transformaciones lineales invertibles, GL(V), la
definicién de representacién irreducible y la definicién de una representacion fiel. Solo damos
algunas definiciones y resultados bésicos. Para las pruebas y mas informacién véase [29].

En la segunda seccién, en primera instancia, introducimos la familia especial de subgrupos

1t 0 -1
de SL(2,C), generados por las matrices A; = 0 1 y B= [1 0 ] , para cada t € C; luego

continuamos con los subgrupos de SL(2,C) pertenecientes a esta familia, que al proyectarse en
PSL(2,C), dan como resultados el grupo cldsico modular, los grupos de Bianchi y los grupos
clasicos de Hecke. Definimos el subgrupo de SL(2,Z[t]), llamado el grupo dos parabdlico, y
mostramos la familia de subgrupos de SL(2,C) a la que da lugar; introducimos los subgrupos
G(m)y G(a, B,v) de SL(2,C) y terminamos el capitulo mostrando ejemplos de representaciones
en subgrupos de las familias anteriores, de grupos de nudos particulares. Nos limitamos a dar
una definicién de dichos subgrupos sin profundizar en el estudio de ellos, con excepcién de los
grupos de Hecke, los cuales estudiamos en el siguiente capitulo. En la tercera seccién mostramos
tres ejemplos de representaciéon de grupos especificos en SL(2,C). Estos grupos son grupos de
nudos y el descubrimiento de estas representaciones por Riley jugé un papel central en la

transformacion del estudio de las 3-variedades en general y de los nudos en particular.

1.1 Conceptos basicos de las representaciones de grupos

Sea V' un espacio vectorial. El conjunto Hom(V') es el conjunto de las transformaciones lineales
A :V — V y para cada par de espacios vectoriales V' y W, Hom(V, W) es el espacio de
transformaciones lineales de V' en W. Denotamos por GL(V') al grupo lineal general, el cual es
tal que GL(V) C Hom(V) y estd conformado por las transformaciones lineales de V en V' que

son invertibles.

Definicién 1.1.1 Una representacion de grupo del grupo G es un homomorfismo p de G a

GL(V) para alguin V. La dimension de V es llamada el grado de la representacion. Si p es



tnyectivo, decimos que la representacion es fiel.

En particular cuando hablamos de una representacién de un grupo cualquiera G en SL(2,C),
nos referimos también a un homomorfismo, pero que va del grupo G en el grupo especial lineal,

SL(2,C).

Teorema 1.1.1 Sea U : G — GL(V') una representacion del grupo finito G. Entonces V tiene

un producto punto (-,-) en el cual cada U(g) es unitario, esto es,

({U(g)v,U(g)w) = (v, w)
para todov, w eV ygeQqG.

Definicién 1.1.2 Sean U y V' representaciones de un grupo G. Se define la suma directa de
UyV,UaV, como
UeaV)(g) =Ulg) e Vi),

la cual es también una representacion, llamada la representacion suma directa.

Definicién 1.1.3 Sea U una representacion de G en V, con V un espacio de Hilbert. Un

subespacio W C V' es llamado invariante si para todo g € G yw € W, U(g)w € W.
Teorema 1.1.2 Si W es un subespacio invariante, entonces el subespacio

Wt ={veV: (v,w) =0 para todo w € W}
también es un subespacio invariante.

Definicién 1.1.4 Una representacion U de G en'V es llamada irreducible si y sdlo si los inicos

subespacios invariantes de V' son {0} y V.

Corolario 1.1.3 U es irreducible si y solo si no puede ser escrita como una suma directa de

representaciones no triviales,(esto es, no cero dimensionales).

Teorema 1.1.4 Cualquier representacion de un grupo finito G puede ser escrita como una

suma directa de representaciones irreducibles.

1.2 Subgrupos de SL(2,C)

En esta seccién nos concentramos en subgrupos del grupo especial lineal SL(2,C). En este punto

vale la pena decir que todos los subgrupos de SL(2,C) de los que hablamos inicialmente fueron



trabajados como subgrupos de PSL(2,C) sin embargo a veces se trabajan como subgrupos de
SL(2,C), lo cual puede llevar a confusiones. Debido a que existe un homomorfismo natural 7 :
SL(2,C) -PSL(2,C) con kernel de 7 el conjunto {I, —I}, entonces no hacemos distincién entre
subgrupos de SL(2,C) que contienen {I, —I} y los correspondientes subgrupos de PSL(2,C).

Las representaciones que surgen en Geometria Hiperbdlica son las representaciones en
PSL(2,C). Debido a que el grupo PSL(2,C) es el cociente SL(2,C)/ {£1}, las grupos PSL(2,C)
y SL(2,C) no difieren mucho, facilitando la posibilidad de pasar de representaciones en SL(2, C)
a representaciones en PSL(2,C). Por esta razén nos concentramos en esta seccién en subgru-
pos de SL(2,C) y cuando necesitemos trabajar en PSL(2,C) hacemos el cociente por {+I},
teniendo presente las consideraciones que esto requiera.

Sea t un nimero complejo fijo. El grupo generado por las matrices

O I
o1l 7771 o

es un subgrupo de SL(2,C). Nétese que, para cada nimero complejo ¢ obtenemos un subgrupo
propio, G(t), de SL(2,C); por tanto, el conjunto {G(t) : t € C} es una familia de subgrupos de
SL(2,C). Cuando t = 1 obtenemos el subgrupo de SL(2,C) llamado grupo modular.

A continuacién damos una definicién precisa del grupo modular, de los grupos de Bianchi y de

A =

los grupos de Hecke, vistos como subgrupos de SL(2,C).

Definicién 1.2.1 Definimos el grupo modular como el subgrupo de SL(2,C) generado por las
0 0 -1
B = .

1
A continuacién definimos los subgrupos de Bianchi. Para esta definicién debemos tener

matrices A =

en cuenta el anillo de enteros del campo cuadratico Q(v/—d), donde d es un entero libre de
cuadrado, Oy, el cual es el anillo conformado por los nimeros de la forma a + wb, donde w esta
dado por
| V=d sid=2,3 (mod 4)
w—{ HT‘/jd sid=1 (mod 4)

Asf por ejemplo el anillo de enteros del campo cuadrético Q(v/—1) es O1 = {a + bv/=1 : a,b € Z},

anillo que es llamado el anillo de los enteros gaussianos.

Definicién 1.2.2 Sea d € N un entero libre de cuadrado y sea Oq4 el anillo de enteros del campo
cuadratico Q(v/—d). Se definen los grupos de Bianchi como los grupos SL(2,04).

Nétese que Oy es un subconjunto de C, por tanto SL(2,0y4) es un subgrupo de SL(2,C).
El grupo de bianchi que se obtiene cuando d = 1, es llamado el grupo de Picard. Noétese

que en este caso el anillo Oy es el de los enteros gaussianos. Véase [2].



Los grupos de Bianchi son especialmente importantes en la Geometria Hiperbdlica. Estos
actian en el espacio hiperbdlico como isometrias del plano que preservan la orientacién y el
cociente H3/PSL(2,0,) es lo que en geometria se conoce como 3- Orbifold que no es compacto
pero tiene volumen finito. Estos grupos han sido muy estudiados y tienen gran cantidad de
aplicaciones en geometria y topologia (véase [1]). Es asi como tener representaciones de grupos

en los grupos de Bianchi cobra mucha importancia.

Definicién 1.2.3 El grupo generado por las matrices en SL(2,C)

1 1+
0

0 —(1-14)/V2
(1+14)/v2 0

A = 3=

w0 0o
—(1-=9/2 (1-1)/2

es llamado el grupo de Schild y se denota por X.

Definicién 1.2.4 Los grupos generados por las matrices en SL(2,C)

1 A 0 —1
Ay = ,
01]y2[1 0]

donde Ny = 2003(%), para q > 3, con q un numero entero, son llamados los grupos de Hecke.

A =

Como hemos dicho trataremos los grupos cldsicos de Hecke en el siguiente capitulo, los

cuales se obtienen proyectando éstos en PSL(2,C).

Definicién 1.2.5 Consideremos el anillo de polinomios Z [t|, donde t es una variable. El grupo

1 0 1 1
dos-parabdlico es el subgrupo de SL(2,7 [t]) generado por X = L 1] yY = [0 1] .

Nétese que por cada x € C tenemos un subgrupo de SL(2, C), por tanto podemos considerar
la familia de subgrupos de SL(2,C), {H; :t € C}, donde H; = (X,Y).

Definicién 1.2.6 Para m € R, sea K(m) el subgrupo de SL(2,R) (en consecuencia subgrupo
de SL(2,C)) generado por las matrices

b5l

Tenemos entonces otra familia de subgrupos de SL(2,C), {K(m) : m € R}. Esta familia ha
sido muy estudiada por matemadticos como Sanov, quién en 1947 probé que K (2) es libre (véase
[27]), después Brenner mostré que K (m) es libre para todo m € R tal que |m| > 2, véase en [7].

Bachmuth y Mochizuki definieron otra familia de subgrupos de SL(2,R), la cual introduci-

mos a continuacién. Se puede consultar mds acerca de ella en [3].
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Definicién 1.2.7 Se define el sugrupo G(a, 3,7) de SL(2,R) generado por

l1+4a —« 1 - 1 0
0 1 v 1

ho =
«o l—«

1.3 Ejemplos

En esta seccién vamos a mostrar ejemplos de representaciones en SL(2,C) de tres grupos
especificos. Los tres grupos son ejemplos de grupos de nudos, es decir, cada uno de ellos es
el grupo fundamental de la 3-variedad que se forma al tomar el complemento en S? de una

vecindad tubular de un nudo. En la Figura 1.1 mostramos un diagrama de los nudos que vamos

D &

) Nudo g ) Nudo 6,

a considerar.

Figura 1.1

Para nuestro trabajo lo inico que usamos es una presentacién del grupo con dos generadores
y una relacién, y no tenemos en cuenta el origen del grupo ni su interpretacién topolégica. Pero
para el desarrollo de la teoria de nudos estos ejemplos fueron definitivos, en especial el primero

de ellos.

1.3.1 Representacién del grupo del nudo 4,

El grupo que se muestra en la Figura 1.1 a) es el nudo del ocho o nudo de Saboya, que se conoce
en las tablas de nudos con el c6digo 41 y también como el nudo racional (5,2). El grupo de este

nudo admite la siguiente presentacién
G = (a,b | bab~ta"tb = ab_la_lba> .

Note que esta presentacion tiene sélo dos generadores y una relacién, que usualmente se escribe
como bw = wa, donde w es la palabra w = ab~'a~'b. Este es uno de los grupos fundamentales
de 3-variedades con una presentacién mas simple, asi que fue al primero que Riley le estudio

las representaciones SL(2,C), véase [21].



Para definir una representacién p : G — SL(2,C) se deben buscar matrices en SL(2,C)
que sean las imédgenes de los generadores y mostrar que estas matrices satisfacen la relacién del

grupo. Denotemos
A=p(a) vy B=p(b).

Lo que hizo Riley fue suponer que la representacién fuera parabdlica, es decir que las matrices

Ay B tuvieran traza 2. Por tanto, supuso que se podia tomar sin perdida de generalidad que

10 11
; B = ;
¢ J L J

para algin ndmero complejo t. Y procedié a buscar un valor de ¢ que permitiera que p asi

A=

definido fuera representacion.

Repitamos el proceso y busquemos t. Denotemos por W la palabra p (w) = A-B~1-A~1. B,

entonces:
10 1 -1 1 0 11
W o= . ) .
t 1 0 1 —t 1| |0 1
_ t+1 t o t+1 t
tt+1)—t 2 —t+1 2 2 —t+1|
Luego i i i
1 1) |t+1 t +t+1 241
5w — |t _ |ttt +
0 1 2 2—t+1 12 2 —t+1
y _ i _ i
t+1 t 10 2+t+1 t
W Ao + ‘ _ |ttt
_ﬁ P —t+1 t 1] | 34+t ﬁ—t+y

asi que la igualdad B-W = W - A nos lleva a la igualdad de matrices

+t+1 t
B4+t 2—t+1

P+t+1 241
t2 2 —t+1

que corresponde a un sistema de cuatro ecuaciones polinomiales en la variable ¢, que se reduce
a dos ecuaciones
t2+1=t y 2=t +t

pues las otras dos son triviales. Estas dos ecuaciones son la misma y conducen a que ¢t cumpla

2 —t+1=0



es decir, que si tomamos a ¢t como una raiz cibica primitiva de —1, entonces p es una repre-

sentacién. Asi que tenemos que para
1 1 1 1
21\/§+ 5 © 5 21\/5

se tiene representacién de G' en SL(2,C).

Si tomamos t = %Z\/g + %, se tiene la representacion

pla)=A=

1 0 11
L(iv/3+1) 1]’ p(b):B:[o 1]

y se puede probar que es una representacion fiel, es decir que p es un homomorfismo 1-1 y por

1 0 1 1
G:<A’B>:<[;<m+1> 1”0 1]> -y

Se puede probar que si se toma t = % - %z\/g se obtiene una representacién equivalentes, es

tanto

decir, la tnica representacion parabdlica del grupo G estd dada por (1.1). Este grupo G estd
estrechamente relacionado con el grupo II; que estudiaremos en el Capitulo 3, y es una de las
motivaciones para definir el grupo modular parametrizado.

Los otros dos ejemplos que presentamos son de la misma familia, asi que sélo mostraremos

la presentacién del grupo y el valor de t que permite encontrar una representacién fiel.

1.3.2 Representacion del grupo del nudo 5,

El nudo 52 se ve en la Figura 1.1 b), se conoce también como el nudo racional (7,3). Admite
una presentacién de la forma

G = (a,b | bw = wa)

donde w es la palabra w = aba~'b"1ab.

Se plantea también que queremos una representaciéon p : G — SL(2,C) donde

1 0 11
p(a)zAzL 1], y p(b)szlo 1]

En este caso tenemos que
1 1 1 0 1 -1 1 0 1 1
0 1 —t 1 0 1 t 1 0 1

10
W =
t 1
2 —t+1 2 +1
t(tP+1) B4+ +2t41




Por tanto

B2 +1 B+22+2t+2
Bowe|CTET +2t* + 2¢ +
t(t*+1) £+ +2t+1
y
B34+t 4+1 2 +1
W.A— + % + +

t(E 202 +20+2) B+t2+20+1

asi que necesitamos t que cumpla
B2t +oa+2=1t24+1

B 4+24+20+1=0,

que tiene como solucién ¢t = —0.21508 — 1.307 14, t = —0.21508 + 1. 307 1¢,t = —0.569 84. Las
dos primeras raices dan lugar a representaciones equivalentes, que son fieles, y la 1iltima no se

acostumbra tener en cuenta, pues llega a SL(2,R), que no es lo que se busca en este caso.

1.3.3 Representacién del grupo del nudo 6,

El nudo 6; se ve en la Figura 1.1 c), se conoce también como el nudo racional (9,5). Admite

una presentacion de la forma

G = (a,b | bw = wa)

donde w es la palabra w = ab~ta"tbab~ta~1b.

Se busca una representacién p : G — SL(2,C) donde

10 11
a :A: 5 b = =
p(a) - y  p(b) [0 1]
que conduce a
oo |2l %+ 2t
B 4 4 22 B 322t 41
Por tanto -~
B — P 43 20+ 1 3t + 1
] 4 4+ 212 th— #3432 — 2t + 1
y _ i
WA= 32+ 2041 t* + 2t
o+ 33+t 13312 -2t +1

asi que necesitamos que ¢ cumpla

3+ 1=+ 2t



O sea
3432 —2t4+1=0,

que tiene soluciones ¢ = 0.39512 4 0.506 847, ¢ = 0.39512 — 0.506 844,¢ = 0.104 88 — 1.552 5%, y
t =0.10488 + 1. 552 5.



Capitulo 2

Grupos de Hecke

En éste capitulo estudiaremos los grupos cldsicos de Hecke en el contexto de la geometria
hiperbdlica y desde el punto de vista algebraico. En la primera seccién trabajamos la geometria
de los grupos de Hecke. Para definirlos debemos previamente introducir los grupos de isometrias
del plano de tipo («, 3, 7) y los grupos triangulares, los conceptos referentes a la geometria
hiperbdlica necesarios aqui se dardn en los apéndices de este trabajo. En la segunda seccién
nos concentramos en los grupos de Hecke vistos desde el dmbito del dlgebra, mostramos una
presentacién de ellos, definimos los grupos de Hecke extendidos y también mostramos una

presentacion para estos.
2.1 Aspectos Geométricos de los Grupos de Hecke

En ésta seccién definimos lo grupos de Heche teniendo en cuenta el concepto de signatura
de un grupo Fuchsiano y se presenta un resultado importante sobre grupos no elementales.
Debemos tener en cuenta que trabajaremos con isometrias del plano hiperbdlico y por tanto
cuando usemos la distancia p, nos referimos a la distancia hiperbdlica, de la cudl hablamos en

el apéndice A

Definicién 2.1.1 Un grupo G de isometrias del plano hiperbdlico es llamado de tipo (o, 3, )

si y sdlo si G es generado por las reflexiones a través de los lados de algun tridngulo con dngulos

a, B y.

Definicién 2.1.2 Un grupo G es un (p, q, r)—grupo triangular si y sélo si G es un grupo
conforme de tipo (7 /p, 7/q, ©/r). Llamamos G un grupo triangular si éste es un (p, q, r)—grupo

triangular para algunos enteros p, q y r.

A continuacién definimos los grupos de Hecke usando el concepto de signatura. Para més

detalles de este concepto, véase apéndice A.

Definicién 2.1.3 Un grupo de Hecke es un grupo triangular con signatura (0 : 2,q,00) para

algin entero q satisfaciendo 3 < g < 400
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Ejemplo: Sean
9(z) = —1/z, h(z) = z 4 cos(m/q)

entonces (g, h) tiene signatura (0 : 2,¢,00). Como cualquiera dos grupos triangulares con la

misma signatura son conjugados, vemos que cualquier grupo de Hecke es conjugado a (g, h) .

Proposiciéon 2.1.1 Sea G un grupo fuchsiano con elementos parabdlicos. Si G tiene un do-
minio fundamental con h-drea menor que m, entonces G tiene una de las signaturas (0 : 2, q, 00)
donde 3 < qg<+o00 0 (0:3,q,00) conq=3,4 05.

Prueba. Como el dominio fundamental tiene drea finita , G no tiene terminaciones hiper-
bélicas, entonces G tiene signatura (k : my, ..., m,, 00), el 0o estd presente ya que sabemos que

G tiene elementos parabélicos. De la Seccién 10.4 de [4] se deduce que

2 <m, (2.1)

2% — 243 <1—1>+1

Jj=1 /

my

como m;j > 2, entonces —l_ > —1
m;

3

2[2k—1+2<1—1>] < 1=4k—-2+42% (1—1><1;»
. &

J=1 J my

M=

n 1
dk—24+2>1-2 —
=1 T

n 2
< 1=4dk—-242n+> ——<1=
i=1 J ] '

7=1 my;

3

dk—24+2n+ > -1 < 1=4k—-242n—n<1l=4k+n <3,
=1

<

de donde se sigue que k = 0y n = 2, reemplazando éstos valores en (2.1) tenemos que

ol (- )

1 1 1 1 1
< - =

2[2(0)—2+§ (1—1>+1

J=1 /

m;

de donde se sigue que min{m,m2} < 3. ®

La prueba del siguiente teorema la haremos con todo detalle para mostrar el tipo de ra-
zonamiento que se utiliza, las otras pruebas se pueden consultar en [4]. En dicha prueba
consideramos que u, v y w son puntos no colineales en el plano hiperbdlico, «, 8 y v los dngulos

v a, b y c las longitudes de los lados del tridngulo con vértices u, v y w. Los tres vértices del
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tridngulo determinan un nimero positivo A el cual es definido por

A = senh(a)senh(b)sen(vy) (2.2)
= senh(b)senh(c)sen(«)
= senh(c)senh(a)sen(p).

Esta igualdad se da como consecuencia de la regla del seno. Tomamos el lado [u,v] como la
base del tridngulo que estd sobre la geodésica L, entonces la altura del tridngulo es p(w, Ly,)
donde

senh p(w, L,,) = senh(a)sen(f).

Asi podemos también escribir
A = senh(base) x senh(altura),
independientemente de cual lado sea la base.

Teorema 2.1.2 Sean f, g y h elementos elipticos de orden 2 los cuales generan un grupo no
elemental G, supongamos que u, v y w son, respectivamente, puntos fijos de f, g y h y sea A
como en (2.2).

1) Si X > 1 entonces G es discreto y tiene signatura (0 :2,2,2;0;1).

2) Si A =1 entonces G es discreto y tiene signatura (0 : 2,2,2;1;0).

3) Si A < 1 entonces G es discreto solo si A es uno de los valores

2 3
005(2)7 q=>3; COS(%), q>5; cos(%), q>T:

las posibles signaturas para G son

(0:2,2,2,¢;0;0), (0:2,3,¢;0;0), (0:2,4,q;0;0).

12



Prueba. Supongamos primero que A > 1 entonces podemos construir el poligono

Figura 2.1

donde v’ y v’ son imdgenes de u y v respectivamente bajo alguna potencia del elemento fg. En
[4] podemos observar un resultado que afirma que una isometria g es hiperbdlica si y sélo si
puede ser representada como g = 0201, donde 0 es la reflexién en L;. Teniendo en cuenta la
figura anterior tenemos que

o109 = h, o103 = fg,

entonces fg satisface las condiciones antes mencionadas, por tanto este elemento es hiperbdlico,

con eje L. Nétese que de la prueba de [4, Th.11.5.1] tenemos que

p(L17 L3) = P(U,’U) = p(Lla L4)7

asi
p(L3, La) = 2p(u, ).

Ahora como

u' = (fg)"(u) y v' = (fg)"(v), para algunos enteros m y n,

tenemos que,
(fo)" f(fg) ™ (W) = (fo)" f(u) = (fg)™ (u) = '

y similarmente

(f9)"g(fg) () =1/,

luego (fo)™f(fg) ™y (fg)"g(fg) ™ fijan a v’ y v' respectivamente.
Reciprocamente, si I' y ® fijan a v’ y v/, respectivamente, entonces I' = (fg)" f(fg)™™ y

® = (fg9)"g(fg)~™. En efecto, sabemos que I' € G, por lo tanto I' se puede escribir como
una palabra en f, g y h. Ahora, fh y gh se pueden escribir como la compuesta de reflexiones

01703 y Y0302071, respectivamente, siendo « la reflexion en L, luego ni fh (u') ni gh (u') caen
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en L, es decir, no pueden fijar v/, asi que I € (f, g). Entonces sélo se pueden dar los siguientes

Casos:

= (fo)

= g(fo9) f
= (fo)* f
= g(f9)*,

para algin entero k.

Supongamos que se cumple iii), esto es, I' = (f g)k f, para algin entero k, entonces, dado que,

(FO)™f(f9) ™ = (f9)" f(gH)™ = (f9)" fafaf-.af = (fo)™(f9)™f = (f9)*"f,

es decir, (fg)?" f fija a u', se sigue que

(f)"f (W) = (fo)*™f(u) = f (W) = (fg)*" " f() =
u/ _ (gf)2mik(u/),

luego u' es dejado fijo por (gf)2m*k. Ahora:

u = (f9)*" f(d) = (fafg..faf)(gfaf..af) ) = (fafg..faf) () = (fg)...f (),

k—1 2m—k

entonces u' = (fg)! f(u'), con t = k — 1. Repitiendo este proceso llegarfamos a que v’ = f(u'),
lo cual no es cierto. De donde se sigue que I" = (fg)zm f.
Ahora, supongamos que se cumple i), esto es, I' = (f 9)*, como v = (f 9)™(u) siendo ésta

la menor potencia en la que ocurre ésto, entonces

(fo)F (u) =u' = (fg)™(u) = u' = (f9)™ *(u),

pero m — k < m lo cual contradice la minimalidad de m. Asi que I' no puede ser ninguna
potencia de fg.
Supongamos que se cumple ii), esto es, I' = ¢ (fg)k f, entonces, como (fg)sz(u‘) =,

tenemos que para k + 1 > 2m, entonces k + 1 = 2m + s para cierto entero s y
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g(f9)f f) = o' = (fo) T (i) = f(u) =
(f9)° (f9)*" f(W) = f@)= (f9)° (W)= f()=
f(fg) () = W,

luego

F(f9) W) = (fo)*"f(u) = (fg)° (u) = (¢f)*" () =
@) 2" (f9)* (W) = ' = (fo)™™ () =o' =
(f9" ' W) =

pero ésto es una contradiccién, ya que habfamos probado que ninguna potencia de fg fija a u/'.

Ahora, para k + 1 < 2m, tenemos que 2m = k -+ t, para cierto entero ¢, entonces

(f9)' (f9)* f(u') = (fo)' F(W) = o' = (fg)' f(u),

pero de (i) tenemos de lo probado anteriormente que ¢t = 2m entonces k = 0, asf (¢f) (v') = o/,
de donde se sigue que (fg) " (u/) = v/, entonces v/ es fijado por una potencia de fg, lo cual es
una contradiccién. Por tanto el caso ii) se descarta.

Por dltimo si se cumple iv), esto es, si I' = g (f g)k, entonces

) = = ()" ) =
(f9)* () = g(fg)"f(u') =
) = (9P (W) =
(u)

= u,7

entonces u' es fijado por una potencia de fg lo cual es una contradiccién. Entonces el caso
iv) se descarta. Asi que I' = (fg)sz = (fg)"™f(fg)~™. En forma andloga se prueba que
® = (fg)"g(fg)™". Ast que los elementos que fijan a v’ y o' son (fg)" f(fg)~™ y (f9)"g(fg)™"
respectivamente.

Los mapeos que aparean los lados del poligono generan a G y por teorema de Poincaré [4,
Th.9.8.4], el poligono es un dominio fundamental para G. En éste caso G contiene 3 clases
maximales conjugadas de subgrupos ciclicos elipticos maximales, cada uno de orden 2. Ahora
de acuerdo a la Figura 2.1 tenemos que al hacer la identificacién sélo hay una vecindad tubular,
esto es una terminacién hiperbdlica y que no hay puntos comunes en el infinito, es decir no hay

cuspides, en consecuencia la signatura de G estd dada por (0 : 2,2,2;0;1), lo cual prueba (1).
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Ahora haciendo una modificacién se tiene (2) si A = 1 teniendo en cuenta que (Lg, L3) = 1,
pero (Lg, L3) =coshp(Le, L3) y en tal caso coshp(Lg, L3) = 1, de donde p(Lg, L3) = 0 y asi
Ly y L3 son tangentes en un punto, o (Lg, Lg) =cos¢ donde Lo y L3 se encuentran formando
un dngulo ¢. Por tanto en cualquiera de éstos casos Lo y L3 son tangentes en el infinito e
igualmente Lo y L4 son tangentes sobre el circulo en el infinito. Asi que podemos representar

esta situacién en la Figura 2.2

Figura 2.2

Al hacer la identificacién dada, G contiene 3 clases maximales conjugadas de subgrupos
ciclicos elipticos maximales, cada uno de orden 2, pero en éste caso no hay vecindades tubulares
y sf un punto en comun en el infinito, es decir, no hay terminaciones hiperbdlicas y hay una
cuspide, por lo tanto la signatura de G estd dada por (0:2,2,2;1;0)

Por tltimo, si A < 1, Ls se encuentra con L3 y Ls un dngulo 6 y se considera entonces el

siguiente poligono
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Figura 2.3

, claramente por lo antes dicho y teniendo en cuenta que el dgulo en el que se intersectan los
lados es 0, entonces A =cosf. Supongamos que G es discreto entonces de [4, Pag 303] tenemos

que hgf (o hfg) satisface

hgf = (0201)(0103) = 0203

y esto es la rotacion del dngulo 26 alrededor de (. Sea ¢ el orden del elemento eliptico hgf,
entonces cos(2¢gf) = 1, de donde se sigue que 2¢gf = 27p para algin entero positivo p, (p,q) = 1,
asi que 0 = % para algin entero p, (p,q) = 1. Si p = 1 obtenemos un poligono fundamental
para G. Como observamos en la imagen anterior el poligono no tiene terninaciones en el infinito,
asi que no tiene ni terminaciones hiperbdlicas ni cispides, por tanto, la signatura de G es
(0:2,2,2,¢;0;0). También tenemos que A :cos(g). Sig=1log=2,entonces A\=—-10A=0
lo cual no puede ser ya que A > 0, asi que ¢ > 3. Ahora supongamos que p > 2. La G-imagen
del cuadrildtero compacto cubre el plano hiperbdlico (existe un nimero positivo r tal que cada
punto del cuadrildtero yace en un disco de radio r cubierto por la G-imagen) asi, suponiendo

que G tiene signatura y considerando las areas tenemos

S
1 9
o [2k -2+ <1—> <g- P
= m;j q

De donde se sigue de [4, pdg. 270] que 4k—4+s < 1y claramente tenemos que 0 < 2k—2+s,
asi que, para que se cumplan simultdneamente éstas dos desigualdades se debe tener que k = 0

y s =3 0 s = 4. Supongamos que s = 4. Como G contiene un elemento de orden ¢, podemos
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asumir que ¢ divide a my4. Entonces como p > 2, m; > 2y q < my, tenemos
4
1 1 1
2|=——| <2|2- 1——
iom =22 (o5

=1

como p > 2y q < my, entonces %” > % > %4, de donde 1 — %” §1—mi4, luego

22— o b §1—2£,
, m; q

7=1
asi
4
2[1_1} < 2 2_Z<1_1>
2 mag - mj
7=1
q my
de donde
2 4
1-—<1——,
my my

lo cuél es cierto sélo cuando my4 = oo y entonces G contiene elementos parabdlicos, sin embargo
ésto no puede ser ya que el cuadrildtero es compacto y contiene puntos de todas las drbitas.
Asi s = 3 y G es un grupo triangular. Podemos entonces escribir la signatura de G como
(0 : I,m,n) donde ¢ divide a n. Por [4, Th.9.8.6], existe un entero positivo N tal que el

cuadrildtero contiene N imédgenes de cada punto en el plano. Asi, por consideracion de dreas

27rN[1—<1+1+1>] S
[l m n q

Asi 6 = %p y como ¢ y (' estdn en la misma 6rbita encontramos por el Teorema 9.8.6 de [4] que
N > p, asi
1 1 1 1 1 1
21—+ —=+—= < 2N|1—-|-+—+—
I m n Il m n

como q divide a n, ¢ < n, entonces

11 1 2 2
2p[1—<—|——|—>]§1—p§1—p, (2.3)
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entonces

1 1 1 2 1 1 1 1 1
pli—(7+—+-)] < 1-L=1-(-+-4+")<—-=
I m n n I m n 2p n
1 1 1 1 1 2p—1 _ 3
—_ - <= > > 2
I m~ 2p l+m_ 2p T 4’

esto idltimo debido a que p > 2. Las soluciones de esta ultima desigualdad son
(l,m,p) = (2,3,4), (2,3,3), (2,4,2).

Si (I, m,p) = (2,4,2), entonces toda las desigualdades en (2.3) se mantienen y dado que ¢ divide

a n, existe un entero positivo r tal que n = rq, entonces (2.3) implica

[\V]
—~
)

1

[u—

|
N
| =

+

| =
+
| —
N~
—_
AN
—
|
‘l\?
[\
S~—

2 4 rq q
TR SN I S SN IR S
2 4 rq — 4 ¢ rq ~ ¢q

rqg < g,

de donde se sigue que r = 1 y por tanto ¢ = n; entonces en éste caso G tiene signatura
(0:2,4,q9),donde ¢ > 5y A :cos(%’r).
Si (I, m,p) = (2,3, 3), entonces toda las desigualdades en (2.3) se mantienen nuevamente, asf
que similarmente se prueba que ¢ = n, G tiene signatura (0 : 2,3,¢) donde ¢ > 7y A :COS(%”).
Para el caso restante, a saber, (I,m,p) = (2,3,2) necesitamos un argumento ligeramente
diferente. Primero los puntos fijos elipticos u', v', w, ( y ¢' estdn en més de dos érbitas (ninguno
puede estar en la 6rbita de orden 3). Esto significa que N > 3 y usando las desigualdades en

(2.3) tenemos

asi que ¢ = n (porque % es un entero). Con lo cual se completa la demostracién. m

2.2 Aspectos Algebraicos de los Grupos De Hecke

Como vimos en el ejemplo de la seccién anterior cualquier grupo de Hecke es conjugado a (g, h)
donde ¢g(z) = —1/z y h(z) = z+cos(m/q), esto es, cualquier grupo de Hecke puede ser visto
como el generado por g y h. A continuacién daremos una definicién de los grupos denotados
por H()), los cuales dependen de un pardmetro A y que serdn equivalentes a los grupos de

Hecke para A = \; = 2cos(§), para ¢ > 3, con ¢ un nimero entero, o A > 2.

Definicién 2.2.1 Los grupos de Hecke H(X) son definidos como subgrupos discretos maximales
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de PSL(2,R) generado por dos transformaciones lineales

T(z)—%l yW(z) = 2+ A\,

donde \ es un niumero real positivo fijo.

Sea S = TW, entonces
-1

S(2) = T(W(2) =Tz + ) = .

. : : . . b .
Por identificacién de la transformacion ‘Cljis con la matriz , H(z) puede ser considerado

como un grupo multiplicativo de matrices de orden 2. Nétese que T y S tienen representaciones

matriciales
0

-1
S:
1 O] Y

En [13] se muestra que H () es fuchsiano si y sélo si A = A\; = 2cos(

T:

0 —1
1 M|

), para ¢ > 3, con ¢ un

G

nimero entero, o A > 2.

Proposicién 2.2.1 Cualquier grupo de Hecke H()\,) tiene una presentacion

H(\) =(T,5:T*=89=1)
y es isomorfo al producto libre de dos grupos ciclicos finitos.

Prueba. Véase [8]. m
Algunos ejemplos particulares de grupos de Hecke son:
H(X\3) =T =PSL(2,Z), el cual es el grupo modular, H(\y) = H(\/2), H(\s) = H(

H(Xe) = H(V3).
Definicién 2.2.2 Los Grupos de Hecke extendidos H(\,) se definen como subgrupos discretos

mazximales de PSL(2,R) generado por las transformaciones lineales

T(z) = %1, W(z)=z+ Xy R(z) =

)

W] =

para q > 3 entero.

Proposiciéon 2.2.2 Cualquier grupo de Hecke extendido ﬁ()\q) tiene una presentacion

H(\) =(T,S,R:T?=57=R*= (RT)* = (RS)*=1).
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Prueba. Véase en [25]. =

Observacién: Si tenemos que

donde T'= RoRy = R1Rs y S = RjR3, entonces obtenemos la presentacién alternativa
H()\) = (R1,Re,R3: R} = R} = R = (R1R2)* = (RiR3)" = 1I).

Como hemos visto, los grupos cldsicos de Hecke son una generalizacién del grupo modular
cldsico y muchos resultados concernientes al grupo modular se pueden extender a los grupos
de Hecke (Ver [8] y [9]) y también existe mucha bibliografia de ellos debido a que, asi como los
grupos de Bianchi, vistos en el capitulo anterior, éstos son de gran importancia en la Geometria
Hiperbdlica por ser también subgrupos discretos de PSL(2,C). Nuestro interés es generalizar
estos grupos y, precisamente, una generalizacién de ellos es el grupo modular parametrizado II,

el cual estudiamos en el siguiente capitulo del trabajo.
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Capitulo 3

Grupo Modular Parametrizado

En éste capitulo trabajamos con el subgrupo Il de SL(2,Z [t]) generado por las matrices A =

1 ¢ 0 —
y B = L donde Zt] es el anillo de polinomios en la variable ¢. Para ¢ € C,

0 1 1
sea II(c) el subgrupo de SL(2,C) obtenido por sustitucién de ¢ por el nimero . Asi, para

¢ = 1 tenemos el grupo II(1) que corresponde al grupo modular SL(2,7Z) que al proyectarse en
PSL(2,C) se obtiene el grupo clésico modular. El grupo II es una generalizacién de los grupos
de Hecke. Los grupos II(2cos(m/q)) (¢ > 3) se convierten en los grupos cldsicos de Hecke al
ser proyectados en PSL(2,C) y asf a medida que variemos el valor de ¢ obtenemos subgrupos
distintos de SL(2,C), es por esto que el grupo II es llamado Grupo modular parametrizado. En
la primera seccién de este capitulo hablamos de la forma de las palabras en II, mostrando en
primera instancia que cualquier palabra W de I, W ¢ {£1I,+B} tiene la forma W = B¢AnV
con V = B¢AJn.. A" B! dondee € {0,1},1 € {0,1,2,3}, j, € Z paratodov = 1,....,n,y jn # 0,
luego definimos las matrices T}, = A% B...A*2 BA*1 B, observamos que las palabras en IT también
se pueden escribir de una de las formas +7T,,, £+ BT,,, £1,,B, =BT, B, mostramos los polinomios
que componen las entradas de las matrices T;,, probamos que las palabras +7,,, £BT,,, +1,B,
+ BT, B son todas distintas entre si y en la parte final de la seccién mostramos la unicidad
de la escritura de la palabras W = B¢A7"V, con V = B¢Ai».. A" B!, En la segunda seccién
definimos algunos subgrupos especiales de II, que denotamos por Ilg, I1y, ..., Ilg, probamos que
los subgrupos II, ..., II4 son normales en II y libres de indice 4 y probamos que estos subgrupos
tienen una presentacién libre 1T, = (AB*! [A,B]),con k = 1,2,3,4 y donde [A, B] es el
conmutador de los elementos A y B de II. Probamos que los grupos 1ls, .., IIg, que denotaremos
por II; 14 con j = 1,2,3,4 y que no son normales en II, son libres y también de indice 4.
Trabajamos en la tercera y ultima seccién del capitulo en la interseccién de los subgrupos Il
(k=1,2,3,4), probamos la equivalencia entre el grupo Iy y las intersecciones I1; N1Iy, TIo N3,
IIs N 114 y II4 N II;, probamos que los grupos II; N I3 y Il NIl tienen presentaciones libres
I, NIl3 = <A2, [A, B], [AQ,BD y IIoNIly = <A2B2, [A, B], [AQ,BD y que Il tiene indice 2en
estos grupos, por ultimo probamos que los subgrupos II; (i = 1,2, .., 8) son los inicos subgrupos
libres de indice 4 de II.
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3.1 El Grupo II

En esta seccién estamos interesados en describir palabras en el grupo modular parametrizado
II. La forma de estas nos permitird probar resultados interesantes sobre este grupo. Probamos
que las palabras W € II, W ¢ {41, £B}, se pueden describir de la forma W = B°A/»V, con
V = B°AMn .. A" B! donde e € {0,1},1 € {0,1,2,3}, j, € Z y también tienen una de las formas
+T,, +BT,, +T,B, £BT,B, donde T, = A*B...A*» BA*1 B. Estas maneras de escribir las
palabras en II son por supuesto equivalentes, sin embargo, la primera manera encapsula las
palabras de II en una sola forma, mientras que la segunda forma nos da varias maneras de
escribir palabras de II, por tanto serfa més 1til usar la primera forma para demostrar los
resultados que veamos del grupo II. En las secciones posteriores gran parte de las pruebas
se hacen por induccién, lo cual es un motivo més para usar la primera forma de escribir las

palabras en II.

Definicién 3.1.1 Se define el subgrupo II de SL(2,Z[t]) como el subgrupo generado por las

1 ¢ -1
01 1 0

grupo que, como dijimos antes, es llamado el Grupo modular parametrizado.

matrices

Nota: De aqui en adelante siempre que hablemos de los simbolos A y B nos estamos
refiriendo a las matrices mencionadas en la anterior definicién.

Notacion: Para W € II, tenemos que

a b
W= L d] : (3.1)

con a,b,c,d € Z[t], ad — bec = 1. Si ¢ € C entonces W(s) denota la matriz con elementos a(s),
b(s), c(s), d(s), entonces W(s) € SL(2,C).

NOTA: En el siguiente lema mostraremos una forma de escribir todas las palabras en 11
y més adelante mostraremos que esta forma es tinica. Como hemos anticipado, esta escritura
y el hecho de ser unica serd de mucha ayuda para demostrar los resultados del grupo II que

requieran induccion.

Lema 3.1.1 Todas las palabras W € 11 con W ¢ {+I,£B} tienen la forma
W = B°AV con V. = BA"-1. . A"B!' (neN), (3.2)

donde e € {0,1}, 1€ {0,1,2,3}, j, €Z, y jn # 0.
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Prueba. Sea W € II con W ¢ {£I,+B}, como Il = (A, B), entonces cualquier palabra
W € II es de la forma
W = AMpst . AbmBsm

con k; y s, € Z para todo i, p € {1,2,...,m}, pero se puede ver ficilmente que B* = I,
B3 = —B, B? = -1, asi que

1 Sis; =0 mod4
B B Sis; =1 mod4
-1 Sis; =2 mod4
—B Sis; =3 mod4

Luego podemos tomar 0 < s; < 3 (s; € Z). Como —I conmuta con cualquier elemento del
grupoy B% = —B = —IB, para s; = 3 y B% = —I, para s; = 2, entonces podemos colocar
las —1I al final de la palabra, nétese que, como las potencias de B que son I o —I se colocan al

final, entonces el nimero de ocurrencias de A disminuye, luego
W = A"BA®B... A1 BA" B (+1).

donde 7 es un natural menor que m y cada ¢; € Z. Es claro que B*(+I) € {I,B,—1, B},
entonces B*"(£I) = B!, con t € {0,1,2,3}. Ademds, como W # =+I,+B, existe ¢;, con
ie{l,2,..,r}talque ¢ #0y q1 = g2 = ... = g;—1 = 0, entonces

W = ATB..BA%1BA%._.BA%B' = B""1 A% BA%+  BAY B!
= B°A%BA%+. BAY BY(+]) = B®A% BA%+1  BAY B!,
donde e € {0,1}, 1 € {0,1,2,3}, ¢4 € Z parat € {i,i+1,..,7}, y jn # 0, renombrando las

potencias de A en W, A% = An A%+ = Ain-1 . A% = A donde n = r — i + 1, tenemos
que W = B¢Ain BAin-1 . . BAM B!, asi

W = B°A"V con V = BA»1. _A"B!  (neN),

donde e € {0,1}, 1 € {0,1,2,3}, j, € Z paratodov =1,2,...,n,y j, #0. m
A continuacién mostramos cémo son las potencias de la matriz A de la que se habla en la
definicién del grupo II. La prueba es una consecuencia directa de induccién matemética, por

tanto la omitiremos.

Proposicién 3.1.2




Definicién 3.1.2 Sea K la coleccion de todas las sucesiones v = (kp)nen, con kn € Z\ {0}.
Definimos To =0 y
T, =T,(v) = A*B..A"BA*B (neN) (3.4)

Por abuso de notacién usualmente escribimos 75, en lugar de T}, (v).

Observacién: Como —I conmuta con todas las matrices vemos que Il consiste de &1, +B y
+7,, £+ BT,, £1,B, £ BT, B, (3.5)

Proposicién 3.1.3 Sea v = (k) € K y sean a,, = an(v) y B,, = B,(v) definidas recursiva-

mente por:
ag = 1, a1 = k‘lt, Apt1 = kn+1t01n — Op—1 (3.6)
/80 - 07 Bl = _17 Bn-{-l = kn-l—ltﬁn - Bn—l (37)
para n € N. Entonces
=|% Pl men (3.8)
Op—1 ﬁnfl

1 kit |0 —1
Prueba. Hagamos la prueba por induccién. Tenemos que 71 = AR B = 0 i ] [1 0 ]’
kit —1 o 51
1 0 ap By ’

entonces para n = 1 se cumple la conclusién. Supongamos que( 3.8) se cumple para n € N.

de donde
T =

Entonces

Tphi1 = AFr1BAMB. AR2BAMB = AF+1BT,
1 kppit| [0 1| | an B,

_ [knJrlt@n —Qp—1 knJrltﬁn - ﬁnll _ [anJrl BnJrl]

an 57} a?’b /Bn

asf (3.8) se cumple para n + 1 € N. Quedando asi probada (3.8) para todan € N. m

Lema 3.1.4 Si se tienen las hipdtesis de la anterior proposicidn, entonces

an = ko kokit" + ) agt! (3.9)
<n

By = —kn.hot™ 4+ > bt
j<n—1
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con aib; € Z (0 < i <m0 < j<n~—1), donde ag = (=1)"2,by = 0 si n es par y
ap = 0,bg = (=1)V/2 sin es impar.

Prueba. Hagamos la prueba de la primera férmula en (3.9) por induccién.

a1 = klt = kltl + Zaiti,
<1

con ag = 0. Luego para n = 1 se satisface dicha férmula. Supongamos que se cumple para cada
1<k<n+1,kyn €N, entonces

ant1 = kppitoy, — ap1
= kinJrlt(kn.‘.ka‘ltn + Zaiti) — (k}nfl...kgk‘ltn_l + Z Cjtj)
<n j<n—1
= knprkn Bkt b kgt Y ait — ooy kokyt"h = Y etd,
<n j<n—1
de donde
Qpy1 = kn+1kn...k2k1t”+1+kn+1agt+...+kn+1an_1tn—kn_l...kgklt”_l—co—clt—...—cn_Qtn_Q,

entonces i1 = kpi1kn...kok1t" Tt —co+(knp1ao—cy)t+ ...+ (kngp1an_3—cn2)t" 2+ (kny1an_o—
kn_l...kzgkl)t"_l + kpt1an—1t", con ¢; € Z para cada 0 < j < n — 1, si n es par, entonces

ap = (—1)"/? y ¢y = 0 Se sigue que

Qi1 = kn1kn.. Fokit" T + Z dit",
i<n+1

con dy = —cop = 0,dy = kpy1a0 — c1,...,dp2 = kpy10y-3 — Cp2,dn—1 = kpi1ap2 y dp =

n—1)/2

kni1an_1. Ahora si m es impar, entonces ag = 0y ¢g = (—1)( , de donde se tiene que

—co = (—1)*tD/2 entonces

Anp41 = kn+1/€n.../€2k1tn+l + Z diti,
i<n+1

con dy = —cp = (—=1)"D/2 dy = kpi1a0 — 1y dp2 = kpi1an—3 — cn2,dn1 = kpi1an_2
y dp, = kpt1an—1. Asi la férmula se cumple para k = n + 1. La segunda férmula en (3.9) se

prueba en forma andloga. m

Corolario 3.1.5 Con las hipdtesis de la proposicion anterior tenemos que t divide a qopm—1 Y

t divide a B, para todo m € N.
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Prueba. Tenemos que a1 = kit, entonces ¢ divide a «1. Supongamos que t divide a agy,—1.

Como

Q2p41 = kop1tao, — aop—1

y dado que t divide a aw,_1, entonces t divide a ao,, asi t divide a asg,,_1 para todo m € N.

En forma andloga se prueba que ¢ divide a 35, para todo m € N. ®

Lema 3.1.6 Sean v,u € K, v = (kp)nen, v = (In)nen, In = Tn(v) y Up = Ty (u). Entonces

T, = Up, para algunos n,m € Z si y sdlo sin =m y k; =1; para todo 1 <1i < m.

Prueba. Claramente si para algunos n,m € N, se tiene que n = m y k; = [l; para todo

1 <4 < m, entonces T}, = U,,. Supongamos que T,, = U, para algunos n,m € N, como
Q
I, = AfnBAkn—1B AR B = " Bn y
Onp—1 anl
a* *
Un = ArBAr—B. . ANB=| " fm :
Q1 m—1

entonces o, = «, pero por lema anterior n =deg(ay,) y m =deg(c,), entonces n = m. Ademds

del lema 3.1.4.también tenemos que

oy = k:n...kzgklt”—l—Zaitiy

<n
Oé;kn = [y Dalit™ + Z Cjtj7
j<m
con aj,c; € Z (0 <i<n,0<j<m) entonces

km...kok1 = Lp...Ialy Vv km—1...koky = lpn—1.. . D2ly,

entonces
kn = k'm = lm7

luego
AmBU,, 1 =Uy =T, = AAnBAF1B. A B = Ak BT, | = A" BT, 4,

entonces

Um—l = Tn—l;

de donde se sigue que k,_1 = [l,,—1 y repitiendo éste proceso m—veces tenemos que k; = I; para
todo1 <i<m. m

Lema 3.1.7 Las palabras +T,,, £BT,,, =BT, B y +1,,B son distintas.
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Prueba. Sabemos del lema 3.1.6 que las palabras de la forma 7, son distintas entre si.
Entonces claramente las palabras de la forma —7,, son distintas entre si. Sean v,u € I,

v = (kp)nen, ¥ = (In)nen, Tn = Tn(v) y Uy = Tin(u). Tenemos por proposicién 3.1.3

o a* *
T, = " & mneN) yT,, = *m fm (meN),
Qn—1 n—1 Q1 Bm—l
entonces
_a* _ *
T, = *m fm (m eN),
B | *ﬁm—l
luego si T,, = —1T,, para algunos n,m € Z entonces se sigue que n = m y kp = ki = I,
entonces

—A"BT, 1 =T, =T, = A""BAF-1B.. A" B = AF»BT,, | = A" BT, _,,

de donde se tiene que

Tn—l = —4dm-1,

se sigue que k,_1 = l,,—1 y repitiendo éste proceso m—veces tenemos que k; = [l; para todo
1 <¢ < m. Entonces T,, = —T,,, de donde se sigue que o, = —a, B, = =05, On-1 = —Qn—-1y

Bn_1 = —Bn,_1, entonces a, =0, ap_1 =0, 5, =0y B,,_1 =0, luego

Tn:OO,
00

lo cual no puede darse. Asi que las palabras de la forma 7;, son distintas a las palabras de la
forma —1T,, es decir

T, # —T,, para cualquier par n,m € Z (3.10)

Ahora tenemos que si BT,, = BT, para algunos n,m € Z, entonces T,, = T,, para algunos
n,m € Z, entonces n = m y k; = [; para todo 1 < i < m, por tanto, las palabras de la forma
BT, son distintas entre si. Andlogamente se prueba que las palabras de la forma BT, B son

distintas entre si, al igual que las palabras de la forma T, B. Por iltimo notemos que

BTn — 0 _1 (679 /871 — —Qp—1 _/Bn—l
1 0 Qp—1 anl_ Qn ﬁn

BTnB _ —0 —1] [ (677 /Bn [0 —1] _ [—Oénl _ﬁn—ll [0 —1] _ [_Bn—l anll
1 0 On—1 Bn—l_ 1 0 Qn /Bn 1 0 ﬁn —QOlpy,

rp - [, Bn] [0 —1_:[@1 —an]’
L 1 0_ ﬁn—l —Qp—1
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1% __a* _ * _
entonces: SiT,, = BT}, para algunos n, m € Z, tenemos que | fn | _ T_l BT !
Qn—1 Bn—l | %m Bm

, entonces n =m —1yn—1=m, entoncesn =m —1yn=m+ 1, lo cual es absurdo.

Qn B . —Bm—1 Q1
Qp—1 Bn—l L ﬁ;kn _a;kn_
entoncesn=m —2ymn—1=m—1, entonces n =m — 2y n =m, lo cual es absurdo.

* *
Q@ —a
Si T,, = T,,B para algunos n,m € Z, tenemos que " B = fm s
An—1 Pp_1 -1~ 1]
entoncesn=m—1yn—1=m,entoncesn=m — 1y n=m-+1, lo cual es absurdo.

—Op—1 _Bnll _ [—5;}—1 0%—1]

Si T,, = BT,,B para algunos n,m € Z, tenemos que [

Si BT,, = B1T,,B para algunos n, m € Z, tenemos que !

70 ﬁn B:n _a:n
entoncesn—1=m—-2yn—2=m—1, entoncesn=m —1yn=m++1, lo cual es absurdo.
: —on-1 —Bp1 Bm  —an
Si BT, = T,, B para algunos n, m € Z, tenemos que = ,
a, Bu | [Bmo1 —i]
entoncesn —1=m—1yn—2=m, entonces n =m y n=m + 2, lo cual es absurdo.
. _/Bn—l Qn—1 B:n —Oé;kn
Si BT,,B = T,,B para algunos n,m € Z, tenemos que =1 . ,
B —Qn Bm-1 _a;knfl_

entoncesn —2=m—1yn—1=m—2, entonces n =m+1yn=m— 1, lo cual es absurdo.
Por tanto las palabras V,,, BV,,, BV, B y V,,B son distintas. De igual manera como se probé
(3.10) se prueba que las palabras BT,, BT,B y T, B son distintas respectivamente a —BV,,
—BV, By —V,B y como los polinomios que componen éstas matrices son respectivamente del
mismo grado de los polinomios que componen las entradas de las matrices BT, BT,B y T,,B
entonces las palabras +7,,, +BT,,, =BT, B y +1,,B son distintas. =

Corolario 3.1.8 La escritura de las palabras en (3.2) es unica.

Prueba. Sea W € II, con W # +I, +B, digamos que W = B°A/"V con V = BAn-1.. Al B!
(n€N),ec{0,1} y 1 €{0,1,2,3} entonces W = B¢AIn BAIn-1, AN BB = BT, (J)B'~1,
con J = (jp)nen, € € {0,1} y 1 —1 € {-1,0,1,2}. Como B! = -B, B =1, B! =By
B? = —I, tenemos que W = T, 6 £1,,B 6 +BT,, 6 £BT, B y, dado que todas estas palabras
son distintas por Lema 3.1.7 entonces se sigue que la escritura B4V con V = BAn-1.. Al B!
(neN),ec{0,1} yl€{0,1,2,3} para W es tinica. m

3.2 Los Subgrupos II, ..., IIg

En esta seccién nos concentramos en estudiar subgrupos del grupo II, especificamente subgrupos

libres y de indice 4 y mostramos presentaciones libres de estos subgrupos

Definicién 3.2.1 Para una palabra W € 11 definimos (W) como el nimero de B en la repre-

sentacion (3.2). Como B* = I, B?> = —1I, consideramos T(W) mddulo 4. Definimos también
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a(W) como el nimero de A en la representacion (3.2) dicho nimero puede ser cualquier nimero

entero.

Observacién: Las funciones 7 : Il — Zy y o : II — Z son homomorfismos de grupos.

Definicién 3.2.2 Definimos los subgrupos I, de I1 por

Hk:{WEHt

y el subgrupo Il de 11 por

En el siguiente lema mostramos otra forma de escribir las presentaciones I'y, =

I[Iy={Well:o(W)

T(W)=(k—1)o(W)

=7(W)=0 mod 4}

(k=1,2,3,4), lo cual usaremos en la prueba del teorema siguiente.

Lema 3.2.1 Sea I'j

Prueba. Tenemos que:

I = (A BAB™)

I'y = (AB,BA)

I's = (—A,—BAB™)

Iy = (—AB,—BA).
I'' = (AB'"'[A,B])=

— (A, A(BAB™

= (AB*1[A,B]) (k=1,2,3,4), entonces

(A,A(BA™'B™))
Y1) = (A, BAB™),

I'y = (AB*'[A,B])=(AB,ABA™'B™)

= (AB,AB(BA)™') = (AB,BA),

(AB*',[A, B] > = <—A ABA—lB—1>

(~A,~A(-B
(~A,~BAB~ >
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B))) = (-4,

—BAB™

"

mod 4} (k=1,2,3,4).

Y

(3.11)

(3.12)

(AB*1 (A, B])



Iy = (AB*''[A,B])=(-AB,ABA™'B™") = (-AB,—AB(-BA)™")
= (—AB,-BA).

Teorema 3.2.2 Sea k = 1,2,3,4. El grupo Il es un subgrupo normal libre de indice 4 en II
con la presentacion libre
I, = <AB’“*1, A, B]> =Ty (3.13)

Prueba. a) Definimos para k = 1,2,3,4 7 : Il — Z4 por: Para cada W € I1
Tr(W)=17(W) — (k — 1)o(W) mod 4,
Tk es homomorfismo, en efecto: Sean V' y W € II, entonces
T(VW) =7(VW) — (k—1)o(VWW) mod 4,
como 7 y o son homomorfismos entonces

(VW) = 7(V)+7(W)—(k—1)(c(V)+ o(W)) mod 4
= (V) — (k= Do (V) + (W) — (k — Do(W) mod 4
= 7(V)+ 7(W) mod 4

Ahora bien:

Ker(ty) = {Well:1,(W) =0 mod 4}

= {Well:7(W) - (k—1)o(W) =0 mod 4}
= {Well: (W) =(k—1)o(W) mod 4}
= Il.

Lo cual prueba que II; < II. Por otro lado, afirmamos que
B ={Well:7(W)=(k—1)o(W)+j mod4} (j=0,1,2,3),

que éstos son clases laterales distintas y que la unién de ellos es II. En efecto: Primero probemos
que
B ={Well:7(W)=(k—1)o(W)+j mod4} (j=0,1,2,3),
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si Z € II;,B7, entonces Z = W B para algtin W € Il entonces
T(W)=(k—1)c(W) mod 4,
entonces

(Z) = 7(WB)=71(W)+ (B’
= T(W)+] = (k_ 1)U(W)+] mod 4 (J :0711273)7

entonces

T(Z) = (k—1)o(W)+j mod4 (j=0,1,2,3),
dedonde Ze {(Well:7(W)=(k—1)o(W)+j mod4} (j=0,1,2,3). Reciprocamente si
We{Well:7(W)=(k—1)o(W)+j mod4} (j=0,1,2,3), entonces

TW)=(k—1)o(W)+j mod4 (j=0,1,2,3),

luego
T(WB™) = 7(W)+7(B™)
= W)
= (k—1o(W)+j—j mod4
= (k—1)o(W) mod 4,

entonces W B~/ € IIj, de donde se sigue que W = WB™/BJ € I, BY. Por tanto
B ={Well:7(W)=(k—1)o(W)+;j mod4} (j=0,1,2,3).

Veamos ahora que estas clases laterales son distintas entre si. Supongamos que I, B/ =
B para i # j, i,7 € {0,1,2,3}. Entonces podemos tomar W € II; B/ N 11}, B!, entonces

TW)=(k—1)oc(W)+j mod4dy 7(W)=(k—1)c(W)+i mod 4,

entonces

(k—1o(W)+j=(k—1)o(W)+1i mod 4,
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de donde j =i mod 4, i,j € {0,1,2,3}, entonces j—i = 0, asi j = i, lo cual es una contradiccién,

por tanto las clases laterales II;, B? son distintas entre si. Por tltimo veamos que

3 )
U OB’ =11
j=0
3 ,
Claramente |J IIxB’ C II. Si W € II, entonces
j=0

T(W)=(k—1)c(W) mod467(W) 2 (k—1)o(W) mod 4,

siT(W) = (k—1)o(W) mod 4, entonces 7(W) = (k—1)o(W)+0 mod 4, entonces W € 11, B,

de donde W € L3J .B7. Si (W) 2 (k—1)a(W) mod 4, entonces 7(W) — (k — 1)o(W) no

es multiplo de élj,:gntonces existe j € {1,2,3} € {0,1,2,3} tal que 7(W) — (k — 1)o(W) — j es

multiplo de 4, de donde 7(W) = (k — 1)o(W) + j mod 4 para algin j € {0,1,2,3}, entonces

W € B’ para algiin j € {0,1,2,3}, por tanto W € ‘L3Jo I, B/, entonces II C ‘L3Jo I, B’ y por
= =

tanto L?’J II,BY =11 y en consecuencia Iy tiene indice 4.
=0

b)jSea W elly, W # I, si W = BJ para algtin j = 1,2,3 entonces 7(W) = 7(B/) = j 2
0 mod 4 para j = 1,2,3 y o(W) = o(B’) = 0, entonces 7(W) 2 (k — 1)a(W) mod 4 para
todo k, entonces W ¢ I1;,Vk, lo cual es una contradiccién, por tanto W # B7 Vj € {1,2,3}. Asf
que W tiene una de las formas en (3.5) y sabemos por lema 3.1.7 que todas estas palabras son
distintas. Asf que IIj es un grupo libre.

c) Sea W € II. Veamos que 'y, C IIj,. Tenemos que o(AB*~1) =1, o([A, B]) = 7([4, B]) =
0y 7(AB*1) = k — 1, entonces

T(AB¥ Y =k —1=(k—1)0(AB*1),
con k € {1,2,3,4}, luego 7(AB* 1) = (k — 1)o(AB*') mod4 y 7([A,B]) = 0 = (k —
1)o([A, B]), entonces 7([A,B]) = (k — 1)o([A, B]) mod 4, asi si W € I'y, entonces 7(W) =

(k—1)o(W) mod 4 y por tanto W & IIj.
d) Veamos que II; C Ty, es decir, debemos probar que

si W e I, esto es, si 7(W) = (k — 1)o(W) mod 4, entonces W € T’y (3.14)

En efecto:Sea W € II, procedemos por induccién sobre el nimero n de ocurrencias de A
en W. Sin = 0, entonces (W) = 0, entonces 7(W) = (k — 1)o(W) mod 4 implica que
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7(W) =0 mod 4, de donde W = I y por tanto W € I'y. Supongamos que (3.14) se cumple
cuando el nimero de ocurrencias de A es menor que n. Sabemos que W = B°A"V . con
V = BA1.  ANB! donde e € {0,1}, 1€ {0,1,2,3}, j, € Z y jn # 0.
Afirmacién: Existe U € IIj, tal que W* = U~'W tiene menos de n ocurrencias de A. En efecto:
caso 1: k=1.
Definimos U = B¢ A" B~¢ = (B*AB~¢)/» € I'y C Iy, de donde U € II, entonces

W*=U"'W = B*A/7"B¢B° A"V = B°V,

la cual tiene menos de n ocurrencias de A.
caso 2: k= 2.

Definimos U = B¢AJ» Bin=¢_si j, = 2q, entonces

U = B°A?B%~° = B°(AA)Y(B?*)B~° = B*(AAB*)B~°
= Be(ABBA)qBie eI’y C Ils.

Si jn, = 2q + 1, entonces
U = B°AYAB*BB~° = B5(ABBA)IABB ¢ € (AB, BA) C I,
asf en ambos casos U € Ils, de donde
W* =U"'W = (B¢AI"Bn=¢)~ W = B¢=in A=In B=¢ B¢ AInV = B¢~V

la cual tiene menos de n ocurrencias de A.
caso 3: kK =3.

Sea U = B°AI"B~¢, si j, es par, entonces
U= B°A"B~¢ = (B°AB™°)’" = (B*(—A)B™ )" € (—A,—~BAB™') C 1I;,

entonces U € II3 y en el caso 1 se mostré que para este U, W* = U~'W tiene menos de n

ocurrencias de A. Ahora sea U = —B¢A/»B~¢, si j, es impar, entonces
U=—-B°A"B™¢=(B(—A)B °)/" € (~A,—BAB™') C I3,
entonces U € I3, luego W* = U™'W = (—=B¢A"B~¢)"1BA"V = —B¢A /"B ¢Be¢AINV =

—B°V, la cudl tiene menos de n ocurrencias de A.

caso 4: k = 4.
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Para j, = 2q con q € Z, sea
U = B°A"B"~¢ = B*(ABBA)!B~° = B*(~AB(—~BA))!B~° ¢ (—AB, —BA) C Tly,

entonces U € Iy y W* = U~'W = B®7»V tiene menos de n ocurrencias de A.

Para j, = 2q + 1, con ¢q € Z, definimos U = —B°AJ» Bi»~¢_ entonces

U = —B°AmBin¢ = B¢(—A)2tip2iti=c — p¢((—A)(—-A))!(—-A)(~I)'"BB~¢
= B —AB(-BA)) (-AB)B~° € (-AB,—BA) C Il,.

y W*=U"W = (=B¢AnBIn=¢)"1BeAInY = —B¢=in A=In B¢ B¢ AIn = — B¢~ InV la cual
tiene menos de n ocurrencias de A.

Luego si W € Il con n ocurrencias de A, por la afirmacién anterior existe U € Il tal
que W* = U™'W tiene menos de n ocurrencias de A. Luego como U™! € II, y W € II,
entonces W* = U'W € II;, y como W* tiene menos de n ocurrencias de A, por la hipétesis
inductiva W* € I'y, y en los casos de la afirmacién anterior se probé siempre que U € I'y, asi
que W = UW™* € I'y, con lo cual acabamos la prueba. m

Observacién: Del teorema 3.2.2 vemos que II; el subgrupo de IT C SL(2,Z[t]) es generado

por las matrices

1 ¢ 10
A= ,C = = -BA'B=BA'B.. (3.15)
0 1 t 1
Lema 3.2.3 Sea k =1,2,3,4, el grupo
pa = <AB’H, (A, B]> (3.16)

es un subgrupo libre de indice 4 en II.

Prueba. Sea C = [A, B]. Como IIj es libre existe un tnico homomorfismo ¢, : I — II
tal que
pr(AB" 1) = AB*!, ¢, (C) = —C. (3.17)

Entonces de (3.17) y (3.16) se infiere que @, () = I 4, ya que AB*~1 y C = [A, B], ge-
neradores de Iy, son tales que ¢, (AB* 1) = AB*1 € Tl} 14, ¢, (C) = —C € M4, entonces
@ (IT,) C 44 v reciprocamente los generadores AB*~1y —C' = — [A, B] de IIj 4 son tales que
ABF L = (ABFY) € o, (TT,) y —C = ¢, (C) € ¢, (I11,), entonces Ty 4 C ¢, (I1;). Afirmamos
que (W) = £W para W € IIj. En efecto: Si W € Ilj, entonces lo podemos escribir como una
palabra del alfabeto {D,C} con D = AB*~!' y C = [A, B], esto es, W = Di*Ch...DinC!n | con
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7Ji v l; € Z Vi, entonces

(W) = @p(DICH..DI"CM) = (p,(D))* (0;(C)"...(0, (D))" (;(C))
= DI(-C)r..Din(-C)» = £DICM .. .DInC = +W.

Ahora supongamos que ¢, (W) = I. Entonces W = £1I, donde —I no es posible ya que IIj es
un grupo libre. Se sigue que W = I. En consecuencia ¢;, es un isomorfismo de Il sobre Il 4
y por tanto II;.4 también es un grupo libre. Ahora veamos que Il 4 es de indice 4, para ésto,

definamos las clases laterales
MypaB? = {WB : W € Hpya} = {@p(W1)B7 : Wy € I },

donde W = ¢, (W7), Wy € II;. Primero veamos que estas clases son distintas, en efecto: Sean
i,5 € {0,1,2,3}, i # j, supongamos que @, (W1)B’ = ¢, (W3)B?, para algunos Wy y Wy € Iy,
entonces

(W5 ep(W1) = B,

de donde B*7 € Ilj 4, como las potencias no triviales de B no pueden estar en II;, 4 ya que,

como vimos al principio de la prueba, I, 4 es un grupo libre , entonces i —j = 0, entonces ¢ = j,
3 , 3 .
lo cual es una contradiccién. Ahora probemos que |J Il 4B7 =II. Claramente |J 4B’ C
=0 =0

3 A
I1, veamos que IT C |J 4B, en efecto: Sea W € II. Sabemos de la prueba del teorema 3.2.2
j=0
3 .
que I = |J I B’, luego W = Wy B! para algtin t € {0,1,2,3} y Wy € Il = <ABk*1, [A, B]>
§=0
Afirmacién: Wy = Wy(—1)¢ para algtin W € Il 4 v € € Z. En efecto, sea D = AB*1,

entonces

Wo = Dich.. pinChn
= DI (=D (=C)..D (-] (O,

tenemos que cualquier potencia de —I conmuta con cualquier elemento en II, puesto que éstas

son iguales a I o a —1I, asf que

Wy = Dt (_C)ll __Dim (_C)lm (_I>11+...+lm
— Djl(_C’)ll“'l)jrn(_C")lm(_l')E7

con € = Iy + ... + I, € Z. Tenemos que Wy = D (-C)1. Din(-C)m ¢ (D,-C) =
<AB’“_1, —[A, B]> = ITj14, entonces Wy = Wo(—1I)¢, para algin W € Il 14 y € € Z.
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Luego W = WoB! = Wy(—1)*Bt = W3(B?)*B! = WyB?**! = W,BP, para algiin p €
{0,1,2,3}, asi que W = Wy BP, para algin Wy € x4 y p € {0,1,2,3}, entonces W € Il 4BP,

para algin p € {0,1,2,3} y por tanto W € .L:_J’JO My 4B/ m
j=
Proposicién 3.2.4 El grupo 11y 4 satisface
Bl 4B = 4y, (3.18)
conk*=k+2modd sik+#2yk*=4sik=2.

Prueba. Nuevamente se C' = [A, B], tenemos que

BCB™' = BABA'B™'B™'=BABA'(-B)(-B) = BA(-B)A™!
= BAB'A™' =BA(AB)' = (A 'BH Y 4B)!
= (ABAT'BTH) T =(AB) I =07,

de donde B(—C)B~! = —C~!. Por otro lado
BAB*'B~1 = BAB*2,
entonces, como Il 4 = <AB’“*1, —[4, B]> = <AB’“*1, —C’> se tiene que
Bl 4B~ = <BABk_2, —C—1> - <BABk_2, —C>,
pero

~CBAB* 2 = _ABA'B'BABF2
= ABA'B7'BAB* = ABF1
— ABk—l-‘rZ — ABk—i—Q—l — ABk*—l

conk*=k+2mod4,sik#2yk*=4si k=2, luego
Bl 4B™! = <ABk*71, —C> = [jx 14,

conk*=k+2mod4,sik#2yk*=4sik=2. n
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3.3 La interseccion de los subgrupos Il,..., 114

Teorema 3.3.1 FEl grupo Il es un subgrupo normal libre de indice 16 en 11 y tiene la pre-

sentacion

Iy = (AY[A,B], [A™',B], [4%,B] ,[A%,B]) (3.19)

Prueba. (a) Sabemos que 7 : Il — Z4 y 0 : Il — 7Z, son homomorfismos y son tales que
ker(7) ={W €Il : 7(W) =0 mod 4} y ker(c) = {W € Il : o(W) = 0}, entonces

ker(r) Nker(c) = {Well:o(W)=7(W)=0mod 4}
= o,

asi que Il es un subgrupo normal de II. Los 16 conjuntos
{(WioW)=4,7(W) =k} (j,k=0,1,2,3)

forman un sistema de clases laterales completo de IIy en II. En efecto: Tenemos que A‘BJ €
IIyA*B™, con i,s € {0,1,2,3} y j,m € {0,1,2,3} si y sélo si

(A*B™'A'BY € Mye B TMAA'BI ¢l
& BTMATSBI €y BTMATSBITMB™ € 11,

& ATSBIT™ 1,

luego 0(A"*BI™™) =i—s=0mod 4y 7(A**B/~™) = j —m = 0 mod 4, pero i,j,s,m €
{0,1,2,3}, entonces -3 <i—s<3y -3<j—m<3,luegoi—s=0yj—m =0, entonces
1=8yj=m.

Asi que {I,B,B? B3 A, A?, A%, AB,AB* AB3 A’B, A?B* A?B3 A3B, A3B? A3B3} estd
compuesto por representantes de clases laterales derechas distintas de Il en II.

Ahora bien: Veamos que para cualquier W € II, W estd en una de las clases IIgA*B7 con
i,7 € {0,1,2,3}. Hagamos la prueba por induccién sobre el nimero n de ocurrencias de A en
la palabra. Sin =1, esto es, si W = B¢AM B! con e € {0,1}, k; € Z y I € {0,1,2, 3}, entonces

W = BAMB A Rahpep!
= BeAMBeA M A% BIe paraalginge Zy 0 < s < 3,

entonces

W — BeAle_eA_k1A4quBl+e,
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como e € {0,1}, entonces [ + e € {0,1,2,3,4}, luego B¢ = Bl para algtin Iy € {0,1,2,3},
asi que
W =BAM B A M A% ABY con s, € {0,1,2,3}

y donde B¢A¥ B=¢A=k1 A% ¢ Ty, pues 7(B*AM B ¢A~7 A%) = 0 y o(B*AM B¢ A~k A%) =
4g = 0 mod 4. Por tanto W € IIypA*B%. Ahora supongamos que cualquier palabra en II con
menos de n ocurrencias de A estd en una de las clases IIgA* B’ con i, j € {0,1,2,3}. Supongamos
que W € II tiene n ocurrencias de A, entonces W = B¢A"V con V = BAI»-1.. A" B! donde
ee€{0,1},1€{0,1,2,3}, j, € Zy jn # 0, entonces

W = (B*A"BA"-'..BA”2B)A" B!,
como B¢Ain BAin-1. BA” B tiene n — 1 < n ocurrencias de A, por hipétesis inductiva
B°A"BA"1..BA”B = WyA'B™,

con Wy € Iy, i,m € {0,1,2,3}, luego

w WoA'B™ AN B! = Wy A'B™ A~ B~™B™ A’ A7 B!
_ WOAiBmA—iB—mBmAi+j1 Bl — WOAiBmA—iB—mBmAi+j1 B—mA—(i-i—j)Ai—I—ijBl

_ WOAiBmA—iB—mBmAi+j1 B—mA—(i—‘rj)Ai-i-ij—i-l,

con i+ j,m+1¢€{0,1,2,3,4,56}. Por el algoritmo de la divisién A7 = A%+t para algtin
r€Zy0<t<3, ademds B = B, para algin Iy € {0,1,2,3}, asf

W = WoA'Bm AT B~ BM AT BT A=(49) g4 A Blo con ¢, 1 € {0,1,2,3}

y claramente WyA'B™A~i B~ B™ Ai+ir B—m A~ (i+3) A% ¢ TI;. Por tanto W € IIyA*Blo.

En consecuencia Il tiene indice 16 en II. Como II; tiene indice 4 en 11, se sigue que Il tiene
indice 4 en II;. Sabemos que el grupo libre II; tiene rango 2, luego se sigue de [16, Th.2.10] que
Iy es libre de rango 4(2 — 1) + 1 = 5. Luego los 5 generadores en (3.19) son generadores libres.

(b) Sea T el grupo con la presentacién en (3.19). Cada una de las palabras en (3.19) satisface
o(W)=7(W)=0mod 4. Asi se sigue de (3.12) que I" C I.

Todo W € II con W # +1,£B tiene la forma (3.2). Probemos que IIp C I'. Nuevamente

por induccién sobre el niimero n de ocurrencias de A. En vista de (3.19) tenemos que A* € T'y

BA'B' = BA?A?B~' = [4%,B] ' A*[A 2, B] €T.
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Se sigue que
A T, BAYB™ T (g€ 7). (3.20)

Sea W € Iy, donde W tiene n = 1 ocurrencia de A, esto es W = B°A B! con e € {0,1},
1 €Zyle{0,1,2,3}. Sie=0, entonces W = A B!, como W € Iy, entonces o(W) = j; =0
mod 4, de donde j; = 4¢ para algin g € Zy 7(W) =1 = 0mod 4, como [ € {0, 1,2, 3}, entonces
I = 0. Se sigue que W = A%, lo cual por (3.20) pertenece a I'. Sie = 1, entonces W = BA" B!,
nuevamente, como W € Ily, entonces o(W) = j; = 0 mod 4, de donde j; = 4¢ para algin q € Z
y7(W)=141=0mod 4, como [ +1 € {1,2,3,4}, entonces [ + 1 = 4, entonces | = 3. Asi
W = BA*B3 = BA*B~! y de nuevo, por (3.20) W € T.

Supongamos que W € Ilg = W € T es cierto si W tiene menos de n ocurrencias de A.
Sea W = B°AI"V con V = BA/»-1B...A7* B! como es descrito en (3.2).

Si e = 0, entonces
W = A"V = AYTYV = AMA"BA "B L. BAT A1 B. AN B! = AYM[A", B]V*

donde g € Z, r = —1,0,1,2 y V* = A™tin-1 B A B tiene la forma (3.2) con n — 1 ocurrencias
de A. Ademds 7(V*) =7(W) =0mod 4y o(V*) = j1 +j2 + ... + jn—1 + 17, como W € Il,
entonces c(W) =j1+jo+ .. +jn-1+Jn =71+ 2+ .. + jn—1 +4¢+7r =0 mod 4, de donde
o(V*)=7514+j2+ ...+ jn—1 +7 =0 mod 4, entonces V* € Ily. Luego, por hipétesis inductiva
V* €T, entonces W es un producto de elementos en I', asi que W € I.

Si e =1, entonces
W = BA*"V = BAYB 'BA"B 'A"A"BV = BA*B~1[A", B] ' V*

donde V* = A"BV = A"B2Ain-1B.. A B! = Ar+in-1B.. A7 B2 tiene la forma (3.2) con n—1
ocurrencias de A y nuevamente 7(V*) =7(W)=0mod 4y o(V*) =j1+j2+ ... + jn-1+7 =0
mod 4, entonces V* € Ily. Se sigue de la hipétesis inductiva que V* € I'. Asi nuevamente W

es un producto de elementos en I' y por tanto W € I'. =m
Proposicién 3.3.2 El grupo Iy satisface
Iy =11 NIy =TIo NII3 = I3 N1, =11, N 1T, (3.21)
Prueba. Para abreviar los célculos hacemos la siguiente notacién

{o=m,r=n}={Well:c(W)=m,7(W) =n mod 4} (3.22)
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Luego podemos reescribir las intersecciones de subgrupos de la siguiente forma:

NIy, = {r=0}n{r=0}={0=7=0}=1]
NIy = {r=o}ln{r=20}={c=0=7} =1
3Ny = {r=20}Nn{r=30c} =1
IyNI; = {r=3c}n{r=0}=1Il.

Vemos de (3.21) que IIp es un subgrupo de todos los II; el cual es normal ya que todas las
definiciones estdn en términos de c y 7. =

A continuacién estudiamos las otras intersecciones de los subgrupos I1;, 1 = 1,2, 3, 4.
Teorema 3.3.3 Tenemos la presentacion libre
I, N3 = (A%, [A, B], [A%, B]), I, N1y = (A®B? [A, B], [A%, B]) (3.23)
y Iy tiene indice 2 en estos grupos.

Prueba. Sean I'y = <A2, [A, B], [AQ,BD y Iy = <AQBQ,[A, B], [Az,B]>. Debemos
mostrar que II; N1I3 = I'y y que Il NIy = I's. Primero probemos que Il N1l = I'y y
para ésto, probemos las dos contenencias entre estos grupos. Con la notacién usada en la

proposicién anterior

NIl = {r=0}n{r =0}
= {0=0,2y7=0}.

Ahora bien, tenemos que 7(A%) =0y o(A4%) =2, 7([A,B]) =0y o([A,B]) =0y 7([A%, B]) =0
y o([A%, B]) =0, luego A%, [A, B], [A?, B] € II; N1l3 y por tanto I'y C II; NII5. Ahora veamos
que II; N1I3 C I'y, en efecto: Sabemos que A% y [AQ, B] € I';, entonces A2 [AQ, B] € I'y, pero

AT?[A*, Bl = A ?A*BA?B' = BA’B™,
entonces BA™2B~! € 'y, de donde (BA™2B71)? = B(A™2)IB~1 € T (q € Z), entonces
B(A%?B™' €Ty (g€ 7) (3.24)

. Hagamos la prueba de que II; NIl C I'; por induccién sobre el niimero n de ocurrencias de
A en la palabra. Sea W € II; N1l3 y supongamos que W tiene n = 1 ocurrencia de A, esto es,
W = B°A"B! donde e € {0,1}, j1 € Zy 1€ {0,1,2,3}. Sie=0, entonces W = A7 B, Como
W e II; N 1I3, entonces (W) = 0 6 o(W) = 0 mod 4, de donde j; = 2¢ para algin ¢ € Z,
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ademds 7(W) =1 = 0 mod 4, como [ € {0,1,2,3}, entonces [ = 0, entonces W = A% € I'y,
de donde II; NII3 € T;. Si e = 1, entonces W = BA B!, como W € II; N I3 tenemos que
o(W) =341 =06 2mod 4, de donde j; = 2¢ para algin ¢ € Zy 7(W) =1+ 1 =0 mod 4, asi

que [ + 1 = 4, entonces [ = 3, luego
W = BA*B? = BA**B~! = B(A?)'B71,

entonces por (3.24) W = B(A?)IB~! € I';. Supongamos que para palabras W que tienen
menos de n ocurrencias A se cumple que si W € II; N1l3, entonces W € I'y. Sea W € 117 N1l3
tal que W tiene n ocurrencias de A, esto es, W = B¢A» BA»-1_ AN B! donde e € {0,1},
Jv €Zyle{0,1,2,3}.

Caso 1: Si e = 0, entonces W = AfnBAn-1_ AN B! como W € TI; N 1l3, entonces o (W)
es un nimero par. Si ji + j2 + ... + jp—1 €s par, entonces j, debe ser par, asi que j, = 2q para
algtin ¢ € Z, entonces W = (A2)9BAIn-1. AT B!, Nétese que (A2)7 € I'y y que BA»—1.. Al B!
es una palabra con n — 1 < n ocurrencias de A tal que 7(BA»1.. . A"BY) = 7(W) = 0
mod 4 (ya que W € II; N1I3) y o(BA»1...A""BY) = j; + jo + ... + ju_1, lo cual es par y en
consecuencia o(BAm-1... A B') = 0 6 2 mod 4, de donde se sigue que BA/»—1... A% B! ¢ I1;NII3,
entonces por hipétesis inductiva BAI-1. AN B! € Ty, asi W = (A2)IBAIn-1, _ANB' ¢ Ty. Si
71+ Jj2 + ... + jn—1 €s impar, entonces j,, debe ser impar, asf que j, = 2q + 1 para algin q € Z,

entonces

W = (A%)7ABAI-1. A" B
= (A)9ABA 1B 'BAAI1 . AN B
= (A%)7[A, B| BAI»— 1 AR Bl

Nétese que (A?)?[A, B] € Ty, ya que (4%)4, [A,B] € T1, y que es una palabra con n — 1
ocurrencias de A tal que 7(BA/»—1*+1. AN BY = 7(W) = 0mod 4 y o(BAI»—1+1. AN Bl = j; +
Jo+...+Jn—1+1, lo cual es par, ya que j1+j2+...+Jn—1 €S impar, entonces U(BAjn_lH...Alel) =
0 6 2 mod 4, de donde se sigue que BAI»—1*1 AN B! ¢ TI; N II3, entonces por la hipStesis
inductiva BAIn-1T1 AN Bl € Ty, luego W = (A?)?[A, B] BAI»-1+1_ A1 Bl € T';. Por tanto,
en el caso en que e = 0, se cumple que si W € II; N1l3 entonces W € I'y.

Caso 2: Sie =1, entonces W = BA/» BAIn-1.. AN B!, como W € II; N1I3, entonces o (W)
es un numero par. Si ji + js + ... + jp—1 €s par, entonces j, debe ser par, asi que j, = 2q para

algin q € Z, entonces

W = B(A%»IBA1  AMB!
= B(A%)4B 'BZAMn-1  AMBL
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Noétese que por (3.24) B(A2)9B~! € T'y, ademis la palabra B2A7»-1... A7 B! tiene n—1 < n ocu-
rrencias de A y es tal que 7(B2A/-1.. . ANBY = 7(W) =0mod 4 y o(B?*A/n—1... A BY) = j; +
J2+ ...+ jn_1 es par y por tanto o(B2AM-1... A" B') = 0 6 2 mod 4, entonces B2A-1.. A B! ¢
II; N I3, luego, por hipétesis inductiva, B2AIn-1. AN Bl € T';.

Ast que W = B(A2)IB~'B2Ain-1, AN B! € Ty. Si j; +j2+ ... + jn_1 es impar, entonces j,

debe ser impar, asf que j, = 2¢ + 1 para algin ¢ € Z, entonces

W = B(A?)9ABA-. A"B' = B(A?)YB'BAB 'A"'ABBA-1 A" B!
= B(A%)1B7'[B,A|AB*A/n—1 AN B' = B(A*)1B7'[A, B] ' B2AJn1 T An Bl

Nétese que B(A2)IB~1y [A, B}fl €T y que la palabra B2A/n-1+1 A B! tiene n—1 < n ocu-
rrencias de A y es tal que 7(B2A-1+1 AL BY) = 7(W) =0 mod 4 y o(B?AIn-11 AN Bl =
J1 + J2 + . + Jn1 + 1 lo cual es par y por tanto o(B2A—1+1_ ANBY) = 0 6 2 mod 4,
entonces B2Ain—1F1 AN Bl ¢ TI; N 1I3 y por hipétesis inductiva B2An-1+1 _ANBL € Ty,
asi que W = B(A?)4B~'[A, B] ' B2A7»—1t1_ A" B! € T;. Podemos entonces concluir que
II, nIIg C I'y.

Ahora veamos que IIsN1II4 = I's. Similarmente como probamos que I'1 C II; N1I3 se prueba
que los generadores de I'y satisfacen las condiciones del conjunto Ils N1y = {0 =0,2y 7 =0}
y por tanto I's C Ily N II4. Para probar que II; N 114 C I'y aplicamos nuevamente induccién

sobre el nmimero n de ocurrencias de A en la palabra. Nétese que
A’B? [A?,B] = ~A?A’BA?B ' = -BA’B' = B(-A"*)B,

entonces B(—A"2)B~! € Ty, de donde (B(—-A"2)B~1)"! = B(-A4%2)B~! € Ty, entonces
B(A2B%)"B~! € Ty para cualquier r € Z. Sea W & Il N II4 una palabra con n = 1 ocu-
rrencia de A, entonces W = B°AN B!, donde e € {0,1}, j1 € Z y 1 € {0,1,2,3}. Sie =0,
entonces W = A B!, Dado que W € Iy N1Ily, entonces o(W) =06 2mod 4, de donde j; = 2¢
para algin ¢ € Z y 7(W) = o(W) mod 4, de donde | = j; = 2q, entonces

W = A%B? = (A’B*)? c Ty.

Si e = 1, entonces W = BA1 B! y nuevamente como W & IIy N1y, entonces o(W) = 0 6 2 mod
4, de donde j; = 2¢q para algin ¢ € Z y 7(W) = o(W) mod 4, de donde [ + 1 = j; = 2q, de
donde

W = BA%B%~ ! = BA2BX B! = B(A?B?)YB ! e Is.

Asi cualquier palabra en Il N TI4 con una ocurrencia de A pertenece a I';. Supongamos que
cualquier palabra en Ils N II4 con menos de n ocurrencias de A estd en I's. Sea W € IIs N1y

una palabra con n ocurrencias de A. Similarmente como en la contenencia II; NII3 C I'y se
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podra ver que en cualquier caso la palabra W se podra escribir como un producto de elementos
de I'y y una palabra V* que cumple las condiciones del conjunto IIs N Iy pero que tendrd
menos de n ocurrencias de A y entonces por la hipétesis inductiva V* € I's y asi W € TI's.
A continuaciéon mostramos dichas escrituras en los diferentes casos de W. Sabemos que W =
BeAnBAIn-1. AN B! donde e € {0,1}, j, € Z (v = 0,1,..n) y | € {0,1,2,3}. Sie = 0,
entonces W = An BAIn-1  ANB! si j; + jo + ... + jn_1 es par, entonces j, = 2¢ para algin

q € 7, entonces
W = A21BAIn—1  ANB! = (= A%)Y(~1)1IBA-1 . AN B!
si q es par

W = (—A%)IBAm-1 ANB!' = (—A%)IB(—A2)1B 1 B(—A?)1AIn-1 AN B!
= (—AY)IB(—A"2)IB 1BAIn1120 AN Bl = (—A%)IB(—A"2) 1B I BAI-1Hin AR
= (—AY)IB(-AT%)1B7 V™,
con V* = BAn-1tin  ANBl si g es impar
W = (—A%)IBZBA1 ANB!' = (—A%)1B2B(— A2t B71B(- A4t AJn—1 | AT B!
— (_A2)QB(_A*2)(1+1B*1‘B3A]'7L71+2q+2”‘AjlBl
= (=A?)IB(-AT2)rTI I3 Adn—1tint2 AR Bl = (—A2)IB(-A?)1TI BV,
con V* = B3Ain-1+int2 A Bl
Ahora, si j1 + jo + ... + jn_1 €s impar, entonces j, = 2¢q + 1 para algin ¢ € Z, entonces

W = A%tipAin-1  ANBl = A21ABAI-1. AN B
= A2ABA 'BT1BAAN-1 ANB! = (—A%)1[A, B] (—I)BAm-11L A Bl

si g es par

W = (—A%)7[A,B]BAT AnBl = (—A%)9[A, B| B(—A"2)IB 1 B(—A%)14/n—1F1  Anp!
= (—A%)7[A,B|B(-A"2)4B1BAIn—1+2t1  pnp!
= (—A?)9[A,B]B(—A™%1B1BAn—1Tin A Bl = (—A%)1[A, B B(-A"2)4B~ V™,
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con V* = BAn-1tin AN B! Si q es impar

W = (- A2)q[A,B] B2BAn—1t1 A gl
= (—A%)9[A, B|B?B(-A"2)1 1B B(—A?%)1t pIn1HL | Al B
— 2\q _ A-2\q+1 p—1 3 gin—1+2¢+1+2 J1 nl
(—A%)7[A, B B(-A~%)4t1B71B34 ..A"B
= (—=A?)9[A,B]B(—A )1 BTIB3 Ain—1tint2 AN Bl = (—A%)[A, B] B(-A"?)7 By,

con V* = B3Ain-1+int2 Al Bl
Ahora si e = 1, entonces W = BAI» BAI»-1. AN B! si j; + ... + j,_1 es par, entonces j, es

par, esto es j, = 2¢q para algin q € Z, entonces
W = BA2MBAIn-1 A" B! = B(—A?)4B Y (—1)"BBA"1.. A" B!,
si g es par

W = B(-A%)IB71BBA1. ANB' = B(—A?)IB Y (—A"%)1B2AIn—1120 AN B!
= B(-A»1B Y (—A?)1B2AIn1tin AN B = B(—A?)1B (- A7)V,

con V* = B2Ain—1%in  ANB! Si g es impar

W = B(-A»)'B7'B2BBA'.. . A"B' = B(-A?)IB ' B?B?(—A7?)1T1 (- A%)at ATt AN B!
— B(_A2>qB_1(_A_z)q+1BQB2Ajn—1+2q+2.“Alel
— B(_AQ)QB—l(_A—2>Q+1BQB2Ajn—1+jn+2_“Aj1Bl _ B(—Az)qB_l(—A_Q)q+1V*,

con V* = B2B2Ain—1+tint2 AN Bl Ahora, si ji + ... + jn_1 es impar, entonces j, es impar,

esto es j, = 2¢ + 1 para algin g € Z, entonces

W = BA24tlpAin—1_ A Bl — B(_A2>qB—1(_I)qBABAjn_lWAJ'IBI7

si q es par
W = B(-A%)IB'BABA'. . A"B' = B(—A%1B'BAB 1A' ABBA"-.. A1 B
= B(-A%)IB7'[B, A B2Ain-1F1 AN B!
= B(—AY)IB7'[A,B] ' (—AT2)IB2 ATt 1420 Al g
= B(-AY)IB7[A,B] ' (~A2)1B2AIn—1tin  ARB = B(—A%)IBT[A, B] Tt (~A72)IV*,

45



con V* = B2Ain-1tin AN B! Si g es impar

W = B(-A%»'B7'B2BABA"-'.. A"B' = B(-A?YB'B? B, A] AB?A/»— ... A" B!
= B(—A%»YB7![B,A] B2B2A/n—1T1 Anp
= B(-A»)1B7'[B, A] B?B*(— A~ )1t gdn-1 204201 A gl
= B(—A%1B7'[B, Al (-A72)1t 1 B2 B2 A1 Tin 2 AT
_ B(—A2)qB 1[A,B] 1( )q+1V*

con V* = B2B2AIn-1tint2 AN B

Por ultimo, como los grupos II; N II3 y IIs N 114 son subgrupos propios de los grupos Il
(k=1,2,3,4) y IIj tiene indice 4 en los IIj, entonces Iy tiene indice 2 en II; N 1I5 y IIy N Ily.
]

Proposicién 3.3.4 Teorema 3.3.5 Si H es un subgrupo libre de 11 de indice 4 entonces H =
II;, coni=1,2,...,8, mds aun si H es normal, entonces H = 1l y si H no es normal entonces
H =1lg4 para algin k =1,2,3,4.

Prueba. Sea H un subgrupo libre de II de indice 4. Tenemos que H, HB, HB? y HB?
son clases laterales derechas distintas, ya que si B° € HB7, con i,j € {0,1,2,3}, entonces

B'B~J € H, entonces B" € H y como H es libre la tnica potencia de B que estd en H es B,
3

asf i — j = 0, entonces i = j. Dado que H es de indice 4, entonces Il = |J HB*. Supongamos
que H es normal. =

Vamos a hacer la prueba estudiando la clase lateral en la que se encuentra A.

i) Si A € H, entonces BAB™! € H, ya que H es normal, entonces (BAB~!)~! =
BA7'B~!' ¢ H, de donde A(BA™'B™') = ABA™'B~! = [A,B] € H. Asi, (A,[A, B]) C H,
entonces II; C H y como II; y H tienen indice 4 entonces H = 1I;.

ii) Si A € HB, entonces

AB'e H=AB*c H= -AB€H,
como H es normal
B(-AB)B™' ¢ H= B(-A)BB '€ H= -BAc H,
de donde IIy = (—~AB,—BA) C H y nuevamente, como II4 y H son de indice 4, entonces
I, =H.
iii) Si A € HB?, entonces AB~2 = AB? = —A € H. Se sigue que B(—A)B~! € H, esto es,

—BAB™! € H. Luego I3 = (—A,—BAB™') C H y por tanto H = II3.
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iv) Si A € HB3, entonces
AB3 e H= AB € H,

de donde B(AB)B~! = BA € H, entonces Il = (AB,BA) C H y por tanto H = I, por
tanto H =1, con k=1, 2, 3, 4.

Supongamos ahora que H no es normal. Sabemos que B’ ¢ H parai = 1,2,3, ya que H es
libre.

Afirmacién 1: ABA™'B ¢ HB, en efecto:

Si ABA™'B € HB, entonces

ABA™'BB' ¢ H= ABA' ¢ H= (ABA Y(ABA ') e H= B*c H,

lo cual es una contradiccién.
Afirmacién 2: Si ABA™'B € HB?, entonces [A, B] € H, en efecto:
Si ABA™'B € HB?, entonces

ABA™'BB™2 = ABA™'B* = ABA™'B~' € H,

de donde, [A,B] € H.
Afirmacién 3: ABA™'B ¢ HB3?, en efecto:
Si ABA™'B € HB3, entonces

ABA™'BB™3 = ABA™'B™2 = ABA™'B> = —ABA '€ H,

entonces (—ABA™Y)(—ABA™') = B? € H, lo cual es una contradiccién.

De nuevo estudiemos las clases laterales en las que se encuentra A.

i) Supongamos que A € H. Tenemos que —[A,B] = —ABA™'B~! = ABA™'B. De la
afirmacién 1 sabemos que — [A4, B] ¢ H B, de la afirmacién 3 sabemos que — [A, B] ¢ HB? y de
la afirmacién 2 sabemos que si — [A, B] € HB?, entonces [A, B] € H, como A € H, entonces
IT; = (A,[A, B]) C H, entonces II; = H, lo cual es una contradicién con el hecho de que H no
es normal.

Asi, si A € H, entonces —[A,B] = —ABA B! = ABA 1B € H y por tanto II5 =
(A,—[A, B]) C H y en consecuencia H = II5.

ii) si A € HB, entonces AB~! = AB? € H. Sabemos por las afirmaciones 1 y 3 que
—[A,B] ¢ HB y que —[A,B] ¢ HB? y si —[A, B] € HB?, por la afirmacién 2, [4, B] € H,
entonces Iy = <AB3, [A, B]> C H, de donde H =11y, lo cual es una contradiccién ya que H no
es normal. Asf —[A, B] € H, entonces IIs = (AB*, — [A, B]) C H y en consecuencia H = Ig.

iii) Supongamos que A € HB?, entonces AB~2 = AB? ¢ H. Tenemos que — [A, B] ¢
HB y que —[A,B] ¢ HB3 y si —[A,B] € HB?, entonces [A,B] € H, entonces I3 =
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<ABQ, [A,B]> C H, entonces II3 = H, lo cual es una contradiccién, asi que —[A, B] € H.
Luego 117 = <ABz, —[A, B]> C H y en consecuencia H = II7.

iv) Si A € HB3, entonces AB™2 = AB € H. Tenemos que — [A,B] ¢ HBy —[A, B] ¢ HB?
y si —[A, B] € HB?, entonces [A, B] € H, entonces Il = (AB,[A, B]) C H, entonces Iy = H,
lo cual es una contradiccién, asi que — [A, B] € H. Entonces Il = (AB,—[A,B]) C H y en
consecuencia H = Ilg. Asi, si H no es normal, entonces H = Il 4, k=1,2,3,4. m

Con el teorema anterior hemos probado que los tnicos subgrupos libres de II de indice 4
son IIy, ..., IIg.

Proposicién 3.3.6 El subgrupo conmutador I tiene indice infinito en II.

Prueba. SeaI' = {W €Il : o(W) = 7(W) = 0}, aqui no consideramos congruencias. En-
toncesII c I’ y todos los cocientes I' 4% son disjuntos. Concluimos que ‘H : H/‘ > ‘I‘ : H,’ = 00.
[
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Apéndice A

Definiciones, Notaciones y Resultados de

Geometria Hiperbdlica

En este apéndice se dan algunos conceptos bédsicos de Geometria Hiperbdlica asi como algunos

resultados sin prueba, para més informacién ver [4] y [6].

Definicién A.0.1 Sea A una region en R™, una densidad en A es una funcién continua A :
A — RT.
Dada una densidad \ en una region A y v : [a,b] — A. una curva de clase C' en A, se

define la A—longitud de v como

Sea \ una densidad definida en una region A de R™ y z1 y zo € A, se define la A\—distancia

de z1 a z9 como

inf {IN(V)},
Y

donde el infimo es sobre todas las curvas v de clase C por tramos que unen z; con zy. A esta

distancia se le denota por py(z1, z2).

Teorema A.0.7 Sea \ una densidad definida en una region A de R™, entonces la distancia p)

define una métrica en A.

Notacién: Denotaremos por H? al conjunto {x + iy :y > 0}, que geométricamente co-
rresponde al semiplano superior del plano complejo, v denotamos por A al disco unitario
{zeC:|z| <1}

Definicién A.0.2 El plano superior H? provisto de la métrica definida por la densidad

se le llama el plano hiperbdlico y a esta métrica se le llama métrica hiperbdlica.
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Teorema A.0.8 El grupo PSL(2,R) actia como un grupo de isometrias en H? con la métrica

hiperbdlica.

Teorema A.0.9 Cualquier isometria del plano hiperbélico H? es un elemento de PSL(2,R),

o es de la forma

donde a,b,c yd € R, ad —bc=1.

Definiciéon A.0.3 El disco unitario A provisto con la métrica definida por la densidad

2

1w

o(w)
se le conoce como el disco de Poincaré y a la métrica inducida se le llama métrica hiperbdlica.

A ambos modelos, el disco de Poincaré y el semiplano H?, se les conoce como plano hiper-
bélico.

Al estudiar las transformaciones parabdlicas e hiperbdlicas, como éstas son conjugadas a
las traslaciones y homotecias, el modelo del semiplano es el mas adecuado. En contraste, el
dmbito donde se entienden mejor las transformaciones elipticas es el disco unitario, ya que las
rotaciones se expresan en términos de complejos unitarios. Casi todas las propiedades que se
cumplen en el semiplano se cumplen también en el disco de Poincaré. Es por ésto que en el
siguiente apéndice y en el Capitulo 2 se usa la notacién A indistintamente para referirnos al

modelo del semiplano y al modelo del disco de Poincaré.

Definicién A.0.4 Llamamos grupo conforme a un grupo de transformaciones del plano hiper-

bolico que no alteran la medida de los dngulos.
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Apéndice B

Grupos Fuchsianos y propiedades

En este apéndice se da la definicién de Grupos Fuchsianos, la clasificacién de estos y algunas
definiciones y resultados sin prueba que como ya hemos dicho son importantes para lo que se

trabaja en el capitulo 2. Para mayor informacién, ver [4] y [6].

Definicién B.0.5 Un grupo G de transformaciones de Mdébius es un grupo Fuchsiano si existe

un disco G—invariante en el cual G actia discontinuamente. .

Se puede probar, ver [6], que en un grupo fuchsiano se dan las siguientes condiciones

1) Si un grupo fuchsiano G es finito, entonces es ciclico generado por una rotacién de éngulo
27 /n en torno a un punto, para algin entero positivo n.

2) Si G es infinito y no contiene elementos hiperbdlicos, entonces es ciclico infinito generado
por un tnico elemento parabdlico y no contiene elementos elipticos.

3) Si G contiene un elemento hiperbélico que genera un subgrupo de indice finito entonces
hay dos posibilidades:

a) G es ciclico infinito, generado por el elemento hiperbélico

b) G tiene un subgrupo de indice 2 generado por el elemento hiperbdlico.

4) En los demds casos, G contiene un subgrupo isomorfo al grupo libre de rango 2 y sélo
contiene elementos hiperbdlicos.
Observacién: Tenemos que si se da una de las condiciones 1 a 3 anteriormente descritas se
dice que el grupo es elemental, mientras que si se da 4) el grupo se dice no elemental.

Ahora bien, podemos notar que todo elemento eliptico de un grupo fuchsiano tiene orden
finito y el grupo es ciclico siempre que sus elementos no triviales compartan el conjunto de

puntos fijos.

Definicién B.0.6 Sea G un grupo que actia en un espacio X y la proyeccion candnica p :
X — X/G. Un subconjunto cerrado F C X es una region fundamental para la accion de G si
la restriccion p|p F — X/G es inyectiva y la restriccion p|p : F — X/G es sobreyectiva. Esto
es equivalente a que cumpla |J g(F) =X y Fn g(F) = @ para todo g € G. Llamamos tesela
geG

al conjunto g(F) para un g € G, y teselacion a la familia {g(F) : g € G}.

Observacién: Al conocer la regiéon fundamental para la accién de G podemos obtener infor-
macién acerca de los generadores y relaciones de dicho grupo o también saber de la topologia

y la geometria de X/G.
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Nétese que si F' C X es una regién fundamental, se puede entender el cociente X/G como

F identificando los puntos de su borde que pertenecen a una misma 6rbita.

Definicién B.0.7 Sean G un grupo fuchsiano y p € A no fijado por ningin elemento no trivial
de G.

1) Llamamos region de Dirichlet de G centrada en p al conjunto
Dyp(G) = {z € A: p(z,p) < p(g(2),p) para todo g € G}

2) Decimos que G es geométricamente finito si admite una region fundamental que es un

poligono convero con un nimero finito de lados.

Observacién: 1) D,(G) es interseccién de semiplanos hiperbdélicos y, por tanto, es hiperboli-
camente convexa, esto es, un poligono hiperbdlico convexo.

2) D,(@G) estd limitada por H—lineas que llamamos geodésicas y, posiblemente también por
tramos del eje real (o de la frontera del disco unitario ). Si dos de esas geodésicas se cortan en
A, al punto de corte se le llama vértice. Los vértices resultan ser aislados.

3) Una regién de Dirichlet es siempre localmente finita, esto es, un compacto tiene inter-
seccién no trivial con, a lo sumo, una cantidad finita de trasladados de D,(G).

4) Dado que las regiones de Dirichlet son convexas y localmente finitas, entonces, dichas
regiones tienen las siguientes propiedades:

a) Los conjuntos de vértices y lados son numerables.

b) Cada vértice estd exactamente en dos lados.

c) Dos lados se cortan en a lo sumo un vértice.

Proposicién B.0.10 Sea G un grupo fuchsiano, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) G es geométricamente finito.
2) La superficie A/G es topoldgicamente finita (es decir, es homeomorfa a una superficie
compacta con una cantidad finita de perforaciones)

3) G es finitamente generado.

Sean G un grupo fuchsiano y u y v vértices de una regién de dirichlet D, (G), entonces:

1) Se dice que u y v son wvértices congruentes si existe g € G tal que g(u) = v. Esta
congruencia define una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia que resultan de
dicha relacién son llamadas ciclos.

2) Si s* = g(s) para dos lados s y s* de Dy(G) y g € G, decimos que s,s* son lados
congruentes y que g los empareja (no pueden existir conjuntos de més de dos lados congruentes,

es decir, un lado es congruente consigo mismo o bien con solo un lado distinto).
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3) Supongamos que u y v son vértices congruentes, tenemos que si u es fijado por un
elemento eliptico h, entonces v es fijado por el elemento eliptico ghg™!, de donde se sigue que si
un elemento de un ciclo es fijado también son fijados el resto de vértices del ciclo. Un ciclo como
éste es llamado ciclo eliptico y, a sus vértices, vértices elipticos. Como Dp(G) es localmente
finita entonces un ciclo pueda tener a lo sumo una cantidad finita de vértices.

4) La frontera de la regién de Dirichlet D,(G) puede tener una cantidad no numerable de
componentes en la frontera de A, pero sélo puede haber una cantidad numerable de ellas con
longitud euclidea positiva. A tales componentes en ambas fronteras se le llaman lados libres,
que son intervalos cerrados en la frontera de A.

5) Se llama vértice propio en el infinito a un punto de 9A N 0D,(G) que pertenece a dos
lados de D,(G), y vértice impropio si pertenece a un lado y un lado libre. Ambos tipos de
vértices estdn en el infinito. Nétese que el elemento de G que fija un vértice propio tiene que
ser parabdlico, puesto que pertenece a 0A

6) El subgrupo estabilizador (con respecto a G) de un punto en A es ciclico finito (son
elementos elipticos y, por tanto, de orden finito). Este subgrupo ciclico es maximal.

7) Dos vértices en un ciclo eliptico son congruentes, entonces sus estabilizadores son sub-
grupos conjugados en G, ya que tienen el mismo orden. Por tanto existe una correspondencia
biunivoco entre los ciclos elipticos de D,(G) y las clases de conjugacién de subgrupos ciclicos
finitos maximales no triviales de G.

8) Se llama periodo al orden de un subgrupo finito maximal de G. Cada periodo se repite
el nimero de clases de conjugacién de subgrupos finitos maximales de G de ese orden.

9) Si m es el orden del estabilizador de uno de los vértices en un ciclo eliptico y 61, ...,0;
son los dngulos internos de los vértices del ciclo, entonces 01 + ... + 0, = 27 /m.

10) Sea {g1,...,gn} la familia de elementos de G que empareja los lados del borde de una
regién de Dirichlet D,(G) y H el grupo generado por dichos elementos. Se puede ver cémo,
uniendo a D), (G) regiones vecinas obtenidas mediante sucesivas aplicaciones de elementos de H,
se consigue una teselacién A, entonces G = H, esto es, {g1, ..., gn } €s un conjunto de generadores
de G.

11) Mediante la identificacién de lados congruentes en D, (G), el espacio cociente D,,(G)/G
es homeomorfo al espacio de ¢érbitas A/G. Esto implica, en particular, que es suficiente que
una regién de Dirichlet sea compacta en A para que también lo sean el resto de regiones de
Dirichlet.

Ahora veamos algunas caracteristicas geométricas de los tipos de isometrias en un grupo fuch-
siano. Supongamos que G un grupo fuchsiano

Si g € G es un elemento hiperbdlico, la geodésica que conecta sus dos puntos fijos en A
(la cudl es una sola) se llama eje de g.

En el cociente A/G, el eje desciende a una geodésica cerrada.
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Un elemento parabdlico g € G fija un punto en A y también fija el interior de un horociclo,
el cudl es una circunferencia tangente a A en el punto fijo. Una cuspide se define como un
cociente de la forma O/ (g); tiene longitud infinita pero drea finita. Todo elemento parabdlico
g € G crea una cuispide. Como todo elemento parabdlico es conjugado a una traslaciéon z —
z + 1, todas las ctispides son isométricas en una vecindad de co.

Un elemento eliptico fija un punto en A y da lugar a lo que se llama una singularidad cénica
en A/G.

Si una superficie hiperbdlica geométricamente finita no es compacta, entonces tiene termi-
naciones en el infinito. Las regiones fundamentales de G tienen puntos o intervalos en OA.
Cuando una regién fundamental tiene un intervalo (o més de uno) en OA, los extremos de
tal lado son puntos fijos de una isometria hiperbdlica g. El cociente A/ (g) es un cilindro
hiperbdlico, la mitad del cual es homeomorfo a la terminacién correspondiente de A/G, que se
ensancha exponencialmente y tiene drea infinita.

En sintesis en un grupo fuchsiano G tienen lugar las siguientes correspondencias:

geodésicas cerradas en A/G  «— Clases de conjugacién de elementos hiperbélicos de G.
Cuspides «— Orbitas de puntos fijos parabélicos de G.

Puntos Cénicos «— Orbitas de puntos fijos elipticos de G.
Ademsds toda superficie hiperbdlica geométricamente finita admite una descomposicién
A/G = K U Cispides U Terminaciones Hiperbdlicas

como unién de una superficie compacta K con borde y una cantidad finita de cispides y
terminaciones hiperbélicas.

Sea G un grupo fuchsiano, como vimos anteriormente, una regién de Dirichlet tiene un
nimero finito de ciclos elipticos y por tanto un nimero finito de clases de conjugacién de sub-
grupos ciclicos finitos maximales no triviales, digamos r, supongamos que los érdenes de dichas
clases de conjugacién son my, ..., m, (cada m; es mayor e igual que 2). Si G es geométricamente
finito (equivalentemente G finitamente generado) entonces tiene un nimero finito s de cuspides
y un nidmero finito ¢ de terminaciones hiperbdlicas y a cada grupo se le asigna la signatura de
G como

(g T, ey My S)t) ’
donde g es el género de la superficie A/G.

Definiciéon B.0.8 El simbolo

(g:m1,...,mp; ;1)
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es llamado la signatura de G, donde g es el género de la superficie A/G.

Observacién: En ocasiones escribimos la signatura de un grupo teniendo en cuenta los érdenes
de los elementos parabdlicos, los cuales sabemos que tienen orden infinito, y no se tienen en
cuenta en la notacién las terminaciones hiperbdlicas ni las cispides si se sabe que éstas son
cero. llustrando esta situacién, si por ejemplo sabemos que el grupo G tiene 2 elementos
parabolicos, A/G no tiene terminaciones hiperbdlicas y my, ..., m, son los 6rdenes de las clases
de conjugacion de subgrupos ciclicos finitos maximales no triviales de G y g es el género de
A/G, entonces la signatura de G se podria escribir como (g : myq, ..., my,00,00) y si, ademds
de no tener terminaciones hiperbdlicas, no tiene elementos parabdlicos entonces escribimos la

signatura de G como (g : my, ..., my).

Definicién B.0.9 Sea G un grupo fuchsiano que actia en el plano hiperbdlico A, decimos que
G es de primera clase si la orbita de todo punto se acumula en todo punto de A y asi cualquier
conjunto convero G—invariante no vacio es necesariamente todo el plano hiperbdlico. Decimos
que G es de sequnda clase si OA es la union disjunta del conjunto limite A de G y una unién

contable de arcos abiertos mutuamente disjuntos o;.

Observacién: Sea L; la geodésica con los mismos puntos finales de o y sea H; el semiplano
abierto acotado por L; y separado de o; por L;. Como la coleccién {o;} es G—invariante, la
coleccion {H;} también lo es. y asi
N = Hj, (B.1)
J

es un subconjunto convexo GG—invariante de A.

Definicién B.0.10 Sea G un grupo fuchsiano no elemental actuando en A. Sea N definido
por (B.1) si G es de sequnda clase y sea N = A si G es de primera clase, entonces N es

llamado la region de Nielsen de G.

Teorema B.0.11 N es el subconjunto convexo abierto G—invariante no vacio mas pequeno de
A.

Teorema B.0.12 FExiste un grupo fuchsiano finitamente generado no elemental con signatura

(g :ma,...mp;85t) ymy > 2 siy solo si

r 1
20 —24+s+t+ Y, (1—) > 0.

=1 m;
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Sea G un grupo fuchsiano finitamente generado no elemental con signatura (g : m1, ..., my; s; t)

y region de Nielsen N. Entonces

h — drea(N/G) = 2r [29—2+s+t+i (1—1>].

J=1 m;

Si G es de primera clase, entonces N = A y t = 0: asi obtenemos una férmula para el drea de

cualquier poligono fundamental.

Corolario B.0.13 Sea G un grupo fuchsiano finitamente generado de primera clase con sig-

natura (g : mq,...,my; 8;0). Entonces para cualquier poligono fundamental convexo P de G,
r 1
h — drea(P) =27 (29 — 2+ s+ > <1—>
Jj=1 m;
Teorema B.0.14 Para todo grupo fuchsiano no elemental G con region de Nielsen N

h — drea(N/G) > m/21.

Se da la igualdad cuando G tiene signatura (0 :2,3,7;0;0) en cuyo caso N = A.
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