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Resumen:
En este trabajo se demuestra el buen planteamiento de la ecuaciéon no lineal
de Schrodinger-Helmholtz

v+ Av 4 du o] o =0

u—o?Au = o7t

v(0) = vy

en los espacios H' y L? usando técnicas introducidas por Kato en [T].

Palabras clave:
Ecuacion no lineal de Schrédinger-Helmholtz, planteamiento local, planteamien-
to global

Abstract:
In this work we show the local and global well posedness of the nonlinear
Schrodinger-Helmholtz equation

vy 4+ Av + Mu o] o =0
u— o?Au = |v|7t!
v(0) = vy

in the spaces H' and L? using techniques introduce by Kato in [7].
Key words:

Non linear Schrodinger-Helmholtz equation, local well posedeness, global well
posedeness.



Indice general

(Introduccion!
I Preliog I

[2. Problema de Cauchy en L*(R")|

[3. Problema de Cauchy en H'(R")|

[4. Buen planteamiento globall

II

13

20

27



Introduccion

La ecuacion no lineal Schrodinger (NLS)

iy + Av+ [v]* v =0

v(0) = vy 1)

donde v es una funciéon que toma valores complejos, aparece de manera natu-
ral en diferentes contextos de la fisica para describir la propagacién de ondas
en medios no lineales. El caso particular, cuando ¢ = 1, es conocida co-
mo la ecuacion cubica de Schrodinger, y describe la propagacion de haces
de rayos laser en medios épticos no lineales donde el indice de refraccion es
proporcional a la intensidad de la onda. También surge en el estudio de la
dindmica de biomoléculas, en la fisica de semiconductores, condensacién de
Bose-Einstein, ondas de agua en superficies libres de un flujo ideal y en el
estudio de ondas en plasma, entre otros.

De particular interés es el estudio de la integrabilidad de la ecuacién ([1)).
En el caso de dimensién 1, cuando o = 1, es bien sabido que ésta es integrable
y tiene soluciones tipo solitones, es decir, soluciones que se comportan como
particulas “clasicas” cuando estas colisionan. La situacién en dimension 2 es
significativamente diferente. En este caso no es integrable y no se le conocen
soluciones exactas. Sin embargo, se ha demostrado que tiene soluciones de la
forma R(r)e”, donde r = \/z2 4+ y?> y R es tal que R'(0) = 0 y se apréxima
a cero para r suficientemente grande. Estos tipo de soluciones son conocidos
como guias de onda o solitones de Townes. Lo interesante, en este caso, es que
la potencia del haz, que en esencia es la norma en L?, nos indica cuando las
soluciones de estallan (o dejan de existir o en inglés presentan blow up) en
tiempo finito. Se sabe que cuando ||vg||z2 > ||R||z2 las soluciones explotan y
cuando ||vgl|z2 < || R]|z2 se presenta una difraccién de la onda que la solucién
representa.

En fisica se ha considerado cambiar el potencial |v]?”

por otros poten-

II



INTRODUCCION 111

ciales. Un caso particular, es tomar el potencial auto garvitacional que es
reempalzar en |v|?? por una funcién si ¥ tal que —a?Ay = |v|?. Inspira-
do en ésto y en modelos de turbulencia, Titti y otros en [4], han reemplazado
10|27 en ([I]) por una funcién u tal que u — a2Au = |v|”*", lo cual da lugar al
problema

v+ Av 4 du o] o =0

u—o?Au = |v|7t! (2)
v(0) = vy

donde « > 0,0 >1y A eR.

En este trabajo examinamos el buen planteamiento tanto local como glob-
al en H' y L? del problema . Aunque el buen planteamiento en H' es
considerado en [4], aqui obtenemos que el buen planteamiento global para el
problema se tiene para cualquier o < m—t

n —

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el primer capitulo
presentamos los resultados béasicos que se usaran en le resto del trabajo. En
los capitulos 2 y 3 examinamos el buen plantemiento local de en L2y H.
En el ultimo capitulo examinamos el buen plantemiento global.



Capitulo 1

Preliminares

Definicién 1.0.1. Sea p € R con 1 < p < 00; se define
LP(Q) = {u: Q — R;u medible y [, |ul’ < oo} y se nota

ol = | [t az]
Q

si 1 < p < oo se designa p' el exponente conjugado de p con % + z% =1

Teorema 1.0.2. (Desigualdad de Hélder). Sean u € LP (R") y v € L¥ (R")
con 1 < p < co. entonces uv € L' (R™) y

Juv| < full, [[oll,, (1.1)
R

Teorema 1.0.3. (Desigualdad de Young). Sean u € LP (R™) y v € L" (R"),
para 1 <p< ooyl <r< Ll Entonces uxv € LY(R"™), para — + — =
p—= p T

1
1+_)y
q

[l vl < flull, vl

Definicién 1.0.4. Sea 0 < a < n. El potencial de Riesz I, es definido por

I, = ca/ Sy dy, (1.2)

n |z =yl

para cada f localmente integrable, donde c, = 7/?2°T(a/2)/T'(n/2 — a/2).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Teorema 1.0.5 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Sean 0 < o < n, 1 <p < o0
1 1 «

y-—=-——.

qg p n

1. Si f € LP(R™), entonces la integral (1.2)) es absolutamente convergente

para casi todo x € R™.
2. Sip>1,
Ha(lg < cpanllfllp-

Recordemos que el operador (1—a?A)~! estd definido en 8’ de la siguiente

manera

(1—a?A)7'f = (#W) :

para cada distribucién temperada f. Veamos propiedades de este operador
que usaremos mas adelante en este trabajo.

Teorema 1.0.6. Paral < p < oo, (1—a?A)™! es un operador lineal continuo
de LP(R™) en LY(R™), para q tal que

n
pP=qg=< Sip> g ‘
n
p=q<o0, sip=g5ynz2
n
p<qg< np , stl<p<_-yn>2 o
n—2p 2
n
1<qg< , sip=1yn>2.
n—2 Y,

Demostracion. De las propiedades basicas de la transformada de Fourier ten-

€Imnos que
- IR
(1-a®A)7'f = (W) < f.

V
Veamos que (W) € L"(R"), para
1<r<oo sin=1,

1<r<oo sin=2, (1.3)
I<r<-25 sin>2.
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En efecto, el siguiente procedimiento informal nos sugiere la transformada

. . 1
de Fourier inversa de 5 FwIrER

(1+;2|f|2>v<x> <271r> Joo () etereiar) a
R / /n it o=t (140216 g gy — (1.4)

/ 1= dt
e 402t ——,
204ﬁ 0 t2

Esta funcién es claramente integrable y, haciendo uso del teorema de Fubini,
se concluye que su transformada de Fourier es Sea,

1
I+a?[g?”

g(z) = (W)V(@ = (20}\/%)”/000 ot ik td_:

1
Sin =1, de la formula de Bochner, se tiene que g(z) = 2—6 % . Paran > 2,
a

g es decreciente en |z| y, del teorema de convergencia dominada, g — 0
cuando |r| — oco. Examinemos que pasa con g cuando |z| — 0. Si n = 2,

(z) = ! 2/00 e_t_fi‘;@
HE = 207 ) Jo t

() [T [T
-\ 2ay7 L t ) t

1 \?| /> Jol2, dt Loet—1
_ - _1) aZt / dt
(2a\/%) [/1 (e eyt w2 o
20 gt © . w2dt
+/ € _dt—2log (@) +/ etla%—}.
1t o 1 t
4a2

1 \" | [|z]\*" [i= _del?_ 1 dt /OO = di
— - o t— aft —= | . 1.5
9(x) (204\/7_?) [<2a> 0 “ s + 1 © (1.5)

Esto demuestra que g € L"(R™), para r como en ([1.3)). De ésto y la desigual-
dad de Young se sigue la afirmacion del teorema, excepto los casos en que

o+

Sin > 2,
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n>21<p< g yq= 5 Estos se siguen de la ecuacion ([1.5) y del
n—4p

teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev. Il

Proposicién 1.0.7. Sea 0 < o < 1. Entonces, para todo u € C, v € C y
keZ,
||u|”_kuk - |U|U_kvk| < Cylu—0l|7, (1.6)

donde C, es un numero positivo que depende solo de o.

Demostracion. Si alguno de los dos v o v es 0, la afirmacion es evidente.
Asi que, supongamos que u y v son ambos diferentes de 0. Sean o y (3 tales
que

u=|ule™ y v=]|v[e”.

Es fécil ver que (1.6]) se puede escribir de la siguiente forma
t7 — | < Oyt — |7, (1.7)

donde t = % y v = k(B — a). Asi las cosas, demostraremos que esta de-
sigualdad esvvélida para todo t > 0y v € R. Es muy facil probar que si
es valida para t y todo v € R, es valida para % y toda v € R. Luego
es suficiente probar para 0 < t < 1y todo v € R. Supongamos que
cos(7y) < 5 Entonces,

43

- 3
[t7 = cos(y)] < 2 < ——=[sen(v)].

De donde se sigue que . ‘
[t7 — | < 3|t — €7,

si cos(y) < =. Supongamos ahora que cos(y) > t?. En este caso tenemos que

N —

cos(y) — t7 < cos(y) —t < (cos(y) —t)°.
Por lo tanto,
. 1—0 .
[t7 — e <272 |t — e,
1
si cos(7y) > t7. Finalmente, examinemos lo que pasa cuando 3 < cos(y) < t°.

En este caso tenemos que

t77 —cos(y) <t —cos(y) < 2%71(?571 — cos(7))”.
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Luego,
‘tfo . efi'y’ S 2%757%“71 o efi'y’a

o equivalentemente,

17— €] < 257E Rt = e

1
st 5 < cos(y) < t°.

Proposiciéon 1.0.8. Sea 0 > 1. Para todo u y v € C, se tiene que
’|u|"_1u — |U|U_1U’ <o (|u|"_1 + |v\‘7—1) lu — v. (1.8)

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la desigualdad del valor medio
para funciones diferenciables. O

En la discusién que haremos ahora, daremos las nociones béasicas de es-
pacios de Sobolev que usaremos en el marco de este trabajo. Recordemos
que un multi-indice # es un elemento de N". El orden de un multi-indice

n

B es |B] = > F;. En la literatura matematica se suele usar las siguientes
i=1

notaciones:

o’ = 9P o> 85: y af = x?lx?.. P

r1 Tx2 " n

para cualquier multi-indice §. Para cualquier abierto 2 C R”, si f y g son
funciones localmente en integrables 2 y (5 es un multi-indice, decimos que g
es la derivada parcial -ésima de f en (2, en el sentido débil, si para toda
¢ funcién C§°(§2) (funcién infinitamente diferenciable con soporte compacto

en ),
/f@ﬁgod:c:/ggoda:.
Q Q

Definicién 1.0.9. Para m € N y p > 1, con W™P(Q) notamos el espacio
de Sobolev de todas las funciones en LP(S2), que tienen derivadas (-ésimas
en LP(Q), para toda (3 tal que |B| < m, y dotado con la norma || f|lwmrq) =

> 51<m 107 I o).

En el contexto de los espacios de Sobolev tenemos los siguientes resultados
importantes.
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Teorema 1.0.10 (Lema de Sobolev). Sean un enterom > 1 y1 < p < co.
Tenemos,

1 1 1
Losi-—"s 0, Wm™r(Q) C LYQ) para — = — — n
p n a p N
1 m
2. si P =0, W™P(Q) C LYQ) para q € [p,0).

|
3. si-— <0, Wnr(Q) C Lo(Q)
p n

. . . . . n
con todas las inclusiones continuas. Ademds, st m —— > 0 y no es entero, y
p

tomando 0 la parte decimal de este nimero, tenemos que

10%ulloe < Cllullwmre)

[07u(w) — " u(y)| < Cllullwmnwle =yl

para c.t. x ey € Q y todo [ mult-indice tal que |B| < m — .
p

Teorema 1.0.11 (Rellich-Kondrachov). Si Q es acotado de clase C', la
inclusion W™P(Q) C L1(2) es compacta en los siquientes casos

1 m 1 1 m
1. si——— >0, para q € [p,p*) donde — = - — —,
p n p p n
1 om
2. st ——— =0, para q € [p,),
p n
1 m
3. 81— —— <0, qg=o00.
p n

En el contexto de la transformada de Fourier se hace una generalizacion
de los espacios de Sobolev en todo R™ cuando p = 2. En ese sentido se
introduce el espacio de Schwartz S (R™), que es precisamente el conjunto de
todas las funciones ¢ € C*°(R") tales que 2¥0°p es acotada en R", para
todos multi-indices v, 3, el cual es un espacio vectorial topolégico de Frechet
al dotarlo con las seminormas [|¢||, 5 = [|2¥0°¢||w. El dual topoldgico de
S(R™), S"(R™), es conocido como el espacio de las distribuciones temperadas.
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Es bien sabido que si f es una funcién localmente integrable en R™ tal que

m es esencialmente acotada, para algin N entero positivo, entonces
x

f es una distribucién temperada. En este caso estamos identificando f con
la distribucion temperada definida por ¢ — fRn fedx. Estas funciones son
conocidas como funciones de crecimiento lento.

No es dificil observar que tanto la transformada de Fourier como las
derivadas parciales y la multiplicacion por funciones C'*° de crecimiento lento
son transformaciones lineales continuas en S(R™). Esto y sus propiedades nos
permiten definir las siguiente extensiones a las distribuciones temperadas. La
transformada de Fourier 7, de la distribucién temperada T', es definida por

T(p) =T(p),

para cada ¢ € S(R"). De la misma manera, si f es una funcién C* de
crecimiento lento y # es un multi-indice, para cada distribucién temperada
T, fT y 0°T vienen dadas por

JT(p) =T(fe),

' O°T(p) = (-1)IT(9%9),

para cada ¢ € S(R"), respectivamente. Asi, tenemos la siguiente importante
propiedad
T = (—4)1PIeAT.

Definicién 1.0.12. Para s € R, notaremos por H* (R™) al espacio vectorial

{fes®):nf© =+ F© e 2@}

dotado con la norma dada por

1flls2 = 11A°Fll,
para cada f € H® (R™), donde (A*f)" = (1 + |§|2)S/2J/c\

De la anterior discusion no es dificil verificar que si s es un entero no
negativo
W2(R") = H*(R™).
El siguiente teorema es un compendio de propiedades importantes de estos
espacios.
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Teorema 1.0.13. 1. Si s < s, entonces H* (R") C H*(R"), con in-
clusion continua.

2. H* (R™) es un espacio de Hilbert. En efecto, este es claramente com-

pleto y su norma proviene del producto interno definido por (f,g)s =
[ AsfAsgda.
]R’Vl

3. Para cualquier s € R, el espacio de Schwartz S (R™), es denso en
H* (R™)

4. Sts1<s9ys=0s;+ (1 —0)sy, para 0 <0 <1, entonces

0 1-6
£l < IS5 IS
para cada f € H*?(R").

5. (H* (R™)), el espacio dual de H* (R™), es isométricamente isomorfo a
H= (R"™), para todo s € R

6. Se tiene el Lema de Sobolev. Esto es, H* (R") C LP (R™), donde s y p
satisfacen las siguientes propiedades

Y

n
1 0<s< —,2<p<
a) si S 5 _p_n—25

b) sis:g,2§p<ooy
_ n
c) szs>§,2§p§00-

Sis > 5, H(R") C Cx(R") (la coleccion de todas las funciones

continuas que tienden a cero en el infinito).

A continuacién, examinemos brevemente el comportamiento de las solu-
ciones del problema lineal asociado al ecuacién . Este es el problema aso-
ciado a la ecuacion Schrodinger lineal de una particula libre

Oyu = iAu,

u(0) = ug. (1.9)

Haciendo uso de la transformada de Fourier llegamos a que la solucién es

u(t) — eitAuo — (efiﬂg\?ao)v,
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para cada ug distribucién temperada. La notacién en la forma exponencial
es bastante natural gracias al siguiente teorema.

Proposicion 1.0.14. La familia de operadores {e”A}Zioo es un grupo fuerte-
mente continuo en H*(R™), para todo s € R. Esto es,

1. para todo t € R, e® : H*(R") — H*(R") es una isometria.

2. Para todos t yt' € R, eitBeit'd = cilt+)A,

3. e =1,

4. Para ug € H*(R"), fijo, la funcion t — e"®uy es continua de R en
H*(R™).

Mds aiin, para ug € H*(R™), fijo, la funcién t — e'®uq es continuamente

diferenciable de R en H* 2(R"™) y, como es natural, satisface la ecuacidn

9.

Al ser {eim}iooo un grupo no puede garantizarse regularizacion en el con-
texto de los espacios de Sobolev H*(R™). Sin embargo, tenemos la siguiente
propiedad regularizante, muy 1til en el estudio del buen planteamiento del

problema ([2).

Teorema 1.0.15. La familia de operadores {eim}iooo satisface las siguientes
desigualdades

T z
( [ el dt) <clfll, (1.10)

1 1

T q0 a0 T , o
(/ dt) <c (/ lg (DI dt) . (1.11)
-T Po -T !

para todos p; y q;, © = 0,1, tales que

t
/ DR (1) dr
0

2§pi<% st n>3

2<pi<oo s n=2 (1.12)

2<p; <00 s n=1
2 _n n
Ya =27 w
de n, po Yy p1-

Aqui, ¢ = c(n,po,p1) es una constante que depende inicamente
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Para la demostracién de este teorema vea [§]

Para finalizar este capitulo discutiremos algunas propiedades de la inte-
gral de Bochner que usaremos en este trabajo. Sean (2, X, 1) un espacio de
medida, donde p es contablemente aditiva y no negativa, y X es un espacio de
Banach. Recordemos que una funcion f : {2 — X es llamada simple si existen
Ty,...,x, € Xy Ey,...,E, € ¥, tales que f = Y ", #;xg,- Una funcién
f:Q — X esllamada u—medible si existe una sucesion de funciones simples
(fn) tales que lim,, . || fn — f|] = 0 p—casi siempre. Una funcién f: Q — X
es llamada p—débil medible si para cada z* € X* la funcién numérica x* f
es p—medible. Mas generalmente, si I' € X* y 2*f es p—medible para cada
x* € I, entonces f es llamada I'-medible. Si f : Q@ — X* es X—medible
(cuando X es identificado con la inmersién natural de X en X**), entonces
f es llamada débil*—medible. En este contexto tenemos el siguiente muy util
teorema.

Teorema 1.0.16 (Pettis). Una funcion f: Q — X es u—medible si y solo si

1. f es de rango p—esencialmente separable, esto es existe E € X con
w(E) = 0 y tal que f(QL\ E) es un subconjunto separable de X en
norma.

2. f es débil u—medible.

Una funcién simple f :  — X se dice p—integrable si el conjunto {z €
Q : f(z) # 0} es de p-medida finita. En este caso definimos [, fdu =
Sor wip(E; N E). Una funcién p—medible f: Q — X es llamada Bochner
integrable, si existe una sucesién de funciones simples pu—integrables (f,,) tal
que

i [ 1152 = fld =0
n—oo 0
En este caso, fE fdu es definida para cada E € ¥ por
/ fdpu=lim [ f,dpu. (1.13)
E n—oo E

El limite en ([1.13) es garantizado por

’/Ef"d’”‘_/EfmdﬂH S/E\Ifn—fmndﬂ

S/E”f” Al /E 1 = full d.
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Teorema 1.0.17. Una funcion p—medible f: Q2 — X es Bochner integrable
sty solo si [ || flldp < oo.

Teorema 1.0.18. Supongamos que f es una funcion pu—Bochner integrable.
Entonces

1. h/mu(E)HofEfdpJ:O
2. [ f du| < JoIfIl dp, para todo E € X

3. Si (E,) es una sucesion de elementos disyuntos de ¥ y E =] 7| E,,

entonces -
[raw=>" [ 7
E n=1 n

donde la suma de la derecha es absolutamente convergente.
También tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.0.19 (Teorema de Convergencia Dominada). Sea (f,,) una suce-
sion de funciones definidas sobre 0 Bochner integrables con wvalores en X.
Silim, .o fr, = [ puntualmente en norma y existe una funcion de valor real
Lebesgue integrable g sobre S tal que || f,|| < g p—casi siempre, entonces f es
Bochner integrable y lim,,_, o, fE fodp = fE fdu para cada E € 3. En efecto
también lim, oo [ [|f — fulldp =0

El siguiente teorema es obvio cuando 7' es continuo.

Teorema 1.0.20 (Hille). Sea T': D(T) C X — Y wun operador lineal cer-
rado, donde Y es un espacio de Banach. Si f y Tf son Bochner integrables
con respecto a [, entonces

(o)~ v

También usaremos el siguiente teorema, que generaliza el teorema funda-
mental del célculo en los nimeros reales.

para todo E € X
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Teorema 1.0.21. Sea f una funcidn Bochner integrable sobre [0, 1] con re-
specto a la medida de Lebesque. Entonces para casi todo s € [0, 1],

s+h
tim = [ 150 = £l dt =0

En particular, para casi todo s € [0, 1],

1i 1
hli%h

s+h
/ £(t) di = f(s).



Capitulo 2

Problema de Cauchy en L?(R")

En este capitulo examinaremos el buen plantemiento del problema de
Cauchy
iy 4+ Av + Mu o] o =0
u— o?Au = o]t (2.1)
v (0) = v
para vy € L*(R"), para n = 1, 2 y 3. De manera informal, haciendo uso de

la transformada de Fourier y variacion de pardmetros, a partir del problema
de Cauchy llegamos a la siguiente ecuacién integral

¢
v = ey + i/\/ A=) ((1 - oz2A)_1 (Jo”™) o) v) dr. (2.2)
0

Veamos primero que esta ecuacién tiene solucién para cualquier vy € L2.

Teorema 2.0.22. Seann =1, 2, 3,1 < o < min(3,4/n), p=0c+1y

= fL((Zﬂ)) Entonces, para todo ug € L* (R"), existe T = T(||ugl|, 0, \) > 0
y una vnica u € C ([-T,T],L* (R™)) N L1 ([-T,T], L* (R")) solucién de la
ecuacion integral en el intervalo [=T,T).

Mds aun, para todo T' < T existe una vecindad V de vy en L*(R™) tal
que 0y — 0(t), 0 la solucion de la ecuacion integral con valor inicial vy,
es Lipschitz de L*(R") en C ([-T",T"], L* (R™)) NL ([-T",T'], L? (R")).
Demostracion. Sea

E(T,a) ={veC([-T,T],L* (R") N L*([-T,T], L* (R")) :

sup ool + | [ ||v<t>||zdtf <a}.

te[-T,T)

13
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donde a y T son numeros reales positivos que fijaremos mas adelante. Este
conjunto dotado con la métrica

o) = s Jo) = w @l + | [ 1) - wlia]

para vy w € E (T, a), es un espacio métrico completo, ya que C([-T,T7,
L*(R™)) y L ([-T,T],LP (R™)) son espacios de Banach. Para v € E (T, a),
definimos ®(v) por

t
® (v) = ey + z')\/ A=) ((1 — azA)_l (\v|”+1) Bl v) dr. (2.3)
0

Veamos que, para T suficientemente pequeno, ¢ es una aplicaciéon de F (T, a)
con valores en F (T, a), que ademés es contractiva. En efecto, de los Teoremas

1.0.15} y la desigualdad de Holder, tenemos

1
T ‘
[ 1w <clal,+
1

g -1 1 NIk v
+el) V H(1—02A) (o™ " v dT}
p1’

-T
g (20+1)q} /
o+1)q
<cluoll + el | [ 1ol ar] "
=T

L 1,02 _n_ 1 Qinp— — in =
dond<3p,l—s+pyql—2 .Sin =1, tomamos s =00, ysin=203
n

e

p1
podemos tomar 1 < s < tal que para o como en la hipétesis del teorema,

(20 4+ 1)q; < q. Luego,

n—2

1
T q
[ 1e@igar] <l e

donde § = % < 1. Repitiendo el procedimiento anterior, se sigue asimis-
mo que
sup [|® (v)[l, < ¢ lvolly + e[\ T a7, (2.5)
[7T’T}
Por lo tanto,

1
T LY

Sup 1 (), + UT ||<I>(v)IIZdT} < cllvolly + AT a1 (2.6)
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Fijamos el valor de a, haciendo a = 2¢||vg|2. Asi que, si tomamos 7" de tal

forma que
AT 2070 < g (2.7)

de (), 1
T ‘
sup @ (v)], + [ / TH@(v)Hng] <a

[0,7] -

Veamos la continuidad de @ (v) en L?*(R"). Es claro que
® (v) (t+h) = (v) (t) = (2" = (@ (v) (1)) +

+ A /Oh eiAth=T) ((1 - QQA)_l (|v|a+1) lu]” v) (t+7)dr. (2.8)

Siguiendo los mismos argumentos usados anteriormente, tenemos que

h
/ A=) ((1 - QZA)_l (|v|a+1) Dl U) (t +7)dr
0

S Cn1—5a2a+l

2

)

si |h| < 7. Ya que e es un grupo fuertemente continuo en L?(R"), ®(v) es
continua en L*(R™), para toda v € F(a,t). Por lo tanto, ® es una aplicacién
de E(a,t) en si mismo.

Ahora veamos que ® es una contracciéon. En efecto,

[/Tncb(v)—cb(m ||g] <

T
<We| [ =28y (ol =l o
-T

Q=

Q
H\"—'

o dt] +
Py

T !
+ el [ [ =) (ui) it w - ol )| dt]
-T

|

q

’ +1 +1(|9 ), 1199
<eW | [ ol = ol ot ar |+
=T

_

_
e

T
+1)q] -1 -1
el [ / I e

q/
! dT:|
P

|~

q

=N
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1
A
1

T q
<eW | [ 1l ol = wll ol ar)| ™ +

Q
,_.\‘H

(o+1)q] o—1 o—1 a
el [ [ IS 01+ =l ]

A
7

T ’ od’ a1
SCMIL/ (ol +wwr>w——wM?nvwﬁad{ |

=T

Q
2

(o0+1) o—1 o—1 4]
vl [ Il o ol =l o]

1

T P

/ 1

<e | [ (ol + ol o - wlhoar |

- 20+1
q

T _q
ScLMzﬂ-éL/'<W40+1+|w40+n2élnv-—u4ﬁ:?df}

=T

S T 2 T 2
<c|\| T [/ ol dr } +{/|mmﬂ } .
-T -T
T q
x{/ m—meM]
-7

T
<eN T | [ o= ulp.ar
=T

Practicamente el mismo procedimiento anterior nos lleva a la siguiente de-
sigualdad

q

T
wM@@»—@@MbédMTP%%(/ m—wmdﬁ
-7

[0,7]

Fijemos T' de tal manera que

1
2c|A| T %a < 3 (2.9)
Este T también satisface (2.7). Esto muestra que ® es una contraccién en
E(a,T). Por el teorema del punto fijo de Banach, tenemos que ® tiene
un tnico punto fijo v € E(a,T). En otras palabras, existe v € E(a,T) C
C([-T,T),L*(R")) N LY([-T,T], L*(R™)) que es solucién de la ecuacién in-

tegral (2.2)).
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Veamos la unicidad de la solucién de la ecuacion integral. Supongamos
que v € C([-T,T], L*R")) N LY([-T,T], L’ (R™)) es otra solucién de la
ecuacion integral . Entonces, para 0 < T” < T suficientemente pequeno,
0 € E(a,T"). De la unicidad del punto fijo, v = v en el intervalo [-T",T"].
Sea T = sup{T"|t € E(a,T")}, y sea

-

T’ q
/ ||"(~JH§ dr| .
_T

a es una funcién continua y creciente en [0, 7], vy a(T") < a, para todo T" €
0, T] Supongamos que T' < T Entonces, empleando el mismo procedimiento
que se hizo para obtener , se sigue que

a(T +n) < cllvolly + AT + ) =0a(T +n)**, (2.10)

a(T") = sup |jvoll, +
1]

para 0 < n < T —T. De la continuidad de a y la forma en que se fijaron a
y T, el lado derecho de la tultima desigualdad es menor que a, para n > 0
suficientemente pequetio. Pero esto contradice la eleccién de T'. Por lo tanto,
T=T,%€FE(a,T) y & =v en el intervalo [T, T).

Finalmente, supongamos que 7" < T'. Sea

2

Claramente, V es abierto en L?*(R") y, por (2.9), vo € V. Haciendo uso
del mismo procedimiento que empleamos para obtener la desigualdad ([2.6)),
obtenemos

. 1
vz{%eLmWHmeﬂ%%me<—}.

T’ q
sup 00+ | HﬁHZdT] < cllla+ AT 26l < 26l
_T

[-T7,T7]

para todo vy € V. Usando los mismos argumentos que empleamos para ver
que P es contraccion, obtenemos que

T’ q
/‘H@—wmm- <
7T/

<[ty — |2 + AT ((2c]|Toll2)* + (2¢[|wol|2)*") x

Tl
—
JLELT ]

sup [|o(t)—w(t)]]2 +
[7TI7T/]

x| sup [[o(t) —w(t)]2 +
[7T/7T/}
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Luego,
T q
sup [|o(t) —w(t)[[2 + / [0 —wlgdr| < 2cl|tg — wol|2,
[7T/7T/] =T
para todos vy y wy € V. Esto termina la demostracién del teorema. Il

Observacion 1. El anterior procedimiento no permite mejorar el resultado.
En efecto, podriamos suponer que p = r(o + 1), en cuyo caso, del Teorema

2 _n n : <2
111} 2 = & — 2. Para demostrar que @, definida en ({2.3]), es una contraccién,

al proceder como en el teorema anterior, escogemos p; tal que pi, = % + % y
1
2 n

a=5" de tal manera que (20 4 1)¢; < ¢. Luego,

2 1 1
o< —+—-—-.
n o r s

Ahora bien, del Teorema|1.0.6 sir < 2,r < s < 2o ysir > g, 17 < s < o0.

— n—2r"
4

n

En cualquier caso, 0 <

En este momento podemos establecer una relacion entre la ecuacion in-

tegral (2.2) en L?(R") y la ecuacién diferencial (2.1)).

Teorema 2.0.23. Seav € C([0,T], L*(R"))NLY ([T, T], LP(R™)). v es solu-
cion de la ecuacion integral (2.2) si y sdlo si v es satisface (2.1) para casi
todo t € [-T,T).

Demostracion. Siv € C([0,T], L*(R™)) N L4 ([-T,T], LP(R")),
(1 — A (ool € L([=T,T), L%).
Como L"v C H~ 1,
(1= A (ol ol o € L(|-T,7), H).

De las propiedades del grupo €2 se sigue que e~ (1—a?A) " (|v|7 ) |v]"~tv €
LY[-T,T),H™"). Si v es solucién de la ecuacién integral (2.2)),

v(t+h)—o(t) "t —1T
. =— v(t)+

1 t+h

t

+ ixe® <E/ ei(t_T)A(l —2A) (w7 Y w7 dT) )
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Por lo tanto, v € AC([-T,T],H %) y
O = iAv + i) ((1 — 2A)(Jo|7TH|v]7 M),
para casi todo t € [=T,T]. Si v es solucién de la ecuacién ((2.1)) entonces

v € AC([-T, T, H*), ya que (1 —aA)~} (o) |v|""'v € L'([-T, T}, L").
De aqui, es inmediato ver que satisface la ecuacién integral ([2.2)) m



Capitulo 3

Problema de Cauchy en H!(R")

Ahora examinemos el buen planteamiento del problema de Cauchy ([2.1))
en H*(R™). Para eso seguiremos las ideas de Kato en [7] (vea también Cazenave
[2]). Para ésto estudiemos primero la ecuacién integral (2.2]).

Teorema 3.0.24. Seann <5 y

1<o< > stn=1,0

1<o<x sim=20

1<o<-X  sin>2.
n—2

Entonces, para todo vg € H' (R"), existen T = T(||voll,0,A) > 0,7 > 1 y una
nica v € C([=T,T], H (R")) solucién de la ecuacidn integral en el
intervalo [—T,T]. Ademds, v € L ([T, T], W' (R")), dondep=r(c+1) y
q es tal que p y q que satisfacen las condiciones dadas en el Teorema[1.0.15

Mas aun, la transformacion vy — 0(t), v la solucion de la ecuacion inte-
gral con valor inicial ¥y, es continua de H'(R"™) en C ([-T,T], H' (R"))
NLY ([T, T], Whr (R™)).

Demostracion. Sea

E(T,a)={ue L>®(-T,T],H" (R")) N LI ([-T,T], W'? (R")) :

1
T q
esssup (-4 | [ JulOlfydr] <)

[—T,T] -T

donde p y ¢ son como en el enunciado del teorema. Mostremos que este
conjunto dotado con la métrica

20
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T
d(u,v) = esssup ||u (t) — v (@)[l, + U Ju(t) —v (@), dr
[—T,T] -7

es un espacio métrico completo. Efectivamente, si (uy) es una sucesién de
Cauchy en E(T,a), entonces existe u € L™ ([T, T], L* (R")) N LY([-T,T],
LP (R™)) tal que d(ug,u) — 0. Luego, existe una subsucesién (uy), que no-
taremos de la misma manera, que converge a u en L*(R") y es uniformemente
acotada en H'(R™) fuera de un conjunto de medida 0 en [T, T]. Esto de-
muestra que u € L> ([T, T], H' (R")), ya que H" es reflexivo y es contenido
continuamente en L?. Ahora, de manera andloga, existe una subsucesién de
(ug), que denotamos de la misma manera, y un subconjunto de medida nula
N en [T, T] tal que ui(t) — u(t) en LP(R™) y uy(t) es acotada en WP(R™),
para todo t ¢ N. Luego,

O;ipu(t) dx| = | lim O;puy(t) dz

k—oco R™

< lim inf {|Q;ux (8) |l 6 1
Rn — 00

para toda ¢ infinitamente diferenciable y de soporte compacto y toda t ¢ N.
Como p > 1, u(t) € WP(R") y

() ey < i inf [ (8) s (R™),

para todo t ¢ N. Del lema de Fatou, es inmediato que v € E(T a).
Para v € E(T,a) definimos

t
® (v) = ey + i)\/ et AET) ((1 + agA)fl (|U\U+1) Bl v) dr.
0

Veamos que @ es una contraccién en E(T,a). Veamos primero que, para a y
T convenientemente elegidos, siv € E(T,a), ® (v) € E(T,a). Parac > 1, las
funciones u +— |u|”tu y u + |u|°*! son diferenciables y sus derivadas son

. (o — D|ul""BuRe(uh) + |u|""th siu#0,
siu =0,

b (0 + )|ul”"'Re(uh) siu#0,
0 siu =0,
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respectivamente. Luego, si v € E(T,a), [v|” v € Wbz, |v|ott € W,

V(v o)z < [lllp Vol

y
IV (ol Dl < ol Vol

Por lo tanto, del Teorema y la desigualdad de Holder, para p; > 2 tal

1 1 o
que — = — + — (7 y s satisfacen las condiciones en el Teorema [1.0.6)),

Pl

(1= a®A) " (Jo]" o]t € WHA(R™),

y
IV((1 = a®A) 7 (Jol Dol o)l < Il IVoll,.

Asi, del Teorema [1.0.15]y el lema de Sobolev, tenemos que

1
) *
sl + [ [ 1wl <
-7

1

r 2 -1 o+1 o—1 o' o’
<clooll e | [ f[(0=a?2)™ (o) ol dr
T %
20
< c ool + A [ 10 ol df}
ot [ [T ‘
< cllvolly + ¢ A T4 V ||v||W1pRn)dT}
-T
< cllvlly + ¢ |A| a2 T
(3.1)

donde p; y ¢; satisfacen las condiciones dadas en el Teorema|1.0.15| De hecho,
como p,q y p1,q1 deben satisfacer las condiciones exigidas en el Teorema
1.0.15, 1 — qul > (0. Mas ain, debemos garantizar la existencia de un r > 1
tal que

1

1 1<
2 n r(c+1)

—<_
rlc+1) 2 n

y ésto se logra si y sélo si o < ﬁ. Si elegimos a = 2¢||vo|| y T tal que
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entonces

T q
esssup [ (0)] 1 + [ [ 120l czT] <a
T

[_TvT] -
Para ver que ® es contraccién procedemos de la misma manera que en

el Teorema [2.0.22| Sin llenar todos los detalles alli expuestos y haciendo uso
del lema de Sobolev, tenemos que

q

<

/T||<1><v>—<1><w>||g

esssup|lv — wl|s +
[_TvT]

Q
H\"—‘

T
<c|A| [/ (Il + w275 v — w||21d71
. (3.2)

/ T q
<[ [ o= wlgar]
-r

[T o]’
§§ _THU—prdT

Luego, existe una v € L* ([-T,T],H' (R")) N LY([-T,T], Wh? (R"))
solucién de la ecuacion integral (2.2)). Veamos que v es continua de [—7, T
en H'. Como

vt +h) —ot) = (2" = I)(v(t)+

h
Lin / 200 (1= a?) ™ (W) ol o) (4 7). (33)
0

e es un grupo continuo y, al proceder como antes,

!
a1
q CL20+1,

<en'
Hl

h
/ A=) ((1 - a2A)_1 (\U\UH) ]v|”_1 v) (t + 7)dr
0

si |h| <, se sigue que v es continua.

Ahora veamos la unicidad de la soluciéon. Supongamos v es otra solucién

en [=T,T] de la ecuacién integral (2.2) y sean @ = max{sup_s s 0(t),a} y
sea T tal que

cl\a@ T <

N | —



CAPITULO 3. PROBLEMA DE CAUCHY EN H(RY) 24

Luego, del mismo argumento que usamos para probar al desigualdad ([3.2)),
tenemos que

7 i [T @
[ o=l <5\ [ po=lgar| -

Asi pues, v = ¥ en [-T,T]. Sea

To=sup{T' |v="0en [T, T}

De la continuidad de v y @ tenemos que v(+7p) = ©(£7p). Supongamos que
To < T ysear=min{T,T —Ty}. Como v(- +Tp) y 0(- + Tp) satisfacen las
ecuaciones

t
w(t) = ePu(£Ty) + i)\/ e't=a ((1 - a2)(|w|0+1)|w|"_1w) dv,
0

al proceder como en la anterior desigualdad, tenemos que

+Tp+7 7 1 £Tp4r :
[ - s—{/ o — oljtar |

2 p
+To—7 +To—T

Luego, v = ¥ en el intervalo [—7 — Tp, 7 + Tp], lo que va en contradiccién con
la definicién de Tp. Asi pues v = 0 en [T, T].

Finalmente veamos continuidad con respecto al dato inicial. Procediendo
como en el Teorema tenemos la siguiente propiedad de Lipschitz: para
v y w soluciones de la ecuacion integral , con condiciones iniciales vy
y wWo repectivamente, y tales que ||0o|lmr < 2|lvollmr v || Wollzr < 2|vol| s,
tenemos que

sup |lv—o|]2 +
[iTofT,iT()ﬁ»T}

1

T q
sup (1) — @(0)]l> + [ / o —wngdr] < 2650 — o]l
-7

)
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para T suficientemente pequeno. Ahora bien,
V(0 — W) =e"(V (T — o))+

+ /0 IR (1= a?A) N A (@)Y (0 — w))[8]7 ') +

DR ((1 = a®A) (07 f(0)V (0 — @) +

+

t

TR (1= 0?A) () — f(@) V) [37) +

_l_

t

[N (1= A (@) ) (8 — [l ) +

t

DR (1= a®A) (0|7 (£2(0) — fo(@)) V) +

+

— — S— — —.

t

+ [ DR (A= @”A) T (ol — @] (@) Vi)

donde f] y f4 son las derivadas de u +— |u|"™! y u +— |u]"~!u respectivamente.
Teniendo en cuenta que

A< [ul?, 1) = A@)] < (ul” + Pl Dl =], |f5w)] < ul”"y

(lul”=2 + |7 ) Ju = 0], sio>2
| fo(u) — fo(v)| < Ju—ov|]77, sil<o<2y
07 Sl g = 17

de los Teoremas [1.0.15), y la desigualdad de Holder, tenemos

T q
sup [V = )+ [ / IV - wnm} < cllo — dollm+
T

[-T.T -

. .
LY [ [ v —w>u%p] +
-7

T 2 T g
+[/ Hﬁ—wuip] +[/ ||@—w||;ép] |
-T -T
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donde § = min{1l,0 — 1} si sigma o > 1,y 0 = 1 si 0 = 1. Luego,

T

sup V(5 — )12 + [ / ||v<ﬁ—w>||%p} <
vy -7

< ¢ (|to — Woll g1 + ||To — WollF)  (3.4)
Esto termina la demostracion. O
Corolario 3.0.25. Si v € L®([-T,T], H'(R")) es solucién de la ecuacidn

integral (2.2)), entonces v = v, donde v es la solucion garantizada por el
teorema antertor.

Demostracion. Argumentando como en la prueba del teorema anterior pode-
mos ver primero que @ € C'([—T, T}, L?). El corolario sigue de la misma forma
como se demostrd la unicidad en el anterior teorema. O

Veamos que, para dato inicial en H', el problema de Cauchy (2.1]) es
equivalente a la ecuacién integral (2.2]).

Teorema 3.0.26. Sea vy € H'(R") y supongamos que o satisface las condi-
ciones del teorema anterior. v € C([-T,T|, H'(R"™)) es solucién del problema
de Cauchy (2.1)) con dato inicial vy si y sdlo si v solucion de la ecuacion in-

tegral ([2.2]).
Demostracion. Si v es solucién de la ecuacién integral (2.2)), entonces (1 —
@A) ([o|7 vl e € O([=T,T), L*). Como L# C H™',

(1 —a?A) || Y |v|” v € O([-T,T), H™ ).

De las propiedades del grupo ™2 se sigue que e 2 (1—a2A) = (Jv|o+) jv]7~ 1o €
C([-T,T],H"). Como

v(t+h)—o(t) et —1
h h
] 1 t+h '
+ ideA (ﬁ/ DAL = 2A) (ol |7 dT) :
t

tenemos que v € C*([-T, T, H ') y
O = iAv +iX(1 — a*A)(Jv]7™)|v|7 .

Si v es solucién de la ecuacién (2.1]) entonces v € CY([-T,T], H™'), ya que
(1 —a2A) " (Jv|o* Y |v|”~ v € C([-T,T], LP"). De aqui, es inmediato ver que
satisface la ecuacion integral (2.2]). O




Capitulo 4

Buen planteamiento global

Ahora examinemos el buen planteamiento global tanto en L?(R™) como
en H'(R"). Para ello probaremos primero que cualquier solucién en H'(R")
del problema de Cauchy asociado a la ecuacién satisface las siguiente
leyes de conservacion

(@)l = l[o(0)]]5,

- IVut)]* + G(v(t)) de = - IVu(0)]* + G(v(0)) da, (4.1)

donde G(v) = 25 (1—a®A)~!(|v[7*!)[v]7*!. Informalmente, suponiendo que

Av + A1 = a?A) H(Jo|o™) v~ v € L?, al multiplicar la ecuacién por
v, integrar y tomar la parte real obtenemos la primera ley. La segunda ley
es obtenida al conjugar en ambos lados de la ecuacién, multiplicar por (1 —
A2A) (v [v]o v, integrar y tomar la parte real.

En vista de la discusién inmediatamente anterior, para la prueba de las
leyes de conservacion, vamos a considerar los siguientes problemas regular-
izados

{@tv = 1AV + i g (), (4.9)

v(0) = vy

donde J,, = (1 —mA)™ y g(v) = (1 — a2A)"}(Jv|7™)|v|] " v. Veamos el
siguiente teorema.

Teorema 4.0.27. Sean vy € H'(R") y o como en el enunciado del Teorema
3.0.24). Entonces, para cada m existen T = T(||vo|,0,A) > 0, r > 1 y una
nica w € C([-T,T], H' (R")) N L ([-T,T], WP (R")) solucién (.2 en

27
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el intervalo [=T,T), donde p = r(c+1) y junto a q satisfacen las condiciones
dadas en el TeoremalL.0.13.

Mas ain, la transformacion vy — 0(t), ¥ la solucion de la ecuacion en
(4.2) con walor inicial ¥y, es continua de H'(R™) en C ([-T,T],H" (R"))
AL ([=T,T], W' (R")).

Su demostracién es idéntica a la del Teorema [3.0.24] pero cabe destacar
que dentro del transcurso de la prueba observamos que, para todo m > 0, si
U €s solucién de la ecuacion (4.2)):

1. v,, satisface la ecuacién

t
v = ey + i/\/ A T g( ) dr (4.3)
0
2. vy, € E(a,T), donde a, T'y E(a,T) es como en la demostracién del
Teorema [3.0.24l
3. Para |h| <,

/!

o (t + 1) = v ()11 < ca® Tyt~ 7

4. Finalmente observemos que, para s < 3,sivy € H*(R"), v,,, € C([-T,T],
H*(R™)).

Lema 4.0.28. Sean r > 1 tales que r y ' satsifacen las condiciones del
Teorema (conp=r11yq=r1"). El funcional de L"°TV(R") — R tal que
v fRn G(v)dz, es continuo. En particular, si o satisface la hipdtesis del
Teoremal3.0.2]) este funcional es continuo en H'(R™).

Demostracion. El teorema sigue inmediatamente de la siguiente desigualdad

‘/HG(v)dx—/nG(w)dx

[ = a2a) ul ) ol = ) do

< +

/ (1= @A) (Jo]7* = | o]" do

+ <

<c||(jo]” + [w|*) v = will[vll, + cllwllp | ([o]” + |w|*)]v = wi,

<c(lvllz ™ + lwlly o = wllp.
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Teorema 4.0.29. Para o satisfaciendo la hipotesis del Teorema st
v € C([=T,T], HY(R™)) es solucién del problema (4.2)), entonces

lvm ()12 = llvollz2

VU ()2 + G(Jpvm(t)) do = IVvol? + G(Jmvo) dav.
RTL

Rn

Demostracién. Supongamos primero que vy € H?2. De las observaciones ante-
riores tenemos que Av,, + AJgJmvm € C([=T,T], L?). Luego, al multiplicar
en ambos lados de la ecuacién (4.2)) por v,,, integrar y tomar la parte real
tenemos

d
Eva(t)H2 = ZRe/ Vit U dx = 2Re (z

=0,

IV Um|? 4+ Ag(JmVm ) T Um da:)

R

va que g(Jnvm) Jmvm = (1= aA) Y| Jpvm |7 ™) | Jmvm| T es un real positivo.
Por otro lado,

d
g7 |V ()|? 4+ G(Jpvm(t)) do = 2Re/ Uyt AV, + AT g U dz = 0,
R’ﬂ

n

lo que demuestra el teorema en el caso en que vy € H?. Del lema anterior y
el buen planteamiento del problema (4.2), se sigue el teorema para cualquier
Vo € Hl. ]

Teorema 4.0.30. Supongamos que o satisface las hipdtesis del Teorema
[3.0.24 Sean v,, € C([=T,T], H'(R")) soluciones del problema de Cauchy
(4.2)), para cada m >0, y sea v € C([-T,T|, HY(R")) solucién del problema
de Cauchy . Entonces, v satisface las leyes de conservacion (4.1) y vy,
converge uniformemente en H*(R™) a v en el intervalo [T, T].

Demostracion. Obsérvese primero que, del buen planteamiento de los proble-
mas de Cauchy, basta demostrar el teorema para 1" suficientemente pequeno.
Supongamos que a y T son como en el Teorema [3.0.24] Luego de las obser-
vaciones que siguen al Teorema se sigue que {v,,|m > 0} forma una
familia de funciones equicontinua y uniformemente acotada en H*(R™). Por
lo tanto, como H'(R™) es un espacio de Hilbert, para toda sucesién en esta
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familia, existe una subsucesion uniformemente convergente en la topologia
débil alli. Supongamos que v,, no converge uniformente en L? a v. Eso
quiere decir que existe una sucesion my y € > 0 tal que limg_..omi = 0
Yy supi_r) [m, — vll2 > €. Sin perdida de generalidad, podemos suponer
que v, es uniformemente convergente en la topologfa débil de H'. Sea ©
dicho limite. Teniendo en cueniila que, gracias a la desigualdad de Holder, al

Teorema |1.0.6]y ya que o < PR
n —

lg(u) — g()lly; < 20°[Ju—v]l,,

donde p y p; son como en la demostracién del Teorema |3.0.24) entonces
T 9(JmyVm, ) también es equicontinua y uniformemente acotada en LP1.
Asi que, podemos suponer que Jp,, §(Jm, Um,) converge débil, y uniforme-
mente en [—7T, 7], a alguna f en LPt débilmente continua. Luego,  es débil-
mente derivable en H~! y su derivada es iAD+i\f. Mds atin, como iAD+i\f
es uniformemente acotada y débilmente continua, es fuertemente integrable y
¥ es absolutamente continua con derivada en casi toda parte igual a tAD+i\f.

Veamos ahora que, para todo t, f(t)m es real en casi toda parte. Para
cualquier conjunto acotado B tenemos que

/B F(t)o(0) d = /B () — T o o VD) dit

—l—/ I §Imp Umy, (0(t) — Uy, (2)) dac+
B

+/ i 9y Umy, U, (1) da.
B

Claramente el primer término es una sucesion convergente a 0. Del teorema
de Rellich Kondrachov, tenemos que 9(t) — vy, (t) — 0 en LP(B), por lo que
el segundo término converge a 0. Luego, el tercer término, que es real para
todo k, converge a un nimero real. Asi pues, [ v (t)w dx es real, para todo
B acotado.

Como

%H@(t)H? = 2Re 0;(0) = 2Re(iAD(?) + i\ [ fodx) = 2Rei/ IVo|* = 0.

n

Rn

lo(t)]]2 = ||vol|2, para todo t. Ya que ||v,(t)]|2 = [|vo||2, para todo m y todo
t, esta sucesién resulta uniformemente convergente en la norma de L? a ¥
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y, en general, en todo LP que satisface las condiciones del Lema de Sobolev.
Del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y ya que v,,, satisface
, para cada k, se sigue que v satisface la ecuacién integral. Luego v = v.
Esto es una contradiccién. Luego, v,, converge uniformemente a v en L?
(v en LP tales que H' contenido continuamente en estos espacios) cuando
m — 0. Del Lema [4.0.28] el teorema anterior y la semicontinuidad inferior
de la norma en la topologia débil se sigue que

[ wew + G de < [ Vil + Gl de

n

Sea w(t) = v(T+1t). w es solucién de la ecuacién en ([2.1]) con condicién inicial
v(T). Luego,

/n [Vw(t)]* + G(w(t)) de < / Vo (7))? + G(v(7)) da.

n

Para 7 suficientemente pequeno,

n

/n |Vo(r)|? + G(v(7)) de > / Vool2 + G(wp) d,

en otras palabras

/Rn Vol + Glo(t)) dr = /Rn [Vuol* + G(vo) da,

para t suficientemente pequeno. Un argumento simple de continuidad se sigue
que esta ley se cumple para todo ¢.
En particular, tenemos que

Hm (v, ()| g0 = ([o(E)]] 2,
m—0
con limite uniforme. De aqui se sigue el teorema. O]

Ahora es muy facil ver el buen planteamiento global.

4
Teorema 4.0.31. 1. Paran <3 yo <min{3,—}, el problema de Cauchy
n
[2.1)) es globalmente bien planteado en L*(R").

2. Paran <6 yo como en el teoremal3.0.24}, el problema de Cauchy (2.1)
es globalmente bien planteado en H'(R™).
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Demostracion. Como, para vy € H'(R"),

lo@®)ll2 = llvoll2,

donde v es solucién de (2.1)), y éste es localmente bien planteado en L2
entonces para cualquier vy € L2,

lo@®)ll2 = llvoll2,

para v la unica solucién de (2.1)). Por lo tanto, este es globalmente bien
planteado en L?.
Si vy € HY(R™) y v es solucién de (2.1)) en H',

lv(®)]l2 = [lvoll2

[ e+ Gowyas= [ 19+ G

para todo ¢t en el intervalo de existencia de v. Si A > 0 tenemos que

(Vo(t)]?dr < [Vuol? + G(vy) du,
Rn

Rn

si A <0,
| o0F e < [ 190k + Gl + Gy do < O+ Gl
donde p = (0 + 1). De la desigualdad de Gagliardo-Niremberg,
IVl3 < O+ Culfuo ||| Vo7,
para 0 < 0 < 1. Luego, ||v||g: permanece acotada en cualquier intervalo

donde esta exista. Asi que el problema ([2.1)) es globalmente bien planteado
en H!. ]
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