






E J E M P L O 5.1Q 

H a l l a r el m á x i m o v a l o r d e la d e r i v a d a d i r e c c i o n a l d e 

2 
f ( x , y , z ) = 2x yz + Sen z en e l p u n t o (2,-1 ,TT) ¿En la d i r e c c i ó n d e 

q u e v e c t o r se d e b e e f e c t u a r p a r a q u e sea m á x i m a ? 

9 f 9 f _ 2 9 f , 2 _ 
^ = 4 x y z 9 T = 2x y + C o s Z 

3 f 3 f 3 í 

9— 1 (2,-1 ,tt) = " 8 7 r f j 1 (2,-1 ,tt) = 8 7 1 T 7 1 (2,-1,ir) = " 9 

(Vf) (2,-1 ,1T) = (-8TT, 8 H , -9) 

La d i r e c c i ó n en q u e se d e b e e f e c t u a r la d e r i v a d a d i r e c c i o n a l en el 

p u n t o (2,-1,ir) p a r a o b t e n e r el m á x i m o v a l o r d e e l l a , e s la d e l v e c t o r 

(Vf) (2,-1 ,TT) = (—8tt, 8tt, -9) y y su v a l o r es: 

D ( V f ) (2 -1 T T ) f
 ( 2'~ 3' 7 r ) = I I I = \^64tt 2 + 64tt 2 + 8 ? = \/l28TT2 + 81* 

N O T A : O b s é r v a n o s , q u e s i e n d o U u n i t a r i o 

D^f (A) = (7f) (A) . U 

y c o m o e l p r o d u c t o i n t e r n o d e u n v e c t o r V s o b r e un v e c t o r u n i t a r i o U / 

es la c o m p o n e n t e d e V en la d i r e c c i ó n d e U , p o d e m o s e n t o n c e s c o n c l u i r 

q u e la d e r i v a d a d i r e c c i o n a l d e u n a f u n c i ó n en u n p u n t o A en la d i r e c -
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ci6n d e u n v e c t o r U , e s la c o m p o n e n t e d e l g r a d i e n t e d e f c a l c u l a d o en 

A , e n la d i r e c c i ó n d e l v e c t o r U . 
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6 . D I F E R E N C I A B I L I D A D 

R e c o r d e m o s q u e , d a d a u n a f u n c i ó n f: R -»• R , si f t i e n e d e r i v a d a en u n 

p u n t o c , e n t o n c e s d o s c o s a s i m p o r t a n t e s p o d e m o s a f i r m a r d e l c o m p o r t a m i e n 

to d e f en e s e p u n t o "c": u n a , q u e f e s c o n t i n u a en " c " , y o t r a q u e 

e x i s t e u n a r e c t a t a n g e n t e a la curva q u e r e p r e s e n t a y = f ( x j , en e l 

p u n t o (c, f ( c ) ) , y q u e la p e n d i e n t e d e e s t a r e c t a e s t á d a d a p r e c i s a m e n 

te p o r e l n u m e r o r e a l f ' ( c ) , e s d e c i r , la e c u a c i ó n d e d i c h a r e c t a es-

t á d a d a p o r : 

y = f(c) + f ' (c) (x - c) 

S u p o n g a m o s q u e f(x) t i e n e d e r i v a d a en el p u n t o " c " , e n t o n c e s e x i s t e 

f 1 Ce) = Lím f C c + h) - f (c) 

h 0 h 

e s d e c i r , p a r a h p e q u e ñ o ; 
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f M c > = tic - g(c) + g ( h ) 

d o n d e g ( h ) e s t a l q u e L í m g Ch) = 0 

h - 0 

Así: 

f'(c)h = f(c + h) - f(c) + g(h)h 

f(c + h) - f(c) - f' (c)h = - g (h) h 

|f(c + h) - f(c) - f'(c)h| = |g(h) | |h| 

|f Ce + h) - f (c) - f' Cc)h| 
" r t c ' n | - |g(h)| 

^ Ifto + hl - f ( c ) f ' (c)h| = L í m | g ( h j | = 0 

I I y, n h 

E s t e r e s u l t a d o s e r á la b a s e p a r a la g e n e r a l i z a c i ó n d e los c o n c e p t o s 

q u e e s t a m o s p r e s e n t a n d o . 

La f u n c i ó n L ( h ) = f 1 (c)h e s tina f u n c i ó n l i n e a l en v a r i a b l e h (pues al 

fijar c , f ' ( c ) e R) q u e l l a m a m o s la d i f e r e n c i a l d e f en el p u n t o c . 

T r a t e m o s d e d a r u n a i n t e r p r e t a c i ó n d e e s t e c o n c e p t o d e d i f e r e n c i a l : 

U s a n d o la p r o p i e d a d d e l á l g e b r a d e l í m i t e s e s f á c i l v e r i f i c a r el si-

f (x) 
g u i e n t e r e s u l t a d o : S i L í m • •• y = 0 y s i a d e m á s L Í m g ( x ) = 0 , 

x - a g W x a * 
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entonces LÍm f(x) = 0. 
x •+• a 

Aplicando este resultado a la igualdad señalada con C*) tenemos que: 

LÍm |f(c + h) - f(c) - f' (c)h| = 0 
h •*• 0 

lo que implica que: 

LÍm f (c + h) - f (c) - f' (c)h = 0 
h + 0 

es decir que para valores de h pequeños: 

f (c + h) - f (c) f' (c)h 

donde es» indica "aproximadamente igual", y esa aproximación es mucho 

mejor a medida que se hace mas cercano a cero. Esto significa que 

al incrementar "c" en un valor h, el incremento que corresponde a la 

función se puede aproximar por la diferencial de la función en el pun-

to c, calculada en el incremento h, y esta aproximación será mejor a 

medida que el incremento h este más próximo a cero. 

Observando la Figura 6,J podemos apreciar que: 

Tag G - 'i a » f» (c) - £ a* X « f ' Cc)h 
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y 

F I G . 5.1 
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E¿" d e c i r q u e la d i f e r e n c i a l d e f en c c a l c u l a d a en h , e s l a l o n g i t u d d e l 

s e g m e n t o X q u e a p a r e c e en d i c h a f i g u r a . C o m p a r e m o s e s t e v a l o r X c o n e l 

i n c r e m e n t o d e f: f ( c + h ) - f ( c ) , y o b s e r v e m o s q u e la d i f e r e n c i a e n -

tre e s t o s d o s v a l o r e s se h a c e m a s p e q u e ñ o a m e d i d a q u e se t o m a h m á s 

p r ó x i m o a c e r o (teme h ' , o h " ) . 

P u e s t o q u e f ( c + h) - f ( c ) ^ f • ( c ) h 

f ( c + h ) » f ' (c)h + f (c) 

f ( c + h ) V f ' ( c ) (c + h - c) + f (c) 

L a e x p r e s i ó n d e la i z q u i e r d a r e p r e s e n t a la i m a g e n d e c + h p o r m e d i o 

d e l a f u n c i ó n f , m i e n t r a s q u e la d e l l a d o d e r e c h o , si r e c o r d a m o s la 

e c u a c i ó n q u e se d i o a l c o m i e n z o d e l a r e c t a t a n g e n t e a la c u r v a y = f ( x ) 

en e l p u n t o c , r e p r e s e n t a la i m a g e n d e c + h p o r m e d i o d e la r e c t a 

t a n g e n t e a la c u r v a en e l p u n t o c , lo q u e s i g n i f i c a q u e p a r a v a l o r e s 

c e r c a n o s a c , l a r e c t a t a n g e n t e a l a c u r v a en el p u n t o (c, f ( c ) ) , a p r o -

x i m a a la f u n c i ó n y = f ( x ) , y e s t a a p r o x i m a c i ó n m e j o r a , a m e d i d a q u e 

se t o m a n p u n t o s m á s c e r c a n o s a " c " . 

E J E M P L O 6 . 1 . 

U s a n d o la d i f e r e n c i a l p o d e m o s c a l c u l a r a p r o x i m a d a m e n t e e l v a l o r d e 

u n a f u n c i ó n en u n p u n t o , c o n o c i d o el v a l o r d e la m i s m a en u n p u n t o 

c e r c a n o a e l , d e p e n d i e n d o la p r e c i s i ó n d e l r e s u l t a d o , d e 1 « c e r c a q u e 

esten l o s d o s p u n t o s : 
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c a l c u l e m o s \/4.08 

t o n a n d o : f(x) = \fx f'(x) « 1 

c - 4 f(c) = f(4) - 2 

f» (c) = f» (4) = I 

h = 0 . 0 8 

f (4.08) = v ^ T M » f ' ( c ) h + f (c) = (0.08) + 2 = 2.02 

H e m o s a s í d e f i n i d o la d i f e r e n c i a l en u n p u n t o d e u n a f u n c i ó n f d e r e a 

les en r e a l e s , a h o r a d i r e m o s q u e u n a f u n c i ó n e s d i f e r e n c i a b l e en u n 

p u n t o c , c u a n d o e x i s t a la d i f e r e n c i a l d e f en c , o m á s e x a c t a m e n t e , y 

u t i l i z a n d o e l r e s u l t a d o o b t e n i d o en (*): 

D E F I N I C I O N 6.1 

U n a f u n c i ó n f: R R se d i c e d i f e r e n c i a b l e en u n p u n t o c e R , , si e x i s -

te u n a f u n c i ó n l i n e a l L lh) t a l q u e : 

La f u n c i ó n l i n e a l L (h) se llama la d i f e r e n c i a l d e f en c . 

N O T A : 1 . E n e l c a s o q u e h e m o s t r a t a d o , es d e c i r f u n c i o n e s de R en R , 

c 

L í m | f t C + h ) - £ Í C ) " L c ( h ) l 
0 

h 0 h 

179 



la e x i s t e n c i a d e la d e r i v a d a d e u n a f u n c i ó n en u n p u n t o i m p l i c a la d i -

f e r e n c i a b i l i d a d d e la f u n c i ó n en e s e p u n t o , 

2 . R e c o r d e m o s q u e p a r a c a d a p u n t o d o n d e f e s d e r i v a b l e , h a y a s o c i a d a 

u n a f u n c i ó n l i n e a l : la d i f e r e n c i a l ; e s d e c i r , n o h a b l a m o s d e la d i f e -

r e n c i a l d e u n a f u n c i ó n , s i n o d e la d i f e r e n c i a l d e u n a f u n c i ó n en u n 

p u n t o . 

2 

A l t r a t a r d e g e n e r a l i z a r e s t a s i d e a s p a r a f u n c i o n e s R -*• R , se p r e -

s e n t a n a l g u n o s i n c o n v e n i e n t e s q u e n o se t e n í a n en la e x p o s i c i ó n i n i -

c i a l , o b s e r v e m o s : s i u n a f u n c i ó n f: R •*• R e r a d i f e r e n c i a b l e en u n 

p u n t o , p o d í a " a p r o x i m a r s e " en c e r c a n í a s d e e s e p u n t o p o r la r e c t a 

t a n g e n t e a la c u r v a en d i c h o p u n t o ; p a r a e l c a s o d e u n a f u n c i ó n 

f: R 2 -*• R , d a d o u n p u n t o ( X q , y Q ) t e n d r í a m o s q u e p e n s a r en " a p r o x i m a r " 

la s u p e r f i c i e q u e r e p r e s e n t a a z = f ( x , y ) , en c e r c a n i a s d e l p u n t o 

( X q , y Q ) , ya n o p o r u n a r e c t a , s i n o p o r u n p l a n o t a n g e n t e a d i c h a su-

p e r f i c i e en d i c h o p u n t o , y e s t o r e q u i e r e p o r lo m e n o s q u e la f u n c i ó n 

s e a c o n t i n u a en e s e p u n t o . E n e l c a s o d e f u n c i o n e s d e R en R , la so-

la e x i s t e n c i a d e la d e r i v a e a en e l p u n t o , g a r a n t i z a b a la c o n t i n u i d a d 

d e la f u n c i ó n en é l , m i e n t r a s q u e , como v i m o s en c a p í t u l o s a n t e r i o r e s , 

2 
en f u n c i o n e s de R e n R la e x i s t e n c i a d e l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s en u n 

t o , o m a s aión, la e x i s t e n c i a d e las d e r i v a d a s d i r e c c i o n a l e s e n u n p u n -

t o , e n t o d a s las d i r e c c i o n e s , n o g a r a n t i z a la c o n t i n u i d a d d e l a fun -

ción en d i c h o p u n t o , p o r lo t a n t o el p u n t o de p a r t i d a a q u í n o s e r a co-

m o en e l c a s o a n t e r i o r la e x i s t e n c i a de u n a s d e r i v a d a s , sino q u e i n i -

c i a r e m o s n u e s t r a e x p o s i c i ó n con u n a g e n e r a l i z a c i ó n a f u n c i o n e s d e R 
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en R d e la d e f i n i c i ó n d e f u n c i ó n d i f e r e n c i a b l e , (definición 6 , 1 } y a 

p a r t i r d e e l l a t r a t a r e m o s i d e a s a n á l o g a s a las q u e se t r a t a r o n en el 

c a s o d e u n a v a r i a b l e . 

D E F I N I C I O N 6.2 

2 -»• 

Sea f: R -*• R , s e a A = ( X q , y ) E D o m f , f se d i c e q u e e s d i f e r e n c i a -

b l e en A , s i e x i s t e u n a f u n c i ó n l i n e a l # t a l q u e 

lf(Cx Q,y o) + (h,k)) - f ( x Q , y o ) - L - ( h , k ) | 

(h,k) - (0,0) TRh7k)Tr 

De a c u e r d o a la i d e a q u e t r a e m o s , d e q u e u n o d e los o b j e t i v o s q u e p r e -

t e n d e m o s a l c a n z a r con la d i f e r e n c i a b i l i d a d d e la f u n c i ó n en un p u n t o , 

es " a p r o x i m a r " la f u n c i ó n en las c e r c a n í a s d e d i c h o p u n t o , c o n u n p l a n o 

t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e en e s e p u n t o , t r a t a r e m o s d e "jus 

d e f i n i c i ó n 6.2 s i e n d o p o c o r i g u r o s o s . 

S e a z = f ( x , y) sea ( X q , y Q ) e Dom f 

La f u n c i ó n z se v a a a p r o x i m a r p o r u n p l a n o d e la forma A x + By + Cz = D 

v a m o s a s u p o n e r q u e e s t e p l a n o n o e s p a r a l e l o al e j e z , p o r c o n s i g u i e n -

te c ¿ 0 , d i v i d i e n d o la e c u a c i ó n p o r - c o b t e n e m o s : 

N x + M y - z = D 

181 



e s t e p l a n o t i e n e c o m o v e c t o r n o r m a l (N, M , -1) y c o m o e l p u n t o 

(x , y , f ( x , y )) d e b e p e r t e n e c e r a il e n t o n c e s 
o o o o 

D = (N,M, -1) (x ,y ,f (x ,y )) = N x + M y - f (x .y ) 
o o o o o o o o 

es d e c i r la e c u a c i ó n d e l p l a n o s e r á d e la f o r m a 

N x + M y - z = N x + M y - f ( x , y ) p a r a a l g u n a s N , M e R 
o o o o 

z = N x + M y - N x - M y + f ( x ,y ) 
o o o o 

S i h , k n ú m e r o s r e a l e s c e r c a n o s a c e r o , e n t o n c e s (x + h , y + k) c e r -
o o 

c a n o a ( X q , y Q ) , p o r c o n s i g u i e n t e f ( X q + h , y Q + k) se p u e d e a p r o x i m a r 

p o r e l v a l o r d e z en e l p l a n o c u a n d o x = X q + h y y = y Q + k: 

f ( x + h , y + k) = N ( x + h) + M ( y + k ) - N x - M y + f ( x , y ) + g(h,k) 
o o o o o o o o 

d o n d e 

L í m g ( h f k ) = o 

( h f k ) + (0,0) 

s i e n d o g ( h , k ) e l e r r o r d e la a p r o x i m a c i ó n . 

f ( x Q + h , y Q + kl - f ( x Q , y o ) - N h + M k + g ( h , k ) 

f ( x Q + h , y o + kl - £ ( X q , y Q ) = (N,M1 . (h,k) + g C h , k ) 

f ( x o + h , y Q + k } - f ( x Q , y Q ) = [ I (N,M) | | | | (h,k) | | C o s 0 + g ( h , k ) 

d o n d e 0 e s e l á n g u l o c o m p r e n d i d o e n t r e (N,m) y (h,k), a s í : 
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f (x„ + h , V + k) - f (x . y } n ( y . . , 

° 11 (h,ki 11 — " l | W ' M l 1 1 0 3 5 0 + l O T 

n O _ n l o _ o _ . | | ( H > M ) | | C o s e ( 

f C * Q + h * y Q + k ) - g < V y - II ( h ' k ) lili ( N ' M ) 11 e o s e k ) 

||(h,k)|| = |í(h,k) 

En el s u p u e s t o d e q u e el e r r o r d e la a p r o x i m a c i ó n g(h,k) t i e n d a "más 

r á p i d o " a c e r o q u e [|(h.k)¡[ e n t o n c e s : 

f(x„ + h , y + k) - f(x .y ) - (h,k). (M.N) 
Lim o o o o _ 

(h,k) i" (0,0) I I ( h ' k ) I I = 

| f C x Q + h , y Q + k) - f ( X 0 / Y 0 ) - (hN + kM)| 

( h , k ) L + (0,0) I I ( h ' k ) • I = 

y e s c l a r o q u e L ( h , k ) = N h + H k es l i n e a l , luego e s t o "nos lleva" a 

la d e f i n i c i ó n 6 . 2 . 

C o m o h a b l a m o s c o m e n t a d o a n t e r i o r m e n t e , n o s p a r e c í a n e c e s a r i o q u e u n a 

f u n c i ó n d i f e r e n c i a b l e en u n p u n t o f u e s e c o n t i n u a en el m i s m o , e s t o lo 

d e m o s t r a m o s e n e l s i g u i e n t e t e o r e m a , p e r o p a r a ello se r e q u i e r e d e l 

2 
s i g u i e n t e r e s u l t a d o p a r a f u n c i o n e s d e R en R , c u y a d e m o s t r a c i ó n e s 

s i m i l a r a su a n á l o g o p a r a f u n c i o n e s d e R en R enunciado al c o m i e n z o 

d e e s t e c a p í t u l o : s i f(x,y) y g ( x , y ) están d e f i n i d a s en u n a v e c i n d a d 
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d e í x o ' Y o } ' s í : 

L í m " T ^ ^ T = ® y Lim g ( x , y ) = O , e n t o n c e s : 

(x,y) - (x ,y ) g C x ' Y ' (x,y) (x ,y ) 
o o o o 

L í m f ( x , y ) = 0 

(x,y) •*• ( x 0 # Y 0 ) 

T E O R E M A 6.1 

S i f e s d i f e r e n c i a b l e en (x , y ) e n t o n c e s f e s c o n t i n u a en (x , y ) 
o o o o 

D E M O S T R A C I O N . 

V e a m o s q u e L Í m f(x,y) = f ( x , y Q ) 

(x,y) + ( x o / y o ) 

p o r h i p ó t e s i s f e s d i f e r e n c i a b l e en ( X q , y Q ) , e n t o n c e s e x i s t e u n a fun-

ción l i n e a l L ( h , k ) t a l q u e : 

| f ( x Q + h , y Q + k) - f ( x o , y Q ) - L(h,k)[ 

L í m r r n — r m = 0 
(h,k) (0,0) ' ' (h,k) 

p o r e l r e s u l t a d o e x p u e s t o a t r á s , y p u e s t o q u e L í m ||(h,kl|| = 0 

(h,k) + (0,0) 

e n t o n c e s : 

L í m l f ( V h ' V k ) - f ( x o ' y o } " L ( h ' k ) l = 0 

th,k) -»• (0,0) 
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L Í m f ( x + h , y + k) - f (x ,y ) - L ( h , k ) = O 

(h,k) - (0,0) ° 

Co m o L ( h , k ) e s l i n e a l , e n t o n c e s e s c o n t i n u a , p o r t a n t o 

L Í m L ( h , k ) = L ( 0 , 0 ) 

(h,k) - (0,0) 

p e r o t a m b i é n p o r ser l i n e a l L ( 0 , 0 ) = 0 , p o r t a n t o 

L Í m f (x + h , y + k) - f(x , y ) - 0 

(h,k) - (0,0) ° 0 0 

L Í m f (x + h , y + k ) = f (x , y ) 

(h,k) - (0,0) o o o o 

o l o q u e e s lo m i s m o : h a c i e n d o x = x Q + h , y = y o + k , c u a n d o 

(h,k) - (0,0) (x,y) - (x , y ) , se t i e n e : 
o o 

L Í m f ( x , y ) = f ( x ,y ) c o m o se q u e r í a d e m o s t r a r . 

(x,y) - ( x o , y Q ) ° ° 

2 
U n a v e z d e f i n i d a la d i f e r e n c i a b i l i d a d d e u n a f u n c i ó n f: R - R en u n 

p u n t o A = (x , y ) , v e a m o s a h o r a c a n o se e n c u e n t r a la f u n c i ó n l i n e a l 
o o 

L A ( h , k ) , e s d e c i r , c o m o s e h a l l a la d i f e r e n c i a l d e u n a f u n c i ó n f en 

u n p u n t o s a b i e n d o q u e la f u n c i ó n e s d i f e r e n c i a b l e en d i c h o p u n t o : 
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T E O R E M A 6 . 2 

S i f (x,y) e s d i f e r e n c i a b l e en A = e n t o n c e s l a d i f e r e n c i a l en 

( x Q , y o ) d e l a f u n c i ó n f e s t a d a d a p o r : 

L A ( h , k ) = ( D A f ) (h,k) = (Vf Cx o,y o)). (h,k) 

= h(§=- (x . y » + k(£±- (x 
3x o o 3y 

DEMOSTRACION. 

C o m o L a e s u n a f u n c i ó n l i n e a l , e n t o n c e s b a s t a d e m o s t r a r q u e 

V 1 ' 0 1 y V ° ' 1 ) = 1 ? V ^ o 5 ' 

y a q u e s i e s t o s e v e r i f i c a , e n t o n c e s 

L A ( h , k ) - L a h ü , 0 ] + kt0,1) = H L AC1,0) + k L 10,1] = 

= h * — ( x , y ] + k ' r — ( x , y ) 
3x o

 J
o 3y o o 

3f 
d e m o s t r e m o s p r i m e r o q u e L_ (J, 01 = (x ,y ] 

A ' 3x o o 

Cerno f e s d i f e r e n c i a b l e en A = ( x o , y Q ) e n t o n c e s e x i s t e u n a f u n c i ó n l i 

n e a l L A ( h , k ) t a l q u e : 
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lí fcQ+ h , y o + k} - f U o , y o l - L t t ^ k l l 

L Í m -i i • i i i 

(h,k) - (0,0) 
II(h,ki!! 

C o m o e s t e l í m i t e e x i s t e y e s i g u a l a c e r o , e n t o n c e s p o r c u a l q u i e r c a m i n o 

d e a c e r c a m i e n t o e l l í m i t e d e b e t a m b i é n d a m o s c e r o ; t o m e m o s p o r e j e m p l o 

e l c a m i n o d e p u n t o s d e la f o r m a (h,0) con h •*• 0 , es d e c i r : 

| f < V h ' V • £ ( V y o ' - ^ f r ' 0 ' ! 

S o r r a ^ o r n 0 

L Í m 

h - 0 

y ) - f ( x ,y ) - h L . ( 1 f 0 ) | 
o o o o A ' _ p o r ser 

lh| L ^ linea] 

L Í m 

h - 0 

L í m 

h + 0 

f ( x + h , y o ) - f ( x o , y o ) - h LAC1,0) 

f V h ' y o 5 * f ( x o ' y o } 

- L (1 ,0) A = 0 

L í m f C V h , y o } [ f ( X o > y o ) 

h - o í r ~ 
= L a ( 1 , 0 ) 

3f 
( X O » Y Q ) = L A ( 1 , 0 ) , 1 O q u e q u e r í a m o s d e m o s t r a r . 

A n á l o g a m e n t e t o m a n d o e l c a m i n o d e a c e r c a m i e n t o p o r p u n t o s de la forma 

(0,k) con k 0 se o b t i e n e q u e 

t W = L A C °' 1 ) 
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Con esto completamos la demostración. 

2 
Verificar si una función f: R -*• R es diferenciable en un punto A = ( x

0/y 0)/ 

basados en la definición, resulta algo delicado: recordemos los siguien_ 

tes detalles, vistos hasta el momento, y despues ilustremos con unos 

ejemplos. 

1, Si sabemos que f es diferenciable en A entonces la diferencial de 

f en A está dada por: 

(D Af) (h,k) = h | | (A) + k (A) 

3f 3f 

2. Pero la existencia de ^ (A) y (A) no garantiza la existencia 

de la diferencial en A ccmo lo podremos apreciar en el Ejemplo 6,2. 

3. La no existencia de alguna de las derivadas parciales de f en A, 

implica que f no es diferenciable en A. (Por el Teorema 6.2), 

4, La no continuidad de f en A, implica que f no es diferenciable en 

A, (Por Teorema 6,11, 

5, Si f es continua en A, y f tiene derivadas parciales en A , enton-

ces la diferencial puede no existir, o en caso de existir, tiene que 

3f 3f 

ser h (A) + k -gy (Al, por consiguiente, para saber si es o no diferen 

ciable en A = (Xq, y Q ) debemos calcular el límite 
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f ( x o + h , y o + k) - f ( x o , y o ) - [h §• (A) + k | | (A)J 
L Í m 1 -Liaage^ 

(h,k) • (0,0) v h + k 

S i e s t e límite e s c e r o , e n t o n c e s f e s d i f e r e n c i a b l e en A , si no e s ce-

ro o no e x i s t e e n t o n c e s f no e s d i f e r e n c i a b l e en A . 

E J E M P L O 6.2 

Sea f (x,y) = ¡ s i (x,y) ¿ (0,0) 

x + y 

o si (x,y) = (0,0) 

v e a m o s si f e s d i f e r e n c i a b l e en A = (0,0). 

3f 

P r i m e r o o b s e r v e m o s q u e e x i s t e n las d e r i v a d a s p a r c i a l e s (0,0) y 

3f 
Tjy (0,0) , p u e s : 

( 0 f 0 ) = LÍm f ( h f 0 i - f ( °' 0 ) • 0 

* * h - 0 h 

^ ( 0 , 0 ) = LÍm f C °r h ) - f C °í 0 ) = 
9y . h 

h + 0 

P e r o f n o e s c o n t i n u a en (0,0), p u e s LÍm f(x,y) no e x i s t e 

(x,y) - (0,0) 

ya q u e a l a c e r c a m o s p o r el c a m i n o d e la forma (0,y) con y •*• 0 t e n e m o s 
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LÍm — 2 = O , y s i n o s a c e r c a m o s p o r el c a m i n o (x,x) e o n x 0 

y + O O + y 

x 2 1 
t e n e m o s L Í m — = - = — ¿ 0 . P o r t a n t o , f(x,y) no e s d i f e r e n c i a b l e en 

x + 0 2x 2 

(0,0), a p e s a r d e q u e e x i s t a n las d e r i v a d a s p a r c i a l e s en e s t e p u n t o . 

Si u n a v e z v e r i f i c a d a la e x i s t e n c i a d e las d e r i v a d a s p a r c i a l e s d e f 

en ( 0 , 0 ) , n o se n o s h u b i e s e o c u r r i d o v e r i f i c a r la c o n t i n u i d a d en e s e 

p u n t o , (o s i n o s h u b i e s e d a d o c o n t i n u a en e l ) , e n t o n c e s d e a c u e r d o a 

lo q u e d i j i m o s a t r á s en el níámero 5 , c a l c u l a m o s el l í m i t e : 

| f (0 + h , 0 + k) - f ( 0 , M - (h | | (0,0) + k ||-(0,0))| 
3f . ( 

L Í m 

(h.k) + (0,0) 

t 2 , 2 
h + k 

L u n 

* * - 0 - (h.O + k.0) 

(h,k) (0,0) n + k 

LÍm * * 

(h,k) + (0,0) (h + k ) ( v h + k ) 

S i n o s a c e r c a m o s a (0,0) p o r el c a m i n o de p u n t o s d e la f o r m a (h,0) con 

h -*• 0 , el l í m i t e e s c e r o . P e r o si n o s a c e r c a m o s p o r el c a m i n o d e p u n -

t o s d e la f o r m a (h,h) con h •> 0 t e n e m o s : 

h 2
 T Í 1 

L i m — r — 7 = s ? — = Lím , • M -> « 
h + 0 2 h v 2 h h + 0 2 J 2 h 

l u e g o e l l í m i t e n o e x i s t e , p o r lo t a n t o la f u n c i ó n n o es d i f e r e n c i a b l e 
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e n ( 0 , 0 ) . 

E J E M P L O 6 , 3 

2 
S e a f (x,y) = 2x + 3y 

V e a m o s q u e f e s d i f e r e n c i a b l e en c u a l q u i e r p u n t o A = (a,b) 

3f 3f _ 

3 ^ r " 2 3¡r C a ' b ) - 2 

9 7 - 6 y 3 7 = 6 b 

2 
e x i s t e n las d e r i v a d a s p a r c i a l e s e n (a,b) p a r a c u a l q u i e r (a,b) e R , 

a d e m á s p o r s e r u n p o l i n o m i o en d o s v a r i a b l e s , es c o n t i n u a p a r a t o d o 

2 
(a,b) e R . 

C a l c u l e m o s e l l í m i t e p a r a v e r i f i c a r la d i f e r e n c i a b i l i d a d : 

[f(a + h , b + k) - f ( a , b ) - (h 2 1 ( a , b ) + k ( a , b ) ) 

L í m 1 ,. ,, x 2 

(h,k) (0,0) Jh + k 

L Í m 

(h,k) •*> (0,01 

12 (a + h) + 3 ( b + k ) 2 - 2 a - 3 b 2 - 2 h - 6 b k 

T T T " 7 

l í m 12a + 2 h + 3 b + 6 b| c„. 4 , 3 k - 2a - 3 b - 2h - 6 b k | 

(h,k) (0,0) V h ^ + k ^ 



L Í m • ii i» i|Li i ni i _ 
(h,k) -»• (0,0) V h + k 

3 k 
= 0 , p u e s : 

Y h 2 + k ¿ v h 2 + k 2 V k 2 

= 3 | k | + 0 s i (h,k) + (0 

e n t o n c e s f e s d i f e r e n c i a b l e en c u a l q u i e r p u n t o (a,b) e R y la d i f e -

r e n c i a l e s : ( D , . . f) (h,k) = 2h + 6 b k . 

(a,b) 

E J E M P L O 6.4 

S e a f (x, y) = 

r 2 2 
x 

< 2 2 
x + y 

s i (c,y) / (0,0) 

si (x,y) = (0,0) 

v e a m o s s i f e s d i f e r e n c i a b l e en (0,0): 

3f 

3 7 
(0 .0) - LÍm f ( h f 0 ) - f (°' 0 ) = 0 

h + 0 

9 f m ^ f (0,h) - f (0,0) 
-r— (0,0) = L Í m 1 r ~ L - o 
9 y h + 0 h 

f e s c o n t i n u a en (0,0), p u e s 

2 2 
i 

1 2 2' 
x + y 

M l * r l 2 2 
x + y 

á L 
* y s i (x,y) (0,0) 
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l u e g o L í m f ( x , y ) = 0 = f(0,0) 

(x,y) - (0,0) 

C a l c u l e m o s e l l í m i t e : 

tí™ |f(0 + h , 0 + k) - f ( 0 , 0 ) - (hO + kO| 

(h,k) - (0,0) 

L í m h 2 + k 2 

2 2 
h k 

- 0 - 0 

(h,k) - (0,0) + k z 

2 2 
r< h k L i m •• • • — • o f B B s s > - = 0 p u e s : 

(h,k) - (0,0) (li + k ) \Jh + 

o l h 2 k 2 1 J h k l j h k l ¿ I z i 

( h 2
 + k 2 ) v V + k J 1 = (h 2 7 k 2 ) J 7 7 7 1 1 

J ^ ¿ p = y |k| - o si (x,y) - (0,0) 

E n t o n c e s f ( x , y ) e s d i f e r e n c i a l b e en (0,0), y su d i f e r e n c i a l e s t á d a d a 

p o r 

( D ( 0 0 ) f ) (h,k) = O h + Ok = 0 

e s d e c i r , la f u n c i ó n i d e n t i c a m e n t e c e r o . 
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E J E M P L O 6.5 

Í 2 T 
Sea f ( x , y ) = v x + y 

e v i d e n t e m e n t e f ( x , y ) e s c o n t i n u a en (0,0). C a l c ú l e n o s a h o r a sus d e r i -

v a d a s p a r c i a l e s en (0,0). 

W (0,0) - n » f ü y o ) - f ( 0 f p > = L Í m y ^ , L Í m 

S x h 0 h h -*• 0 h - 0 h 

e s t e l í m i t e t i e n d e a 1 s i h > 0 y a -1 s i h < 0 , e s d e c i r , n o e x i s t e , 

lo q u e q u i e r e d e c i r q u e n o e x i s t e la d e r i v a d a p a r c i a l d e f con r e s p e c -

to a x en ( 0 , 0 ) , p o r t a n t o la f u n c i ó n n o e s d i f e r e n c i a b l e en (0,0). 

C o m o p u d i m o s a p r e c i a r en e j e m p l o s d e l C a p í t u l o 5 . , p u e d e n e x i s t i r fun-

c i o n e s q u e t e n g a n d e r i v a d a d i r e c c i o n a l en un p u n t o en c u a l q u i e r d i r e c -

c i ó n , y sin e m b a r g o n o son c o n t i n u a s en e s t e p u n t o , p o r lo t a n t o no 

son d i f e r e n c i a b l e s en é l ; d e e s t o c o n c l u i m o s q u e t a m p o c o la e x i s t e n -

c i a d e t o d a s l a s d e r i v a d a s d i r e c c i o n a l e s d e u n a f u n c i ó n en u n p u n t o 

g a r a n t i z a n la d i f e r e n c i a b i l i d a d en é l . P e r o a f o r t u n a d a m e n t e e x i s t e n 

c o n d i c i o n e s s u f i c i e n t e s p a r a d e t e r m i n a r s i u n a f u n c i ó n e s d i f e r e n c i a -

b l e e n u n p u n t o , y a s í n o t e n e r q u e r e c u r r i r s i e m p r e a la d e f i n i c i ó n 

con e l c á l c u l o d e l c o n o c i d o l í m i t e , v e a m o s e s t e i m p o r t a n t e r e s u l t a d o s 
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T E O R E M A 6 . 3 

2 3f 3f 
S e a f: R R , s i y -gy e x i s t e n an a l g u n a v e c i n d a d d e l p u n t o 

P = (x , y ) y s i a d e m á s , e s t a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s son c o n t i n u a s en 
o o o 

P q , e n t o n c e s f e s d i f e r e n c i a b l e en e s t e p u n t o . 

D E M O S T R A C I O N : 

C o m o ^ y e x i s t e n en ( X q , y Q ) e n t o n c e s , si la función e s dife-

r e n c i a b l e , su d i f e r e n c i a l d e b e r í a s e r : 

, 3f , , A . 3f . , 
h x— lx iY ) + * r— (x iY ) 

Sx o 'o dy o V 

y d e acuejfdo a lo e s t a b l e c i d o en (5), d e m o s t r a r la d i f e r e n c i a b i l i d a d 

d e f e n ( x Q , y o ) e q u i v a l e a d e m o s t r a r q u e 

L í m l f ( V h ' y k > " / ( X o > y o ) • h § ( X o - y o ) " k f W 

( h , k ) L r ( o , 0 ) i l h T k T T l 

e s i g u a l a c e r o . 

f(x o+ h, y o + k) - f(x o,y o> - f (xe+ h, y o + k) - f(x o, y o + k) + f(x o, y o + 

f ( V * o } 

S i l l a m a m o s : 
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• (x) = f ( x , Y o + k) f i j a n d o y Q + k 

<F(y) = f i x ,y) f i j a n d o x 
o o 

e n t o n c e s 

f ( x Q + h , y Q + k) - f ( x Q , y o ) = $ ( x q + h) - $ ( x o ) + ¥ ( y o + k) - V ( y o ) . 

O b s e r v e m o s q u e p o r la f o r m a q u e se h a n c o n s t r u i d o *(x) y Y ( y ) , se t i e -

i 3f 
n e q u e ífx) = (x, y Q + k) y 

f ' - I f <v*} 

3f 3f 
S e a B (x ,y J u n a v e c i n d a d d e (x ,y ) en la c u a l r— y r— e x i s t e y son 

o o o o 3x 3y 

c o n t i n u a s ; v e c i n d a d q u e e x i s t e , s e g ú n las h i p ó t e s i s d e l t e o r e m a , s u p o n -

g a m o s q u e h , k se h a t o m a d o d e t a l f o r m a q u e ( X Q + h , Y O + k) e B ( x Q , y o ) . 

De a c u e r d o a e s t o y p o r la c o n s t r u c c i ó n d e $ y f s e t i e n e q u e : $ e s 

d e r i v a b l e y c o n t i n u a e n ( X Q , X Q + h ) , p o r t a n t o p o r e l t e o r e m a d e l v a -

l o r m e d i o e x i s t e u n c e (x , x + h) t a l q u e í>(x + h) — $(x ) = (c)h; 

a n á l o g a m e n t e $ e s d e r i v a b l e y c o n t i n u a en ( y o » y o + k ) , l u e g o p o r e l 

m i s m o t e o r e m a e x i s t e d e (y , y + k) t a l q u e Y ( y + k) — V (y .) « <F (d)k 
o o o o 

p o r c o n s i g u i e n t e : 

f i x , h , y + k) - f(x , y ) = fc(x + h) - í(x )] + [fix + k } - 4-(y )1 
o o o o L ° °J L o oj 
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h4>'(c) + k r (d) con c e ( X q , X o + h ) , d e ( y o / y Q + k) 

h § (c. y o + k) + k | | ( x o , d ) 

e n t o n c e s : 

0 ^ 

|f(x r t + h , k) - f ( x f t , y 0 ) - h | | ( x o , y o ) - k f | ( x 0 > y 0 ) | = •Q'-Q" ~ " 3 X o f J o 

1I Ch,k)|| 

| ( f | ( c , y Q + k J J h + ( | | ( x o , d ) ) k - h | | ( x o , y o ) - k | | ( x o , y Q ) | v3y "'o' " " ' 3x o •'o • II — II I» g • • t •! » I» 

+ ¿ J 2 L 

J 
k ) - H W j 

h * H ? ^ o " » - H ^ o ^ o 1 ] k _ 

z i f C c ' V k ) - H ( X o - y o ) 1 | h | + 1 I ? fao'd) - £ ( X o > Y o ) 1 | k | . 

J V 7 7 

I — (c v + k) - — 
Z 3 X ° 3x —Q'-o 

(x^,yj | v/í?"+ k 

7 T T 

+ -— (x ,d) - — Cx ,y ) U / h + k 1 3y o 3y o J o 1 Y 

= l l i ( c , y + k) - (X ,y ) I + I (x ,d) - Oc , y j | 0 
>3x , J o 9x o ' o 1 1 3y o ' 3y o uo 1 

s i (h,k) (0,0) 
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p u e s , c o m o c e (x ,x + h.), s i h + 0 , c x 
o o o 

y como d e (y ,y + k ) , s i k — 0 , d y 
o o o 

3f 3f 
y a d e m á s c o m o -— y son c o n t i n u a s en Cx ,y ) e n t o n c e s 

3* 9y o o 

| | ( c , y + k) - | | ( x ,y ) si (h,k) + (0,0) y 
3x o ¡jx o o 

| | ( x o , d ) - ! y - ( * 0 , y 0 ) Si (h,k) (0,0) 

I f < c , y 0 + *> - | | < x 0 , y 0 ) I + | | f ( V d ) - | j - ( x o , y o ) | - o 

si (h,k) (0,0) 

e n t o n c e s c o m o (*) e s m a y o r q u e cero y m e n o r q u e u n a e x p r e s i ó n q u e 

t i e n d e a c e r o , s i (h,k) -»• (0,0): 

L í m ' f ( V h ' V k ) ~ f ( X o > Y o | " h f ( X Q ' y o ) - k f f o o ' V ! 

(h,k) -v (0,0) I I ( h ' k ) I I " ° 

co m o se q u e r í a d e m o s t r a r . 

E J E M P L O 6,6 

1 , z = p ( x , y ) d o n d e p ( x , y ) e s u n p o l i n o m i o en v a r i a b l e s x , y e s d i f e -

r e n c i a b l e en c u a l q u i e r p u n t o d e R 2 , p u e s p ( x , y ) , son p o l i n o m i o s 

2 
en x , y y l a s f u n c i o n e s p o l i n o m i a l e s son c o n t i n u a s en t o d o R . 
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2 . z « q ( x ' y ) ^ o n d e p ( x , y ) y q ( x , y ) p o l i n o m i o s , e s d i f e r e n c i a b l e en 

c u a l q u i e r p u n t o d e R 2 d o n d e n o se a n u l e su d e n o m i n a d o r , p u e s ~ y 

son t a m b i é n f u n c i o n e s r a c i o n a l e s , c u y o d e n o m i n a d o r s o l o se a n u l a en 

p u n t o s d o n d e se e m u l a q ( x , y ) ; y a d e m á s t o d a f u n c i ó n r a c i o n a l en v a r i a -

2 

b l e s x,y e s c o n t i n u a en t o d o R s a l v o en los p u n t o s d o n d e su d e n o m i n a -

d o r se a n u l a . 

A n á l o g a m e n t e a l c a s o d e f u n c i o n e s r e a l e s en r e a l e s , si u n a f u n c i ó n 

z = f ( x , y ) e s d i f e r e n c i a b l e en u n p u n t o ( x
0 f Y 0 ^ e n t o n c e s la s u p e r f i -

cie en e l e s p a c i o q u e r e p r e s e n t a e s t a f u n c i ó n , e s u n a s u p e r f i c i e " s u a -

v e " e n (x .y f ( x ,y ) ) , es d e c i r en e s t e p u n t o n o se p r e s e n t a n "hue-

o o o o 

e o s " o " p i c o s " o " d o b l e c e s " , y se p u e d e a p r o x i m a r en las c e r c a n í a s d e 

d i c h o p u n t o p o r u n p l a n o t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e en el p u n t o 

( x Q , y o , f ( x o , y Q ) ) ; a p r e c i e m o s en u n a f o r m a no r i g u r o s a c ó m o e s la e c u a -

c i ó n d e d i c h o p l a n o : 

C o m o f e s d i f e r e n c i a b l e e n (x o,i| o), e n t o n c e s : 

_ r 3 f , _ , 9f 

Üi, k L | 

L í m I f ( y h , y o + 1 0 - * < * o " o \ - - k 3 y < y r 0 > ' 

(h,k) + (0,0) 

H a c i e n d o x = X q+ h, y = y o + k (h,k)-> (0,0) < ^ ( x , y ) + L * 0 » Y 0 ) 

e n t o n c e s l a e x p r e s i ó n «ulterior se c o n v i e r t e en 

L í m [fCx,y) - f(xp,y0) - (x - V f t y V - C y - V f f o o ' V 1
 Q 

(x,y) + (0,0) || U - X Q , y - y o ) | [ 
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Cerno T r ^ | | ( x - x , y - y ) | | = 0 e n t o n c e s , según p r o p i e d a d d e 

(x,y) (0,0) ° 

límit e s e n u n c i a d a a t r á s : 

L í m | f ( X ' Y ) " f ( X o ' y o ) " U " X o ) H ( X o ' y o ) ~ ( y ' y o } Í 7 ( V y c 

(x,y) + ( X Q , y Q ) 

^ f ( x , y ) - f ( x o , y o ) - (x - x o ) | | ( x o , y o ) - Cy - Y j ^ . Y j 0 

p a r a p u n t o s (x,y) c e r c a n o s a (
X
0 ' Y 0 ) • 

^ f ( x , y ) « ( x o , y o ) | | ( x o , y o ) + (y - y o ) |§C x o , y o ) + f ( x 0 , y 0 > 

f ( x , y ) . ( f ( x o , y o ) ) x + ( | f ( x 0 , y 0 ) ) y - [ ( f ( x 0 , y 0 ) ) x 0 + ( f ( x 0 , y 0 > y 0 

- £ < * o ' y o , l 

e s d e c i r p a r a c a d a (x,y) c e r c a n o a (x , y o ) ; f (x,y) es a p r o x i m a d a m e n t e 

i g u a l a z ( x , y ) d a d o p o r : 

2 = ( H " ( x o ' y o ) ) x + ^ U o ' y o ) ) Y ' [ ( f ( x o , y o K + ^ O ' ^ e - f ( X o ' y o ) ] 

o lo q u e e s lo m i s m o : 

q u e e s la e c u a c i ó n d e l p l a n o con v e c t o r n o r m a l : 

2 00 



8f 3f 
N = (A, B , C) » ^ ^ o ^ o 5 ' 3 7 ( X o ' y o ) ' ~ 1 ) Y ^ p a 8 a 6 1 1 ) 1 1 1 1 1 : 0 

(* » y 0r / y J ) . o o o o 

E s t a e s la e c u a c i ó n d e l p l a n o t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e , r e p r e s e n t a d a 

e x p l í c i t a m e n t e p o r z = f ( x , Y ) en e l p u n t o ( X q , y ^ , F ( x o , y Q ) ) . s i la 

s u p e r f i c i e e s t á r e p r e s e n t a d a i m p l í c i t a m e n t e p o r vina e x p r e s i ó n d e la 

forma F ( x , y , z) = 0 , en e l c a p í t u l o s i g u i e n t e m o s t r a r e m o s cómo se de-

t e r m i n a la e c u a c i ó n d e l p l a n o t a n g e n t e . 

E J E M P L O 6.7 

2 3 
H a l l a r la e c u a c i ó n d e l p l a n o t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e z = x y - 5xy 

en e l p l a n o P = (2, -1 , 6 ) . 
o 

Es e v i d e n t e q u e e l p u n t o P ^ e s t á s o b r e la s u p e r f i c i e . A d e m á s p o r ser 

una f u n c i ó n p o l i n o m i a l en v a r i a b l e s x e y es d i f e r e n c i a b l e en c u a l q u i e r 

p u n t o ( X q , y ) e s p a r t i c u l a r lo es en (2, - 1 ) , p o r c o n s i g u i e n t e e x i s -

te e l p l a n o t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e en (x , y , f(x ,y ) ) , es d e c i r 
o o o o 

en (2, -1 , 6) : 

9f df 
E l v e c t o r n o r m a l a l p l a n o es: N = (-r— (2,-1), — (2,-1), - 1) 

ff-2xy-5y3 Me .- , , . , . , 
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I W - W C2.-1» - - 2 6 - B 

Como C = -1 e n t o n c e s N = (A, B , C) = (1, - 2 6 , -1) 

y D = N . P = (1, - 2 6 , -1) . (2, - 1 , 6 ) = 22 
o 

2 3 

l u e g o la e c u a c i ó n d e l p l a n o t a n g e n t e a z = x y - 5xy en el p u n t o 

(2, - 1 , 6) es: 

x - 26y - z = 22 

S i f e s diferencial)le en (x , y ) h a b í a m o s v i s t o q u e : 
o o 

3f 3f 
f l x o + h , y o + k) - f ( x o , y o ) - h ^ ( x o , y o ) - k W < x 0 . Y 0 ) " 0 

s i e n d o la a p r o x i m a c i ó n m e j o r , a m e d i d a q u e (h,k) -*• (0,0) . 

De e l l o t e n e m o s q u e : 

f (
V

 h
 ' V

 k )
 -

 f (
V

y
o > *

 h
 H

( x
o '

y
o

) + k
 F

( x
o '

y
o

}
 =

 (
 Vf(x o,y o)).(h,kj 

f (
V

 h
' V

 k )
 "

 f < V V = ( D ( x ,y )
 f ) ( h ' k ) 

o o 

E s d e c i r q u e s i f es d i f e r e n c i a b l e en (x ,y ) e n t o n c e s el i n c r e m e n t o o o 

d e la f u n c i ó n f: f ( X O + h , Y Q + k) - F ( X o , Y o ) c o r r e s p o n d i e n t e al i n c r e m e n t o (h,k) 

de (x ,y ) se p u e d e a p r o x i m a r p o r la función lineal "la d i f e r e n c i a l 
o o 

d e f en (x ,y )" c a l c u l a d a en (h,k). 
o o 

202 



L o m i s m o q u e en e l c a s o d e f u n c i o n e s d e u n a v a r i a b l e , e s t e r e s u l t a d o sir-

v e p a r a c a l c u l a r a p r o x i m a d a m e n t e e l v a l o r d e u n a f u n c i ó n d i f e r e n c i a b l e 

e n d o s v a r i a b l e s , en la c e r c a n í a d e u n p u n t o , c o n o c i d o el v a l o r d e l a f u n 

ci6n e n d i c h o p u n t o : 

La a p r o x i m a c i ó n d a d a d e l i n c r e m e n t o d e f s e r á m á s p r e c i s a s i l o s in -

c r e m e n t o s d e x , y y , h = A x y k = A y r e s p e c t i v a m e n t e , se a c e r -
o o o o 

can a c e r o . S e a c o s t u m b r a a l l a m a r d i f e r e n c i a l t o t a l d e f en (x ,y ) 
o o 

a la e x p r e s i ó n : 

E J E M P L O 6 . 8 

U t i l i z a r la d i f e r e n c i a l p a r a c a l c u l a r e l e r r o r en el á r e a d e u n r e c -

t á n g u l o d e b a s e 5 can y a l t u r a 3 a n , s i la b a s e e s t á s u j e t a a u n e r r o r 

d e 0 . 0 2 a » y la a l t u r a a u n e r r o r d e 0.01 can. 

£ ( x , y ) • x y 

( x o , y Q ) - (5, 3) (h, k) = (0.02, 0 . 0 1 ) 

f ( x o + h , y Q + k ) * f ( x Q , y o ) + ( V f ( x o , y o ) . (h,k) 

d 
(x , y ) f • ( i < V * o > ) < * * ( £ < y y o ) ) < * 

o o 
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f (x + h , y + k) - f ( x , y ) = h (x ,y ) + k ~ (x ,y ) o o o o 3x o o 3y o o 

(5,02)(3,01) - (5} (3) = (0.02)3 + (0.01)5 = 0.11 

E l c á l c u l o d i r e c t o n o s d a 0 o 1 1 0 2 . 

La i n t e r p r e t a c i ó n g r á f i c a d e la d i f e r e n c i a l d e u n a f u n c i ó n w = f ( x , y ) 

e n u n p u n t o (x , y Q ) e s a n á l o g a al c a s o d e f u n c i o n e s d e r e a l e s en r e a -

l e s : o b s e r v a n d o la e c u a c i ó n d e l p l a n o t a n g e n t e a w = f(x,y) se t i e n e : 

z ( x , y ) - < ü < V y o > > ( x " X o ) + ( l f Í X o ' y o ) ) ( y - V + f ( x o ' y o } ° s e a 

z ( x o + h , y o + k) = (||(x o,y o))h + ( | f ( x o , y J k + f ( x 0 f y 0 ) es d e c i r 

z ( x + h , y + k) = (D, ,f) (h,k) + f (x ,y ) a s í : 
o , J o (x ,y ) o Jo 

o o 

( D ( x o ' y o ) f ) ( h ' k ) = Z ( X ° + h ' V k ) " f ( X ° ' y o ) 

Lo q u e q u i e r e d e c i r q u e la d i f e r e n c i a l d e f en ( X Q , Y Q ) c a l c u l a d a en 

(h, k ) , e s la d i f e r e n c i a e n t r e e l p l a n o t a n g e n t e a la s u p e r f i c i e en 

(x , y ) c a l c u l a d o en (x + h . y + k) y la f u n c i ó n f c a l c u l a d a en (x ,y ) 
o o o o o o 

(Ver F i g u r a 6 . 2 ) . 

La d e f i n i c i ó n y p r o p i e d a d e s d e la d i f e r e n c i a l q u e h e m o s v i s t o e n e s t e 

C a p í t u l o p u e d e n g e n e r a l i z a r s e d e u n a f o r m a n a t u r a l a c a m p o s e s c a l a r e s 

de R n a R , l ó g i c a m e n t e sin las c o r r e s p o n d i e n t e s i n t e r p r e t a c i o n e s g e o -
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Ricino c a l c u l a d o en 

(x + h , y + k) sz (x + h , 
o o o 

f (
W 

y + k) 

P i a n o t a n g e n t e 

a ü) -= f (x,y)en 

(x ,y ,f (x ,y j ) 
o o o o 

(X , Y ) 
o o 

( D C x ,y ) f ) ( h ' k ) 

O Ö 

y ^ y „ + k 
O O 

/ 

/ 

(x + h,y + k) 
o - o 

F I G . 6.2 

205 



m é t r i c a s ; d e e s t a f o r m a t e n e m o s : 

D E F I N I C I O N 6.3 

S e a f : R n -»• R , s e a A = (a,, a _ , . . . , a ) e Dorn f , f se d i c e q u e e s di-
! ¿ n 

f e r e n c i a b l e en A , s i e x i s t e u n a f u n c i ó n l i n e a l 

Ir* (H) = L t (h,, h , . . . , h ) t a l q u e : 
A A i 2 n 

|f (A + H) - f (A) - L + ( H ) | 
L i m A 

H -*• 0 [HIT 
= 0 

o u s a n d o s u s c o m p o n e n t e s : 

f ( a + h ,a + h ,...,a + h ) - f (a,,.. .a ) - L . (h., ...h I 
L i m 1 1 2 2 n n i n A i n. 

( h , , h _ , . . . , h ) —• (0,0...0) 
1 2 n 

La f u n c i ó n L > ( h , , h * , . . . , h ) se llama la d i f e r e n c i a l d e f en A . 
A 1 2 n 

L o s s i g u i e n t e s t r e s r e s u l t a d o s , q u e se o b t i e n e n g e n e r a l i z a n d o r e s u l t a -

2 
d o s a n á l o g o s d a d o s p a r a f u n c i o n e s de R a R , se d e m u e s t r a n s i g u i e n d o 

l a s m i s m a s p a u t a s d e las c o r r e s p o n d i e n t e s d e m o s t r a c i o n e s p a r a e s t e ca-

so p a r t i c u l a r , c o n los a j u s t e s n e c e s a r i o s : 

1 . S i f : R n •*• R e s d i f e r e n c i a b l e en A e R° e n t o n c e s f es c o n t i n u a 

en A . 
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2 . S i f : R e s d i f e r e n c i a b l e en A é R° e n t o n c e s la d i f e r e n c i a l d e 

f en A e s t á d a d a p o r : 

(D f ) ( H ) = (Vf (A)) . H 
A 

h1 f / A ) + h 2 - | L < A > + - + h n f ( A ) 

1 2 n 

3 . ( C o n d i c i o n e s s u f i c i e n t e s p a r a d i f e r e n c i a b i l i d a d d e u n a f u n c i ó n en 

u n p u n t o ) : 

S e a f : R -*• R , s í -— —— , . - — e x i s t e n en a l g u n a v e c i n d a d d e l 
3 x . , 3x_ 3x 

1 2 n 

p u n t o A = (a, ...., a ) y s i a d e m á s , e s t a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s son con-
1 ' n 

t i n u a s en A , e n t o n c e s f es d i f e r e n c i a b l e en e s t e p u n t o . 

T a m b i é n la d i f e r e n c i a l t o t a l d e u n a f u n c i ó n f: R n ->• R en un p u n t o 

-*• n ^ 
A e R e s t a d a d a p o r : 

d * f = ( -p" (A)) d x . + ( (A)) d x 0 + . . . + ( (A)) d x 
A 3x, 1 3x_ 2 3x n 

2 n 

E J E M P L O 6 . 9 

2 3 
S e a f ( x , y , z , w ) = x y - z w + yz 

S e a A = (1, - 3 , 2 , 1) 
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f es d i f e r e n c i a b l e en A p o r ser f un p o l i n o m i o . Su d i f e r e n c i a l e s t á 

dada p o r : 

(DRJF) CH) = (VF(A) ) . H 
A 

3 T (1, - 3 , 2 , 1) = -6 

9 f 9 f M Q o , 
^ T - x + 2 "Sy ( 1 ' 2 ' " 1 ) = 3 

(1, - 3 , 2 , - 1 ) = -2 

(1, - 3 , 2 , - 1 ) = -6 

(Vf) (A) = ( - 6 , 3, - 2 , - 6 ) 

(D*f)(H) = ( - 6 , 3 , - 2 , - 6 ) . ( h 1 f h 2 , h g , h 4 > 

= - 6 h , + 3h_- 2 h , - 6h 
1 2 3 4 

E J E M P L O 6 . 1 0 

U t i l i z a r la d i f e r e n c i a l p a r a c a l c u l a r el error en el área l a t e r a l d e 

u n p a r a l e l e p í p e d o d e largo 5 c m , a n c h o 2 cm y a l t u r a 7 cm; si el lar-

g o , a n c h o y a l t u r a e s t á n s u j e t a s a e r r o r e s d e 0.03 c m , 0.02 an y 0.05 

cm r e s p e c t i v a m e n t e . 

Si l l a m a m o s : x : l a r g o , y: a n c h o , z: a l t u r a , e n t o n c e s : 
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f(x,y,z) el £rea lateral, estS dada por: 

f C x , y , z ) = 2 x y + 2xz + 2 y z 

A = (5, 2 , 7) H = (0.03, 0 . 0 2 , 0 . 0 5 ) 

error = f (A + H) - f (A) ^ ||(A) + h 2 ~ ( A J + h 3 ~ ( A ) 

3f 3f 
2y + 2z £ (5, 2 , 7) = 18 

2x + 2z | i ( 5 , 2 , 7) = 24 

| | = 2 x + 2 y § (5, 2 , 7) = 14 

E r r o r « (0.03)18 + (0.02)24 + (0.05)14 = 1.72 
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7 . R E G L A DE L A C A D E N A 

E n e l c á l c u l o d e f u n c i o n e s d e u n a v a r i a b l e r e a l , h a b í a m o s v i s t o q u e s i 

f : R R y g ¡ R + R , t a l e s q u e se p o d í a c o n s t r u i r la f u n c i ó n com-

p u e s t a 

h ( x ) = fg: R -*• R 

x + f (g(x)] 

p o d í a m o s e n c o n t r a r la d e r i v a d a d e la f u n c i ó n h , h ' (x) a p a r t i r d e l a s 

d e r i v a d a s d e l a s f u n c i o n e s f y g u t i l i z a n d o la l l a m a d a r e g l a d e la ca-

d e n a p a r a f u n c i o n e s d e u n a v a r i a b l e : 

h» (x) = f ' (g (x)) . g« (x) 

d o n d e f ' ( g ( x ) ) e s la d e r i v a d a d e la f u n c i ó n f c a l c u l a d a en g ( x ) . 

E s t e r e s u l t a d o , d e g r a n i m p o r t a n c i a en e l c á l c u l o d e d e r i v a d a s , e s u t i -

2 1 0 



l i z a d o g e n e r a l m e n t e en f o r m a m e c á n i c a , sin e s p e c i f i c a r c u a l e s son l a s 

f u n c i o n e s f y g , p o r e j e m p l o s i q u e r e m o s c a l c u l a r la d e r i v a d a d e la 

2 2 
f u n c i ó n h ( x ) = S e n x d e c i m o s q u e e s h ' ( x ) = (eos x ) ( 2 x ) , q u e no e s 

2 

o t r a c o s a q u e a p l i c a r la r e g l a d e la c a d e n a p a r a f(x) = S e n x g(x) = x , 

l u e g o h ( x ) = f [ g(x)J = S e n x 2 , y p o r t a n t o c o m o f ' (x) = C o s x , en-

t o n c e s f ' £ g ( x ) ] = C o s (g(x)) = C o s x 2 , y c o m o g'(x) = 2x t e n e m o s : 

h ' ( x ) = f ' £ g ( x ) ] . g ' ( x ) = (Cos x 2 ) 2 x . 

E l o b j e t i v o a h o r a e s d a r r e s u l t a d o s s i m i l a r e s , i n i c i a l m e n t e p a r a f u n -

2 n 
c i o n e s d e R -•• R , y l u e g o g e n e r a l i z a r p a r a f u n c i o n e s de R R . 

S e a z = f (x,y) u n c a m p o e s c a l a r , s u p o n g a m o s q u e x e y d e p e n d e n d e d o s 

v a r i a b l e s u , v , e s d e c i r x = _ X ( u , v ) , y = Y ( u , v ) e n t o n c e s z p o d e m o s 

c o n s i d e r a r l a c o m o u n a f u n c i ó n de u , v , o sea z = f (x(u,v) ,Y(u,vf^ = g ( u , v ) . 

Lo q u e t e n e m o s a q u í es p r e c i s a m e n t e la c o m p u e s t a d e d o s f u n c i o n e s , a s í : 

z. 
ft R R 

y 
(x,y) -> z = f (x,y) 

2 2 
^ í R -> R 

(u,v) —^F(u,v) = (X tu,v) , Y (u,v) ) 

d o n d e l o s c a m p o s e s c a l a r e s X ( u , v ) y ; Y ( u , v ) son las f u n c i o n e s c o o r d e n a -

d a s e s c a l a r e s d e l c a m p o v e c t o r i a l F , 

C o n s t r u i m o s la f u n c i ó n f 0 F : 
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f 0 F : R 2 + R 

(u,v) + f [ F ( U , V } ] = f (X(u,v), Y(u,v) ) 

q u e e s la f u n c i ó n d e u , v q u e h e m o s l l a m a d o g , a s í : 

z = g ( u , v ) = f (X(u,v), Y ( u , v ) ) = (f F J C u . v ) . P r e t e n d e m o s e n t o n c e s c a l -
o 

c u l a r l a s d e r i v a d a s -j^. y -^2. e n t é r m i n o s d e las d e r i v a d a s p a r c i a -
3u 3v * 

l e s d e f ( x , y ) , X ( u , v ) y Y ( u , v ) , r e s u l t a d o q u e d e m o s t r a r e m o s en e l si-

g u i e n t e t e o r e m a : 

T E O R E M A 7.1 

S e a z = f ( x , y ) u n c a m p o e s c a l a r d i f e r e n c i a b l e en u n c o n j u n t o a b i e r t o 

2 
A C R y s e a n x = X ( u , v ) y y = Y ( u , v ) c a m p o s e s c a l a r e s t a l e s q u e 

. , 35! ÍX 3Y 3 Y ^ ^ 
e x i s t a — , — , — , — . E n t o n c e s z = f(x,y) se p u e d e c o n s i d e r a r c o m o 

u n a f u n c i ó n d e u , v , e s d e c i r 

z = f ( X ( u , v ) , Y (u fv)) = g ( u , v ) y s e t i e n e q u e 

3z _ 3f 3X 3f 3Y 

3u 3u = 3x 3u 3y 

dg _ dz _ df 3X f 9f 9Y 

3 v 3v ~ 3x 3 v 3y 3v 
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D E M O S T R A C I O N ; 

z = f ( x , y ) , x = X ( u , v ) , y = Y ( u , v ) , z = f ( X ( u , v ) , Y(u,v)) = g ( u , v ) 

c o n o f e s d i f e r e n c i a b l e en (x,y) e n t o n c e s , el i n c r e m e n t o d e f , A f , 

c o r r e s p o n d i e n t e a los i n c r e m e n t o Ax y Ay d e las v a r i a b l e s x e y res -

p e c t i v a m e n t e , se p u e d e a p r o x i m a r p o r : 

Af = f (X + A x , y + Ay) - f (x,y) = | | Ax + | | Ay 

= t e n d i e n d o a = c u a n d o Ax ->• 0 y Ay — 0 

d i v i d i e n d o p o r Au t e n e m o s 

Mwlí. + Él h. (*) 
Au 3x 3u Ay 3u 

C o m o x = X ( u , v ) , y = Y ( u , v ) , e n t o n c e s i n c r e m e n t a n d o X,Y s o l a m e n t e en u 

t e n e m o s s 

Ax _ AX _ X ( u + A u , v ) - X ( u , v ) 

Au Au Au 

Ay ^ AY Y ( u + A u , v ) - Y ( u , v ) 

Au Au Au 

O b s e r v e m o s q u e s i Au 0 e n t o n c e s —— -»• ^ y -* ~ . 
Au 3u Au 3u 

Af = f (x + A x , y + Ay) - f ( x , y ) 

Au ~ Au 
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