








EJEMPLIO 5,10

Hallar el miximo valor de la derivada direccional de
f(x,y,z) = 2x2yz + Sen z en el punto (2,-1,T) ¢En la direccibn de

que vector se debe efectuar para que sea maxima?

2
g—;{f-=4xyz g—%=2x2z g—§-=2xy+Cosz
a = a £ = a—!— -9
3 I (2,-1,m gm jy | (2,-1,m) &n Iz | 2,-1,m)

V£) (2,-1,7) = (-8W, 8m, -9)

La direccibn en que se debe efectuar la derivada direccional en el
punto (2,-1,m) para obtener el méximo valor de ella,es la del vector

vV£)(2,-1,m = (-8m, 8m, -9),y su valor es:

—_—

2 2 2
Dwe) (2.-1.mERr1m = || @6) @,-1,m]|]| = \/641r + 6412 + 81 = V128 4+ 81

NOTA: Observemos,que siendo U unitario
DUf(A) = @FH@ .U

Yy como el producto interno de un vector V sobre un vector unitario U,
es la componente de V en la direccibn de U, podemos entonces concluir

que la derivada direccional de una funcién en un punto A en la direc-
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cién de un vector U,es la componente del gradiente de f calculado en

A, en la direccidn del vector U,
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6. DIFERENCIABILIDAD

Recordemos que, dada una funcibn f: R + R, si f tiene derivada en un
punto c, entonces dos cosas importantes podemos afirmar del comportamien
to de f en ese punto "c": una, que f es continua en "c", y otra que
existe una recta tangente a la curva que representa y = f£f(x}), en el
punto (c, f(c)), y que la pendiente de esta recta estd dada precisamen
te por el numero real f'(c), es decir, la ecuacibn de dicha recta es-

tad dada por:

y =£f() + £'(c) (x - c)

Supongamos que f(x) tiene derivada en el punto"c", entonces existe

f'(c) = Lim f(c + h) - f(c)
h=>20 h

es decir, para h pequeifio/

174



£ (c) = f(c + n} - £(c) + g(h)

donde g(h) es tal que Lim g(h) = 0
h=+0

ast

f'(c)h = f(c + h) - £(c) + g(h)h

f£(c +h) - f£(c) - £'(c)h = - g(h)h
|£(c + h) - £(c) - £'(c)h| = |g(h)| |n]
|£¢c + h) - £(c) - £'(c)h| _ lg ) |

1 (fe ¥ B - £@ - £@0] _ o 1om] =0

h n] h = n

Este resultado seri la base para la generalizacibn de los conceptos

que estamos presentando.

La funcibn L(h) = £'(c)h es una funcibn lineal en variable h (pues al

fijar ¢, f'(c) € R) que llamamos la diferencial de f en el punto c.

Tratemos de dar una interpretacibn de este concepto de diferencial:

Usando la propiedad del dlgebra de limites es fAcil verificar el si-

guiente resultado: Si Lim = == = 0 y si ademfs LIm g(x) = 0,
X *+ a X+ a
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entonces LIm f(x) = O,
X+ a

Aplicando este resultado a la igualdad sefialada con (*) tenemos que:

Lim |[f(c + h) - £(c) - £'(c)h| = O
h+0

lo que implica que:

Lim f(c + h) - f(c) - f'(c)h =0
h-+20

es decir que para valores de h pequefios:
f(c+ h) - £(c) = £'(c)h

donde ~~ indica "aproximadamente igual", y esa aproximacion es mucho
mejor a medida que n se hace mas cercano a cero. Esto significa que
al incrementar "c" en un valor h, el incremento que corresponde a la
funcidén se puede aproximar por la diferencial de la funcion en el pun-
to ¢, calculada en el incremento h, y esta aproximacifn serid mejor a

medida que el incremento h este m3s proximo a cero,
Cbservando la Figura 6,1 podemos apreciar que:

Tag 0 = X =3 £1(q) =2 = A= (on
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FIG,
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E: decir que la diferencial de f en c calculada en h, es la longitud del
segmento A que aparece en dicha figura. Comparemos este valor A con el
incremento de £f: f(c + h) - f(c), y observemos que la diferencia en-
tre estos dos valores se hace mas pequefic a medida que se toma h mis

préximo a cero (tcme h', o h").

Puesto que f(c + h) = £(c)2 £'(c)h
f(c + h)a £'(c)h + £(c)

f(c+ h) £f'(c) (c+ h=-=c) + £(c)

La expresidn de la izquierda representa la imagen de c + h por medio

de la funcibn f, mientras que la del lado derecho, si recordamos la
ecuacibm que se dio al comienzo de la recta tangente a la curva y=f (x)
en el punto ¢, representa la imagen de c + h por medio de la recta
tangente a la curva en el punto c, lo que significa que para valores
cercanos a ¢, la recta tangente a la curva en el punto (c, f(c)), apro-
xima a la funcibn y = f(x), y esta aproximacibn mejora, a medida que

se toman puntos mls cercanos a "c".

EJEMPIO 6.1,

Usando la diferencial podemos calcular aproximadamente el valor de
una funcidn en un punto, conocido el valor de la misma en un punto
cercano a el, dependiendo la precisibn del resultado,de l@ cerca que

esten los dos puntos:
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calculemos v4.,08

tomando: f£(x) = Vx £V (x) = .

cm= 4 f(c) = £¢4) = 2

£1(c) = £1(4) = -

h = 0,08

£(4.08) = V4,08 = f'(c)h + £(c) = (=) (0.08) + 2 = 2,02

Hemos asi definido la diferencial en un punto de una funcibn f de rea
les en reales, ahora diremos que una funcidn es diferenciable en un
punto c, cuando exista la diferencial de f en ¢, o mi3s exactamente, y

utilizando el resultado obtenido en (*):
DEPINICION 6.1

Una funcidn £: R + R se dice diferenciable en un punto ¢ € R,, si exis-

te una funcibn lineal Ialh) tal que:

Lfm |£(c + h) - £(c) - Lc(h)[
h=+o0 h — 0

La funcibn lineal L _(h) se llama la diferencial de f en c.

NOTA: 1, En el caso que hemos tratado, es decir funciones de R en R,
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la existencia de la derivada de una funcibn en un punto implica la di-

ferenciabilidad de la funcién en ese punto.

2., Recordemos que para cada punto donde f es derivable, hay asociada
una funcidbn lineal: la diferencial; es decir, no hablamos de la dife-
rencial de una funcibn, sino de la diferencial de una funcifn en un

punto.

Al tratar de generalizar estas ideas para funciones RZ <+ R, se pre -
sentan algunos inconvenientes que no se tenfan en la exposicién ini -
cial, observemos: si una funcibn f: R + R era diferenciable en un
punto, podia "aproximarse" en cercanias de ese punto por la recta
tangente a la curva en dicho punto; para el caso de una funcidn

R2 -+ R, dado un punto (xo, yo)tendriamos que pensar en "aproximar"

H

la superficie que representa a z = f(x, y), en cercanias del punto
(xo, yo), ya no por una recta, sino por un plano tangente a dicha su-
perficie en dicho punto, y esto requiere por lo menos que la funcibn
sea continua en ese punto. En el caso de funciones de R en R, la so-
la existencia de la derivaea en el punto, garantizaba la continuidad
de la funcibn en €1, mientras que, como vimos en capftulos anteriores,
en funciones de R2 en R la existencia de las derivadas parciales en un
to, o mas alin, la existencia de las derivadas direccionales en un pun-
to, en todas las direcciones, no garantiza la continuidad de la fun -
cién en dicho punto, por lo tanto el punto de partida aquf no sera co-

mo en el caso anterior la existencia de unas derivadas, sino que ini-

ciaremos nuestra exposicibn con una generalizacibn a funciones de R
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en R de la definicibn de funcibn diferenciable, (definicibn 6,1) y a
partir de ella trataremos ideas anflogas a las que se trataron en el

caso de una variable,
DEFINICION 6,2

->
Sea f: R2 + R, sea A = (xo, y_) € Dom £, £ se dice que es diferencia-

ble en A, sl existe una funcibn lineal I+>(h, k), tal que

[ £lx oy ) + (k) - £0x_,y.) = I(h,K) |

(h,k) + (0,0) T th,k) ||

De acuerdo a la idea que traemos, de que uno de los objetivos que pre-
tendemos alcanzar con la diferenciabilidad de la funcibn en un punto,
es “aproximar® la funcibén en las cercanias de dicho punto, con un plano
tangente a la superficie en ese punto, trataremos de “jus

definicibn 6.2 siendo poco rigurosos,
Sea z = f(x, y) sea (xo, yo) € Dom £
La funcibn z se va a aproximar por un plano de la forma Ax + By + Cz = D

vamos a suponer que este plano no es paralelo al eje z, por consiguien-

te ¢ ¥ 0, dividiendo la ecuacibn por - c obtenemos:

Nx + My - 2 D
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este plano tiene como vector normal (N, M, -1) y como el punto

(xo, Yo f(xO, yo)) debe pertenecer a €l entonces
D= (N,M, -1) (xo,yo,f (xo,yo)) = Nxo + Myo - f(xo.yo)

es decir la ecuacifn del plano ser8 de la forma
Nx + My - 2z = Nx° + Myo - f(xo,yo) para algunas N, M € R

zZ = Nx + My - Nxo - Myo + f(xo,yo)

Si h, k nlmeros reales cercanos a cero, entonces (xo + h, Y, + k) cer-
cano a (xo, yo), por consiguiente f(x° + h, Y, + k) se puede aproximar

por el valor de z en el plano cuando x = xo +h y y= Yo + k:

f(xo + h, Yo + k) = N(xo + h) + M(yo + k) - Nxo - Myo + f(xo,yo) + g(h,k)

donde

Lim g(h,k) = o
(h,k) » (0,0)

siendo g(h,k) el error de la aproximacibn,

f(xo + h, Yo + k} - f(xo, yo) = Nh + Mk + g(h, k)

f(xo + h, yo + kl - f(x°’ Yo) = (N’M1 . (h,k) + g(h’k)

fx, +h, y, +kl - £x, y) = [l oM || |l h,x) || Cos © + g(h,k)

donde © es el &ngulo comprendido entre (N,m) y (h,k), asi:
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f(x° +h, v +k) - f(x ., y.])

(h,k)
T xT] = ||m]|| cos © *I%Tr‘f,‘f)"

o o o

7] = el cos & =T |

£(x  +h, y, +k) - £(x , y) - [ thx) [1]]vm) [ | cos © _ g(h.k)
TER T [Tt

En el supuesto de que el error de la aproximacidn g(h,k) tienda "mis

rpido" a cero que || (h.k)|| entonces:

f(:.:o +h y + k) - f(xov,-yo) = (h,k). (M.N)

Lim =
(h,k) » (0,0) I hoX) ]
lf(xo +h, y +k - fx_,y) - (N + kM) |
L . =
(h,k) =+ (0,0) |1 th, k)]

y es claro que L(h,k) = Nh + Mk es lineal, luego esto "nos lleva" a

la definicidn 6.2,

Como habfamos comentado anteriormente, nos parecia necesario que una
funcibn diferenciable en un punto fuese continua en el mismo, esto lo
demostramos en el siguiente teorema, pero para ello se requiere del
siguiente resultado para funciones de R2 en R, cuya demostracidn es
similar a su anflogo para funciones de R en R enunciado al comienzo

de este capftulo: si f(x,y) y g(x,y) estfn definidas en una vecindad
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de (xo, yo), si:

Lim —(?:-LL)-= 0 y Lim g(x,y) = 0, entonces:
(x,y) > (x_,y) T (x,¥) > (x_,¥)

Lim f(x,y) =0
x,y) »> (xo,yo)

TEOREMA 6,1

Si f es diferenciable en (xo, yo) entonces £ es continua en (xo, yo)

DEMOSTRACION,

Veamos que Lim £x,y) = £(x_,y,)
(x,y) ~ (xo,yo)

por hipbBtesis f es diferenciable en (xo, yo), entonces existe una fun-

cibn lineal L(h,k) tal que:

If(xo + h, YO + k) - f(xo,yo) - L(hlk)l

Ls-m NTT =0
por el resultado expuesto atrds, y puesto que Lim || (h,klll =0
(h,k) -+ (0,0)
entonces:
Ltm If(x°+ h, y k) - £(x_,y ) - L(h,k)| =0

(h,kx) » (0,0)
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Lim f(xo +h,y_ +k)-f£fx_,y)-Lhk) =0
(h,k) » (0,0)

Como L{(h,k) es lineal, entonces es continua, por tanto

Lim L(h,k) = L(0,0)
(h,k) »> (0,0)

pero también por ser lineal L(0,0) = 0, por tanto

Lim fx +h, y+k) -f(x,y)=0
(h,k) + (0,0) o ' Yo o! ‘o

Lim f(x +h, y+k ) = £f(x_, y.)
(h,k) +~ (0,0) o o o’ Yo
0 lo que es lo mismo: haciendo x = x°+h, y = yo+k, cuando

(h,k) -+ (0,0) x,y) » (xo, yo), se tiene:

Lim fix,y) = f(xo,yo) como se queria demostrar,
(x,y) + (xo,yo)

. . sy sqs . 2
Una vez definida la diferenciabilidad de una funcion £: R + R en un
punto A = (xo, yo), veamos ahora camo se encuentra la funcion lineal
LA(h,k), es decir, como se halla la diferencial de una funcion f en

un punto sabiendo que la funcibn es diferenciable en dicho punto:
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TEOREMA 6,2

Si f£(x,y) es diferenciable en A = 1x .v ) entonces la diferencial en

(xo,yo) de la funcibn f esta dada por:

LA(h,k) = (D,f) (h,k) = (Vf(xo,yo)). (h,k)

[« Oa
h('é;' (xo,.yo)) + k(Ty' (x

DEMOSTRACION.

Como LA es una funcibn lineal, entonces basta demostrar que

va 9
LAU'01 = a— (xX_,y.) Y LA(0,1) = 3_},' (xo’yo)'
ya que si esto se verifica, entonces

L,(h,k) = L, h(1,0) + k(0,1

h LAU,O) + k L_(0,1) =

h ox (xo'yo) +k oy (xo'yo)

of
'5;{- (xopyo)

demostremos primero que LA(J,OI

Como £ es diferenciable en A = (xo,yo)entonces existe una funcibn 1li

neal LA(h,k) tal que:
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Lim
(h,k) +

£ Gty Y+ K) - £,y ) - L (b, k) |

(0,0)

1T,k

Como este 1Imite existe y es igual a cero, entonces por cualquier camino

de acercamiento el 1Imite debe también darnos cero; tomemos por ejemplo

el camino de puntos de la forma (h,0) con h + 0, es decir:

o
+

VF

=
+

=2 o
+ B

Lim

of

Anflogamente tomando el camino de

(0,k) con k + 0 se obtiene

|£ G+ hyy ) - £z v ) - LA(h,O)l=

0
o TG0 ]
. yo) - f(xo'yo) -h LA(j’O)l - o bor ser

0 Th] L; lineal

£0r + hyy ) - £(x_,y.) - h L (1,0)
0

f(x+h,y)-f(x pY)

o o o'’o" _ LA(1'0) -0

0

f(xo+ h,yo) - f(xo,yo) . 4.0)
0 h = Lyt
(xo,yo) = LA(1,0),lo que querfamos demostrar,

que

acercamiento por puntos de la forma

= L,(0,1)
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Con esto completamos la demostracidn.,

g X X 2 X X
Verificar si una funcidn f: R* + R es diferenciable en un punto A = (xo,yoh
basados en la definicibn, resulta algo delicado: recordemos los siguien
tes detalles, vistos hasta el momento, y despues ilustremos con unos

ejemplos,

1, Si sabemos que f es diferenciable en A entonces la diferencial de
f en A esta dada por:

L3 ..
(D,£) (h,k) = h x= (A) + k = (&)

2, Pero la existencia de %5-(A) y 2;-(A) no garantiza la existencia

de la diferencial en A camo lo podremos apreciar en el Ejemplo 6,2,

3. La no existencia de alguna de las derivadas parciales de f en A,

implica que f no es diferenciable en A, (Por el Teorema 6,2),

4, La no continuidad de f en A, implica que f no es diferenciable en

A, (Por Teorema 6,1),

5, Si f es continua en A, y f tiene derivadas parciales en A, enton-
ces la diferencial puede no existir, o en caso de existir, tiene que

of of .. . .
ser h = (A) + k 5;-(A), por consiguiente, para saber si es o no diferen

ciable en A = (xo, yo) debemos calcular el limite
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ar

O
£(x + h, yo+ k) - £(x_, ¥) - lh = (A) + k z= (A)J

Lim
(h,k) *+ (0,0) vh +k

Si este 1lfmite es cero, entonces f es diferenciable en A, si no es ce-

ro o no existe entonces f no es diferenciable en A.

EJEMP1O 6,2

Sea f(x,y) = { -352-—5- si (x,y) # (0,0)
X

ty

o si1 (x,y) = (0,0)
veamos si f es diferenciable en A = (0,0),

Primero observemos que existen las derivadas parciales gz-(0,0) y

%5 (0,0), pues:

5, (0,00 = ngm El01 = £00,00 _
h=+0
% (0,00 = Lm LM = £00,0
Y h+ 0 h
Pero f no es continua en (0,0), pues Lim f(x,y) no existe

(x,y) »> (0,0)

ya que al acercarnos por el camino de la forma (0,y) con y + O tenemos
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Lim = 0, y si nos acercamos por el camino (x,x) eon x + 0
y=*>00+y

2 1
tenemos Lim -§§-= 5-# 0. Por tanto, f(x,y) no es diferenciable en

x =+ 0 2x

(0,0), a pesar de que existan las derivadas parciales en este punto,

Si una vez verificada la existencia de las derivadas parciales de f
en (0,0), no se nos hubiese ocurrido verificar la continuidad en ese
punto, (o si nos hubiese dado continua en el), entonces de acuerdo a

lo que dijimos atr8s en el nfimero 5, calculamos el limite:

| £(0 +h, 0 + k) - £(0,8) - (h -gé (0,0) + k i25—(0,0))[

LSm e
(h.k) + (0,0)

2”‘ 5= 0 = (h0 + k.0)
h° + k
Lim — -
(h,k) + (0,0) Vh + k
hk
LSm = - ————
(h,k) + (0,0) (h"+ k) (Vv h+k° )

Si nos acercamos a (0,0) por el camino de puntos de la forma (h,0) con
h + 0, el limite es cero. Pero si nos acercamos por el camino de pun-
tos de la forma (h,h) con h + 0 tenemos:

2 1

h
Lim e = Lim — gy > ®
h=+20 2h™ V2h h=+0 2 2h

luego el limite no existe, por lo tanto la funcion no es diferenciable
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en (0,0),

EJEMPLIO 6,3

Sea f(x,y) = 2x + 3y2

Veamos que f es diferenciable en cualquier punto A = (a,b)

e Loam s

a-y-n 6y -a-y- \a,p] = 6b

existen las derivadas parciales en (a,b) para cualquier (a,b) € R?
ademfs por ser un polinomio en dos variables, es continua para todo

(a,b) € R2.

Calculemos el limite para verificar la diferenciabilidad:

l£Ga + hyb + K) - £(a,b) - (0 E (@,p) + & £ (a,b))

Lim
(h,k) + (0,0) N

L¢m |2(a + W) +3(b+k)2-2a-3b2-2h-6bk
(h,k) »+ (0,0} vhe + ¢

19m |2a + 2h + 3b” + 6bk + 3k - 2a - 3b" - 2h - 6bk]|

(h,k) + (0,0) Vil + k2



Lim ——3-5—-..- = 0, pues:

(h,k) *+ (0,0) V h™ +k

. LY —— = 3|k|'* 0 si (h,k) + (0
Vhe + K Vh® + k% Vx*

entonces f es diferenciable en cualquier punto (a,b) € R* y la dife-

rencial es: (D £f) (h,k) = 2h + 6bk.

(a,b)

EJEMPLO 6.4

2 2
Sea f(x,y) = -’2‘—-2 si (c,y) # (0,0)
X +y

Si (x'y) = (0'0)

veamos si f es diferenciable en (0,0):

%f_ (0.0) = Lim L(h,0) - £(0,0) 0
X h=+o0
'g‘f‘ (0'0) = Lim f(o’h) ;1 f(0,0) 0
Y h=+0
f es continua en (0,0), pues
2 2 H
72 2| xz L £ = xy si (x,y) » (0,0)

X +y X +y
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luego Lim f£(x,y) = 0 = £(0,0)
(x,y) » (0,0)

Calculemos el limite:

|£¢0 + h, 0 + k) - £(0,0) - (hO + kO

TSm

(h,k) + (0,0)

h2k2
p) 2-0-0
Lim h® + k
(h,k) » (0,0) ;7hi + ki
2 2
Lim h_k rwmme—cer- = 0 pues:

(h,k) + (0,00 (h + k) Vn +

2 .2
0 4 | h* k |- |nk||nk| ¢l !¥| ¢l
2 + k2) Vil + K2 M2 + k%) Vil s k2 2 e 2
hil., _ .

Entonces f(x,y) es diferencialbe en (0,0), y su diferencijal esti dada

por

( £) (h,k) =0Oh + 0k =0

P 0.0)

es decir, la funcion identicamente cero.
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EJEMPIO 6.5

2
Sea f(x,y) = Vx +y

evidentemente f(x,y) es continua en (0,0). Calculemos ahora sus deri-

vadas parciales en (0,0).

2
g:— (0,0) = Lfm IR0 ;..f(off’) = Lim ‘/_‘1, Lim
h~+0 h+0 % h=0

h
este limite tiende a 1 si h > 0 y a -1 si h < 0, es decir, no existe,
lo que quiere decir que no existe la derivada parcial de f con respec-

to a x en (0,0), por tanto la funcibn no es diferenciable en (0,0).

Como pudimos apreciar en ejemplos del Capitulo 5., pueden existir fun-
ciones que tengan derivada direccional en un punto en cualquier direc-
cibn, y sin embargo no son continuas en este punto, por lo tanto no
son diferenciables en €l; de esto concluimos que tampoco la existen-
cia de todas las derivadas direccionales de una funcibn en un punto
garantizan la diferenciabilidad en €l. Pero afortunadamente existen
condiciones suficientes para determinar si una funcibn es diferencja-
ble en un punto, y asi no tener que recurrir siempre a la definicibn

con el cilculo del conocido limite, veamos este importante resultado:
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TEOREMA 6.3

Sea f: R2 + R, si ?\_f y %5- existen an alguna vecindad del punto
Po = (xo, yo) y si adem8s, estas derivadas parciales son continuas en

Po' entonces f es diferenciable en este punto.
DEMOSTRACION :

Como W™ Y = existen en (xo, yo) entonces, si la funcidn es dife-

renciable, su diferencial deberfa ser:

of of
h x (xo'yo) tk 3y (xo'yo)

y de acuepdo a lo establecido en (5), demostrar la diferenciabilidad

de f en (xo,yo) equivale a demostrar que

of of
Lt |f(x°+ h, y+ k) = £&x_,¥)) - h 2= (x_,y)) -k Iy (x_,y,)
(h,k) + (0,0) e K]

es igual a cero.

f(xo+ h, yo+ k) - f(xo,yo) = f(xo+ h, yo+ k) - f(xo, Yo+ k) + f(xo, yo+

f (xor yo)

Si llamamos:
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¢(x) = f£(x, Y * k) fijando yo+ k
¥(y) = f(xo,y) fijando X
entonces

£+ h, y o+ k) - £0x_,¥,) = ¢(x_+ h) = 8(x ) + ¥(y + k) - ¥(y).

Observemos que por la forma que se han construido ¢(x) y Y¥(y), se tie-

ne que #{x) = 22.(x, Yyt k) oy

¥ ) = g-f; (x,,¥)

. of of .
Sea B(xo,yO) una vecindad de (xo,yo) en la cual I Yy 5;-exlste y son

continuas; vecindad que existe, segun las hipdtesis del teorema, supon-
gamos que h, k se ha tomado de tal forma que (x°+ h,y°+ k) € B(xo,yo).
De acuerdo a esto y por la construccidn de ¢ y ¥ se tiene que: ¢ es
derivable y continua en (xo, xo+ h), por tanto por el teorema del va-
lor medio existe un c € (x_, x + h) tal que &(x + h) - ¢(x ) = ¢'(c)h;
andlogamente ¢ es derivable y continua en (yo,yo+ k), luego por el

mismo teorema existe 4 ¢ (yo, yo+ k) tal que ?(yo+ k) -!W(yo) = ¥'(d)k

por consiguiente:

£(x by v+ k) - £lx_,y ) = [¢(x°+ h) - o'(xo)] + [‘l’(xo+ k) - ‘l’(yo)]
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h¢'(c) + k¥'(d) con c ¢ (xo,xo-l- h), d ¢ (yo,y°+ k)

of 9f
h == (e, y+ k) +k W(xo'd)
entonces:
af of
. < |£e# by y o+ k) = £0x oy ) - b= (x ey ) - k3= &y
{1 th,k[]
of of of of
|('5'£ (C,Y°+ k}lh + (3—Y- (xopd))k -h ;{ (xopyo) -k 5‘; (xo'yo)|
=
+ k
3 of 3f
_ E k) - 'a-;" (xonO)J h + [%-Y- (x.old.) - 'é‘; (xouyo)l k |_
af _af E= _ox
l Iax (C'Yo+ k) X (xo'yo)‘ |n| + Y (xo'd) 3% (xo’yo) | x| .
vhe o+ kx

; |-§ (c,yo-l- k) - = (xo,yo) \/hi + k + | T (xo,d) T (xo,yo) |[Vh™+ k

|
Vit

af v - oL Vo
o (c,yo+ k) ™ (Xopyo) | + | 3y (xopd) 37 o:Y°)| + 0

si (h,k) -+ (0,0)
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pues, como C € (xo,x°+ h), si h+0, c » X

ycomo d e (yo,yo+ k), si x>0, d+y°

af af .
y adem8s como > Y v son continuas en (xo,yo) entonces
%(c,yo*' k) =+ %(xo,yo) si (h,k) » (0,0) y
14 2 -
ay(XO'd) + ay(xo'yo) si (h,k) » (0,0)

of of of ]
|ax(c,y°+ k) - H(xo'yo) | + | W(xo'd) - a—y-(xo,yo)l +0

si (h,k) » (0,0)

entonces como (*) es mayor que cero y menor que una expresidn que

tiende a cero, si (h,k) -+ (0,0):

of of
Lfm |f(x°+ hyy o+ k) - £(x_,y ) - h .5;(’_‘_0_'3(0) -k 3;(xo'yg) !- i
(h,kX) + (0,0) 11 h,Xk)[]

camo se querfa demostrar.

EJEMPIO 6,6

1. z = p(x,y) donde p(x,y) es un polinomio en variables x,y es dife -
renciable en cualquier punto de Rz, pues p(x,y), ==, == son polinomios

. . . . 2
en x,y y las funciones polinomiales son continuas en todo R,
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2, z = -q—(x—'-YT donde p(x,y) y g(x,y) polinomios, es diferenciable en

cualquier punto de R2 donde no se anule su denominador, pues — Yy
son tambi@n funciones racionales, cuyo denominador solo se anula en
puntos donde se anula q(x,y)s y adem@s toda funcibn racional en varia-
bles x,y es continua en todo R2 salvo en los puntos donde su dencmina-

dor se anula,

Anflogamente al caso de funciones reales en reales, si una funcién

z = f(x,y) es diferenciable en un punto (xo,yo) entonces la superfi-
cie en el espacio que representa esta funcibn, es una superficie "sua-
ve" en (xo,yo f(xo,yo)), es decir en este punto no se presentan "hue-
cos™ o "picos™ o "dobleces", y se puede aproximar en las cercanfas de
dicho punto por un plano tangente a la superficie en el punto

(xo,yo, f(xo,yo)); apreciemos en una forma no rigurosa cémo es la ecua-

cidén de dicho plano:

Como f es diferenciable en (xo,xo), entonces:

3
£+ By + 1) = £(x_yv,) - nfe vy ok -gf(x sy ) |

> y o' “o
Lim h, KL

(h,x) + (0,0)

Haciendo x = x * h, y-= Yt k (h,k)-»> (0,0) & (x,y) *'(xoch)

entonces la expresidn anterior se convierte en

9 of
. lf(xly) - f(xo,yo) - (x - xo)siixo,yo) -y - yo) 3;(x°,y°)|
L -

(x,y) + (0,0) e =xry =y )M
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Como ILim ||(x - X0 Y-y )|| = 0 entonces, seglin propiedad de
(x,y) » (0,0)

1fmites enunciada atris:

3
Lim |£G,y) - £0x_py) = x = x) ax(xo'yo) R AL N S
(X,y) et (xO" YO)

of
> £flx,y) - £lx_,y)) - x - x )e=x_,y ) = (y =¥ )ay(xoay ) =0

para puntos (x,y) cercanos a (xo,yo).

= f(x,y) = (x_ry, ) (x Y ) vy -y )ay(xo,yo) + £(x_,y,)

f(x,y)=( (x ,y))x+( (x ,y))y- [( (x ,y))x +( (x ,y)y

es decir para cada (x,y) cercano a (xA,yo) If(x,y) es aproximadamente

igual a z(x,y) dado por:

of

~ of of of
z= (E)x(xo'yo))x + (E;(XO’YO))Y - [(_a-f(xo,yo*xo + (ay( o' Yoo ~ f(xo'yo)]

o lo que es lo mismo:

que es la ecuacion del plano con vector normal:
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2t

N= (A B, O = (3(x_,v ], :%(x

3% %o 'yo)' -1) y que pasa por el punto

o

(xoo Yor st Yb))-

Esta es la ecuacibn del plano tangente a la superficie, representada
explfcitamente por z = f(x,y) en el punto (xo, Y f(xo,yo)). si la
superficie est& representada implfcitamente por una expresibn de la
forma F(x, y, z) = 0, en el capftulo siguiente mostraremos cbmo se de-

termina la ecuacibn del plano tangente,
EJEMP1O 6.7

Hallar la ecuacibn del plano tangente a la superficie z = x2y - Sxy3

en el plano Po = (2, -1, 6),

Es evidente que el punto P° estd sobre la superficie. Ademds por ser
una funcibn polinomial en variables x € y es diferenciable en cualquier
punto (xo, y_) es particular lo es en (2, -1), por consiguiente exis-
te el plano tangente a la superficie en (xo, Yor f(xo,yo)), es decir

en (2, -1, 6):

El vector normal al plano es: N = (3242,-1), 2£42,-1), -1)

of _ 3 of L
> - 2xy - Sy (2,-1) =1 =1
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%f-- x° - 15xy> % (2,-1) =-26 =8

Como ¢ = -1 entonces N = (A, B, C) = (1, -26, -1)

yD=N.P = (1, =26, =1) . (2, -1, 6) = 22

luego la ecuacidn del plano tangente a z = x2y - Sxy3 en el punto

(2, -1, 6) es:
X = 26y - z = 22
Si f es diferenciable en (xo, yo) habfamos visto que:

of of
f(x°+ h, Yot k) - f(xo' Yo) - h E;(XO:YO) -k W(x

o'yO) =0

siendo la aproximacidn mejor, a medida que (h,k) -+ (0,0).

De ello tenemos que:
Fx+h,y+k - £ ,y) = hitx ,y) +kaelx_,y) = ( €& _,¥ )). (K
o ' %o o’fo ox “o'fo dy "o'Yo o'fo’ M

f(x°+ h, Yot k) - f(xo,yol = (D(x £) (h,k)

o'yo)

Es decir que si f es diferenciable en (xo,yo) entonces el incremento

de la funcidn f: fx+h, y + k)= £(x .y )correspondiente al ineremento (h,k)
de (xo,yo) se puede aproximar por la funcidn lineal "la diferencial

de f en (xo,yo)" calculada en (h,k).
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Lo mismo que en el caso de funciones de una variable, este resultado sir-
ve para calcular aproximadamente el valor de una funcibn diferenciable
en dos variables, en la cercanfa de un punto, conocido el valor de la fun

cibn en dicho punto:
£(x +h,y_+k) = £lx sy ) + (VE(x ,¥) . (h,k)

La aproximacibn dada del incremento de f seri mis precisa si los in -
crementos de LI yo, h= Axo y k= Ayo respectivamente, se acer-
can a cero, Se acostumbra a llamar diferencial total de f en (xo,yo)

a la expresidn:

of
d f = (==
(xo,yo) x

of
(%, e¥ollax +(3otx oy ) )dy
EJEMPLO 6.8
Utilizar la diferencial para calcular el error en el irea de un rec -
tingulo de base 5 cm y altura 3 cm, si la base esti sujeta a un error

de 0.02 cm y la altura a un error de 0,01 cm,

£(x,y) = xy

(xop yo) = (5, 3) (h, k) = (0,02, 0,01)
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f(x°+ h, y°+ k) - f(xo, yo) = h % (xo,yo) + k a—y— (xo,yo)

(5,02) (3,01) - (5)(3) = (0,02)3 + (0,01)5 = 0.11

El cilculo directo nos da 0.1102,

La interpretacidn grdfica de la diferencial de una funcidn w = f(x,y)
en un punto (x .yo) es anfiloga al caso de funciones de reales en rea-

les: observando la ecuacidn del plano tangente a w = f(x,y) se tiene:

2(,y) = Ga(xoy)) (- x ) + Gty ) (v - y) + £(x,y,) o sea

of of .
z(xo+ h,yo+ k) = (3§4xo,y°»h + (3;(x°,yoﬂk + f(xo,yo) es decir

z(xo+ h,yo+ k) = (D £) (h,k) + f(xo,yo) asi:

(x ,v.)

o "o

(D £) (h,k) = z(xo+ h,y°+ k) - f(xo,yo)

(x_,y)

o "0

Lo que quiere decir que la diferencial de f en (xo, yo) calculada en
(h, k), es la diferencia entre el plano tangente a la superficie er

(xo, yo) calculado en (xo+ h,yo+ k) y la funcién f calculada en (x ,yo)

o
(Ver Figura 6,2),

La definicién y propiedades de la diferencial que hemos visto en este
Capitulo pueden generalizarse de una forma natural a campos escalares

de R a R, l8gicamente sin las correspondientes interpretaciones geo-
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T T —
—
Pldano calculado en
(xo+ h,y°+ k):z(x°+ h,y + k)
f(xo’yo) |
| (D £) (h,k)
‘ (xo,yo)
]
P
|
Plano tangente' |
aw-= £(x,y)en |
(xo,yo,f(xo,yo|) |
| |
t |
T
b
(R
+
] l yO y0 k
| [ 7/
by
]
|
lo 4
| ]
|

|
(xo,Yo)‘

(x + h,v + k)
o o

FIG. 6.2
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métricas; de esta forma tenemos:
DEFINICION 6,3

Sea f: R + R, sea A = (a1, a coey an) € Dom £, £ se dice que es di-

2’
ferenciable en A, si existe una funcibn lineal

Iri (H) = Iri (h.‘l h se ey hn) tal que:

2’

Lam le(a + 1) - £(n) - LK(H)l

a0 “THIT §

o usando sus componentes:

_f(ai+ h1,a2+ h2""’an+ hh) - f(a1,...an)-LA(h1,..mJ
Lim ’
(h1 ’hz’q..’hn) — (0’00000)

La funcion Lz(hj, h2’ ey hn) se llama la diferencial de f en A,

Los siguientes tres resultados, que se obtienen generalizando resulta-
. 2 s s

dos analogos dados para funciones de R° a R, se demuestran sigquiendo

las mismas pautas de las correspondientes demostraciones para este ca=-

so particular, con los ajustes necesarios:

. n . . n .
1. Si f: R =R es diferenciable en A € R entonces f es continua

en A,
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2, Si f: R"—=> R es diferenciable en A & Rp entonces la diferencial de

f en A est8 dada por:

(D, f) (H) = (VE(A)) . H

of of of
h.l ‘3?1 (a) + h2 5-’:2(1-\) + ... + hn ‘a?n(l-\)

3. (Condiciones suficientes para diferenciabilidad de una funcion en
un punto):

Sea f: R > R, si existen en alguna vecindad del

T e ——
3x1, axz ox

punto A = (a1,..., an) y si adem8s, estas derivadas parciales son con-

tinuas en A, ertonces f es diferenciable en este punto.

Tambi&n la diferencial total de una funcidn f£: R = R en un punto

-5
A ¢ R esti dada por:

Y1 = =

EJEMPLO 6.9

Sea f(x, y, z, W) = xzy - zw3 + yz

Sea A = (1, -3, 2, 1)
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f es diferenciable en A por ser f un polinomio. Su diferencial est§
dada por:

(D;f)(H) = (V€(a) ) . H

— (1, =3, 2, 1) = -6

Ner
f _ .2 df 1) <
o Xt 5y (10 =3, 2, =1) =3

(1' "3' 2: “1) = =2

(1, =3, 2, =1) = -6

(VE) (A) = (-6, 3, -2, -6)

(D*f) (H) = ("6' 3' “2' “6).(h1, h2' h3' h4)

= -6h1 + 3h2- 2h3 - 6h4

EJEMPIO 6,10

Utilizar la diferencial para calcular el error en el area lateral de
un paralelepipedo de largo 5 cm, ancho 2 cm y altura 7 cm; si el lar-
go, ancho y altura est@n sujetas a errores de 0.03 cm, 0.02 cm y 0.05
cm respectivamente,

Si llamamos: x: largo, y: ancho, z: altura, entonces:
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f(x,y,z) el 8rea lateral, esti dada por:

f(x,y,2) = 2xy + 2xz + 2yz
A= (5, 2, 7) H = (0,03, 0,02, 0,05)

_ ~ 1 of — —
error = f(A + H) - f(A) h N (A) + hz (a) + h3 (a)

1

3

£ ooy =s,2, 1 =18
2% + 2z 25(5, 2, 7) = 24

of of

-5;=2x+2y (5, 2, 7) = 14

3z

Error = (0.03)18 + (0.02)24 + (0,05)14 = 1,72
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7. REGLA DE LA CADENA

En el c8lculo de funciones de una variable real, habiamos visto que si

f: R+ R ¥y g: R > R, tales que se podia construir la funcion com-

puesta

h(x) = fg: R > R

x + £ [gx)

podiamos encontrar la derivada de la funcion h, h'(x) a partir de las

derivadas de las funciones f y g utilizando la llamada regla de la ca-

dena para funciones de una variable:

h'(x) = f'(g(x)) . g'(x)

donde f'(g(x)) es la derivada de la funcion f calculada en g(x),

Este resultado, de gran importancia en el cflculo de derivadas, es uti-
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lizado generalmente en forma mecfnica, sin especificar cuales son las
funciones f y g, por ejemplo si queremos calcular la derivada de la
funcibén h(x) = Sen x2 decimos que es h' (x) = (cos xz)(2x), que no es
otra cosa que aplicar la regla de la cadena para f(x) = Sen x g(x) = x",
luego h(x) = £ [ g(x)] = Sen xz, y por tanto como f'(x) = Cos x, en-

tonces f' [g(x)] = Cos (g(x)) = Cos xz, y como d'(x) = 2x tenemos:

h'(x) = £! [g(xﬂ . g'(x) = (Cos x2)2x.

El objetivo ahora es dar resultados similares, inicialmente para fun-

2 . R
ciones de R = R, y luego generalizar para funciones de Rn+ R.

Sea z = f(x,y) un campo escalar, supongamos que x e y dependen de dos
variables u, v, es decir x = X(u,v) , y = ¥Y(u,v) entonces z podemos
considerarla como una funcibn de u,v, o sea z = f(x(u,v),Y(u,vﬁ== g(u,v).
Lo que tenemos aqui es precisamente la compuesta de dos funciones, asf:

=4
f: R+ R

x,y) >z = £(x,y)

F: R > R
(u,v) F(u,v) = X(u,v), Y(u,v))
donde los campos escalares X(u,v) y:¥(u,v) son las funciones coordena-

das escalares del campo vectorial F,

Construimos la funcién f.F:
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2
£, F: R * R

(u,v) > £ [F(u,v)-l = f(X(u,v), Y(u,v))
que es la funcion de u,v que hemos llamado g, asi:

z = g(u,v) = £(X(u,v), Y(u,v” = (fop)(u,v). Pretendemos entonces cal-
. g g . . .
cular las derivadas 0 Y v en t&€rminos de las derivadas parcia-

les de f(x,y), X(u,v) y Y(u,v), resultado que demostraremos en el si-

guiente teorema:

TEOREMA 7.1

Sea z = f(x,y) un campo escalar diferenciable en un conjunto abierto
ACR y sean x = X(u,v) y .y = Y(u,v) campos escalares tales que

9X 23X 0JY Y

=, =, =

exista —, . Entonces z = f(x,y) se puede considerar como

una funcibn de u, v, es decir
z = £(X(u,v), Y(u,v)) = g(u,v) y se tiene que

0z _ of 9X = of oY
ou ou 9x du ~ dy

9g _ 9z _ 9f 3X _ ?f 9y
ov ov 9x ov dy ov
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DEMOSTRACYON;

z = f(x,y), x = X(,v), y = ¥(u,v), z = £f(x(,v), Y(u,v» = g(u,v)
como f es diferenciable en (x,y) entonces, el incremento de £, Af,
correspondiente a los incremento Ax y Ay de las variables x e y res -

pectivamente, se puede aproximar por:

of of
= + Ax - & e —.—
Af £f(x , Y + Ay) f(x,y) T Ax + 3y Ay

= tendiendo a = cuando Ax > 0 y Ay =+ O

dividiendo por Au tenemos

A Of _ . Af 3y
Au 9x du Ay du

(*)

Como x = X(u,v), vy = Y(u,v), entonces incrementando X,Y solamente en u

tenemos:

AX _ AX _ X(u + Au, v) - X(u,v)
Au Au Au

Ay _ AY  Y(u + Au, v) - Y(u,v)
Au Au Au

Cbservemos que si Au + O entonces ——E-a-—au

Af _ f(x + Ax, y + 4y) - £(x,y)
Au Au

213



