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S E C C I Ó N 6 

COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO CON RESPECTO A OTRO. 
• -

6, 1 Definición. 

Sean A y E conjuntos t a l e s que A C E . Sea la re lac ión x ^ A. El con­
junto jx e E / X ^ A l e s l lamado "el complemento de A con r e s p e c t o a E " 
y se denota por r ^ A, ó m á s s implemente [j A, 6 t ambién A ' , 
Con esto: ( E A = í x / x e E A x ¿ A | - . 

Gráficamente serfa 

En o t r a s pa l ab ra s : Si se cons idera al conjunto E como re fe renc ia y A e s 
una par te de E , se l lama "connplemento" a l conjunto formado por todos 
los e lementos de E que no es tán en A. 

P regun tamos ahora : ¿Qué garan t i za la ex is tenc ia del conjunto (,E-^ ? 

Veamos algunos e jemplos: 

1. Sea ÍN el conjunto de los n a t u r a l e s . Sea P el conjunto de los núnneros 
p a r e s . ¿Qué e s UO»!̂  ̂  

2. Sea L el conjunto de puntos del p lano. Sea L j el conjunto de puntos 
que pe r t enecen a la r e c t a y = ax + b . ¿Qué conjunto es ( J L ^ I ? 
Gráficamente son todos los puntos del plano que no" es tán en la r e c t a . 

3 . Sea E un conjunto. ¿Qué conjunto es ( j g E ? 
Por definición de complemento son todos los e lementos que pe r t enecen 
a E y no es tán en E . ¿ E x i s t e algún e lemento que cumpla dicha condi­
ción? No, puesto que si lo hubiera obtendrfannos una con t rad icc ión : 
X £ E A X ^ E , Luego, no ex is te ninguno y por tanto I , E ̂  ~ ^ ' 
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• • O l . y 
EJERCICIOS. D e m u e s t r e ; 

1) C E ( C E A) = A , : • • 

2) L E ^ = E 

3) C E A O A = 0 

4) C E A U A = E 

5) A C B sf y solo si I E B C I E A 

6) [ E ( A ÜB) = C E A O C E B 

7) [^E(A H B ) = ( J E A Ü ( ^ E B ^ 

D e m o s t r a r e m o s aquf a m a n e r a de i lus t rac ión la propiedad 6) 

[E(AUB)= CEA ;n [EB 

i) Demos t r emos que C E Í A U B ) C ( ¿ A O V^E B. 
Sea X £• ( E ( A O B ) , entonces por la definición de complerhento 
x G E f » x ¿ A U B , ó l o que es lo misnno x S E A no (x ^ A ó x £ B) 
In te rp re temos ahora la re lac ión "no (x ^ A o x G B)" . E s t a dice que 
es falso que (x g A ó x ^ B), luego x no es tá en ninguno de los dos . 
conjuntos, es dec i r x ^ A A X ^ B . P o r lo tanto la re lac ión: 
X ¿ E A X ^ (A U B ) se puede e s c r i b i r asf: x ^ E ^ X ^ A A X ^ B , 

organizable también asf: (x e E A x Í Í A ) I \ (r ^ .F. JK X ^ R), en 
tonces X £ ^ E A A X 4 s . r E B ó finalmente: x £: ( J E A CS C E ^ * 

L^ego: C E ( A U B) C CE A O Q E B 

ii) Demost rernos ahora gue ( J E A i l (^E B CI (jEÍA U B). 
, Sea x £ C E A O Q E B , e n t o n c e s : 

(x € E A X ^ A) /̂  (x £ E A X ^ B ) Ó lo que e s equivalente: 
X 6 E A X ^ A A X ^ B . Ahora bien, s i x & A A x ^ B s e c u m ­
ple n e c e s a r i a m e n t e que x ó . A U B . . Tenemos entonces que 
x £ E /̂  x Á A Ü B e s dec i r que x ^ C E ( A Ü B ) y por t an to 

CEA n C E B " O CE(AU B). 

' H e m o s d e m o s t r a d o as f que: 1 j^{A Ü B) = \ J E A / 1 ( . E ^ * 
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Gráficamente, la proposic ión demos t rada se p r e s e n t a asf: 

Observaciones; 

1) Note que la segunda par te de la demos t r ac ión es exactamente la p r i m e ­
ra pero de a t r á s hacia ade lan te . Es to significa que las d i ferentes r e l a ­
ciones que incluye la demos t rac ión no so lamente "se impl ican" en un 
sentido, sino también en el sentido i nve r so . Es dec i r , se t r a t a de equi­
valencias . Es c la ro que ta l hecho no sucede cn todas las p ropos ic io ­
nes a d e m o s t r a r : Ejemplo de es to lo const i tuye la re lac ión a t r á s de­
mos t rada ; A O A U B . Si las propos ic iones que incluye es ta d e - • 
mos t rac ión se impl i ca ran en ambos sent idos A ser fa igual a A U B, 
lo cual es fa lso . 

2) Lo an ter ior da pie a p r e s e n t a r la demos t r ac ión a r r i b a hecha con u t i ­
l ización de sfmbolos lógicos en una fo rma bas tan te s implif icada, 
asf: X 

Veamos que (¡EvA U B ) = ^ E A f| [^E ^ 

X € { ] E ' ^ * - ' B < — > x g E A x ^ A U B ^ = ^ x £ E A no (x € A ó x 6 B) 

< ^ X € E A ( X ^ A A X ^ B ) ^ = = > ( X € E A X ^ A ) A ( X 6 E A X ^ B ) 

*===> X e ( J E A A X e Q E B « = = ^ ^ ^ C E A O C E ^ 

Luego: C E { A U B ) = C E ^ H Q ^ B . 

3) La demos t rac ión sugie re dos r e su l t ados de la lógica s i e m p r e vá l idos : 

i) Si R, S son re l ac iones cua l e squ i e r a , la r e lac ión "no (R ó S)" es 
equivalente a "no R A no S". 

E s t e hecho sugiere la r e l ac ión ex is ten te en t re la disyunción y 
la conjunción. 
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Además se anota que la re lac ión " n o ( R A S ) " e s equivalente a 
no R ó no S. 

ii) Si se t iene R A S c i e r to , entonces R A R A S es también c i e r to . 
E l fundamento de ta l hecho es que s i R A S es c i e r to entonces 
tanto R como S son c i e r to s s epa radamen te , lo cual garan t iza que 
se conserva la verdad de R A R A S. 
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