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Resumen y Abstract Vi

Resumen

En esta tesis de Maestria, se presenta un andlisis riguroso de la dinamica clasica y
cudantica de la interaccién del electron con su propio campo electromagnético, haciendo
especial énfasis en el papel que juegan las simetrias del espacio-tiempo, llevando esto
inevitablemente a la necesidad de las “Antiparticulas ” clasicas como consecuencia de la
conservacion del Tensor Momento-Energia del sistema Campo Electromagnético-

Particula.

Palabras clave: Electrodindmica Clasica, Autoenergia del Electrén, Lagrangiano de

la QED, Antiparticulas Clasicas, Ecuacidon de Dirac-Lorentz.



VIl Ecuacién No-Lineal de la Dinamica Clasica y Cuantica de un
! Electron Auto-Actuante

Abstract

In this thesis, | will present a rogorous analysis of the Classical and Quantum Dynamics of
the interaction of an electron with his own electromagnetic field, with special emphasis in
the role played by symmetries of space-time, taking this inevitably to the need of the
Classical “Antiparticles” as a consecuence of the conservation of the Energy-Momentum

Tensor of the system Particle-Electromegnetic Field.

Keywords: Classical Electrodynamics, Electron Self-Energy, QED Lagrangian,
Classical Antiparticles, Dirac-Lorentz Equation.
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Introduccion

A pesar de que hayan transcurrido varios siglos desde que Newton comen-
zara una de las revoluciones del pensamiento més importantes que se tenga
conciencia en el campo del entendimiento de la naturaleza de la realidad fisica
del universo, actualmente todavia no existe una respuesta definitiva a este re-
specto. Independientemente de la percepcién que se tenga sobre los principios
bésicos que subyacen a la realidad, hay que reconocer, que se necesité la ayuda
de un ”Genio” como Newton, siquiera para comenzar el camino; ya que, el fué
el dnico de su tiempo en percibir que ademds de que existian leyes que regian
el movimiento de los cuerpos descritas por simples relaciones entre los cuerpos
que interactuaban a través de ”Fuerzas”, habia otro elemento que debia tenerse
en cuenta, y este era la idea de ” Campo”.

Fue con Maxwell, que la idea de Campo adquiria vida propia, cuando lorgé
unificar el trabajo de Faraday, Ampére, entre otros en sus famosas ecuaciones y
ademds, poder determinar que el campo eléctrico y magnético, no eran sino dos
realidades de una misma entidad, el Campo Electromagnético. Pero la historia
no termina aquf; dado que se demostré que el campo electromagnético era una
onda que se propagaba no sélo en un medio material, sino también en el vacio, y
que ademas, si las leyes de la fisica eran invariantes ante la transformacién de un
sistema de referencia inercial a otro, las leyes que describen el electromagnetismo
deberian ser covariantes ante las transformaciones de Galileo. Pero éste no fue
el caso, lo cual conllevé a una gran crisis conceptual en la fisica, ya que podia
ocurrir uno de dos fenémenos:

1. Las leyes que describen el electromagnetismo eran incorrectas, o en un sen-
tido menos estricto, eran incompletas, lo que conlleva a una reformulacién
total o parcial de la teoria.

2. Las leyes de transformacién que permiten conectar un sistema de referencia
inercial con otro no eran las adecuadas.

Dado que, los experimentos realizados en esa época corroboraron todos los
fenémenos propuestos por la teoria, la tinica salida era entonces encontrar un
nuevo tipo de transformaciones ante las cuales las leyes fisicas del electromag-
netismo permanecieran invariantes; estas eran las Transformaciones de Lorentz.
Aunque el nuevo tipo de transformaciones hubiesen sido encontradas en una
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VIIT INTRODUCCION

época anterior a la postulacién de la Relatividad Especial, se necesité del ” Ge-
nio” de otro gran fisico para desarrollar una nueva Cinemadtica y una nueva
Dindmica que permitiera describir todos los fenémenos en este nuevo dmbito.
Este genio fue Albert Einstein, quien ademds de ser famosos por haber puesto
los cimientos de la nueva fisica que iba a ser desarrollada dos décadas méds
tarde, tuvo la intuicién (para entender) y la determinacién (para demostrar),
que si se queria hacer la generalizacion de las leyes de la fisica a sistemas de ref-
erencia no-inerciales, deberfa interpretar al campo gravitacional no en el sentido
newtoniano, sino como la curvatura del espacio-tiempo, condensado este hecho
en su famosa Ecuacién de Campo. A partir de este punto crucial, y de otros
muchos que no mencionaremos por ahora, entra en juego algo que habia pasado
desapercibido hasta esa época, y que ha sido uno de los elementos cruciales para
el desarrollo de otras nuevas teorias de la fisica actual, las Simetrias.

De la misma forma a la que se construye un edificio(en este sentido un
edificio conceptual), se deberdn sentar primero las bases de la teorfa; y, dado
que si las bases no son sélidas se corre el riesgo de un colapso, basaremos nuestra
teoria en dos columnas fundamentales. Para nuestro caso, que es el andlisis de
la Interaccién del Electrén con su propio Campo Electromagnético, desde el
formalismo Clésico y el formalismo Cudntico, y teniendo en cuenta lo expuesto
en los pdarrafos anteriores, nuestras dos columnas serdn los Campos 7y las
Simetrias. Para explicar jPor qué?, hay que tener en cuenta varios aspectos.
Si queremos formular una teoria que se desarrolla en un espacio real o ficticio,
las Simetrias ya sean Espacio-Temporales o internas determinarén la forma en
la que se puede hacer fisica sobre ese espacio, claramente, todo esto sujeto a
las variables intrinsecas del universo. El otro aspecto consiste en determinar la
forma en la que los elementos definidos sobre este espacio pueden interactuar,
y dado que tenemos una restriccién muy particular debida a la Relatividad
Especial, la idea de campo surge de forma natural y necesaria.

La estructura de la tesis es la siguiente:

La primera parte llamada Preliminares, se divide en dos capitulos. En el
primer capitulo, que se denomina Relatividad Especial, se hard una introduccién
al Espacio-Tiempo de Minkowski, en especial, el grupo de transformaciones que
actian sobre este espacio, denominadas Transformaciones de Poincaré. Poste-
riormente, se hard un repaso de la cinemadtica y la dindmica relativista, y por
iltimo, se introducird el concepto de fuerza de Minkowski, pero sélo en el senti-
do en el que nos interesa, esto es, aplicado al electromagnetismo. En el segundo
capitulo, Principio Variacional, se revisard la formulacién Lagrangiana de la
mecdnica en forma general, aplicada a los Campos. Primero, se derivardn las
ecuaciones de Euler-Lagrange, luego, se analizardn las simetrias del lagrangiano
con respecto a los dos tipos de variaciones que se pueden tener, variacién en
las variables del campo, y variacién en las coordenadas. Por tltimo, y dado que
existe una conexién entre las simetrias del Lagrangiano y las cargas y corrientes
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conservadas, se enunciard el teorema de Noether y sus implicaciones. En par-
ticular, se deducird la existencia de una carga conservada correspondiente a la
simetria de las traslaciones en el espacio-tiempo, ciya forma bésica represen-
ta un tensor de segundo orden simétrico que denominaremos Tensor Momento
Energia, el cual serd fundamental para el anélisis Cldsico de la interaccién del
electrén con su propio campo electromagnético

En la segunda parte, Teoria de Campos, se hace un estudio de los tipos
de campos que pueden existir en la naturaleza, en relacién con el tipo de rep-
resentaciones del grupo de Poincaré. Se encuentra que existen tres tipos de
representaciones, la Representacion Escalar, la Representacion Espinorial y la
Representacion Vectorial. Es conveniente notar que el campo vectorial, es con-
struido desde un punto de vista geométrico, ya que de esta forma queda mas
clara su incidencia en la electrodindmica.

En la tercera parte denominada Formalismo Cldsico de la Interaccion del
Electrén con el Campo FElectromagnético, se hace una introduccién rigurosa a
la forma en la que interactian el sistema conjunto de particula y campo elec-
tromagnético, derivando las caracteristicas principales para cada uno, como por
ejemplo, la corriente eléctrica, sus propiedades, el tensor momento energia del
campo electromagnético, su descomposicién, su conservacién, y los resultados
mds importantes que de ello se deriva, entre otros aspectos. Esta parte, es cru-
cial en el andlisis, ya que sirve como introduccién y fundamento para la ultima
parte de la tesis.

La cuarta parte Formalismo Cudntico de la Interaccion del Electrén con el
Campo Electromagnético analiza los aspectos més bésicos de la Electrodindmica
Cuédntica, como son, cuantizacién de los campos clésicos, la expansién pertur-
bativa aplicada a la QED, los propagadores del electrén y del fotén, y lo més
importante, la Polarizacion del Vacio y la Autoenergia del Electrén, fenémenos
que conllevan a la redefinicién de los propagadores.

Por 1ltimo, se llega a la parte mas importante de la tesis, el Desarrollo For-
mal de la Auto-Energia Clasica del Electron. En esta parte, se comprobara que
el tipo de solucién avanzada de los potenciales de Liénard-Wiechert, cumple las
mismas propiedades que la solucién retardada; luego se le atribuird una inter-
pretacion fisica a este tipo de solucién, y por ultimo, haciendo la analogfa con el
sistema fisico disipativo mas sencillo de todos, el oscilador arménico amortigiia-
do, se llegara a una conclusién final muy importante, por su contenido fisico
andlogo al caso del formalismo cuéntico.
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Capitulo 1

Relatividad Especial

Con el advenimiento de una nueva representacién del espacio en el que vivi-
mos, gracias al desarrollo de la Relatividad Especial, Einstein y sus contem-
poraneos no sélo dejaron un gran legado, sino que sentaron las bases para el
desarrollo de nuevas teorfas que pudieran explicar el mundo en que vivimos.
Este capitulo estard dedicado a revisar los aspectos mas fundamentales de la
Teoria de la Relatividad Especial, como lo es la Cinemética y Dindmica Rela-
tivista, sobre todo el concepto de fuerza, el cual serd un elemento crucial en el
entendimiento de las interacciones; primero entre particulas, luego entre campos
y particulas, y posteriormente entre campos. Vale aclarar que este concepto de
fuerza, muchas veces subestimado, va a ser la principal motivacién al pasar del
estudio de particulas a campos, no solamente desde el punto de vista cldsico,
sino también cudntico, ya que como se observard més adelante, la iinica manera
de describir un fenémeno cudntico relativista, es a través de los campos (o de la
teorfa de cuerdas)[1].

1.1. El Espacio-Tiempo de Minkowski

Cuando se descubrié que la transformaciones de Galileo eran insuficientes
para conectar sistemas de referencia inerciales (sistemas que se mueven uno con
respecto a otro a velocidad relativa constante), debido a la no covarianza de la
electrodindmica antes estas transformaciones, el tinico paso 16gico (mas no la
reformulacién de las leyes fisicas) era desarrollar un nuevo tipo de transforma-
ciones que tuvieran en cuenta nuevos fenémenos aparentemente incompatibles
con la teorfa Newtoniana, como la velocidad de la propagacién de las interac-
ciones, que resulté tener un valor méximo de ¢ = 299792458 (Velocidad de la
luz en el vacio). Debido a esto, el concepto de tiempo y espacio perdieron su
sentido absoluto.

El nuevo desarrollo de estas transformaciones debe respetar las siguientes
consideracions sobre el espacio, el tiempo y la velocidad de la luz [2]:
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Consideraciones sobre el espacio

= Debe ser de dimensién tres.
= Satisface los postulados de la geometria Euclideana.
= Es Homogéneo (origen arbitrario).

= Es Isotrépico (orientacion de los ejes arbitrarios)

Consideraciones sobre el tiempo
= Es homogéneo (¢ = 0 arbitrario)

= Es Isotrépico (No distingue el pasado del futuro)

Consideraciones sobre la velocidad de la luz

= Es la mdxima velocidad a la que se pueden propagar las interacciones.

= Su valor es el mismo en cualquier sistema de referencia inercial.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se puede ver que el espacio
Euclideo de tres dimensiones pierde completamente el sentido en la descripciéon
de los fenémenos relativistas, debido al caracter no absoluto del tiempo; por lo
tanto, y debido a la invarianza del intervalo 22 = 22 — 2% — 23 — 23 a causa
del valor finito de la velocidad de la luz, se debe encontrar un nuevo espacio de
representacién de cuatro dimensiones que permita la incorporaciéon implicita de
las caracterfsticas antes mencionadadl

Se llamard a este espacio el Fspacio de Minkowski, donde se define una

métrica pseudo-euclideaf}

1 0 0 O
0 -1 0 0

G= 0 0 -1 0 = (g,t“/) (11)
0 0 0 -1

I Este supuesto es equivalente a hacer un embebimiento de la variedad Euclidiana de 3
dimensiones(lugar donde ocurren los sucesos fisicos), en una variedad Lorentziana de 4 di-
mensiones[10].

2En este trabajo, trabajaremos con este tipo de métrica a diferencia de diagG =
(—1,1,1,1); definida para poder realizar los productos internos.



1.2. EL GRUPO DE POINCARE 5

1.2. El Grupo de Poincaré

Se denominard Transformaciones de Lorentz Homogéneas a todos los auto-
morfismos que preserven el producto interno, o en un sentido maés fisico, que
preserven la norma de los vectores de la forma:

B S (1.2)

Maés generalmente, se llamard Transformaciones de Lorentz Inhomogéneas
o Transformaciones de Poincaré a todos los automorfismos que preserven la
estructura:

(z—9)* = (To — ¥0)* — (z1 —11)° — (32 — 12)° — (33 — y3)° (1.3)

Se puede comprobar ficilmente que el conjunto de las transformaciones de
Lorentz forman un grupo bajo la composicién usual de homomorfismos, es decir,
si se tiene la regla de transformacion:

P U (1.4)

que transforma los vectores de un sistema inercial 3 a otro sistema inercial
’ .., ’
¥, con la condicién (z)? = ()2, por lo tanto:

1. Para toda Ay ,Ay € L arbitraria, entonces As = AjAg € L. (Clausura)

2. Para toda A; ,A2,As € L arbitraria, entonces Aj(AaA3) = (A1A2)As
(Asociatividad)

3. Existe la transformacion identidad denotada por I tal que A1l = [A; =
A;.  (Existencia del elemento neutro o identidad)

4. Para toda transformacién arbitraria A; existe otra transformacién (A;)~!
tal que A;(A;)~t = (A;)"'A; = 1. (Existencia del elemento inverso)

Donde se ha denotado el conjunto de todas las transformaciones de Lorentz
como L.

Al espacio de Minkowski definido anteriormente se denotara como M, y a sus
elementos vectores contravarianteﬂ Entonces, un elemento representado por la

posicién en este espacio serd de la formas:

ot = (20,21, 22, 23) = (ct, x,y, 2) (1.5)

3Dada la notacién usual para denominar vectores en el espacio euclidiano de tres dimen-
siones, en ciertas partes de este trabajo, denominaremos a los vectores en 4 dimensiones en el
espacio de Minkowski como cuadri-vectores o simplemente vectores, cuando no haya lugar a
confusion.
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Para poder definir el producto interno, se debe construir el espacio dual a
M que se denominard como M*, y estard conformado por todo el conjunto de
transformaciones lineales:

fiM—=R (1.6)

z— f(x) (1.7)
Teniendo esto en cuenta, el producto interno entre dos elementos z y y € M
quedard definido con la ayuda del tensor métrico g, como:
roy=atguy” =y, = z.9"y, (1.8)
La norma de un vector serd de la forma:
r-x=(2)? =ats, =atg,a" =x,9" T, (1.9)
Debido a la invarianza de la norma de los vectores ante una transformacién
de Lorentz, se sigue que:
gwx/“x/” = gu A, A 2027 = gpoala” (1.10)

Por lo tanto, se observa que

A9 AN = 9po (1.11)

Este resultado codifica la forma explicita en la que las transformaciones
de Lorentz dejan invariante la métrica, esto es, dejan invariante los productos
internos en el espacio de Minkowski.

En forma matricial

AGA =G (1.12)
Aplicando el determinante a ambos lados, resulta
(det A)? =1 (1.13)
lo cual conduce a

det A = +1 (1.14)

Se puede demostrar que el grupo de Lorentz es un Grupo de Lie, es decir,
una variedad diferenciable, la cual se dota de estructura de grupo, en donde las
operaciones de grupo[4][15]:

- :GxG— G, (91,92) — g1 - g2 (Producto)

1

mn :G—G, g—g~ (Inversa)
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son diferenciables, por lo tanto, los elementos son funciones continuas de
los parametros del grupo[4]. Dado el cambio de signo en el determinante (1.14),
no hay una transformacién que pueda corresponder al cambio continuo de un
pardmetro del grupo; de acuerdo con esto el grupo de Lorentz es no conexo.
Entonces, si det A = 1 (o det A = —1) la transformacién se denomina Propia
(Impropia).

Ahora, teniendo en cuenta la componente p = 0 y o = 0 en la ecuacién
(1.11), se puede ver que
A gAY, = oo (1.15)

por lo tanto
(A°)* — A" AT =1 (1.16)

Como consecuencia, (A%)? > 1. Si la transformacién cumple A° > 1 (A%, <
—1) la transformacién se denomina Ortdcrona (No Ortdcrona), porque perservan
o no las direcciones en el tiempo respectivamente. Es claro ver que tampoco
aqui es posible pasar continuamente de una transformacién ortécrona a una no
ortécrona o visceversa debido a la variacién de un pardametro del grupo.

En resumen, se tiene que el grupo de Lorentz es un grupo de Lie que se
compone de cuatro componentes desconectadas entre si, que dependen del signo
del determinante de A y del valor de A°. De ello resulta que sélo la parte
que contiene a la identidad puede ser un subgrupo del grupo de Lorentz, que
corresponde al Subgrupo Ortdcrono Propio, las demds componentes del grupo de
Lorentz pueden ser obtenidas por la conjugacién de elementos de este subgrupo
con los elementos de un grupo discreto {1, P, T,PT} [1], donddﬂ

(1.17)

S OO
o o= O
o= OO
—_ o O O

es la Matriz Identidad usual en 4 dimensiones que cumple det1 =1y 19 =1

-1 0 0 0
0 1 0 0
T= 0 0 1 0 (1.18)
0 0 0 1
es la Matriz de Inversion Temporal, que cumple T2 = 1, detT=—1y

ademds 79 = —1.

4Dadas las propiedades del grupo de Lorentz, es claro que la informacién relevante la
podremos encontrar en el subgrupo Ortécrono Propio. Las demas componentes conexas, pero
desconectadas entre si, e isomorfas como variedades a ésta, pueden ser encontradas con las
conjugaciones de los elementos de este subgrupo con los elementos de los grupos discretos.
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1 0 0 o0
0 -1 0 0

P=|0 0 1 o (1.19)
00 0 -1

es la Matriz de Paridad, donde P? =1, det P = — 1 y ademds P° = 1. Por
tiltimo,

(1.20)

Se representard a estos subconjuntos como:

Subgrupo Ortécrono Propio El como las transformaciones
que cumplen det A =1y A° >1
Subconjunto Ortécrono Impropio £l = PEL como las transformaciones
que cumplen det A =—-1y A° >1
Subconjunto No Ortécrono Impropio £t =TL! como las transformaciones
+
que cumplen det A = -1y A° > —1
Subconjunto No Ortécrono Propio cL = PTE]r como las transformaciones
que cumplen detA =1y A° > —1

Es conveniente introducir la forma explicita de una transformacién de Lorentz
Ortécrona propia arbitraria[3][7].

1. Rotaciones Espaciales.

Las rotaciones en el espacio fisico alrededor de un eje y un dngulo ar-
bitrarios serdn realizadas una matriz que se denotard por R y tiene la
forma.

R— < ; B?n ) (1.21)

donde la matriz R,, es un elemento del grupo de rotaciones en tres dimen-
siones.

1. Transformaciones de Lorentz puras o Boosts.

En general, un Boost esté relacionado con la invarianza de sistemas de refer-
encia inerciales, el cual se mueven uno con respecto del otro con una velocidad
relativa constante ¢ y se puede representar con una matriz en la forma mas
general como
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I— cosh « - njsinha _ v ﬂj’Y
~ \ —n;sinha " jninj(cosha -1 ) _ﬁi,y 5 jﬁ B; (y—1)

donde @@ = (n',n% n3) es el vector unitario en la direccién de 3 =
v =cosha = —

v

5 -

2
Para t,g € G donde G es un grupo se define una traslacion izquierda como

It : G — G, lyg = tg . De manera andloga, se define una traslacion derecha
como 1y : G — G, ryg = gt. Debido a que la traslacién a izquierda por un
elemento g € G es un difeomorfismo que mapea una vecindad de la identidad a
una vecindad de g, toda la informacién local del grupo esté concentrada en una
vecindad de la identidad, y el espacio tangente en la identidad juega un papel
muy importante[4]. Si ademds, se define sobre este espacio vectorial tangente una
nueva operacion, el corchete de Lie, como [A, B] = AB — BA, para A,B € T.G
(EspacioTangente en la identidad), éste se convierte en el Algebra de Lie de este
grupo de Lie determinado.

Debido a que el grupo de Lorentz es un grupo de Lie, se puede conocer la
informacién del grupo en un entorno de la identidad, por lo tanto, haciendo
variaciones de un elemento a otro préximas a la identidad, se puede ver que la
transformacion serd[5][1]:

A=1+w (1.23)

o matricialmente

AF L, =6 4w, (1.24)

Entonces, realizando varias transformaciones sucesivas de este tipo, se puede
llegar a cualquier elemento del grupo. Si se tiene en cuenta el caso infinitesimal
de (1.11),

((SW )\—H‘Ju A)’?W(‘SU P—H'dy P) = nz\p (125)

Realizando la expansién.
Map T Wap + wpr + O(W?) =1y, (1.26)

se observa que wy, = —w,, es una matriz real antisimétrica con 6 compone-
nentes independientes, 3 que especifican las rotaciones en tres dimensiones y 3
los Boosts. Si ademads, se amplia el grupo de Lorentz adicionando traslaciones
en el espacio-tiempo, se llega al famoso Grupo de Poincaré que es el grupo
de las simetrias Espacio-Temporales, el cual transforma vectores(dependiendo
de la representacion) entre sistemas de referencia inerciales de la formal7]:

= A" a¥ + o (1.27)
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Es claro comprobar que el conjunto de transformaciones de la forma (1.24)
forman un grupo, sélo falta verificar que:

' =MNzr+a (1.28)

— Aoz + as = AoA 1z + Asag + ao (129)

Si se adopta la notacién en la cual la transformacién (1.28) se puede escribir
como (A, a), entonces la relacién anterior se escribe de la forma:

(Ag,ag)(Al, al) = (AQAl,Agal + a2) (130)

Claramente se ve que la identidad es (I, 0), y que la inversa resulta de acuerdo
con(1.30) de la forma:

(Aa)™t = (=A"ta, A7) (1.31)

Las relaciones de conmutacién de los generadores del Grupo de Poincaré
son[5]:

i[9 JP7) = PR — P JVT — TR Y T TP (1.32)
i[P*, JP7) = n}* P7 — 5 PP (1.33)
[P", PP] =0 (1.34)

1.3. Cinematica y Dinamica Relativista

Para lograr una nueva descripcién de la Cinemadtica y la Dindmica Newto-
niana, cabe preguntarnos primero sobre el nuevo espacio de representacién en
el que nos encontramos ahora. En relacién con la métrica de Minkowski, vemos
que el Espacio-tiempo queda dividido en tres sectores, representado esqueméti-
camente por el cono de luz. Fig 1.1. Las particulas que residen dentro del cono
de luz pueden viajar con una velocidad finita v < ¢, las particulas que residen
sobre el cono de luz viajan a una velocidad v = ¢, y las que se encuentran fuera
del cono de luz a una velocidad v > c¢. Debido al principio de causalidad, s6lo
nos interesa describir particulas que se muevan dentro o en el borde del cono de
luz.
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Fig. 1.1. Divisién del Cono de Luz.

Como se vio anteriormente, existe un conjunto de transformaciones que
preservan el producto interno en el espacio de Minkowski, es decir, preservan el
intervalo espacio-temporal entre dos sucesos 1 y 2 con coordenadas (cti,#1) y
(cto, T2) respectivamente(3]:

82, = Aty — ta)? — |71 — T (1.35)
Aunque por ahora no quede muy claro, mas adelante se demostrard que
este grupo de transformaciones (Grupo de Poincaré) corresponde al Grupo de
Simetrias Espacio-Temporales. Entonces, el grupo de Poincaré dotado con una
nueva operaciéon de conmutacién, se convertia en una Algebra de Lie, en donde
las constantes de estructura del dlgebra podian definir completamente la forma
en que se operaban los elementos de este conjunto[13]. Cuando se puede estable-
cer un homomorfismo del Grupo de Poincaré en otro grupo de automorfismos
de un espacio vectorial V', se dice que se ha encontrado una representacién de
este grupo, es decir, cada elemento del grupo serd interpretado como una trans-
formacion lineal del espacio vectorial V' en si mismo. En cierto sentido, se puede
analizar al grupo no como un ente abstracto, sino por la forma como actia so-
bre el espacio vectorial. De esta forma, y en relacién al gran trabajo realizado
por Wigner[wigner| en la década de 1940 del siglo pasado se puede construir los
elementos bdsicos para la descripcién de las particulas (y en general los campos)
cudnticas relativistas.
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Por otra parte, dado que el tiempo absoluto pierde sentido en la relatividad
especial, se necesita encontrar un nuevo pardmetro que permita le descricién
de los fenémenos fisicos que ocurren en el espacio-tiempo. Como se mostré
anteriormente, este pardmetro debe estar relacionado con el intervalo espacio-
temporal ds?, ya que éste intervalo permanece invariante cuando aplicamos las
transformaciones espacio-temporales. Debido a esto, y teniendo en cuenta la
ecuacion (1.35), se puede ubicar en nuevo sistema inercial ubicado exactamente
en la particula, y dado que en este sistema & = 0, tenemos

ds* = c*dt? (1.36)

que se denomina el Tiempo Propio de la Particula.

Se define entonces la Cuadri- Velocidad u com[S} [9]:

d .
u= Zis) = z(s) (1.37)
O en componentes
o dz®(s) da® da® v 1 g

u

(1.38)

I WSy

donde ¥ es la velocidad de la particula usualmente definida en mecédnica
Newtoniana.
De (1.38), se puede ver claramente que

g da° 1 1
-t oa-a”

Si se deriva la cuadri-velocidad con respecto al tiempo propio, se obtiene la
Cuadri-Aceleracion, la cual toma la forma:

_du
T ds

Ahora, para la definicién del cuadri-vector Momentum Lineal, se hace nece-
sario introducir un nuevo pardmetro invariante e intrinseco a la particula que
determina la forma de movimiento, el cual serd la masa en reposo de la particula
mﬂ La explicacién de la naturaleza de este pardmetro esta por fuera de este
trabajo, por lo tanto sélo nos referiremos a él sin hacer mencién a su procedencia
e implicaciones.

z(s) = u(s) (1.40)

5En este momento se definird la cuadri-velocidad como u en lugar de v, para no confundir
con la velocidad fisica ¥, pero mas adelente, cuando no haya lugar a confusién(Sélo se trabaje
en el espacio de 4 dimensiones), se utilizard la notacion usual.

6Como se verd mds adelante, este pardmetro intrinseco a las particulas o a los campos,
deberd ser re-evaluado, ya sea desde el punto de vista Cldsico o Cudntico para la consistencia
de la teoria.
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El Cuadri-Momento, en su forma mas simple como una generalizacion del
momentum lineal en mecédnica Newtoniana se define como:

D = MeClU (1.41)
0 en componentes
pO:A—@%ﬁ (1.42)
(1-69
L moT
(1- 52)1/2

Es posible demostrar que el momentum es siempre un vector de tipo tiempo,
cuya norma e

p? =m2 =p" — P (1.43)

Para encontrar ahora las leyes de movimiento que rigen a las particulas, cabe
primero preguntar como se puede lograr la extension de la tercera ley de Newton
al 4mbito relativista. En el caso més sencillo, serfa de la forma[10]:

=P = K=p (1.44)

Esta ecuacién es conocida como la Ecuacion de Movimiento de Minkowski
y K como Fuerza de Minkowski. K serd el andlogo de la fuerza de Newton, la
cual corresponderd al cambio en el momentum lineal de la particula.

Para definir explicitamente la forma de K, hay que tener en cuenta ciertos
factores relativos a las propiedades invariantes e intrinsecas de la particula,
ademds de otros tipos de restricciones como por ejemplo, que ésta no puede ser
constante[10], ni tampoco puede tener dependencia implicita solamente de las
coordenadas.

En este punto, la pregunta mas légica seria entonces encontrar la forma
de la fuerza de Minkowski K, la cual permita la completa descripcién de una
particula que posea carga eléctrica , y encontrar las soluciones a las ecuaciones
de movimiento. Digo en este punto, porque cuando se hable de la teoria de
campos, la descripcién serd un poco diferente.

Considérese primero el caso en el que K es lineal ﬂ La relacién K* = av#
(donde « es una constante) entra en conflicto con la condicién que la fuerza de

"De ahora en adelante, usaremos unidades naturales en donde la velocidad de la luz ¢ = 1
y la constante de Planck i = 1.

8Por ahora el caso no lineal no serd estudiado, ya que no estamos teniendo en cuenta
interacciones
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Minkowski debe ser ortogonal a la velocidad K - v = 0 [10]. Entonces, la forma
mas sencilla serfa:

K* = o, (1.45)

donde a*” es un tensor arbitrario cuya forma serd explicada mas adelante.
Por la condicién de ortogonalidad, se debe cumplir que

oy, =0 (1.46)

Esta ecuacion se debe satisfacer para un v* arbitrario tal que el tensor sea
de la forma

v

al’ = —at (1.47)

Tomando el caso en el que se tenga una particula acoplada a un campo
tensorial F*¥ a través de una constante de acople escalar e[10], K* debe tomar
la forma explicita solicitada .

K" = ev, F* (1.48)

Obviamente, no se ha definido todavia la forma ni el significado de este
campo tensorial, pero de cierta manera se ve la conexién entre las particulas
y la forma como interactian a través de este. Posteriormente, se asociard este
campo tensorial F*¥ al tensor de Campo Electromagnético. Por ahora, no se
podré decir nada mas acerca de este campo hasta que en un capitulo posterior
se haga su introduccién de una forma méds intuitiva desde el punto de vista
geométrico.



Capitulo 2

Principio Variacional

A pesar de que al final del capitulo anterior se haya hecho mencién de la
idea de campo, todavia no queda claro por qué es necesario su introduccion
como elemento fundamental. La idea de este capitulo, es sentar las bases de la
descripcién de los campos como entes independientes, explicar su dindmica y
sus propiedades bdsicas.

Siguiendo la evolucién de pensamiento desde la fisica Newtoniana hasta la
fisica Relativista, pareceria natural describir todos los fenémenos que ocurren
en la naturaleza en terminos de particulas e interacciones entre las mismas; el
problema surge cuando se pretende describir conjuntos de particulas que inter-
actian entre si y con sistemas externos. Debido a la imposicién propuesta en
relatividad especial de la invarianza del intervalo espacio-temporal ds?, queda
claro que las mediciones de intervalos espaciales y temporales de forma disjun-
ta no tiene sentido, sélo la conjuncién de estos dos conceptos es vdlida para
la total descripcién de la realidad, llevando esto a nuevos fenémenos como la
dilatacién del tiempo y contraccién del espacio. Por lo tanto es imposible con-
siderar cuerpos rigidos en relatividad especial[9]; en conclusién necesitamos un
nuevo elemento que permita describir las interacciones que se pueden llevar a
cabo entre las particulas. Este nuevo elemento es el Campo, el cual adquiere
naturaleza propia.

2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

En este punto conviene hacer una introduccién al formalismo Lagrangiano.
Como punto de partida se tomard la Accidn, que se pude definir como[1]

Sle] = Jdt Lip(®)] (1.49)

Como en realidad interesa analizar teorias locales donde la evolucion del sis-
tema en un punto especifico dependa tinicamente del valor del campo en puntos

15
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vecinos a este, es decir teorfas causales, entonces, L[p(t)] debe corresponder a
una funcién tal que

Lipt)] = [d*z L(o(x), 0up(2),0,0,0(T), ceovy O Ocp(x)) (1.50)

donde el nimero de derivadas es finito.

Similar a como se hace en el caso de una particula[12], las ecuaciones de
movimiento del campo se obtienen a partir del principio variacional, en donde
las soluciones clésicas se obtienen a partir de la condicién de que la accién sea
estacionaria(En este caso se debe imponer que sea un minimo). Entonces, si se
tiene una variacién en el campo de la forma

p(x) — o(x) + dp(z) (1.51)

la variacién en la accion serd

Slp] — Slp + ] = S[p] + 6S[p, 6¢] (1.52)

con la condicién que §S[p, d¢| = 0, en donde la variacién satisface las condi-
ciones de frontera apropiadas.

Como el campo y sus derivadas transforman de acuerdo a ¢(x) — () +
do(z) y Oup(r) — Oup(x) + 0,00(x); y teniendo en cuenta que 0,0p(z) =
0(0up(x)), la variacién de la accién resulta

0S[p, 0] = Slp+de] - Sy
Jd e {L(p(x) + 5p(x), Dup(a) + 0u0p(x)) — L{p(x), Jup())}
4(E ﬂ X L X integrando por partes
e 5y oete) + g w00t | mteando por
. [ oc oL
8Slp, 0] = [d'x {&p(x) -9, <8(8,L<p(x))> } do(z) (1.53)

resultado que se debe anular debido al principio de minima accién sélo si[10]

oL oL
dp(@) ~ (a@s@(x))) (154)

y se le denomina FEcuacion de Euler-Lagrange, la cual describe completa-
mente la dindmica de los campos (o particulas).
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2.2. Simetrias del Lagrangiano

Una Transformacion de Simetria [12], es un tipo especial de transformacién
que deja invariante el objeto sobre el cual actia. En fisica especialmente, las
simetrias juegan un papel decisivo en la descripcién de los fenémenos que ocurren
en la naturaleza, ya que independientemente del sistema de referencia que se
utilice (Simetria espacio-temporales) o de ciertas leyes de conservacién de las
propiedades intrinsecas de los objetos (Carga, energia, entre otros), el anélisis
fisico de cualquier sistema siempre estard vinculado de forma directa o indirecta
a las cantidades conservadas de la teorfa.

Ya que serd necesario para la continuacién del trabajo, se debera analizar
ahora las posibles variaciones continuas que se pueden producir en el lagrangiano.
Claramente, sélo se puede tener dos tipos de variaciones:

1. Variacién en las coordenadas (Dominio).

o — 3P =g 4 Sat = ot WX (a) (1.55)

2. Variacién del campo (Rango).
pi(z) — @i(a") = i) + 01 (z) = @y(x) + W Pra(2) (1.56)

donde |w®| < 1 es el pardmetro de la variacién, y X#(x), ®;4(x) son la
forma de la variacién.

Como se enuncié anteriormente, el tipo de transformaciones continuas que se
puede aplicar al lagrangiano son dz# = w*X*(x) y 0p;(z) = w* P4 (x). Para que
este tipo de transformaciones sean simetrias del Lagrangiano se debe cumplir
que:

68 = [d*a'L(2)) — [d*zL(x) =0 (1.57)

es decir, la accién debe quedar invariante.

Ya que se necesita encontrar una expresién para L£'(z’), se puede realizar
una expansion en serie de Taylor en términos del lagrangiano original y de las
coordenadas en la forma [1]

L'(x') = L(x) +0L(x) = L(x) + 0L (x) + 0219, L(x) (1.58)

Dada la condicién sobre la invarianza de la accidén, al realizar la integral, se
debe encontrar una medida de integracién invariante que relacione la conexién de
los dos sistemas ante la transformacién. Debido a que sobre las coordenadas sélo
actia el grupo de simetria espacio-temporales(Grupo de Poincaré), se necesita
encontrar la regla de transformacion
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'
d*a’ = det (81") dz
oY

1+ 862" 8zt 86z 8éx3
9x0 oz ox9 0x9
86z’ 1 4 9oz 86z 86z3 .
— oxl Ozl Oxl oxl
= det 962° 96 14 o8 96a° dx
8x20 B$21 8212 Ox? 3
ddzx Az ddx 1 + Az
Ox3 ox3 Ox3 Ox3
= (14 9, 62")d*x (1.59)

de (1.57) se puede ver que

0= [dz [(1 + 0,00V L(x) + 0,062 L(x) + 6L (x) — L(x) (1.60)

Como se sabe que[10]

Ou(0ztL(x)) = 0u0ztL(z)+ 002" L(x) (1.61)
- oL - oL«
L) = gosbal) + g i)

y ademads, si se tiene en cuenta las ecuaciones de Euler-Lagrange % =
1

Oy (m) y la conmutatividad de los operadores Sﬁu = 8,;5 , se llega a que
6L(z) puede ser expresada como
y oL -
0L(x) =0 (&p x ) 1.62
D=9\ 8@l (162

Dado que dp,(z) = dp,(z) — 027, ¢,(z) y ademds, invocando las relaciones

ozt = wr XK (1.63)
op;, = WPy,

se llega finalmente a la ley de conservacion:

oL (
9(Ou1)

Es muy importante notar que se ha encontrado una expresion de la forma:

Jd*zw®0, [ng,c + Dy — X;@M)} =0 (1.64)

oL oL
Jh =X, (5”5 + 0 - <I>la> 1.65
W D) 00w o
denominada Cuadri-Corriente de Noether[l], y que debido a la construccion
se conserva, es decir
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8, J" =0 (1.66)

También, se puede expresar esta misma ley de conservacién en una ecuacién
de continuidad mas conocida, en la forma:

S +V-J,=0 (1.67)

donde J? es la densidad de carga y faes la densidad de corriente.

Se puede definir también una nueva expresion

Qo = [d*zJS (1.68)

llamada Carga de Noether, la cual, debido a la ecuacién de continuidad (1.67)
se conserva, es decir

% = Qo= [d®2J0 = —Qu = [d®zV - T, =0 (1.69)

El desarrollo realizado anteriormente, se conoce como el Teorema de Noether,
el cual postula que cada simetria continua da lugar a una ley de conservacién, y
por lo tanto a la existencia de una carga-corriente conservada. Mds adelante se
estudiard el significado de las cargas de Noether cuando se analicen las simetrias
espacio-temporales y las simetrias internas de los campos, especialmente de cam-
pos cargados, conllevando esto a una serie de resultados demasiado importantes
para los préximos capitulos.

Veamos ahora algunos ejemplos de las simetrias y sus correspondientes cargas
conservadas que interesan en un modelo fisico.

1) Traslaciones Espacio-Temporales.

En el caso de las traslaciones espacio-temporales, se pueden definir las varia-
ciones del campo y de las coordenadas de la forma[l]:

o'# =zt 4 at (1.70)

ei(z') = oi(x) (1.71)

que en la versién infinitesimal toman la forma

ozt = woh (1.72)

dpy(x) =0 (1.73)

donde se ha supuesto a* = w* y |w* < 1.
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En este caso, se puede ver que X# = 6% (donde &% es el delta de Kronecker )
y ®;, = 0. Para que la accién sea invariante ante traslaciones espacio-temporales
se debe tener un lagrangiano sin dependencia explicita de las coordenadas.

Teniendo en cuenta esto y cambiando la notacién o = v, se llega a la con-
clusién que existen 4 corrientes conservadas representadas por la expresién:

oL
22— T __SK
T, = d,¢, B §hL (1.74)

denominada Tensor de Energia-Momento (o Energia-Esfuerzo) Candnico.

Por construccién, 0,7, = 0, es decir, se conserva. A partir de lo anterior,
se puede verificar que las cargas conservadas son

oL
P, = [d®zT°, = [d®z (au — - 535) 1.75
f f @la(aosol) ( )
que corresponde a la definicién usual del Cuadri-Momentum. En particular,
un caso muy especial se presenta cuando v = 0, donde la carga asociada es el
Hamiltoniano.

oL
l

y a la expresion ‘H = (a()@lm#% — E) = T9, se le denomina Densidad
Hamiltoniana.

2) Transformaciones de Lorentz.

Para las transformaciones de Lorentz, las variaciones del campo y las co-
ordenadas son un poco mds complejas que en el caso de traslaciones espacio-
temporales, ya que ademads de actuar sobre las coordenadas, las transformaciones
de Lorentz actiian sobre el campo mezclando sus componentes de una manera
definida, que depende de la representacién del grupo de Lorentz, o sea del tipo
de campo que se esté considerando. Por ahora, limitaremos el estudio a de-
scribir el caso méds general; cuando se hable de los tipos de campos, se hard la
particularizacién pertinente.

La forma en la que actia una transformacién de Lorentz sobre las coorde-
nadas espacio-temporales, y sobre el campo se puede definir de la forma[l].

't = A", a (1.77)

pi(x") = My(A)gy () (1.78)

O en su versién infinitesimal :
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1
A*, =6, Wty =061, + gw"p (5g”np,, — 5p“77(,y) (1.79)
1 ops
My = 01+ 5w (Sop)iry (1.80)
donde como se vié anteriormente, w"’ = —w"* 'y (Ssp);, es la repre-
sentacion del dlgebra del grupo de Lorentz(a ser estudiada en capitulos posteri-

ores).
Como consecuencia, la variacién se puede expresar como:

1
ozt = wt a¥ = §w‘”’ (65", 2" — 6,1'1,,2") (1.81)

dpy(w) = %Wopi (Sop)u/ o () (1.82)

L CvE (5 e S Iy

La forma de la variaciéon serd X/, = (6572, — 0,/'25) ¥ Piop = 1 (Sop)y; 1 (T)-
Para que la accién sea invariante ante las transformaciones de Lorentz, se deben
combinar los ¢}s de tal manera que el lagrangiano sea un escalar.

Con respecto a esta simetria, se puede deducir que existen 6 corrientes con-
servadas.

v v oL orc .
Jgp = (50' xp - 5P xg) (655 + augola ) - 8( (3 (Sgp)”, SOl/ (183)

(Our) Iuer)
De la expresién anterior, el tensor momento energia T#, se puede definir
como TH, = ,,apla(giﬁ%) — 88 L, por lo tanto, se puede reescribir la expresion
"

anterior como

oL

Jé_tp = T“O-Z'p — T'upxo. — m’& (Sop)ll’ "% (184)

Ahora, las cargas asociadas a esta simetria seran:

oL

——1(Sop) ., Or 1.85

Ty o) (1)
Ya que existen 6 generadores linealmente independientes, 3 de éstas car-

gas estardn asociadas a la simetria rotacional y corresponderdn al Momentum

Angular.

Jop = dengp = [d’x (Togxp ~T° 2, —

oL
(B (T 7O (S o ,
Jij fd;r(T iy — T, 8(8M<pl)z(sl])”/<pl> (1.86)

donde T%;2;—T°;z; definird el Momento Angular Orbital y ngﬁw)i (Sij) v
n
el Momento angular Intrinseco o de Espin.
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Las otras 3 cargas estaran asociadas con la invarianza bajo transformaciones
de Lorentz canénicas o Boosts.

oL
J(Ji = fd3x (TO()LCi — TOZ'(L'() — ml (S()i)ll’ QDI/) (187)

3) Simetrias Internas.
Cuando existe una simetria interna, la forma en la que ésta actia sobre las
coordenadas y el espacio interno puede ser expresada comol1]

't =z (1.88)

90;1' (:c’) = My () (1.89)

donde I representa el indice interno y Mj/; una representaciéon del grupo de
Lie G que actia sobre el espacio interno. En la versién infinitesimal, se puede
ver que

szt =0 (1.90)

Sy () = wi (To) 1 pir () (1.91)

donde 7T, es una representacién del dlgebra de Lie del grupo de Lie G, y
ademds vemos que los generadores cumplen el dlgebra [T,,Ts] = 4 ngT,Y (Hay
suma implicita sobre indices repetidos)

De esta forma en analogia con el andlisis de las otras simetrias, se observa
que X# =0y ademds ®i7q =i (Ta);p 011+

El nimero de cargas conservadas dependerd de la dimensién del dlgebra del
grupo de simetrias internas. En general, se definira la corriente en la forma:

oL
T == (T 1oy 1.92
a(aﬂ(p”)( )II Pir ( )

,y sus correspondientes cargas conservadas como

oL
o= [z’ = — [Pr———(iT) 11 o1 1.93
Q f f 8(8N(Pl])( )II Pur ( )



Parte 11

Teoria de Campos
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Habiendo ya descrito las caracteristicas principales del Lagrangiano, y de
sus simetrias espacio-temporales, falta en este momento definir ;Qué tipos de
campos pueden existir en la naturaleza?. Para responder a este interrogante,
hay que primero, realizar la disticién entre el formalismo Clésico y Cudntico. La
descripcién formal de la teoria cldsica del electrén se hace enteramente a partir
de la definicién de una particula que posee carga eléctrica y masa(electrén),
interactuando con el campo electromagnético; en cambio, la teorfa cudntica del
electrén se hace sélamente en funciéon de un campo fermioénico, que interactia
con otros campos a través del campo electromagnético. Por ahora, no se hace
necesario ahondar en esta disticién; en cambio se va a responder la pregunta for-
mulada anteriormente con ayuda del Grupo de las Simetrias espacio-temporales.
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Capitulo 3

Campos Libres

Como se estudia generalmente en la teoria de grupos, una Representacion[13]
de un grupo es un Homomorfismo del grupo en cuestién, en el conjunto de
transformaciones lineales que actian sobre un espacio vectorial. Claramente,
para la descripcién completa de los fenémenos fisicos, se necesita encontrar el
tipo de particulas que pueden existir en la naturaleza. Estas particulas estardn
determinadas por el espacio donde el campo debersd tomar los valores, por lo
tanto, se hace necesario introducir en el formalismo la manera en la que el
espacio-tiempo determina los fenémenos fisicos que se vayan a describir. Con
esto a la mano, se deberd encontrar las representaciones del grupo de Poincaré,
ya que es éste el grupo de las simetrias espacio-temporales.

Para este grupo, existen 3 tipos distintos de representaciones [1][17]

1. La Representacion Escalar, donde las coordenadas y el campo transfor-
man como:

z—a =Ar+a (2.1)

pi(z) = gi(a') = ZMZZ'(A)%(CC) (2:2)
1

p(x) = ¢'(@') = p(Az + a) (2.3)

donde I =1y M(A) =1, es decir, sélo existe una componente del cam-
po, por lo tanto éste transforma de la forma trivial bajo Poincaré. De lo
anterior, se puede ver que, el campo asocia un escalar a cada punto del
espacio, y este valor del campo no cambia cuando este se transforma.
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2. La Representacion Vectorial, donde se tiene que:

@ () = ¢ (@) = 3 M) () (2.4)
=1
M(A)¥, = A", (2.5)
y en general la Representacion Tensorial de rango (m,n) donde el campo
prakasbm, v, () transforma con
M(A)Hl ...... o u’l ..... Vi e Mo, o = Aubl""AHL«nmA l/’l....l/;l Teen

(2.6)

El campo vectorial asocia un vector a cada punto del espacio,en el cual las
coordenadas y las componentes del campo son mezcladas bajo la accién
del grupo en forma no trivial.

3. La Representacion Espinorial.

Para este caso, en analogfa con los deméds campos,

M(A) = exp(%wwsw) (2.7)

Pasemos ahora al estudio formal de los Campos libres es decir, en ausencia
de interacciones.



Capitulo 4

Campo Escalar o de
Klein-(Gordon

Como se mencioné anteriormente, el Campo Escalar debido a su regla de
transformacion trivial, es el tipo de campo maés sencillo que puede existir en la
naturaleza, y debido a efectos précticos, s6lo se mencionardn sus caracteristicas
principales, sin profundizar mucho en su estructura.

Se puede demostrar[10] que el lagrangiano mds simple para este Campo
Escalar es de la forma:

1 2
Lra = 5(9,9)(0"9) - 5-0” (2.8)
donde 3 (9,¢)(9"¢) estd relacionado con la energfa cinética, y “;d)? con la

energfa potencial. Si se aplica el principio variacional, haciendo la variacién con
respecto al campo ¢, se tiene que la ecuacién de movimiento del campo es:

0u0" 6+ 1*¢ =0 (2.9)
o en forma mds compacta
(O+p*) ¢ =0 (2.10)

-2
donde 9,0" = 9> = 92—V~ = [ es el operador D’Alambertiano, y u se
relaciona con la masa del campo(o con la de las particulas).

Este campo describe particulas escalares y sin espin, ciya solucién es en
forma de ondas planas de la misma forma que la del oscilador arménico.

En este momento, parecerfa que se ha olvidado a las particulas por completo,
pero como se verd a continuacién, estas son apenas excitaciones elementales de

29
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los campos, estando esto en concordancia de que la idea fundamental es el campo
y no la particula.

Supoéngase ahora que el campo ¢ depende del espacio-tiempo a través de la
fase £ = k- = a partir de la relacién ¢ = ¢(£)[10]. Las derivadas parciales serdan
entonces 0,¢ = kuqﬁ/, donde la prima denota la derivada con respecto a la fase
£. Por lo tanto, el lagrangiano se podra re-escribir en la forma:

2

k2
Lra =50 -5’ (2.11)

Sustituyendo la transformada de Fourier

0(@) = gmye 'k o) (2.12)

en la ecuacién de Klein-Gordon, se llega a que k> = p?. Este resultado
sumamente importante, indica que se puede interpretar a k* como el cuadri-
momentum de una onda plana e~ |y debido a la relacién de dispersién
anterior, cada modo de Fourier de ¢ se manifiesta como una particula con masa

L



Capitulo 5

Campo Espinorial o Campo
de Dirac

En orden de complejidad encontramos ahora el Campo Espinorial, que trans-
forma bajo las transformaciones de Lorentz con|[1][17]

M(A) = eXp(%wMVS/‘”) (2.13)

, donde el generador de las transformaciones

i

2.7 (214)

se expresa en términos de las Matrices de Dirac v°,v',v? v ¥ que satisfacen
el Algebra de Clifford[5]

s

(77"} =Y 4 = 20" Laxa (2.15)

donde 1444 es la matriz identidad. Las matrices de Dirac tienen la forma

7’ = ( é _01 ) (2.16)
v = < _(;,L, O; ) (2.17)

y las matrices o, i = 1,2, 3 son las matrices de Pauli

01—((1) (1)) 0—2—(? _Ol> 03—<(1) _01> (2.18)

que satisfacen el dlgebra o'c? = §%1 + ieikg*.
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Como en el caso del Campo Escalar, se necesita construir para el Campo de
Dirac un Lagrangiano que sea un invariante de Lorentz. Como se puede ver por
ejemplo en [5], o en [17], se puede construir un Lagrangiano que sea un escalar
de Lorentz a partir de ciertas combinaciones de las matrices v* en la forma més
simple como

Lpirac = 100, ¥ — mI¥ (2.19)

donde ¥ = W*~0
Haciendo la variacién respectiva a los dos campos ¥ y W, resulta en las
ecuaciones de movimiento

U(—ty"0, —m) =0 (2.20)

(iv"0, —m)¥ =0 (2.21)

donde a cada una se le denomina Fcuacion de Dirac.



Capitulo 6

Campo Vectorial

Segin el modelo estandar, existen en la naturaleza 4 fuerzas fundamen-
tales[17]. Asociada a cada fuerza, existe un tipo especial de particula(y en gen-
eral de campo) responsable de la interaccién entre las particulas a través de
esta fuerza, que depende del tipo de propiedades de las particulas que estdn
interactuando. En este capitulo se estudiard un tipo muy especial de campo,
responsable de la interaccién electromagnética entre las particulas que poseen
carga eléctrica. Cabe resaltar, que el andlisis que se va a realizar, debido al
propdsito general de este trabajo, serd desde el punto de vista geométrico, ya
que, de esta forma, serd mds facil comprender la introduccién(y por tanto la
incidencia) del campo electromagnético.

Supdngase la existencia de un campo cldsico cargado, como por ejemplo el
campo de Dirac libre. Debido a que es un campo complejo, el lagrangiano de
Dirac es invariante ante la transformacion de fase global [1]

(z) — eiq"gngx) (2.22)
(€) — e ")

en la forma
L(,0,0) = L ("4, 0, (%)) = L("%9, "D, 1)) (2.23)

que, como se vio anteriormente (capitulo simetrias internas), en forma infin-
itesimal puede ser expresado de acuerdo a la variacién con respecto a ® = iqy

y & = —igy.
La correspondiente corriente conservada que surge del teorema de Noether,
es por lo tanto[1]
0Lp - O0Lp = -
- — o—— = —ipy"(iqy)) = "'y (2.24)
Opuy) A(0uy)

33
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donde, debido a su construccién se comprueba realmente que se conserva, es
decir, aplicando el operador 9,, sobre la cuadri-corriente J*

D J* = q0, by v + qpy* 0, (2.25)
debido a la ecuacién de Dirac 8H171'y“ =imi y Y"1 = —ima), entonces
A J* = qimyp + qp (—imyp) = 0 (2.26)

De la corriente conservada, se puede encontrar la carga conservada

Q= [dzJ°(&,t) = [d*x gy ™y (2.27)

Segun los principios de simetria y conservacién que deben poseer las canti-
dades fisicas, es de esperarse entender esta fase en un sentido més general. Si
se tiene una fase global, se podria fijar esta fase en cualquier punto del espacio
x¢; por lo tanto, la fase en cualquier otro punto quedarfa determinada. Si se
quiere trasladar a un caso en el que el origen arbitrario de la fase se pueda
extender a todos los puntos del espacio, es decir sin tener un origen especial,
se deberia extender la teorfa a un campo en el que se pueda ajustar la fase de
manera independiente en cada punto del espacio, por lo tanto, se debe promover
la invarianza del campo ante la transformacién de fase local

() — ¥/ (2) = " Dy(a) (2.28)

lo que representaria tener un grupo de simetrfa U(1) en cada punto del
espacio, y por lo tanto se tendria un grado de libertad fisico menos debido a la
posibilidad de ajustar la fase en cualquier punto.

Qué pasa con el Lagrangiano?. Debido a la existencia de esta simetria, se
puede comprobar ficilmente que los términos sin derivadas que se tenia ante-
riormente no sufren cambios, pero los términos que si las contienen deben ser
re-definidos para que se cumplan las propiedades de invarianza, debido a esto,
se puede ver

£((), 0,0(@)) # £ (9p(x), 8, (4 (a) ) (2.29)

como consecuencia que 9, ('@ (x)) = €'19(®)9,1)(2)+iqd,0(x)e' 1 @) (x).

El problema se manifiesta en el hecho que, como se sabe, la derivada es
un operador que permite comparar los valores del campo en dos puntos distin-
tos[17].

¥ +e6”) —P(a¥
50y — 11 [P+ =)

e—0 3

(2.30)

Donde los puntos ¥ y x¥ + 5(5; estan separados una distancia infinitamente
pequena.
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Pero, debido a que los campos que se estén sustrayendo ¢(z” +¢d,,) y ¢ (")
transforman en formas completamente diferentes bajo el grupo de simetrias
U(1), entonces se necesita encontrar una manera de determinar los campos so-
bre una misma base para que puedan ser comparados. Lo que se hace entonces,
es transportar el campo ¢ (z) al punto z + €§); sin que éste sufra algiin cam-
bio, y realizar la diferencia[15]. Este tipo de transporte se denomina Transporte
Paralelo. Si se quiere ser riguroso, se debe definir la forma en que se transporta
paralelemente el campo de un punto a otro.

Ahora, lo primero que se necesita, es encontrar un tipo especial de trans-
formacién que permita compensar la diferencia en las transformaciones de fase
de un punto a otro(o sea una transformaciéon de cambio de base en el espacio
interno).

Se define una funcién escalar W (z, y) que depende de los dos puntos y tenga
la regla de transformacion bilocal[17]

W(z,y) — W' (z,y) = @ W (z,y)e @ (2.31)

Se puede ver de la suposicién anterior, que el producto W(x,y)u(y) —
0@ W (z,y)e 190w ta0W)e)(y) = 9@ W (x, y)1h(y) transforma en la forma
necesaria.

Debido a esto, se puede definir nuevamente la derivada en la que si es posible
comparar los valores del campo en la forma[1][9]

D — lim (W (2", 2" + €0, )P (x” +€d),) — Y(zv)]

- 2.32
p = lim 6 (2.32)

denominada Derivada Covariante.

Dada la forma en la que fué construida la derivada covariante, se puede
comprobar explicitamente que

D,p(x) — [Duab(z)] = @ D ap(x) (2.33)

resultado sumamente importante, ya que si compara esto con la derivada
definida anteriormente 9, (e'??(®))(x)) = €'1%®) 9 ,1h(2) +iq0,0(z)e' @) (z), se
puede ver que de alguna forma se ha "hecho desaparecer.¢! término iq8u9(x)eiq9(l)z/}(x)
que resulté problemédtico. Mds adelante se entenderd la incidencia fisica de este
término .

En este sentido, la construccién realizada anteriormente parece simplemente
un mecanismo que posibilita pasar de una derivada d, a otra D,, que si permite
comparar los valores del campo sobre una misma base. Fisicamente, no lo parece
tanto, ya que en el sentido mds general, no se ha definido todavia la forma que
debe tener W (z", ¥ + 552) para que se cumplan estas condiciones. Por lo tanto
se debe ahora analizar la definicién explicita de este término.



36 CAPITULO 6. CAMPO VECTORIAL

Lo que se necesita entonces es una expresién para W(z,y) en puntos sepa-
rados una distancia infinitesimal[9].

W(z", 2" +eb,) = W(x,x)+ed, (‘92”

= 1+¢0, iqA,(z) + 0O(g?)

W(ey)l,_, + OE) (2.34)

donde por definiciéon W(z,z) =1y a{ij Wz, y)l,—p = iqAu(2). .
Debido a la regla de transformacién W (z,y) — W' (z,y) = '@ W (z,y)e 90w

v a lo anterior, se ve que

iqA, _ _Y | igf(x) —iqf(y) 2.
idu(a) = G Wl = o [POW e 0] @2s9)
990 T (), e — igD,0(@)e W (1,2 )
yV

= igA,(x) —iqd,0(x)

Es decir, el campo vectorial A, (z) transforma exactamente a como lo hace
el Cuadri-potencial electromagnético

Ay (x) — Al (z) = Ay(x) — 0,0(x) (2.36)

Este nuevo campo vectorial A,(z) que aparece debido a la compensacién
necesaria para la comparacién de los campos se denomina Conezxion o Campo
Gauge.

Teniendo en cuenta lo anterior, se puede definir nuevamente la Derivada
Covariante como

Dyip(x) = 0,9 (x) + igAu () (x) (2.37)

Ahora, analizando la forma en la que transforma D, 1(x)

Duip(w) = [Dup(@)]' = (O +igAy (@) ¥/ () (2.38)
= 9,("%Y) +iq(A, — 9,0)e'

z’qaueeiq% + eiqea,ﬂ + eiqoiqAﬂz/J — iq@lﬁeiqe@[}

= 99, +iqA )Y = D, (x)

se observa que transforma en la forma requerida.

Resumiendo; se ha partido de un campo cargado, y promoviendo llegar a
una simetria interna local desde una global correspondiente a la conservacién
del acople escalar(carga), aparece un nuevo campo vectorial que se asociard con
el cuadri-potencial electromagnético, el cudl se encarga de compensar sobre la
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comparacion de los campos evaluados en puntos diferentes. Dado que, como se
vio anteriormente, las particulas son los modos de Fourier del campo, es decir,
las excitaciones elementales del campo, se puede asociar un tipo especial de
particula a este nuevo campo vectorial llamada Fotdn. En este sentido, y como
conclusién principal se puede entender al fotén como el mediador de una de las
fuerzas fundamentales, el electromagnetismo entre particulas cargadas.

Hasta ahora, sélo se ha podido ir un paso mas alld al cambiar las derivadas
ordinarias por las derivadas covariantes cuando se inducen interacciones entre los
campos cargados. Pero debido a la introduccién de este nuevo campo vectorial,
se debe especificar también la forma en la que interactian el campo cargado
Y (z) y el campo vectorial A, (x). A la interaccién inducida en este sentido se le
denomina Acoplamiento Minimol[1].

Es decir, se comienza con

Lp((x), 0 () = () ("0 — m)i(w) (2.39)

y se termina con

Lo (), Dpp(x)) = (@) (v Dy —m)(z) (2.40)

= P(@)(iv" 0y — gY" Au(z) — m)ip(z)

Como se habia mencionado, el término que representa la interaccién entre
Y(x) y el campo vectorial A, (x) es de la forma

Line = —qb(@)y" (@) Ay (z) = —J"(2) A () (2.41)

Si quiere que el campo A, (z) tenga existencia propia, se debe encontrar
un término cinético que represente completamente la dindmica de éste, de otra
forma, las ecuaciones de movimiento serian triviales, es decir, la variacién de la
accién con respecto al campo seria cero, % =—JH(z) =0.

Como se sabe, el campo y la derivada covariante del campo transforman en
la forma

() — ' (z) = e"@ep(a) (2.42)
D,p(x) — [Duib(z)] = @ D ap(x) (2.43)

Construyendo el conmutador [D,,, D, ]

[D,,D,] = (0,+1iqA,)(0, +iqA,) — (0, +1iqA,) (0, +iqA,) (2.44)
= ig(0, A, — 0, A,)

el cudl transforma como:
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Dy DuJip() — €Dy, D J () (245)
Se puede definir la Intensidad del Campo (o Curvatura) como
1
Fo.= %[DM,DV] (2.46)

Con esto a la mano, el término cinético del campo A, (x) queda representado
por la expresién[3,17]:

1
La(OuAL) = = FyuF™ (2.47)

Agregando este término al lagrangiano original, y variando la accién con
respecto a A, (x), es decir, Méibzm) = 0, F" — J¥ = 0, se encuentran las dos
"
ecuaciones de Maxwell con fuentes.
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En esta parte se analizard la forma en la que interactian una particula
cargada(electrén) con su propio campo electromagnético. Para ello, se seguird
fielmente el andlisis de las referencias [10] y [8], ya que desde mi punto de vista,
tienen la exposiciéon maés clara de este tema. Ya que, los calculos pertinentes al
formalismo avanzado van a ser realizados en forma rigurosa en la parte 5, en
este capitulo, s6lo se hard mencién a los aspectos méas béasicos del formalismo
retardado.
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Capitulo 7

Lagrangiano de una
Particula Cargada
Auto-interactuante

En forma similar a lo que se hizo para el campo de Dirac, se va a suponer que
se tiene una particula cargada interactuando con un campo electromagnético.
El lagrangiano para el sistema serd entonces de la formal[8]

L= LJ(¢% 0up™) + L3 (2", 2) + Lina (0%, 0™, 2, 2) (3.1)

donde LS (o2, ) corresponde al término del campo electromagnético,
LE (2, 2#) corresponde al término de la particula y finalmente L, (0%, 9,,0%, 2#, 1)
al término de interaccién.

Si se quiere encontrar la ecuacién de movimiento de la particula, se debe
variar £ con respecto a las coordenadas de la particula para encontrar

moczt = K* (%) (3.2)

que no es otra cosa que la ecuacién de movimiento de Minkowski, donde
KH"(p®) es la fuerza de Minkowski. Cabe resaltar el hecho de la dependencia
explicita de la fuerza de las variables del campo .

Anslogamente, si se varia £ con respecto a ¢®(z), se encuentran las ecua-
ciones de movimiento del campo
Ea = fa(2") (3.3)

en este caso también se evidencia el hecho de la dependencia explicita del tér-
mino inhomogéneo f,(z*) debida a la presencia de la particula. Como se podra
notar, esta ecuacién se asemeja a la ecuacién de Minkowski para la particula.

43



44CAPITULO 7. LAGRANGIANO DE UNA PARTICULA CARGADA AUTO-INTERACTUANTE

Cuando =, = 0 encontramos las ecuaciones para el campo libre o sin fuentes(en
el vacfo).

. Que hace falta?. Para que la descripcion sea completa, se debe encontrar la
forma en la que interactian el campo y la particula. Como se vio anteriormente,
la forma en la que interactian un campo cargado y el campo electromagnético es
a través del término —J* A,,, entonces lo que queda, es definirlo para la particula
y el campo electromagnético.

Considérese una particula que se desplaza a través de una linea de universo
zM = zM(s) parametrizada por el tiempo propio. Fig 3.1.

Fig.3.1.Linea de Universo.
Para una particula cargada, se pude definir el cuadri-vector corriente como|8]

" = pocu” (3.4)

(Se utilizard j* para denotar la cuadri-corriente de la particula).

Ya que se estd tratanto con particulas puntuales, se debe definir explici-
tamente la forma de la ecuacién (3.4). Dirac[20], postulé un tipo especial de
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corriente correspondiente a una particula puntual, la cual, dado su naturaleza,
tiene la formal

o0
J*(x) =ec [ ds #(s)6(x — 2(s)) (3.5)

—0o0
donde se tiene la condicién subsidiaria /%, = 1, que impone una restriccion
sobre el tipo de linea de universo que puede seguir la particula, por lo tanto,

debido al principio de causalidad esta linea de universo debe ser de tipo tiemp
Fig 3.2.

Fig.3.2.Linea de Universo Tipo Tiempo.

Como se mencioné anteriormente, las ecuaciones del campo son

0 1.
@FW = —EJ“(lF) (3.6)

Al reemplazar (3.5) en la ecuacién anterior, resulta que

1Si quiere tener una teorfa completa, es necesario que esta corriente se conserve (Ver
apéndice E), y que ademds cumpla conjuntamente con las ecuaciones de maxwell con fuentes
y con la ecuacién de movimiento de la particula, como se demostrard més adelante.

2 Aunque més adelante, pareceria violarse ”aparentemente” el principio de causalidad, cuan-
do se estudie la solucion avanzada del potencial de Liénard-Wiechert, se verd que este tipo de
solucién es necesaria para que se cumpla una ley de conservacién.
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%FIW = —¢ Ofo ds 2" (8)0(xz — z(s)) (3.7)

— 0o

Cuando se analizé las simetrias espacio-temporales, se observé que la carga
conservada era el tensor momento-energia. Para este caso, del lagrangiano (3.1)
se puede derivar el tensor momento-energia[8]

1
O = T 4 —(Agj Ty — A”j") (3.8)

donde TH = FHrF, ¥V — nv LS es el tensor momento energia del campo
electromagnético libre.

Dado que el lagrangiano (3.8) no es invariante ante traslaciones, se puede
comprobar ficilmente que ©*" no satisface la ecuaciéon de continuidad. Esto
se puede ver como una consecuencia directa de la dependencia explicita del
lagrangiano £ de las coordenadas z¥, es decir

0 1 0
Y omr =
OxH © c Ap o0z,

" (3.9)

En otro sentido, si se parte de la ecuacién (3.8) y se deriva con respecto a
x,, se observa que

0 0 1/ 0 0 0 0
Y QuY — _Z muv I el Y o Y pvso  pAv_ Y o
8m“® axﬂT * c <8x,,Aa‘7 +4s ﬁmy‘] 396‘7A 774 0x° >
(3.10)
Comparando (3.9) con (3.10) se llega a que
0 1
—TH = —FHj A1
OxH ¢t m (3:.11)
en este caso
9w~ g T ds ()5 — 2(s)) (3.12)
OxH

— 00
= eF#V(Z) ’éu(8)|z(s):m
Analizando un poco mas la ecuacién anterior, se puede observar que la di-
vergencia del tensor momento-energia del campo en el punto x no es més que
la fuerza de Lorentz que actia sobre la particula en el punto 2 = z(s). Es mas,
para una particula libre con el lagrangiano

L£P = mge [(34(r)?] (3.13)

donde, realizando la variacién
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o (oLk a [oLk dz¥
CP — o . o
oL, or (873“ 52“) oz (873“ 52#) dr (3:.14)

y teniendo en cuenta que al realizar traslaciones espacio-temporales §z¥ =
a* = cte y 6LF, la ecuacién de continuidad que resulta es

oo (Moc2") =0 (3.15)

con esto, se puede definir entonces la carga conservada con respecto a esta
simetria como

TH = —myc® [ds 22" 6(x — z(s)) (3.16)

donde T# , = —myc2.

Ahora, calculando la divergencia del tensor momento energia de la particula

0 0 d
pwyo 2 L LV _ — 2 SV _
—aqu moc” [ds 2z —axué(aj z) =mec” [ds % —dsd(x 2(3.17)
= mOCQfds—d [2Y0(z — 2)] — moc® [ds 2V6(x — 2)

ds

se puede observar que el primer término se anula, por lo tanto

0

—TH = —myc? [ds 270(x — 2 3.18

r o [ds 25w~ 2) (3.18)
Como se mostré anteriormente, el tensor momento energia obtenido de £ no

era invariante ante traslaciones, por lo tanto no se conservaba, pero dado que se

pudo comprobar que %T’“’ = %F‘“’ju vy ademds, %TW = —%F‘“’jM (que es

una consecuencia directa de las ecuaciones mocz#* = KH(p®) y 24 = fa(2"));

se puede expresar la ley de conservacién para este sistema en la forma

0
TH L TR = () 3.19
o (TP ) (3.19)
que no es mas que la ecuacién de continuidad para el sistema de Campo-

Particula, la cual reproduce las leyes de movimiento para ambos sistemas.

Se ha llegado entonces a una conclusién muy importante. Cuando se intro-
ducen interacciones entre el campo y la particula, el sistema ya no es invariante
ante traslaciones espacio-temporales a diferencia de como lo hacian los sistemas
aislados. Por lo tanto, se necesité recurrir a una nueva definicién de tensor
momento-energia que correspondia a la suma de los tensores correspondientes
al campo y a la particula, y de esta manera, al hallar la divergencia, se comprobé
que se cumplia la ley de conservacién para este nuevo tensor. En consecuencia,
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el campo y la particula se vuelven un sélo sistema, intercambiando energia y
momento entre ellos.

De acuerdo al proceso légico de pensamiento que se ha venido trabajando,
estamos en un estado crucial de la primera parte de la investigacién. Desde un
punto de vista formal, se ha podido deducir la existencia del campo electromag-
nético a partir de el principio de invarianza de la carga eléctrica, posteriormente,
a partir de esto, las ecuaciones de Maxwell fueron deducidas de forma natural.
Entonces, sélo resta ahora encontrar las soluciones a éstas ecuaciones.

7.1. Solucién a las Ecuaciones de Maxwell

Como es demostrado en [8] y en [10] los tipos de solucién a la ecuacién de
onda inhomogéneaEI

OA" = 4mj* (3.20)

en términos del método de las funciones de Green,

OG(z) = 6*(x) (3.21)
() = / dty 5y — 2)7" () (3.22)
AP (y) = 4 / d'y Gy — 2)j" () (3.23)

pueden ser expresadas en forma covariante como[10]

1

T o

Gret(z) 0(x%)5(x?) (3.24)

Gvalz) = %9(—950)5(:52) (3.25)

donde claramente se puede ver que

Gret(*x) = Gava(m) (326)

Independientemente del sistema de referencia inercial que se escoja, el tiem-
po juega un papel crucial en la descripcién de los fenémenos fisicos que ocurren
en la naturaleza. Debido a la gran unificacién de conceptos realizada en la rel-
atividad especial, se podria decir que el tiempo perdié su caracter absoluto,
pero gandé un cardcter dindmico mucho mas importante del que tenfa antes,
esto es, mas que nada, en razén a la dependencia explicita con las variables

3Para la solucién en forma no covariante de las ecuaciones de Maxwell, se hace referencia
a los excelentes libros [18][19].
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espaciales. Pero, habria que preguntarse por las propiedades mas intrinsecas del
tiempo, como: si es lineal, si cumple estrictamente los principios de causalidad,
o si verdaderamente existe[14]. La respuesta a estas preguntas mas que referir
un sistema légico de pensamiento, radican en el hecho de su existencia misma
independiente de las concepciones que se tengan, es decir, sin tener en cuenta
las referencias mas préximas vistas en la naturaleza como lo es el cambio. Si se
tiene en cuenta el punto de vista cosmolégico mas moderno, la existencia del
tiempo mismo se creé con la gran explosion, y debido a esto, sus propiedades
se determinan en una flecha unidireccional que recorre el origen hasta el infini-
to. Por lo tanto, la relacién (3.26) que permite conectar la solucién avanzada
con la solucién retardada, tiene mucha relevancia en el sentido anteriormente
explicado.

Para calcular el campo electromagnético debido a una carga puntual e que se
mueve en una linea de universo arbitraria de tipo tiempo z#(s), se debe definir
un punto fuera de la linea de universo x*; la distancia entre este punto y un
punto sobre la trayectoria de la particula se expresard por la relacién:

Dt = gt — zH(s) (3.27)

en este sentido, la senal es emitida en el punto z*(s), y es recibido en el punto
z#. Reemplazando el potencial de Green retardado (3.24) y la cuadri-corriente

JMx) =ef7 ds vH(5)0* [z — 2(s)] (3.28)

en (3.23), y realizando la integral se obtiene

At (z) = 2e [ _ds v*(s)0(Dg)s(D?) (3.29)

La expresién D? = [z — 2(s)]? = 0 tiene dos rafces con respecto a s, que
son z#(syet) ¥ 2*(Sqva)- Debido a la funcién escalén 0(2°), sélo queda la raifz
zM(sret) correspondiente a la interseccién de la linea de universo con la parte
del pasado del cono de luz situado en z*. Fig. 3.3.
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2°s)

< >
T (Saw)
‘Z"(fhf) y v
il >

Fig.3.3.Raices de la Ecuacién D? = [z — z(s)]? = 0.

Utilizando la relacién

d(a — ag)
0[fla)] =D ——— (3.30)
= )
donde ay, son las raices de la ecuacién f(a) =0y que
dD? dz*
— =-2D,— =-2D- .
ds " ds Y (3:30)

la ecuacién (3.29) puede ser expresada como

Do (3.31)

S=Sret

Si se define a D* = z# — z#(sy¢) [10]como el vector tipo nulo que va del
punto donde la senal es emitida hasta donde se recibe, y ademads, v* representa
el vector tangente unitario a la linea de universo en el punto z*(s,.t), se puede
definir un nuevo vector u* de tipo espacio, que serd ortogonal a v* y a un vector
tipo nulo c*

ct =t +ut (3.32)
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donde esquemdticamente se puede ver expresado por la Fig 3.4. Debido a
2

sus propiedades, se pueden expresar las relaciones v2 = —u?> =1, wu-v =0,

2 =0y finalmente c- v = —c-u = 1.

Fig.3.4.Descripcién Esquemética de la Distancia Retardada Invariante D* = p
ch.

De la figura 3.4, se puede definir la distancia retardada invariante p entre
los puntos z# y z*(Syet) como

p=-D-u=D-v (3.33)

donde se puede observar que también se cumple

Dt =pct (3.34)

La distancia p puede ser interpretada como la distancia espacial entre el
punto del campo y el punto retardado en el sistema instanténeo comovil en el
cual la carga estd en reposo en el instante retardado s..; y u” es la proyeccién
espacial de c*.

Con todo esto a la mano, se estd ya en disposiciéon de definir el potencial
debido a una carga arbitraria que se mueve sobre una linea de universo en la
forma

A (z) = e% (3.35)
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y se conoce como el Potencial de Liénard- Wiechert [3,8,10].

7.2. Campo Electromagnético producido por una
carga puntual

Cuando analizaba el caso de una particula que entra en interaccién con un
campo electromagnético, cuya accién se encuentra representada por[10]

1
S = 77’ﬂofd7'\/ Z . Z — fd41' <A#j# + 167TF“VFMV> (336)

se lleg6 a la consclusién que los dos sitemas se hacian uno sélo, y que ademas
habia una transferencia de energia, esto debido necesariamente a las leyes de
conservacion que se debia cumplir. De la forma mas simple, y a través de las
ecuaciones de movimiento acopladas,

O F, + 47 j, =0 (3.37)

moa® — ev, FM =0 (3.38)
junto con la identidad de Bianchi[10]

OPEFm 4 GV F e 4 OHFvr = () (3.39)

la manifestacién de este hecho es clara. Si se tiene en cuenta el tipo de
solucién del potencial retardado, de acuerdo a (3.35), se puede encontrar la
intensidad de campo electromagnético.

F,, =0,A, —0,A, (3.40)
Primero, como
atc?  v” (v* 4 M)
P p?

donde se ha definido A = a - D — 1 como una variable retardada invariante;
resulta que

OHAY = ¢ (3.41)

FF = c*UY — XU (3.42)
donde se ha definido
w I3
Ut =e (-A”z + “) (3.43)
P op

Se puede comprobar que la ecuacién (3.42) permanece invariante ante la
transformacién

U — U¥ + ke (3.44)
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donde k es una constante arbitraria. Si por ejemplo, se define k = e%, se

puede expresar (3.42) en la forma

o= % (VY — VH (3.45)

u
donde se ha definido V* = v* 4+ p (La)*, y siendo L,. el operador que
proyecta vectores sobre el hiperplano con vector normal u*, que en componentes
toma la forma

(D = 1,0 + wpty (3.46)

Sustituyendo la solucién retardada de las ecuaciones de Maxwell en la ecuacién
de movimiento de la particula, resulta en una expresién divergente, siendo esto
una consecuencia directa de la infinita auto-interaccién en el sistema, es decir,
la particula experimenta su propio campo electromagnético que se hace infinito
en el origen. ;Qué hacer entonces?.

Se necesit6 otra vez del ”genio” de Dirac para resolver este problema[20] ( o
en una notacién mds moderna se hace referencia por ejemplo [21]), culminando
su estudio en la famosa ecuacién

2 5

mat = 3 (a* — a*v") + FX, (3.47)

denominada la Ecuacion de Lorentz-Dirac, que describe la evolucién dindmi-
ca de una particula sujeta a su propio campo electromagnético, y a una fuerza
externa F),. Las caracteristicas no lineales(debidas a la auto-interaccién) serdn
estudiadas mas a fondo en el dltimo capitulo En [10] se explica un método de
continuacién analitica utilizado por Azim Barut para encontrar la ecuacién de

movimiento de una particula cargada Auto-interactuante.

La derivacién mads reciente de la ecuacién de Lorentz-Dirac, se hace en
la referencia [22]. En ésta, se analiza el problema tratando a la particula en el
limite en el que ésta y sus propiedades tienden a cero sobre la linea de universo.
Ademads, también se resuelven muchos problemas de (3.47), que anteriormente
presentaban tanta dificultad.

En 1970, el fisico Chileno Claudio Teiteilboim en un articulo magistral|[24]
y en otro donde analizaba las fuentes que producian el campo fuera sobre la
linea de universo[25], analizé este problema desde un punto de vista muy difer-
ente. Dado que el campo electromagnético producido por una carga, , puede ser
dividido como[10]

Y = F}“’ + Ffly (3.48)
donde

FI' = % (ctov” — c’ov*) (3.49)
p
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FI = g (wda)“ - c”(J.a)“) (3.50)

Esto claramente como consecuencia de que V# = v# 4+ p (La)*.

Se puede demostrar facilmente que los campos Ft" y FIY pueden ser deriva-
dos de los potenciales

At = Een (3.51)
P
y
Al = _Syp (3.52)
11 p '

a través de la relacion usual (3.40). Es obvio entonces, que esta descomposi-
cién se deduce facilmente de reemplazar la forma explicita del vector v* =
c* — ut en la definicién del potencial de Lienerd Wiechert (3.35).

Fuera de la linea de universo, se debe cumplir para las ecuaciones de Maxwell
de los dos campos

., s 2ea-c) ,
5MFIM = _8HF;/LI = Tc (353)
OFJ + 0" Fy Y + 0" F, =0 (3.54)

Ahora, debido a la transferencia de energia entre la particula y el campo
electromagnético dado por la expresién (3.36), se podra analizar entonces a la
particula a partir del tensor momento energia del campo. De acuerdo a lo ante-
rior, se puede construir el tensor momento energfa del campo segin la prescrip-
cién de Belifante[8,10,3], garantizando asf la simetria de éste y sus propiedades
bésicas en la forma usual

1 1
[ — <F“°‘Fa" + 4nﬂ”FaﬁFQ5> (3.55)

47

Insertando (3.48) en la ecuacién anterior, y realizando las contracciones de
los indices, se llega a

2

47 pt

gy — <C/J«VV + c’VH — Vzclu‘cy — ;n“u) (356)

CcOomo
VZ=1+p*(Lla)? (3.57)
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el tensor momento energfa se decompone en dos parteﬁﬂ

o"” = 04" + 047 (3.58)
donde
2 1
0r = g <0”VV +’VH —cte” — 27]’“’) (3.59)
e? u
05 = I (La)?c'c” (3.60)

Se puede demostrar que los tensores de momento energia 64" y 0%} se con-
servan fuera de la linea de universo que traza la particula, es decir, son dindmi-
camente independientes, reflejdndose esto en las relaciones

8,0M =0 (3.61)

8,04 =0 y 8,047 =0 (3.62)

De la misma forma, se podrian comprobar las relaciones para la conservacién
del Momentum Angular y su descomposicién covariante segun.

Apv Apv Apv
MM =M™ + M} (3.63)
donde
MM = 204 — 210 + DAY — DFEN (3.64)
Es el Tensor Momento Angular ligado a la particula y
M = 204 — 20y} + D oM — DreM (3.65)

es el Tensor Momento Angular irradiado, en la que se define

2 1
T = 4:'p4 (—c“v” — ot +Fe” — 27/’“’) (3.66)
y
62 u u
HY = p [c”(J_a)” + c”(J_a)“] (3.67)

Otra excelente referencia es por ejemplo [26], donde se analiza también
particulas con momentos dipolares.

u \ M
4Para ser estrictos, debido a que el vector V# = v# 4+ p( L a) tiene dos términos, el

tensor momento energia se descompondria en tres partes y no dos.
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Formalismo Cuantico de la
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Para no hacer la discusién muy extensa, en esta parte se introducirdn los
conceptos "mads” bdsicos, necesarios para el desarrollo de la Electrodindmica
Cuadntica, esto es, la definicién de los propagadores del Campo de Dirac y del
Campo Electromagnético, el anédlisis de la interaccién entre estos campos (Ex-
pansién Perturbativa), el formalismo de los Diagramas de Feynman, para llegar
por 1ltimo a las Correciones Radiativas, en especial a la Auto-Energia del Elec-
trom.

Cuando se pretende construir una teoria que describa completamente la in-
teraccién del Campo del Electrén con el Campo Electromagnético, hay que tener
en cuenta ciertas consideraciones sobre el tipo de simetrias que la teoria debe
poseer (Simetrias Espacio-temporales y Simetrias Internas). Como se describié
en la primera parte, el formalismo Lagrangiano tiene la facilidad de hacer explici-
ta el tipo de simetrias que posee una teoria, por lo tanto, el unico lagrangiano
que servirfa para es este caso serfa el Lagrangiano de la QEIﬂ[l?].

EQED = EDiT'ac + LMQIU}E” + Llnteraccién (41)
- 1
V(1§ —m)y — L Eu B = JHA,

o en términos de la derivada covariante D, = 0, + igA,(x)

Lapp = BUP —mb — 3 FyuF* (1.2)

donde se ha utilizado la notacién Jp = v*D,,.

Es posbible segin la introduccién anterior, demostrar que éste es en realidad
el dnico lagrangiano posible, ya que posee todas las caracteristicas dindmicas
de la teorfa, esto es, los términos cinéticos y de potencial para cada campo
compatibles con las simetria espacio-temporales, ademds de la invarianza Gauge
del término de interaccién[1].

Si se realiza la variacién de éste Lagrangiano con respecto a cada campo, se
debe obtener las ecuaciones de movimiento para el electrén, esto es, la ecuacién
de Dirac, y las ecuaciones de Maxwell con fuentes. Para el caso que interesa en
este momento, es decir, el formalismo cudntico de la teoria, se necesita cuantizar
los campos cldsicos definidos anteriormente y encontrar las funciones de Green
o propagadores asociados a los operadores que actian sobre los campos.

5QED: Quantum Electrodynamics
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Capitulo 8

Esquema General de
Cuantizacion

Para tener una teorfa invariante de Poincaré, se debe requerir que la inter-
accion sea de la formal5]

V(t)= [d*c H(Z,t) (4.3)

donde H es un escalar, es decir, tenga la regla de transformacion

UA,a)HU Y (A, a) = H(Az + a) (4.4)

y satisfaga la condicién de Causalidad[5]

[H(z),H(z')] =0 para (z —2)*> <0 (4.5)

es decir, la medicién de dos eventos separados por un intervalo de tipo espacio
no deben interferir entre si.

;,Cémo se puede construir el hamiltoniano de interaccién para que sea un
escalar?. La solucién es entonces construir H(x) a partir de campos, que a su
vez dependerdn de los operadores de creacién y destruccién, que permitan la
transicién de estados de multiparticulas(espacio de Fock) [5]. Definiendo los
Campos de Aniquilacion U} (z) y los Campos de Creacién W, (x) como

U (z) = )\Zfd3p w(x; 0, A\, n) a(p, \,n) (4.6)
U, (2) = ;dep ui(@; 7, A, n) o' (7, A, n) (4.7)

donde a(p, \,n) y af(p,\,n) son los operadores de destruccién y creacién
respectivamente[5], y la etiqueta [ indica el tipo de particula correspondiente

61
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a la representacién irreducible. Los coeficientes w;(z; 7, A,n) y vi(z; 9, \,n) se
escogen de tal forma que los campos puedan transformar en la forma deseada.
Para mirar cémo, se debe revisar la forma en la que transforman los operadores
de creacién y destruccion[5].

U (A, b)a(f, A, n)U~ (A, b) = Amw/ zﬂh “L(A, p)a(Ap, A n)
(A, b)a’ (7, A, )0~ (A, b) = e/lAp) \/ ZDU“* “L(A,p))al (Ap, A, )

(4.9)
donde A—p> es la parte tri-vectorial de Ap. Dado que se puede demostrar que
el elemento de volumen %es invariante ante una transformacién de Lorentz,
puede ser reemplazado por d3((/<\pp))0 , v resulta entonces que
(A, 0) ) (2)0~ (A, b) > [d*(hp) w(wp A e A RO (1A, p))
(4.10)
UM D)T; (2)U 1A D) = 32 [d3(Ap) vi(as; 7, A, n)ell AP DI (=1 (A, p))
)\)\n (Ap)°
(4.11)

Para que los campos puedan cumplir las reglas de transformacién (4.10) y
(4.11), se debe cumplir entonces que

> uj(Az + b; Ap, /\) j" W(A,p)) ZD” _l[(Ap ul(m Dy A, n)
X V

(4.12)

Zvl(Ax+b Ap, ) DU (W (A, p)) ,/ z AP)Vlay, (2; 7, A, )

(4.13)

Si se desea encontrar la forma explicita de u; y v;, es necesario tener en

cuenta la forma de la transformacién ante el Grupo de Poincaré. Considérese

primero el caso de las translaciones. Claramente, se debe tener que A =1y b
arbitrario; entonces, se tiene que

w(z; P, A, n) = (QW)_%e_ip'rul(ﬁ, A,n) (4.14)
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v (z; P, A, n) = (277)_36”"”1); (P, A,m) (4.15)

Lo que equivale a hacer una transformada de Fourier como cambio de base
del espacio de los momentos al de las posiciones en los campos, esto es

Ut (x) = ;(277)—% [d®p w (@, A, n)e” P %a(p, A, n) (4.16)
U (@) = Sm) ' ulp A m)e ! (A ) (4.17)

Para los otros dos casos méds importantes (sin tener en cuenta las transfor-
maciones discretas de paridad e inversién temporal), las rotaciones y los Boost,
es claro decir que simplemente las relaciones (4.16) y (4.17) se satisfacen depen-
diendo de la representacién irreducible del grupo de Lorentz.

Como se habia mencionado anteriormente, debido a que se necesita constru-
ir una densidad de interaccién escalar, y que también se cumpla la condicién
de microcausalidad, la forma de combinar los campos no es tan sencilla. Por
ejemplo, se puede verificar que la forma més simple

[0 (@), 7 ()] = (QW)*?’AZdePdBP w (B, A n)op(B, A, n)e @) (4.18)

en general no se hace cero para intervalos de tipo espacio, donde la escogencia
del signo F depende si las particulas destruidas y creadas por \I/?' y ¥, son
bosones o fermiones.

Afortunadamente hay una solucién a este problema, en lugar de utilizar séla-
mente los campos \Ill+ v ¥,” que no necesariamente conmutan (o anticonmutan)
para intervalos tipo espacio, se puede construir una superposicién en la forma(5)

() = g0y (2) + By (o) (4.19)

Ul (z) = af ¥y (2) + B ¥/ () (4.20)

donde las constantes « 'y 3 se escogen de tal forma que los campos conmuten
(o anticonmuten) para intervalos tipo espacio, es decir

[Ui(2), Ui(y)l5 = [Vi(x), T} (y)l5 = 0 (4.21)

Segin la forma en la que se ha construido los campos cudnticos, y de la
necesidad de utilizar la superposicién de la forma (4.19) y (4.20), se pensaria
que en realidad la condicién de microcausalidad impuesta desde el principio no
contiene en si misma ninguna informacién relevante, pero como se vera ahora,
es un elemento crucial en la descripcién de los fenémenos fisicos.

Definiendo cierto tipo de operador hermitico Q asociado a la carga(en este
momento no nos interesard que tipo de carga), ciya accién sobre los estados de
una particula es de la forma
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Qp,A) = an [p, A) (4.22)
Con respecto a este operador, se puede definir un conjunto de operadores

unitarios UQ(H) = eieQ, que actuando sobre un estado multiparticula, resulta
en

eie(qnl +H.q”N

Uq(0) [pini; pana; - - ;pNnN) = Vpina; pang;- - spann) (4.23)

es decir, los operadores UQ(H) forman una representacién del grupo de Lie
abeliano U(1). De acuerdo a esto, si una particula de cierto tipo tiene un valor
gn para la carga @, entonces

[Q)a(@ )‘7”)] = _QRa(ﬁa Aan) (424)

[Q.a (7., n)] = gna’ (7. A1) (4.25)
De la misma forma, se tiene la regla de transformacién para los campos

Q. Uy(2)] = —q ¥y () (4.26)

Para que ﬁ(m) conmute con Q, es decir [Q,H] = 0 debe ser construido

como una suma de productos de campos ¥;, ¥y, - - - y sus adjuntos \IIIM\I'Z”Z e
tal que

QZ1+(IZ2+"'_(]m1_(Zmz_"'zo (427)

Como se puede ver entonces, la ecuacién (4.27) serd satisfecha en particular
para la parte del campo \I!f(a:) si y solo si las particulas de tipo m que son
aniquiladas por este poseen la misma carga ¢(n) = ¢;, y ademds, también para
la parte del campo ¥, (x) sf y sélo si las particulas de tipo 7 que son creadas por
este campo poseen la misma carga ¢(fl) = —g;. Debido a lo anterior, se puede
inferir que si una componente particular del campo de aniquilacién destruye una
particula de especie n y masa m, entonces la misma componente del campo de
creacién, debe crear una particula de especie 7 y masa m que posea una carga
opuesta a la particula de tipo n, que es conocida como su Antiparticula.

Se ha llegado a una de las conclusiones méds importantes de la teorfa cuantica
relativista. Debido a la imposicién de la ley de causalidad, se hizo necesaria la
introducién de un cierto tipo nuevo de elemento en la descripcién del campo, esto
es, la introduccién de las antiparticulas. Aunque en la teoria original de Dirac su
interpretacién no fuera tan clara debido a las energias negativas que se producian
de la solucién de la ecuacién cudntica relativista; ahora en el lenguaje de campos
es un elemento crucial en la descripcién de los procesos fisicos causales, ya que
como se puede ver en el apéndice 2, en el que se desarrolla el propagador de una
particula libre , el efecto de la propagacion de una particula fuera del cono de
luz de un punto x a un punto y, ahora es cancelado por la propagacién de una
antiparticula del punto y al punto x, preservdndose la causalidad.



Capitulo 9

Cuantizacion del Campo de
Dirac y Propagador del
Electron

Como se habia deducido del capitulo anterior, la uinica manera en la que
podiamos construir un hamiltoniano de interaccién a partir de los operadores

de campo

d? ,
U ()= z ])9§ u (P, A)e P¥a(p, )  Operador de Aniquilacién (4.28)
A )2
d®p ipew
U ()= 2n)} vy (P, \)eP bt (p, \) Operador de Creacién (4.29)
) Wk

era de la forma:

U(z) = a¥t(z) + BY (z) (4.30)

tal que, para (z—y)? < 0 se cumplen las relaciones de conmutacién (anticonmutacion)
V(z), ¥i(y)]+ = [Vi(x), \IllT(y)]; = (J'| Reemplazando (4.28) y (4.29) en (4.30),
se tiene[5]

3
W@ Ne P A) + 85 [P w5 A e b (5, 1)
N (2m)2
(4.31)

1En este momento, no se debe confundir el simbolo 4 con con el simbolo t, el operador ¥t

es el adjunto de W.
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* ip-x, T/= * d3p
ul (p,A)@ a (p7A)+6 Z)\:f(27'r)

3
2

. d*p
Ui(z) =" [ =
X (2m)2
Ahora, realizando el conmutador(anticonmutador)
_ _ @ 2\ (A e i (T—Y) 2 0 [ (7 eiP (@—y)
[Wi(2), ¥i(y)]+ = | (27r)% la|” Ny(p)e F 181" My(p)e
(4.33)
donde por simplicidad se definen las sumas de espin
Ni(p) = ZAJUz (0, Aug (7, A) (4.34)
(4.35)

My (p) = Z;vz (@ Aoy (5, A)

Se puede demostrar, que para que los campos conmuten para una separaciéon
(4.36)

o = |8]*

es decir, las particulas descritas por este campo deben ser fermiones.

de tipo espacio (x — y)? < 0, se debe cumplir[5] que
Escogiendo por conveniencia @ = § = 1, se tiene finalmente que el campo

(4.37)

de Dirac toma la forma
[w (5, e~ a(p, A) + vi(B, \)e™ “bl (7, 1)]

d3p
VU (x) =
l ( ) Zf (271_)%
Después de haber cuantizado el Campo de Dirac, se necesita ahora encontrar
(4.38)

A

la funcién de Green que cumpla la Ecuacién de Dirac
(iv"0, —m)¥ =0
como se puede ver en las referencias [17][5], este propagador estd definido
(4.39)

—ip-(¢'—x)

d*p i(p'y,+m) .

2m)4 p2 — m? + de

por
Dp(x —z) = / (
donde se ha introducido el término +ie por conveniencia para que la integral
pueda resolverse sobre el plano complejo. Esta expresién representa la ”propa-
gacién” de un fermién, en este caso un electrén de un punto z’ a un punto

x.



Capitulo 10

Cuantizacién del Campo
Electromagnético y
Propagador del Foton

De acuerdo a las propiedades del campo Electromagnético analizadas anteri-
ormente, su cuantizacién se hace un poco mas dificil que la de los otros campos.
Esto como consecuencia de los siguientes factores:

Debido a que los fotones son particulas no masivas, no es posible costruir un
campo A*(xz) que transforme como un vector ante transformaciones espacio-
temporales. Se puede demostrar que este campo, transforma comoll]

UAN)A*(z)T(A) ™ = (A"H* , |AY(2)) — 87O(a', A) (4.40)

siendo é(:):’ ,\), una consecuencia directa de la promocién de la fase global
a una local, es decir, poder redefinir el campo en cada punto del espacio. Como
consecuencia de esto, se tiene una descripcién redudante de este fenémeno fisico,
como consecuencia, hay mas variables que grados de libertad fisica. ; Qué se debe
hacer entonces?.

Se pueden seguir dos caminos|[1]

1. Eliminar la redundancia escogiendo un ”Gauge”, y luego cuantizar. Por
este método se va a tener sélamente variables fisicas, pero a cambio de
esto, se obtendra una teorfa que no es covariante bajo Lorentz.

2. Cuantizar y luego eliminar la redundancia. En este caso, se tendrd una
teorfa covariante bajo Lorentz, pero apareceran en el espacio de Fock es-
tados no fisicos.
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Para evitar ahondar mucho en la construccién completa de la cuantizacién
del Campo Electromagnético se refiere a la excelente bibliografia en este tema
como lo son [5] donde se construye el formalismo de manera andloga al Campo
de Dirac, o en las notas de clase[l], o si se quiere[9].

Sélo se limitara el estudio a mostrar la forma méds general del campo, la cual
es una superposicién de modos de Fourier en la forma[l]

d

&
V200 (2m) 8

donde €*(p, \) y €"*(p, A) son dos Vectores de Polarizacion independientes

y la suma > se hace sobre los estados de helicidad.
X

At (z) = ;f [e=PTer (5, N)a(p, N) + e 7e (5, \)a' (5, \)]  (4.41)

Similarmente a lo que se hace con el Campo de Dirac, se puede definir el
Propagador del Fotén comol[1]

d4p —'L.’I’]HV il
MF(:E/ _.'I:) = /Wp2 +i€€ ipr(2'—x) (442)



Capitulo 11

Interacciones y Expansion
Perturbativa

A diferencia de la Mecénica Cldsica, en Mecdnica Cudntica interesan otro
tipo de elementos que tienen relevancia fisica, como por ejemplo las probabili-
dades de transicién entre estados cudnticos. Al analizar la teoria no interactu-
ante, debe ser 16gico, dado el desarrollo hecho en capitulos anteriores, que este
producto interno debe estar representado por[17]

(01 U(2)¥(y) |0) (4.43)

esto es, la probabilidad de transicién(o de propagacién como se verd adelante)
de un estado arbitrario a otro.

En el caso libre, se comienza desde el estado vacfo |0), y por la accién de los
operadores de creacién y destruccion, se puede llegar a cualquier otro estado del
espacio de Hilbert. Ahora, como se estd analizando la interaccién del electrén
con el campo electromagnético, el vacio libre deja de existir como el estado de
minima energia. Lo que hay que hacer entonces, es redefinir el estado vacio como
consecuencia de la interaccién de los campos tal que el propagador sea ahora de
la forma[17]

(Q[W(z)P(y) |2) (4.44)

donde Q) es el nuevo vacio de la teoria interactuante. Es muy importante
aclarar en este momento que el hecho mismo de la interaccién de los campos,
no solo redefine el estado vacio de la teoria, sino que tiene unas implicaciones de
enorme interés fisico para la descripcion del fenémeno, las cuales son para nue-
stro caso la Autoenergia del Electron y en general las Correcciones Radiativas.

De acuerdo al trabajo realizado por Dyson, Tomonaga, entre otros[5], debido
a las interacciones, se hace conveniente utilizar un nuevo marco que defina la
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evolucion de los estados(y de los generadores) en el espacio de Hilbert, es decir,
en lugar de representar la evolucion de los estados en el Cuadro de Schrédinger|1]

[T(t)g = e ¥(0))5 (4.45)
donde los estados evolucionan con el Hamiltoniano libre, o el Cuadro de

Heisenberg

0) ;= P W(1) g = [T(0)) g (4.46)

On(t) = eftOge~ 1At (4.47)

donde ahora son los operadores los que evolucionan temporalmente con el
Hamiltoniano libreﬂ se utiliza el Cuadro de Interaccion, donde, dada la de-
scomposicién H = Hg + H;,;, puede realizar la evolucién del sistema no con
el Hamiltoniano completo como se hacia en el caso no interactuante(que era el
Hamiltoniano libre), sino, y en el mismo sentido, con el Hamiltoniano librﬂ De
acuerdo a lo anterior, la evolucién del sistema(Estados y Operadores) sera de la
formal[l]

iHS iHSt —iH iHSt —iH
(W(t)), = M0l [W(t)g = eote M W(0)) g = eolte W), (4.48)

OI(t) _ emgtose_most _ ez‘ﬁoste—iﬁtOH(t)emte—most (4.49)

;,Cudl serd la evolucién temporal de los estados?. Es facil ver que, el efecto
de las interacciones se ve ahora reflejado en

(1), = W) = [U(t), = Bl T 1u(¢)) g (4.50)

eil:lostefiﬁ(tft’)efiﬁgt’ |\If(t/)>l

Debido al teorema de Wigner[5,38], el Operador de Evolucion Temporal en
el Cuadro de Interaccién debe ser unitario, para que se conserven las amplitudes
de propagacién(ya que debe ser una simetria del sistema). De acuerdo a esto,
se puede definir este operador en la forma

ﬁj(t,t') _ piHGt —iH (t—t') —iHG Y (4.51)

y debe satisfacer

1La conexién entre los dos cuadros es simplemente la misma relacién que existe entre las
transformaciones Activas y Pasivas en un espacio vectorial[37], donde el producto interno entre
estados ) )
<\I}‘ ethOe—th ‘\I/>
puede ser interpretado en el sentido anteriormente citado.
2M4s adelante se explicars la razén de esta escogencia.
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U](t,t/)T _ HG GiH(t—t) —iHFt U[(t/,t) _ U](t,t/)71 (4.52)

Dado que el conjunto de traslaciones temporales forman un grupo, es claro
entonces que la representaciéon de este grupo caracterizada por el conjunto de
operadores Ur(t,t') debe cumpli

Ur(t, YU (', ¢") = Up(t, t") (4.53)

adicionalmente, debe existir el operador identidad

Uit t)y =1 (4.54)

Se puede demostrar que debido a las reglas de conmutacién del dlgebra del
subgrupo de traslaciones del Grupo de Poincaré (1.34), concretamente, el sub-
grupo de traslaciones temporales, forman un grupo Abeliano; debido a esto[5],
o0 a la solucién de la ecuacién de Schrodinger en el cuadro de interaccién

iU (t, 1) = HinyUr (8, 1) (4.55)
se puede expresar al operador U;(t,t') como[1][17]

t
Ur(t,t') ~ exp |—i / drHL (1) (4.56)
t/

o expandiéndo en una serie de potencias en la constante de acoplamiento

t t t1
Ur(t,t') =1—i / dty HE (t1) + (—i)? [ dty / dty HE () HL ,(ta) +--- (4.57)

t’ t’ t’

A esta expansién perturbativa del operador U 1(t,t') se le conoce como Serie
de Dyson|[17].

Es bueno notar en este momento, que esta expansién perturbativa, a pesar de
ser una excelente aproximacién sélo tiene validez fisica en un rango limitado de
la teoria, esto es, cuando la constante de acoplamineto es muy débil, y ademds,
a pesar que es un elemento crucial en el cédlculo de secciones eficaces y tiempos
de decaimiento, existen efectos que no pueden ser descritos por esta expansion.

También en este momento es necesaria la introduccién de otro concepto muy
importante. Dado que en teoria cudntica relativista, el nimero de particulas
puede cambiar en un proceso, el hamiltoniano de interaraccién al ser expandido
en la serie de Dyson, lleva consigo un ordenamiento arbitrario, pero, para facili-
tar el andlisis se hace conveniente restringir el momento en el que los operadores

3Esto es cierto, en el caso en el que la representacién sea no proyectiva, en otro caso,
apareceria una fase adicional[5]
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actian de acuerdo a la flecha de tiempo establecida en la teoria, por lo tanto, se
define el Orden Temporal como el ordenamiento del hamiltoniano de interaccién
en la forma

T{H] (1) Yy (t2) Hy (83) Ly (84) - = H (00 H Ly (b2) H Ly () H Ly (1) - -
(4.58)

si el ordenamiento temporal es de la forma

t1 >ty >1t3 >

De acuerdo a lo anterior, es fécil comprobar que[17]

tn—1

/dtl/dtg / AL () FL (b /dt1 by T{HL (1) L (t2)}

(4.59)
De esto, se puede expresar la Serie de Dyson en una forma mds compacta

t t

0rt6t) = 1+ ) fan it + G [ i) AL )Y ek0

exp —i/dT HE (1) con  t>t

Se puede comprobar que la conexién que existe entre el estado vacio |0) de la
teorfa no-interactuante, con el estado vacio |2) cuando se adicionan interacciones
es en la forma[17]

1 »
Q| = Ii ———(Q| e T 4.61
W=, lim  mr g e (4.61)

De la expresién anterior, se deduce que existe una relacién entre el estado
vacfo libre |0) con el estado vacio |©2) de la teorfa interactuante; por tal motivo,
se debe encontrar la relacién existente entre las amplitudes de propagacion[17]

O T{@p (x)n (")} 10) (4.62)

con

QT {@p ()P (=)} ) (4.63)

Como se observa en las referencias [1],[17], para el caso general de N puntos,
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1T py(e1) - @r(an) exp | —i / IO
-T

QT (fulm)- - eulen)}Q) = lim .
0| T{ exp |—i / dt 71 ()] % 10)
-T

(4.64)

El resultado anterior, tiene una gran importancia en el desarrollo de la Teoria
Cudntica de Campos, ya que a partir de éste, se pueden deducir las propiedades
mds importantes de la teorfa interactuante a partir de la teorfa libre. Para el
caso que interesa en esta tesis, esto es, la autoenergia del electrén, vamos se
verd como a partir de la serie de Dyson y el resultado anterior, hay necesidad
de redefinir tanto los propagadores del electrén y del fotén, debido a su auto-
interaccion.



74  CAPITULO 11. INTERACCIONES Y EXPANSION PERTURBATIVA



Capitulo 12

Formalismo Cuantico de la
Auto-Energia del Electron

Con los trabajos iniciales de Dirac, sobre Radiacién Electromagnética, y
otros grandes fisicos de la época[28], la teorfa de la interaccién entre el electrén
y el campo electromagnético se hizo cada vez méas completa. Con la llegada
del nuevo formalismo de la teoria Cuédntica de Campos, se resolvieron grandes
problemas y paradojas que la mecénica cudntica no-relativista presentaba. En
este capitulo se desarrollard la teoria de la Auto-Energia del Electrén desde el
punto de vista de la teorfa Cudntica de Campos, en la forma mas breve posible,
y se analizardn sus mas claras implicaciones, para ser comparadas en el capitulo
final con la teoria cldsica.

Cuando se analiza la Serie de Dyson, se pueden encontrar varios Problemas]1,
17]:

1. Esta serie no converge, esto es, la expansiéon perturbativa sélo es vdlida
para valores muy pequenos de la constante de acople del campo A; ademas,
siendo una serie asintética, sélo se pueden obtener respuestas aproximadas
a un nimero proprocional de términos al valor exp(—+)[1].

2. Al hacer interactuar Campos, y describir estas interacciones por medio de
la serie, existen efectos que no poseen interpretacion fisica clara, ademas
de expresiones divergentes, como son las Divergencias Infrarrojas y las
Divergencias Ultravioleta( Energfa infinita a distancias muy pequenas).

Conviene en este momento realizar la descomposicién del operador de campo
@;(x) en sus partes correspondientes a energfas positivas y negativas[17]

(0]
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g 4 f eP eyl (4.65)

or(z) = fi \/ﬁ P

(
= ¢ (@) + ¢ (@)
donde ¢ (z) = fLe_”””a y ¢r(z) = fﬂe”"”cﬁ. Por
1 (2m)3./2E, P 1 (2m)3+/2E, P

construccién @7 (z)[0) =0 y (0] ¢; (z) =0, Va.
Para el caso de la propagacion entre dos puntos del espacio—tiemp(ﬂ[lﬂ,

T{on(@)¢n@)} = : on(@)@n() : +6(2)—2)) [@Tl(w)@?z(fﬁ)]w(fcg(w?) [;b?z(l’),@ﬁ(w)]
4.66
donde se define en general el propagador de Feynman o Contraccidn, ante-
riormente visto para cada particula como:

Kp(z1—22) = op1 () ra(2) = 0(x)—23) [¢7, (), pro(@) | +0(z5—27) [p1a(2), &1 (2)]
(4.67)

Se puede generalizar el resultado anterior, para una funcién de correlacién
de N puntos y se conoce como el Teorema de Wick. En este momento, no en-
traremos en detalle sobre este importante teorema, para més referencias ver[17].

Volviendo a la expresion (4.64), que describe el proceso de interaccién entre
distintos tipos de particulas, es conveniente en, analizar el caso méds sencillo,
esto es, la propagacién de una particula en el espacio-tiempo. Segin se pudo
determinar anteriormente, la descripcién completa del fenémeno deberia ser
contenida en el propagador de la teoria libre, ya que como sélo se estd analizando
una particula en el universo, no habria que agregar interacciones; pero, dada la
estructura del resultado (4.64), el andlisis, ya no parece tan sencillo.Analizando
primero el numerador de esta expresion

N(z1,22) = (0| T § ¢11(21)Pra(w2) exp —Z/dt Hi,(t)] ¢ 10) (4.68)
-7

Se puede observar que al orden mds bajo de la expansién, esto es O()\O),
(donde X es la constante de acople), la expresién se reduce al propagador libre
de la particula, como se esperaria, ya que no hay en este sentido auto-interaccion,
por lo tanto:

!La notacién : : , se define como Orden Normal[l, 17], y consiste en escribir productos de

operadores, en donde los operadores a, estdn siempre a la derecha de los aJr Esto se hace,
para garantizar que el valor esperado en el vacio sea siempre cero.
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NO (a1, 22) = O] T{p1(21) 2 (22)} |0) = Kp(e1 —w2) = o1y ()P () (4.69)

A la expresién anterior se le puede asociar una representacién diagramati-
ca conocida como Diagrama de Feynman. Fig 4.1, que permite describir los
fenémenos en una forma esquemética y mas intuitiva que la formal.

1 To
o ®

Fig.4.1.Propagador de Feynman de una Particula Libre.

Para el orden O(/\l) de la constante de acople, aparecen vértices internos,
siendo esto la primera inferencia directa de las auto-interacciones de las particu-
las, esto es, ademés de tener propagadores libres, existen otros términos denom-
inados Burbujas de Vacio [1]que expresan la forma en que la teoria libre difiere
de la teorfa interactuante. Como en el caso anterior, el numerador quedaria

N (ar.a2) = O {re0prten) (<3 ) [ et bio) @70

Debido a que aparecen vértices internos, se debe adicionar a la teoria un
diagrama que representa el punto de auto-interaccién. Fig 4.2.

Fig. 4.2.Vértice Interno.

En el caso mds general, esto es, en 6rdenes perturbativos mas altos, se
puede resumir la teorfa interactuante como una parte proporcianal a la suma de
los diagramas conexos a todos los érdenes perturbativos, con vértices de auto-
interaccién internos, multiplicado por un término exponencial que contiene las
burbujas de vacio.

Para el caso que interesa en esta tesis, esto es, la electrodindmica cuéntica,
para la teoria libre, se definieron ya la forma de los propagadores. De acuerdo a
la relacion (4.68), hace falta entonces, adicionar la forma en la que las particu-
las interactian consigo mismas ;Cémo se re-definen los pardmetros fisicos en
términos de los pardmetros intrinsecos de las particulas?.
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En la teoria libre, los propagadores de Feynman para el electrén y el fotén
estdn determinados por las expresiones (4.39) y (4.42) respectivamente, y pueden
ser representados esquemdticamente por los diagramas de Feynman Fig 4.3 y
Fig 4.4.

I )
L > ®
Fig. 4.3.Diagrama de Feynman del Electrén.

L To
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Fig. 4.4.Diagrama de Feynman del Fotén.

Cuando se analiza la teorfa en érdenenes perturbativos més altos de la se-
rie de Dyson, para la electrodindmica cudntica aparecen lazos cerrados sobre
los diagramas de Feynman que adicionan a los propagadores una contribucién
infinita, siendo esto reflejo de la existencia de particulas virtuales que cumplen
el principio de incertidumbre para el tiempo y la energia y que adicionan a las
particulas una energfa infinita[28].

AE-At> g (4.71)

Por lo tanto, el propagador del fotén tendrian realmente las contribuciones
en el espacio de momentos.Fig 4.5.

YVWWWWAWWWA 4

Fig. 4.5.Propagador del Fot6n al Primer Orden Perturbativo.

M () = iMp(q) +iMr(e) g LiM () (1.72)

donde % se denomina Tensor de Polarizacion y es el término responsable
de la contribucién infinita.
Para el electrén, el propagador se escribe[5]

iD'(q) = iDp(q) +iDr(q) (—iX(q)) iDp(q) (4.73)

y su respectivo diagrama de Feynman. Fig. 4.6.



. s« 1 »

Fig. 4.6. Propagador del Electrén al Primer Orden Perturbativo.
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Parte V

Desarrollo Formal de la
Auto-Energia Clasica del
Electron
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Yo, por mi parte, a causa de la naturaleza de mi existencia, avan-
zaba, infaliblemente, en una unica direccion. Fue en el aspecto moral,
y en mi mismo, donde aprendi a conocer la total y primitiva dualidad
humana; vi que habia dos naturalezas que contendian en el campo de
mi conciencia; sin faltar a la verdad, podia asequrarse que cualquiera
de las dos era la mia propia, ya que, en realidad, aunque fuesen con-
tradictorias, ambas eran mias ........

El Extrano Caso del DR. Jekill y MR. Hyde. Robert Louis Steven-

son.

En esta parte del trabajo, se presentardn los cdlculos originales(realizados
por el estudiante), tendientes a demostrar que la solucién avanzada
del potencial de Liénard-Wiechert, cumple las mismas propiedades
que la solucién retardada. Estos cédlculos fueron desarrollados en
analogia a lo presentado en el libro [10] y el articulo [24], para la
solucién retardada.

Cuando se analizaba el formalismo clédsico de la interaccién del electrén con
el campo electromagnético, sélo se tuvo en cuenta la soluciéon Retardada, es
decir, partiendo del potencial de Liénard-Wiechert

P
A (z) = e— (5.1)
0

En este caso, inicamente se tomaba una de las raices de la ecuacién D? =
[ — 2" (Sret)] [Ty — 2u(Sava)] = 0, es decir z#(sret); ya que, sélo este tipo de
solucién tenfa interpretacion fisica, esto es, el campo producido por un electrén
que recorre una linea de universo z(s), llega al punto x, en un tiempo posterior
al ser producido. El otro tipo de solucién, la solucién Avanzada, donde se toma
2" (Sqva ), DO tiene interpretacion fisica aparente, pues en este caso, el campo llega
al punto z en un tiempo anterior a que la carga se haya situado en 2*(sq444)-
Como consecuencia, hay campo antes de que exista la fuente que lo produce.

Comencemos ahora el anélisis de la solucién avanzada. Para esto, se define
un nuevo vector andlogo a (3.27) para la solucién retardada [21].

D¥ = 2H(Sqpq) — (5.2)

Esta definicion, se basa en el hecho, que para la solucién avanzada x antecede
a 2(Sqva). Ahora, se deben definir algunas relaciones andlogas a lo que se hace
en [10] para la solucién retardada. Introduciendo el vector tipo nulo

= —vt 4+ ut (5.3)

donde v es un vector tipo tiempo correspondiente a la velocidad de la particu-
la, y u es un vector tipo espacio. Comparando (5.3) con la expresion (3.32), se
puede ver que el vector cuadri-velocidad ha cambiado de signo; esto refleja el
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hecho que segun la escogencia de (5.2), se ha revertido el sentido de éste cuadri-
vector, pues en este caso, el campo precede a la fuente que lo produce. Fig.5.1.

Fig.5.1.Representaciéon Esquematica de la Distancia Avanzada Invariante
DF = p ct.

De acuerdo a las propiedades del vector ¢, se cumplen las relaciones andlogas
a la solucién retardada

=0 (5.4)

v? = —u? =1 (5.5)
u-v=>0 (5.6)
—cv=—-cu=1 (5.7)

De la figura , se puede definir la distancia avanzada invariante p entre los
puntos z# y z*(8qpa) COmMoO

p=—D-u=-D-v (5.8)
Es claro, que se puede expresar a D* en la forma:
DF =p ! (5.9)

Con todo esto, se define el Potencial Avanzado de Liénerd- Wiechert como:

A(z) = (—e) (5.10)
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donde la factorizacién (—e) quedara clara mds adelante.

Para la continuacion del anélisis, se deberd construir los componentes basicos
del campo, cruciales en el andlisis de las caracteristicas principales de este tipo
de solucién. Se empezara construyendo el tensor de Campo Electromagnético(o
Tensor de Faraday) segin la relacion

FHY = gAY — 9 A (5.11)
Para hacer esto, se debe hallar 9*AY, 0" A*. Comenzando con la segunda

expresion, se tiene

ov A" = o [(—e)“ﬂ (5.12)

Aplicando la regla de Leibniz[11]

OV M — oY
o" Ak = (e) [W} (5.13)
p
y teniendo en cuenta las relaciones del apéndicd’} se llega a
[V at Vgt — Aet)]
AR = (—e) | £ VLY _ Ac) (5.14)
L P P J
Ahora, intercambiando indices p < v, se tiene
[cta” v (vY — Ae¥) ]
OHAY = (—e - 5.15
(—e) - Fa— (5.15)
Reemplazando (5.14) y (5.15) en (5.11) resulta
a¥ ¥ a*  AvH
FH = (—e |:C“ <—|— )—c" (—FH 5.16
(—e) Stz P (5.16)
Definiendo
a* Ao
UV =(—e <+> 5.17
(=l 5+ 2 (5.17)
se puede re-expresar (5.11) como:
FH = ctUY — U (5.18)

De la misma forma en la que se hace en [10], para el caso retardado, se puede
realizar la transformacion

Ut — U" + k! (5.19)

2Para el andlis posterior se hace necesario la demostracién de ciertas identidades que estaran
desarrolladas en el apéndice
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donde se ha definido

(5.20)

Debido a esto, el tensor de campo electromagnético puede ser expresado
como

P — (—e) [C# (a" L (a.u)6”> o (a“ P (au)c“ﬂ (5.21)

p P p p P p
Teniendo en cuenta las relaciones

(au) (a.c) (a.D) _ A+1

P P p? P

(5.22)

(La)* = a* + (a.u)u’ (5.23)

la expresion (5.21) se escribe como:

PP P PP

Por tltimo, y por simplicidad, se define

VH =t — p(La)? (5.25)
Debido a esto, el tensor de Campo Electromagnético toma la forma final
v € v v
P = 7 [HVY — " VH] (5.26)

Es claro, que debido a la descomposicién del vector V# = v# — p(ja)“ ,
en una parte proporcional a la velocidad, y otra dependiente de la aceleracion,
igualmente se tendrd una descomposicion del tensor de Campo Electromagnético
en dos partes, cada una de ellas con propiedades fisicas totalmente definidas
como F* = FI" + F}, donde

FI'Y = — [c"v” — vt (5.27)

F = — S len(La)” — e (La)® (5.28)
0

Ms4s adelante, se explicard el significado fisico de cada término. Como se
demuestra en el apéndice B, es posible construir los tensores de campo electro-
magnético Ff" y  F}Y a partir de la descomposicién del vector velocidad en
el potencial de Liénard-Wiechert (5.10) segun la relacién v* = —ct 4+ u#*, dados
los potenciales
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Aj ()

I

—

O
|

(5.29)

ut
Afp(x) = (—e)— (5.30)
P
utilizando la relacién (5.11). Donde F}* Proviene de Ay FYY Proviene de
Al
Después de haber encontrado los potenciales, y los respectivos campos pro-
ducidos por éstos, es necesario(mds que importante) ahora, comprobar que real-
mente este tipo de soluciones cumplen las ecuaciones de Maxwelﬂ

Para encontrar el primer par de ecuaciones de Maxwell, se aplica la diver-
gencia a las expresiones (5.27) y (5.28). Como se demuestra en el apéndice B,
finalmente se llega a

2e(a.
0, F1 = 76(2 ) (5.31)
p
2e(a.
0, F1 = —e(pic)c” (5.32)

De los resultados (5.31) y (5.32), se puede ver claramente que

” v 2e(a.c) , 2e(ac) ,
ey S N CED

Es decir, fuera de la linea de universo que recorre la ”Antipartl’cula”ﬂ no
existen cargas que produzcan el campo electromagnético.

Para encontrar el segundo par de ecuaciones de Maxwell, se hace uso de la
Identidad de Bianchi. Como también es demostrado en el apéndice B. Final-
mente se llega a la relaciéon

O F + OV FM, + 0" FYy, =0 (5.34)

Dado que la carga conservada relacionada con las simetria traslacional, es-
to es, el tensor Momento-Energia va a ser un elemento crucial del andlisis, se
construird en este momento a partir de relacién usual.

Partiendo de la expresién de Belifante, para la construccién del tensor simétri-
co de Momento-Energia(ver apéndice B) , representado en la expresién

3Dada la construccién hecha para los potenciales avanzados, este tipo de prueba, puede
parecer algo trivial; pero, ya que lo que estamos haciendo ahora es analizar la solucién avanzada
que no tiene explicacién fisica aparente, es "necesaria” esta comprobacién.

4 Aunque en este momento, el término ” Antiparticula” no quede claro, las conclusiones a
las que se llegara al final de la tesis, estardn a favor de la existencia de las mismas.
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1 1
QW = — ( FFOF ¥ 4 —F g P phv 5.35
donde .
Y = ? [cHVY — "V H] (5.36)

El tensor Momento se expresa por la relacion:

2
o — _© (—c“V” — Ve = Ve — ;77’”/) (5.37)

47 p?

Vo= Ve = <ua - p(Ju_a)a> (va - pda)a) (5.38)

u u u
1 — pva(La)® = p(La)av® + p?(La)®
= 1+4p°(La)?

Se induce naturalmente la descomposicién del Tensor Momento-Energia en
la forma

oM = el + el (5.39)
donde
e? 1
= T (—C“V” —VHe? —cHe” — 27]’“’) (5.40)
y
e? u
b= I (La)?cte” (5.41)

La interpretacion realizada por Claudio Teiteilboim en 1970[24], basado en
el trabajo anterior de Fritz Rohrilch (1964), fue que el tensor ©%}, dada la
dependencia explictica con p?, debia coresponder al Momento-Energia irradiado
por la particula, que se propaga en forma de ondas emitidas por la carga y viajan
a la velocidad de la luz. Dado que los frentes de ondas son esféricos, y viajan
a la velocidad de la luz[24], el sistema de referencia inercial no juega un papel
privilegiado en la descripcién del fenémeno, y ademds no existen efectos de
interferencia entre los diferentes frentes de onda, pues la particula al tener una
velocidad finita menor que la de la luz, nunca podra alcanzar un frente de onda
emitido en un tiempo anterior.

El tensor ©4", fue interpretado como el Momento-Energfa ligado a la particu-
la, es decir, se podria ver como si la particula cargara con una nube rigida
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electromagnética[24], y viajara con ella sobre la linea de universo. Como se de-
muestra en el apéndice B, el tensor ©F" puede ser descompuesto en la suma de
otros dos tensores, debido a la dependencia de la distancia avanzada invariante
p, como sigue:

O =0 + 05, (5.42)
donde
e? 1
e T (—c”v” ol ke 277W> (5.43)
y
o2 u u
Ofy = I [C"(La)” + c”(ia)“] (5.44)

Como se demuestra(ver apéndice B), el tensor de Momento-Energia ©%7,
puede ser construido explicitamente sélo a partir del tensor de campo electro-
magnético F1"', mientras que ©%; , se construye a partir de la composicién de los
tensores de campo FI" y Ft/, resultado que refleja el hecho, que éste tensor de
Momento-Energia se puede interpretar como la interferencia entre los campos.
Finalmente es bueno hacer notar que el tensor ©%} se construye sélo a partir
del tensor de campo F}}’, que a su vez fue construido del cuadrivector tipo nulo
c*, debido a esto, el momento energia que es representado por éste escapa hacia
el infinito a la velocidad de la luz.

Partiendo la construccién de la accién de una particula interactuando con el
campo electromagnético:

S=-mg[drVi i~ [d'x <Aﬂj“ + 1é7rF‘“’FW> (5.45)
se observa que debido a que la particula(antiparticula) se tomaba como una
caga puntual, las variables dindmicas que representaban su estructura se hacian
infinitas sobre la linea de universo, por lo tanto, y dada la simplicidad del analisis
que se ha venido trabajando, el tensor de campo electromagnético puede ofrecer
toda la informacién necesaria acerca de la estructura del problema. Después
de haber realizado un andlisis exhaustivo para el Campo electromagnético, sélo
falta comprobar la divergencia del tensor Momento Energia fuera de la linea de
universo, y la divergencia del tensor Momento Angular.

Encontrando la divergencia del tensor momento energia (ver apéndice B), se
puede demostrar que:
0,0M =9, (0 +04)=0 (5.46)

Esto implica una de las principales caracteristicas representadas por el campo
electromagnético, el ”Momento-Energia de la particula se conserva fuera de la
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linea de universo”. También, como es comprobado en el apéndice, se encuentran
dos relaciones de gran importancia

9,0 =0 (5.47)

9,0 = (5.48)

De (5.47) y (5.48), se puede observar que los tensores ©4” y O] son
dindmicamnte independientes, pues ambos se conservan fuera de la linea de
universo sin necesidad que haya transferencia de energia entre ellos, es decir,
la conversion de energia y momento del tipo I en el tipo I estd prohibida en
todo el espacio[24]. Para ©%" ocurre un fenémeno particular. Dada la relacién
(5.47), se puede observar(ver apéndice B), que dado que este tensor pudo ser
construido a partir de ©F] y ©%; en la forma 07" = O + 047, al calcular la
divergencia, se llega a que

e\ (a-c
0,00 — 5,0 — <%) (p4)c” (5.49)

Es decir, hay transferencia de momento energia entre el Momento-Energia
ligado a la particula y el campo de interferencia. Mds adelante, cuando se haga
el andlsis final, se hard un gran uso de las relaciones de conservacién para la
solucién Avanzada.

Finalmente, es necesario comprobar una de las tltimas caracteristicas que
debe cumplir el tipo de solucién Avanzada, esto es, la conservaciéon del Momen-
tum Angular. Como ya se ha mostrado, una de las propiedades mds importantes
de los sistemas dindmicos es la transformacién de energia; para este caso de los
campos interactuando con las particulas, la transferencia de energia entre los
dos sistemas. Aunque ain no se ha llegado a una conclusién que especifique el
hecho crucial de esta observacién, en este momento, se analizard otro tipo de
simetria que debe poseer la teorfa, esto es, la invarianza rotacional.

En otro excelente articulo publicado en 1975 por Carlos Lépez y Danilo
Villarroel[29], y otro posterior[30], se establecié que, debido a la descomposicién
covariante realizada en el tensor momento energfa en una parte 4" ligada a
la particula, y otra parte ©f;, irradiada; el tensor Momento Angular podia
cumplir relaciones andlogas a las descritas para el tensor momento energia.
Esto se podria esperar naturalmente, ya que el tensor Momento Angular es
construido a partir del tensor Momento Energia; pero lo que se encontrd, fue
que para que se cumplieran las propiedades de Momento Angular ligado a la
particula e irradiado debia ser en la forma[l()]

SEn este punto no se ahondard en la forma de este tipo de descomposicién, ya que las
referencias son excelentes, en cambio, y para un propésito meno riguroso, sélo se comprobaran
sus propiedades.
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MM = MM 4 NN (5.50)
donde
MMV = 20H — 0} — D OM + DrOY (5.51)
y
MY = 2Ol — 2O} — D Ol + Dhejy (5.52)

En analogfa con el desarrollo realizado para el tensor Momento-Energia,
finalmente se comprueba que(ver apéndice B)

MM = 0, (M + M) =0 (5.53)

ademads de las relaciones

A, MM =0 (5.54)

A, MM =0 (5.55)

resultados que demuestran la invarianza rotacional en el espacio-tiempo.

Habiendo descrito las caracteristicas principales de la solucién Avanzada
del potencial de Liénard-Wiechert, andlogas a la solucién Retardada, hace fal-
ta lo mds importante, darle una interpretacion fisica. Como se puede ver en
[23]]20][24], el tipo de solucién avanzada, no tenia interpretacién fisica, ya que
este tipo de solucién supondria la existencia del campo electromagnético antes
de que la fuente lo hubiese producido. Todo esto, obviamente entra en con-
tradiccion con lo conocido en la fisica cldsica, para la cual existe un flecha del
tiempo(caracterizando la evolucién temporal del sistema) fluyendo en una sola
direccién. Feynman[31], con el gran genio que lo caracterizd, dié una posible
solucién a la paradoja de las :auntipart1’culad€|7 proponiendo que éstas, tenian las
mismas propiedades intrinsecas de las particulas, pero con la carga opuesta, y
fluyendo en la direccién temporal contraria a la que lo harian las particulas.
Veamoslo desde la perspectiva de la mecdnica cudntica.

De acuerdo a la amplitud de propagacién (D.18), cuando /—(z/ — )2 <<

1 m [ —m+/ —(x1—x)2
" Gy Y se pude notar que hay

propagacién ain fuera del cono de luz, lo que se podria suponer como una
violacién a las leyes de la naturaleza, pero como se vio al cuantizar el Campo de

6Es importante, hacer notar que el dilema de las Antiparticulas tuvo su origen a partir de
la conjuncién de la Mecdnica Cudntica con la relatividad especial, esto es la Teoria Cuédntica
de Campos. Clasicamente, pareciera que este tipo de ”ente” fisico estuviera prohibido, pero
como veremos adelante, las conclusiones a las que llegaremos al final de la tesis hréan ver lo
contrario.
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Dirac, al ser la carga un observable, deberd estar representada por un operador
hermitico @ en el espacio de Hilbert y si ademds, se desea que se conserve, se
debe cumplir

[QH} —0 (5.56)

Por lo tanto, el campo debe estar descrito tanto ”Particulas” que posean
carga ¢ etiquetadas con el indice n, como ”Antiparticulas” etiquetadas con el
indice m que posean carga —q. En conclusién, y como se habia supuesto en la
construccién del Campo de Dirac, y en general para cualquier Campo Complejo
(Cargado), con simetria interna U(1) |Z|7 la condicién de Microcausalidad implica
que

(20, 2@)] = |22, 8L@)] - [2a@), k)] =0 (5.57)
donde
[20(@), h(@)] = (012, (@)} (2)10) = (a'n |om) (5.58)
y
[#a(2), 242 = (0 @ (2)2L(2')10) = (7 |a'R) (5.59)

es decir, la amplitud de propagacién fuera del cono de luz de la particula que
viaja de =’ a x, es cancelada por la amplitud de propagacién de una antiparticula
que viaja fuera del cono de luz de z a z’, conservdndose asf, la causalidad que
parecia violarse en (D.18).

Es importante, hacer notar en este momento, que dada la flecha de propa-
gacién en el tiempo de la particula del punto z’ al punto z en un marco de
referencia O, es consistente con la interpretacién en un marco de referencia O’
que la particula se desplaza hacia atrds en el tiempo del punto z al punto z’[31].

Desde el formalismo clésico, la idea de las ” Antiparticulas” tiene un signifi-
cado aln oscuro, ya que debido a las leyes causales clasicas, no puede haber
procesos de creacién o aniquilacién de particulas que violen las leyes fundamen-
tales de la fisica. Como ha sido trabajado en [32], la idea de las antiparticu-
las cldsicas aparecen de forma necesaria, debido a la invarianza del intervalo
espacio-temporal

ds® = c?dt* — da* — dy* — dz* (5.60)

puesto que, al ser esta expresién la norma de un cuadri-vector al cuadrado,
se puede escoger el origen de coordenadas exactamente en la particula , y hallar
el intervalo temporal en la forma

ds = +dt (5.61)

"En este trabajo, s6lo tuvimos en cuenta el grupo U(1) como simetria interna, pero se puede
hacer la generalizacién a simetria internas no Abelianas, como es el caso de la Cromodindmica
Cuéntica[weinberg 2].
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De la relacién anterior, se puede deducir que existen dos soluciones al mismo
problema, y como ha sido perfectamente explicado en [32], la solucién ds = —dt,
ha sido identificada con las Antiparticulas Cldsicas, donde utilizando las reglas
de transformacién de los estados ante los elementos del subconjunto discreto
del grupo de Poincaré Py T | se llega a la conclusién que las antiparticulas
deben tener las mismas propiedades de las particulas (masa y valor absoluto de
la carga), pero con el signo contrario en la carga eléctrica; ademds de estar en
completo acuerdo con la interpretacién de Feynman para las antiparticulas. Para
no hacer muy exstensa la discusién, se hace referencia al articulo original[32].

En esta tesis, ha sido demostrado que la solucién avanzada del Potencial
de Liénerd-Wiechert, cumplia con todas las propiedades correspondientes a una
Particula Clésica, pero con la carga opuesta, es decir, en lineas generales, con-
cuerda con la definiciéon de las Antiparticulas Clédsicas. Lo que sigue por ser
demostrado desde un punto de vista diferente (aunque similar en escencia) a[32],
es que la introduccién de las antiparticulas clésicas se hace necesaria para la con-
servaciéon de una simetria espacio-temporal(tensor Momento-Energia), similar-
mente a como las antiparticulas cudnticas son necesarias para la conservacién de
las amplitudes de propagacién de estados. Comencemos con un ejemplo sencillo
que pueda mostrar mas facilmente el punto al que se quiere llegar.

Cuando se analiza uno de los sitema fisicos mds bésicos como el Oscilador
Armoénico, se puede comprobar que partiendo de la ecuacion diferencial

F+wiz=0 (5.62)

que describe la dindmica del sistema, se puede encontrar la solucién en la
forma[42]

x(t) = Acos(wt) + B sen(wt) (5.63)

donde w = \/%, y A, B, son constantes que se pueden hallar de las condi-

ciones iniciales.
v(0)

A=z(0) y B= " (5.64)
Es posible llevar esta ecuacién a una de la forma [10][42]
z(t) = D cos(wt — ) (5.65)

2
donde D = \/[1‘(0)]2 + (%0)) y ¢ =tan"' (£). A partir de la ecuacién
(5.65), se puede hallar la energia del sistema, y dado que las amplitudes son

independientes del tiempo, la energia se conserva, es decir

d
—E=0 5.66
p (5.66)
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Cuando se introducen interacciones(friccién), la ecuacién de movimento del
sistema amortiguado es de la forma,

&+ Bt +wizr =0 (5.67)

donde ahora, el término adicional resulta de la introduccién de un potencial
dependiente de la velocidad. Es sencillo verificar que la solucién a esta ecuacion
diferencial es[10]

x(t) = Ce™" sen (Qt + @) (5.68)
donde,
2
0?2 =w? - % (5.68)

A diferencia del oscilador arménico libre, el oscilador arménico amortiguado
—Bt

posee una amplitud que varia con el tiempo de acuerdo a la relacién A = Ce™2 .
Debido a esto, es posible demostrar que la energia del sistema no se conserva a
causa del término de disipacién, y como consecuencia[42]

d
ZE#0 (5.69)

Lo anterior implica que el sistema es Irreversible[10], esto es, la ecuacion
de movimiento, solucién a (5.67), no es invariante ante la transformacién de
reversién en el tiempo t — —t.

Existe una forma de convertir este sistema amortiguado no conservativo, en
uno conservativo. La primera forma, seria realizar un cambio de coordenadas

X(t) = e z(t) (5.70)

correspondiente a un cambio en la accién de

1 1
S = /dt <23'32 — 2w2$2) Pt (5.71)

1. 1 6 d
= [dt (=X*--0*X? - ——X? 72
5 / (2 2 4dt (5:72)
La segunda forma, consiste en representar al sistema con el doble de grados
de libertad a lo que se hacia con el oscilador amortigiiado[33][34],esto es, adicio-
nando una ”imagen especular” del oscilador amortigiiado La nueva accién seria
de la forma[10][33][34]

S = /dt [x*m + g (&*x —z™"1) — wa*x] (5.73)
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El lagrangiano L = %% + g (i*x — 2*%) — w?z*x, es conocido como el La-
grangiano de Bateman(-Morse-Feshbach)[34][35][36]

Es sencillo demostrar que las ecuaciones de movimiento, y las respectivas
soluciones para los dos sistemas son(ver apéndice C)

&+ Bi +w?z =0 (5.74)
2(t) = Ce 2 sen (Q + ¢y) (5.75)
y
i — Bt +w?az* =0 (5.76)
2 (t) = C*e sen (Qt + ¢y) (5.77)

De acuerdo a lo anterior, se puede demostrar ficilmente que la energfa del
sistema se conserva. También se hubiese podido llegar a la conservacién de la
energia a partir de la definicién del hamiltoniano del sistema H = pt+p*i* — L,
donde p = &* — 6% y p* =2 — 35 (ver apéndice C). El resultado anterior,
tiene grandes implicaciones fisicas, ya que la energia perdida por el sistema disi-
pativo representado por el oscilador arménico amortigiiado con constante de
amortigiiamiento 3 es contrarrestada por la accién de otro sistema(imagen es-
pecular)con constante de amortigiiamiento —f3 que absorbe esta energia; de este
modo, los dos sistemas se convierten en uno solo, donde la evolucién dindmica
del mismo esta caracterizada por la interacciéon entre los mismos a tarvés de
otro sistema que permite el intercambio de energia .

En la siguiente seccién, se mostrard un comportamiento similar al descrito
anteriormente, donde se puede establecer la analogfa entre las particulas rep-
resentadas por Al y las variables z(¢) del sistema, y entre A¥, . con x*(t),
ademds de postular la necesidad de las antiparticulas clédsicas.
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Capitulo 13

Analisis Final.
Demostracion de la

Necesidad de las
” Antiparticulas” Clasicas

En esta parte final de la tesis, se demostrard la necesidad de las antiparticulas
clasicas utilizando un enfoque sistemaético. Primero se descompondra el potencial
retardado de Liénard-Wiechert en términos de la superposicién de potenciales
avanzados y retardados, para luego encontrar su incidencia fisica. Luego, a partir
del proceso de deduccién de la ecuacién de Dirac-Lorentz y la comparacion de
las relaciones demostradas para la solucién retardada y avanzada, se llegara a
la conclusién de las antiparticulas.

Cuando Dirac en 1938, desarroll6 formalmente la teoria cldsica de la interac-
ci6én de los electrones con el campo electromagnético[20], dando como resultado
la famosa ecuacién de Dirac-Lorentz[21]

2
ma* = Fl, + 562 (", + v'v,) a” (5.78)

En el centro de su desarrollo se encontraba un paso crucial, el cual era la de-
scomposicién del potencial de Liénard-Wiechert en términos de la superposicién
de soluciones avanzadas y retardadas en la formal[20][21][41]:

1 1
Aﬁet = 5 (Aﬁfet - Agva) + 5 (Aﬁfet + Agva) (579)

Debido al problema de la interpretaciéon de la solucién avanzada de los po-
tenciales de Liénard-Wiechert, Dirac sélo hizo uso de ellos en ciertos pasos de
la derivacién de la ecuacién de movimiento de una particula sujeta a su auto-
interaccion; en el resto del proceso utilizé tnicamente la solucién retardada.
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Como va a ser comprobado en lo que sigue, a pesar de que esta descomposi-
cién pueda no parecer relevante desde el punto de vista formal del desarrollo
de la teoria, dado que se estd introduciendo al sistema nuevas variables no adi-
cionadas cuando sélo se tenfa en cuenta una de las soluciones, se mostrard que
en realidad la descomposicién (5.79), es el tnico tipo de posibilidad que se debe
tener en cuenta; ya que ademds de que captura intrinsecamente el fenémeno de
interaccion del campo electromagnético con los electrones, revela nuevamente el
hecho ya mostrado en el capitulo de QED acerca de la ley de conservacién de
la carga eléctrica, esto es, la introduccién de antiparticulas en la teoria, ademéds
del restablecimiento de la simetria discreta de inversién temporal

Definiendo dos nuevos potenciales[10][23]

1
A = 5 (Al — Al (5.80)
A= Lo 4o (5.81)
(+) — 9 ret ava .
y teniendo en cuenta que
P
Afya = (=€) — (5.82)
pava
Diya = 2" (Sava) — 2 (5.83)
ademés de
Pava = -D-v (584)

se puede analizar como se comportan los potenciales en un entorno infini-
tesimalmente pequeno uno de otro. Definiendo

AS = Sgpa — Sret (5.85)

y teniendo en cuenta las relaciones para las expansiones en series de Taylor
de las variables fisicas en términos del pardmetro s,.;, se puede llegar a que la
distancia avanzada invariante puede ser expresada como[21]

Puva = P 2 (@7 +(-0)) 5 + (") (5.56)

Debido a la expresion (5.86), el potencial avanzado queda

ava

m
A = e% +2eat +2e |&" — (a-c)a” — % (a*+ (a-c))v*| p+O(p®) (5.87)

donde todas las cantidades a la derecha son evaluadas en el tiempo retardado
Sret-
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El resultado anterior es de gran importancia, ya que ademds de permitir la
expresion del potencial avanzado en términos del potencial retardado, es crucial
en la interpretacion fisica de los potenciales (AL, — A ) y (AL, + A% )
como se verd a continuacién.

Ya que el potencial de Liénard-Wiechert se hace infinito sobre la linea de
universo de la particula cuando se hace tender la distancia retardada invariante
p — 0, los problemas fisicos de la teoria se hacen aparentes. Esto debido
a la forma de la cuadricorriente producida por la carga puntual. Haciendo la
descomposicién

1 1
Aﬁet = 5 (Aﬁfet - Agva) + 5 (Affet + Agva) (588)

y reemplazando (5.87), en la expresién anterior, se puede ver que

1) La parte (A%, — A% ), es libre de divergencias, y por lo tanto de infinitos.

ret — “tava
[21]
1
Aé:) - 5 (Aﬁet - Agva) (589)
1 o* Ul ) 1,, . 9
= -—de— — |e— +2ea" +2e |d" — (a-c)a" — < (a® + (a-c))v"| p+ O(p*)
2 p p 3
1
= - {26@” + 2e [d” —(a-c)a" — 3 (a*+ (a-c)) U“:l p+ O(pz)}
Aplicando la relaciéon usual FH = gFAY — 9¥ A*, para la construccién

del tensor de Faraday a partir del potencial electromagnético Afl), se puede
demostrar que[10]

2
F(”f) =3¢ (a"v” — a”ovM) (5.90)

Ahora, aplicando la definicién de la fuerza de Lorentz

2
ev, P = 562 (a* + a*vt) (5.91)

se llega finalmente a la conclusion, que el tensor F(’f) construido a partir
del potencial Afl), es el responsable de la llamada ” Radiation Reaction”, o

Reaccion a la Radiacion que sufre la particula debida a su propio campo elec-
tromagnético. Debido a que AY | es libre de infinitos, a éste tipo de potencial

se le denomina Potencial Regular. Al término definido como

2
I = ge? (a* + a®v*) (5.92)
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se le conoce como el Término de Abraham, que equivale a la generalizacion
covariante relativista del Término de Schott[?)]ﬂ

2) La interpretacion fisica de la otra parte del potencial, es decir, (AL, + A~ Y,
es la que conlleva a la contradiccién intuitiva de lo que se podria pensar como
”Particula Clédsica”, ya que presenta varias dificultades; la méds importante de
ellas es la contribucién infinita a la masa del electrén. Similarmente a lo que se
hizo con la parte regular del potencial de Lienard-Wiechert, se puede observar
que

1
AIELJF) = 5 (Aﬂet + Agva) (593)

1 vH ol . 1 2 . 2
3 e?—l— e?+26a“+26 a"—(a-c)a”—g(a +(a-c))v*| p+O(p%)

Analizando (5.93) se puede observar la dependencia explicita del potencial

Aé‘ 1 de p; debido a esto, cuando se hace tender la distancia retardada invariante

a cero, el potencial se hace infinito. Por lo tanto a A’(‘ +) se le denomina Potencial
Singular.
De la misma forma a como se demuestra en [10], el tensor de Faraday singular

puede ser derivado del potencial vectorial Afb 4y
v € v v
F{L+)(z) =5 (va” —v¥a) (5.94)

pero a diferencia del potencial regular A?_), éste posee un término divergente
+. Aplicando la definicién de fuerza de Minkowski[10][21]

o2
evl,F(’f:) = —%a“ (5.95)
En resumen, el potencial Aé‘_) es el unico responsable de la reaccién a la
radiacion, o sea, la fuerza que sufre la particula debida a su propio campo, y
A/(L+) es el causante de que la particula posea energia infinita siendo necesario
el proceso de renormalizacién de la masa para la auto-consistencia de la teorfa.
Se puede verificar que esta forma de descomponer el potencial que produce
el campo electromagnético en una parte proporcional a (AL, — A% )y otra
proporcional a (AY,, + A% .) trae muchas ventajas desde el punto de vista fisico,
ya que las mismas conclusiones no hubiesen podido deducirse a partir de la otra
descomposicién Af,, = AY + A, = Sct — Sul, debido a la forma en la que los
campos producidos por estos dos potenciales interactidan.

Después de haber mostrado las caracteristicas bédsicas que llevaron al tipo
de descomposicién realizado inicialmente por Dirac en el desarrollo de la teoria

LA pesar de que no hay todavia un consenso general sobre la interpretacién fisica de este

término, debido al término %e%“, en este trabajo, nos apegaremos a lo descrito anteriormente.
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que explica la interaccién del electrén con su propio campo electromegnético, y
culminado con la famosa ecuacién de Abraham-Dirac-Lorentz, se hace necesario
explicar las implicaciones fisicas més directas de la necesidad de los potenciales
avanzados.

Como anteriormente fue descrito, al tener una teorfa invariante ante trasla-
ciones espacio-temporales, y en general, si se quiere se méds estricto ante transfor-
maciones de Lorentz ortécronas propias, se puede construir un tensor simétrico
denominado Tensor Momento-Energia, que corresponde a la carga conservada
correspondiente a la simetria ya mencionada. Este tensor tiene mucha infor-
macién valiosa acerca de como el sistema conjunto de particula y campo se
transfieren energia uno al otro, siendo evidente este hecho en la forma explicita
de la fuerza de Lorentz que actia sobre la particula. Como pudo ser compro-
bado, para la solucién retardada y avanzada por aparte, este tensor se conserva
en el espacio-tiempo fuera de la linea de universo que recorre la carga, resul-
tado fascinante si tenemos en cuenta la forma de la escogencia de la corriente
como distribucién espacio-temporal proporcional al delta de Dirac. Ahora, la
implicacién directa de este resultado, parecerfa contradecir la idea de un sis-
tema que irradia energia, ya que si se hace depender la energia de un pardmetro
intrinseco a la particula como el tiempo propio, que codifica la evolucién tem-
poral, es necesario que la energia no se conserve. Este hecho se manifiesta al
realizar la descomposicién del tensor momento energia ya sea de la particula o
la ”antiparticula” en 6" = 07" + 0//. Dadas las propiedades que cumple 64};
de ser el tensor de Momento-Energia que irradia la particula en forma de ondas
esféricas que viajan a la velocidad de la luz[24], y debido a la relacién (3.62) o
(5.47) y (5.48), que indica el hecho que los tensores de Momento-Energia son
dindmicamente independientes, no habria razén alguna para que se cumpliera la
propiedad (5.46), ya que si la particula estd perdiendo energia cuando la irradia
en forma de ondas que se desplazan a la velocidad de la luz, éste tipo de en-
ergia nunca se puede recuperar pues se pierde en el infinito, ademéds de tampoco
provenir del tensor de Momento-Energfa 64", puesto la transferencia de energfa
entre ambos estd prohibida fuera de la linea de universo. La posible solucién a
este dilema prodria provenir del ejemplo del oscilador arménico amortiguado.
Si un sistema irradia energia(pierde energia), es necesario para que el sistema
se convierta en conservativo, que se le adicione otro sistema que reciba la en-
ergia que el primero pierde, y viceversa; por lo tanto el sistema completo estaria
compuesto de un oscilador y su imagen especular. En este sentido, si existe una
particula cargada que pierde energia en forma de radiacién, ”deberia” existir
una ”antiparticula”, que recibiera ésta energia y permitiera que realmente se
cumpla 0,0"" = 0, es decir la energfa total se conserve. Ademds, como puede
ser comprobado para el sistema doble de oscliadores arménicos amortiguados
(oscilador e imagen especular), s6lo es posible recuperar la simetria de reversién
temporal si se adiciona la imagen especular al sistema, pués al sélo tener uno
de los dos osciladores, habria una flecha preferencial en el tiempo que indica
la evolucién dindmica del sistema. Para el sistema Particula ” Antiparticula ”
existe un proceso similar; sélo es posible restablecer la invarianza ante la trans-
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formacion discreta de inversion temporal si se introduce en el modelo la idea de
” Antiparticula.

Desde otro punto de vista, y a partir de las relaciones que permiten deteminar
las ecuaciones de Dirac-Lorentz para la particula y la ”antiparticula”, se puede
obsevar que, partiendo de las definiciones realizadas en [32], una particula en
movimiento de antiparticula(hacia atrds en el tiempo), es lo mismo que una
particula en movimiento de particula, pero con carga opuesta y al aplicar el
operador conjugacién de carga [32], la definicién del momento canénico para la
particula toma la forma:

C:pt— —pt (5.96)

es decir, la antiparticula tiene momento y energia negativo con respecto a la
particula. Partiendo de este supuesto, si se aplican las definiciones realizadas en
[25], para encontrar la ecuacién de Dirac-Lorentz y las fuentes que producen el
tensor de Momento-Energia, se observa que fuera de la linea de universo para
la particula se cumpla

d 2
—p,=-Z= 2 2 w )
el z€a (s)vH(s) (5.97)
y
d €2 2
P = gt — ZeZgH .
ar ! 2ea 36 @ (5.98)

Mientras que sobre la linea de universo

—+o0
2,047 (z) = — / dsé™ (z — z(s))%az(s)v“(s) (5.99)
y
o0 5
9,04 (z) = / dsé™ (x — 2(s)) {mm, ak(s) — ge%w(s) (5.100)

Relaciones andlogas pueden ser demostradas para la antiparticula a partir
de la derivacién de la ecuacién de Dirac-Lorentz en el apéndice F, en la forma:
Sobre la linea de universo

2
4 Prr = Ze%a®(s)v*(s) (5.101)
dr 3
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d €2 2
- — gk 2200
dTPI 50 + 3¢ @ (5.102)
Sobre la linea de universo
+oo
() — @) 2 20\
0,04/ (x) = [ dsé"V(x — z(s))ga (s)vH(s) (5.103)
y
+o0 5
9,07 (z) = — / dso™ (z — 2(s)) |:mcoul at(s) — geza“(s) (5.104)

Comparando las expresiones (5.97-5-100) para la particula, con las expre-
siones (5.101-5.104) para las antiparticulas, se demuestra el supuesto anterior-
mente formulado, acerca de la transferencia de energia entre los dos sistemas
particula-antiparticula; es decir, mientras una emite, la otra absorbe y viscever-
sa. Ademds, claramente de las expresiones (5.97-5.104) y de la relacién 9,6"" = 0
para la particula y la antiparticula se puede ver que debido a la independencia
dindmica de los tensores ©4” y ©% sobre la linea de universo y fuera de ésta
para cada caso, es necesario que por las condiciones explicadas anteriormente la
transferencia de energia se realice entre la particula y la ”antiparticula” sobre
la linea de universo, es decir, la conjuncién de las relaciones (5.99) con (5.103)
y las relaciones (5.100) con (5.104).

Finalmente, es bueno recalcar el hecho que para deducir la ecuacién de Dirac-
Lorentz para la particula, el proceso de la renormalizacién de la masa para la
particula se realiza con la expresiéon

m= E11'_r>n0 [mo(e) + om] Masa Renormalizada (5.105)
mientras que para la antiparticula se realiza mediante(ver apéndice F)
m= EhlnO [mo(€e) — om] Masa Renormalizada (5.106)
donde
2

Sm = % (5.107)

€
es la masa de origen electromagnético.

Experimentalmene, la masa renormalizada m, tiene un valor de m = 9,11 x
1073 Kg.

En las tablas 5.1 y 5.2 se realiza un resumen completo de las propiedas
fundamentales de la solucion Retardada y la solucién Avanzada.
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Solucién Avanzada

SoMcién Retardada
AR(x) = &=

45(x) = (-e)%

cH = —vH +pf

0:¢c2=0

v —ceu=1

—cev=—cru=1

p=-D-u=D-v

p=-D-u=-D-v

D* = pc*; donde D*

x* = 2%(57e)

D* = pc*; donde D* = z%(5ga) — x*

Como F* = gEAY —8VA*

Como F& = gi4v —gv4*

P = et — o' ]

o

P& = S [cHPY - ¢V PH]

L

Donde F* = v+ pd ay

Donde F* = v*— p(i“ a)*

¥ se descompone como:

A" se descompone como:

Af(x) = 6% Afj(x) = —e%

7

Af(x) = e A{x) = —e%

Fy' se deriva de 4%

FY{' se deriva de A7

F}" = E[c*v’ —c"v¥]
o

F}" = E[ckv — "]
IS

Fyy sederivade Af;

Fy se deriva de A%y

FE = g[c-u(i a)y - (L a)-“]

Fy-- g[c-“(i o -t a)“]

Como F* = Fy' + Fyf

Como F* = F{’ + Fij

e) v

¢

8.F;

8 Fy = e

8.Fy

B = _lela<)

8™ = 8u(F[" + Fy

B F™ = 8u(Ff" +Fy) =0

A oy AR A
S*Fyp+&"Frp+8“Fi =0

S+ 8V F+ 84 FYy = 0

o — {cnbY + Py = Plency — Lyw

4ap*

2

4p*

ow —

£ (_E_.In-_ Py — Plekev — 71,]_n>

Donde 72 = 1+ p(L a)?

Donde F2 =1+ p(L a)?

Realizando la descomposicion @ = O + OF + 0F

Realizando la descomposicién O = OF + O + OF

O = = (cnv +vieY — el — Iy (Cebv¥ — vite — ete® — o)
- 2 2
Tl a o H v v h u oo et i o v v o u
on [t (L @)t + et (L a) 0F = 5| (L a)’ + V(L a)
v ST - ERT I
Of =~ 5L @)feie? Of = -1 a)lcte”
-

i

Fuera de la linea de universo 6.0 = 0

Fuera de Ia linea de universo  6,©* = 0

Tabla.5.1. Comparacién de las Caracteristicas Principales entre la Solucién
Retardada y Avanzada.

Solucion Retardada

Solucién Avanzada

Ecuacion Dirac-Lorentz

Ecuacion Dirac-Lorentz

: m Y 7 .
ma* = F .+ 32 (a-‘ + a‘v-“)

] T 3 3.4 T .
ma* = F, —%g‘(a-“+a‘v-“>

donde

&xt
donde

m

F . = Fuerza externa

m

F . = Fuerza externa

m =lm [myle) + dm]
e—{

m =lim [myle) — dm]
e—0

s _ &
O = o

&2

2e

om =

Fuera de la linea de universo

Fuera de la linea de universo

d 2,22 b d 2,22

;P!I=_§9 a(s)v*(s) ;P!I= 3¢€a (s)v*(s)
dp _ au_ 2,25 dp, = _fau 220
d:P" =4a sea *P‘r Sat+sela

Sobre la linea de universo

Sobre la linea de universo

-

8,07 (x) = — I ds 6@ (x — z(s))%az(:)v-“(:) 8,0 (x) = I ds §®)(x — z(:))%az(s)v-‘*(s)
8,07 (x) = _[ ds 5 (x — 2(5))[ Moo @°(5) - Le¥a(s) ] | 8,07 (x) = - _[ ds 8@ — 2(5)) Moo @*(5) - 2e¥a"(s) ]
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Tabla.5.2. Comparacién de las Caracteristicas Principales entre la Solucién
Retardada y Avanzada.
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Capitulo 14

Conclusiones

1. Se demostré, que aunque la solucién avanzada del potencial de Liénard-
Wiechert correspondiente a las antiparticulas cldsicas no tenga interpretacion
fisica clara, cumple exactamente las mismas propiedades que la solucién
retardada asociada a las particulas ordinarias, esto es, la generacién de
Campo Electromagnético.

2. Se analiz6 la necesidad de la existencia natural de las antiparticulas cldsi-
cas en analogfa con el sistema de dos osciladores armoénicos amortiguados
acoplados con constantes de amortiguamiento de valor opuesto que trans-
fieren energfa entre ellos, y la similitud con la transferencia de energfa a
partir de las relaciones bésicas de la derivacién de la ecuaciéon de Dirac-
Lorentz para la particula y antiparticula.

3. Se analiz6 el origen de la autoenergia del electrén desde el formalismo
clésico, y desde el formalismo cudntico.

4. Se analiz6 el papel crucial que juegan las simetrias en cualquier teoria
fisica, ya sea desde el punto de vista cldsico (conservacién tensor mo-
mento energia), o desde el punto de vista de la teoria cudntica de cam-
pos(construccién de los estados, leyes de conservacion, entre otros).
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Capitulo 15

Perspectivas

Entre las perspectivas de estre trabajo se encuentran:

1. Construir un Lagrangiano completo que tenga en cuenta al sistema particu-
la y ”antiparticula”., es decir, que tenga en cuenta explicitamente la solu-
cién retardada y avanzada; o simplemente postulando un tipo especial de
campo cargado (como el de Dirac o el de Klein-Gordon ).

2. Realizar la generalizacién de la teoria sobre un espacio-tiempo curvcﬂ

3. Encontrar la conexién entre el formalismo cldsico estudiado en esta tesis,
con el formalismo cuantico relativista desarrollado por A.O. Barut, et aﬂ

nspirado en el articulo The Motion of Point Particles in Curved Space-Time de Eric
Poisson, Adam Pound e Ian Vega (arXiv:1102.0529v3[gr-gc] 26 sep 2011), se puede realizar
el andlisis de la interaccién de una particula cargada interactuando con su propia campo
electromagnético sobre un fondo curvo.

Zasd
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Parte VI

Apéndice
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15.1. A) Relaciones basicas Solucién Avanzada

En este apéndice, se deducirdn ciertas relaciones muy importantes para el
andlisis de la solucién Avanzada del potencial de Liénard-Wiechert.

Como

por construccién, y ya que
D¥ = pct (A.2)
se satisface que

D\D*=D?=0 (A.3)

ya que D* = zH(s4pq) — x* es un vector tipo nulﬂ
Derivando la expresiéon anterior con respecto a las coordenadas se obtiene:

9,D? =2Dy9,D* =0 (A.4)
, pero
OHD)‘ = 0, [z’\(sava) — x”\] (A.5)
R
9z Oz

Aplicando la regla de la cadena se llega a:

02> 0Os
A_ 027 05 oy
0D = 95 Dok 5, (A.6)
Segun la definicién
p=(=D-v) (A.7)

Reemplazando (A.2) y (A.7) en (A.4), y teniendo en cuenta que a: = v?,
se llega a

Os
A A
2pc (v e -4 u) =0

0Os

A

2p (c)\v ) i 2pc, =0
dado que (v'cy) = (v-¢) = —1, se tiene

3Por abuso de notacién, en este caso se estd representando al cuadrivector D en sus com-
ponentes DH.
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Os
—Qp—axu = 2pc,
por lo tanto

0s

ozt
Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, (A.6) puede ser expresada fi-
nalmente como:

Cu (A.8)

9,D* = =%, — ¢, (A.9)

Debido a la relacién anterior, se puede definir la derivada de cualquier vari-
able dindmica como

ouv” = cua” (A.10)
Oua” = c,a” (A.11)
00" = c,a” (A.12)

y asi sucesivamente.

Ahora, debido a la relacién (A.7), se tiene

Oup = 0u(~D-v)
= —0u (pcvy)

= — [(_6)\# — cuv’\) + pct (cua’\)}
= v,+c¢,—(a-D)c,
= vu—culla-D)—1]

definiendo la variabld]

A=(a-D)—1 (A.13)

Entonces, d,p puede ser escrita como

Oup = vy — Acy, (A.14)

Ahora, contrayendo indices en (A.10)

0" = cpa” = (a-c)

4No confundir la variable X con el indice A = 0,1,2, 3.
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en

y teniendo en cuenta la relacién (A.2)

(a- D)

o, =
g p

Donde, con ayuda de (A.13), d,v* resulta en

A+1

o, =
g p

Por otra parte,

aﬂcy 6}1« <Z)V> = —pa'uDV — Dyaup

p p?
p (=1 — cuvn) = p (v — Acy)
2

finalmente se obtiene

Oucy = (—n,“, + Aepcy — cuvy — vuc,,)

1
p
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(A.15)

(A.16)

Similarmente al proceso para derivar a (A.15), se puede contraer los indices

1
Ouct = ; (77]”“ + Aeyc!t — vt — vuc“)

Teniendo en cuenta la traza del tensor métrico

2
Ouct = ——
p

Finalmente

9\ = O.l(a D)1
D)\auaA + akauD)\
D)\Cud)\ +at (=0xu — cuvn)

Resultando en

QA =p(a-c)ey —ay

(A.17)

(A.18)
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15.2. B) Demostracién de algunas relaciones im-
portantes

15.2.1. Construccién del tensor de Faraday a partir de la

descomposicién del potencial avanzado de Liénard-
Wiechert

Partiendo de la definicién del potencial avanzado de Liénard-Wiechert

"
At(z) = (—e)— (B.1)
y debido a la descomposicién del vector velocidad v#* = —c* + u*, como
Cl‘l/
Al (z) = e— (B.2)
o
7 ut
Ay (z) = (—e)? (B.3)

se va a demostrar que el tensor de Faraday (5.26), se puede escribir como la
suma de dos tensores (5.27) y (5.28), que a su vez pueden ser derivados de los
potenciales (B.2) y (B.3) respectivamente.

Aplicando la relaciéon F* = 9*AY —9¥ A*, para Al se obtiene, que el primer
término puede ser escrito como:

v naV LV Al
" AY = o (ecp)—epa - pzc i (B.4)

a razon de las propiedades del apéndice A, resulta que
—H 4 2t c” — oY — 20t
2
p

haciendo lo mismo para el segundo término, o intercambiando indices y «—
v, la expresion 9” A} se expresa como

OlAT =e

(B.5)

—nF 42XV et — vHe? — 2ctv”

A =e 2

(B.6)

Sumando (B.5) y (B.6), simplificando y teniendo en cuenta que n** es un tensor
simétrico se obtiene:

FI" = % [¢Hv” — "ot (B.7)
p
Para el potencial A%,
v Oyl — u? O
oy =0 (0 ) = (g LEEEEE (m)

debido a que O u” = (¥ + v¥) = O c” + I*vY | se tiene que
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- + (A= 1)c"v” 4 pcta” — vFoY — 2ute” 4 2het e

" AY, = (—e) i (B.9)
p
haciendo el intercambio de indices p «— v
o AL, = (—e) -+ (A= 1)c"vH 4+ pc”a;‘ —vYut — 207t + 2AcV M (B.10)
p
Sumando las expresiones (B.9) y (B.10), resulta finalmente
- A+1
FIY = (=) [( +1) (c*v” — c"v*) + p(cta” — c”a"’)] (B.11)
p p
donde, simplificando
Frv = — Slen(La) — cV(J_a)“] (B.12)

15.2.2. Derivacion de las ecuaciones de Maxwell con fuentes,
a partir de los tensores F/" y FI7.

Después de haber encontrado los potenciales A% y A%, y los respectivos
. . % nv . . .
campos producidos por éstos, F;" y Ft/, es necesario(mds que importante)
ahora, comprobar que realmente este tipo de soluciones cumplen las ecuaciones
de Maxwell.

Comenzando al andlisis para el tensor F}", se obtiene.

9 FI" = 9, p% (cHv” — cPot) (B.13)
p?0, (ctv” — c’ot) — (chv¥ — col) 9, p?
como
Oy ("v” — c"vM) = 0, (¢M'v”) — 0 (c"v") (B.14)

se puede expresar el primer término de la derecha en la forma

Ou(c*v”) = 9" + 00yt (B.15)
2v"

p

Para el segundo término se tiene
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Ou(c’v?) = "ot +vHd,c” (B.16)
A+1, A+l
= —c' - ¢ =0
p p

ademds

Oup® =2p 0up = 2p(v, — Acy) (B.17)
y como

(cfv” —c"v") (v, — Aey) = =0 — (A +1)” (B.18)

se llega a que finalmente, reemplazando los resultados anteriores en (B.13),
el primer par de ecuaciones de Maxwell para el tensor F/" se escribe como

@ﬂ”—?A:Hf—%gdy (B.19)
Para F7/ resulta
D = @{(;)Pﬁgyad@ﬂ} (B.20)
~ (e { L, [c"(J_a)” - c"(ia)#] + [c”(J_a)” _ cV(ia)#] 9, C})}
@LLﬂ(iaY’c”CLﬁ”}8“[d%iaY}@LLf(IaYi (B.21)
y

Oy [c“(ia)”] = c“aﬂ(j_a)” + (jb_a)”auc“ (B.22)

donde, realizando primero

Ou(La)” = 0,a" + (a-u)u"] (B.23)
= 0,a" + 0, [(a- u)u”]

y teniendo en cuenta que

Oy [(a-uw)u"] = (a-u)dyu” +u”0,(a - u) (B.24)

ademas de la relacién
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Ay

Oula-u)=(a-c)c, — — —(a- C)M (B.25)

p

se obtiene finalmente, después de realizar los cédlculos pertinentes y reem-
plazando estos valores en (B.22), que

9, [c”(ia)”} _ —%(ia)" (B.26)
Similarmente
Oy {c”(ia)“} = c”au(j_a)“ + (ia)“@uc” (B.27)
donde
Ou(La) = 8,]a" + (a- wu] (B.28)

= 940 + 9, [(a- W]
ademds, como

Oy (a-uw)u!] = (a-u)ouu” +utdu(a- u) (B.29)

A—1
Ot = == (B.30)

el segundo término de (B.29) se expresa en la forma:

udy(a-u)=—(a-c)— (a;-)c)()\ +1) (B.31)

Con todo esto a la mano, resulta que

u
2
Ou(La) = —=(a-c) (B.32)
p
Finalmente, y realizando los cédlculos necesarios, se tiene que la divergencia

del tensor F'f} puede ser expresada como:

O FM = — ¢ (B.33)

De los resultados (B.19) y (B.33) se puede ver claramente que

) . 2e(ac) , 2e(ac) ,
0, F" = 8,FM" + 0, Fl = e(pi ) _ e; e —g (B.34)
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15.2.3. Derivaciéon del segundo par de ecuaciones de Maxwell,
a partir de los tensores FI'"' y FI7.

En esta parte del apéndice, se derivard el segundo par de ecuaciones de
Maxwell, es decir, comprobard que los campos F}" y F}y, camplen Identidad
de Bianchi:

OFI + 0" + 0" FYy, =0 (B.35)
Comenzando para
FI" = % [¢Hv” — ot (B.36)
p

se tiene que, para el primer término

v € v v
PFF = 9 2 (ctv” — c’v*) (B.37)
P20 (cFv? — eVut) — (et — cVut) O p?
P
haciendo las correspondientes derivadas
O (c'v” — cYut) = 0 (cMv”) — O (c¥ot) (B.38)
donde
O (cMv”) = oMY + vr O et (B.39)
y
O (cVvt) = "Mt 4 vt IreY (B.40)

Aplicando las propiedades desarrolladas en el apéndice A, se obtiene final-
mente que

Acta’ — cAevat Mot — MY 43Xt etoY — 3vr et + vt ot — 3Aer Vot

p? p?

aAFI‘W:e

(B.41)

Realizando el mismo proceso para los dos términos restantes, o haciendo la

permutacién ciclica de indices A «— v, p «—— A y v «— pu para el segundo

término, y A «— u, p «—— v y v «— X para el tercer término; y reemplazando
en la identidad de Bianchi, resulta

PFM + U FM + 9 F¥A =0 (B.42)

Ahora, para
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Pl = (pe) [CH(L)V - c”(Ju_a)“] (B.43)
se tiene que
PFE = P { (:) {CH(IQ)" - CV(L)#H (B.44)

P
como
o {c”(qia)” - c”(ja)“} = 9 [c”'(ia)”] -0 [c”(qia)”’] (B.45)
= c“@A(j_a)" + (j_a)"@)‘c“ — c”@A(j_a)" - (Ju_a)“(?)‘c”
y

{c“(j_a)l’ - c”(Ju_a)“} (v* = At = v/\c”(j_a)”f)\c)‘c”(Ju_a)”fv)‘c”(j_a)“+)\c)‘c”(Ju_a)"

(B.46)
se obtiene finalmente la relacion:

N La)” — 0 (La)* + (La) @ e — (La)rdPe”

IF = (—e¢
1 (—e) 5

([B46)

vt (La)” — v e?(La)* — Aere(La)” + Aere? (La)*
2

Ahora, como en el caso anterior, haciendo la permutacion ciclica de indices
A— v, 4 «— Ay v «— pu, se halla (“)”FI)‘I“ y nuevamente haciendo la
permutacion A «— p, p «— vy v «+— X, se obtiene 9*F¥}. Sumando estas
tres expresiones, se llega finalmente a

PN L VFN +HFY =0 (B.47)

15.2.4. Construccién del tensor Momento-Energia

De la forma usual del tensor Momento-Energia hallado anteriormente, rep-
resentado en la expresion
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1 1
o — — <F’“‘Fa” + = F,gF°P nﬂ”) (B.48)
47 4
se puede construir éste tensor de dos formas diferentes. La primera, es a
partir de la expresion general para el tensor de Campo Electromagnético

o= % (VY — VA (B.49)

donde V# =oH — p(j_a)“ . La otra forma se obtiene partiendo de la descom-
posicién del tensor de campo electromagnético en la forma F* = FI" 4+ FY.
Aunque las dos formas son equivalentes en esencia, la segunda permite encontrar
la correspondencia explicita de la forma en la que los dos campos interactian
entre si transfiriendo energfa y momento uno al otro. Para ver esto, se comienza
con:

Primera Forma.

FugFP = — (caVi — c5Va) (VP — PV ) (B.50)

dada la relacién

ca Ve =cq <U°‘ - p(J_a)a> =-1 (B.51)
se tiene que
2 2
FagF® = == (B.52)
p

Ahora, para el primer término de (B.48)

[ V)

e} v € 87 (0% v 14
FreF"Y = p—4(c”V — V) (e VY — " Vy) (B.53)
o2
= — (fc“V” — V32t — V“c”)
p
Reemplazando las expresiones(B.52) y (B.53) en (B.48), se llega finalmente
a
nv 62 uysv v 2 u v 1 iy
() :47rp4 —cV—Vc—Vcc—in (B.54)

Dado que
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Vi o= V,Ve= (Ua - p(Ju_a)a> (vo‘ - p(j_a)o‘) (B.55)
= 1= pra(La)* = p(La)ar + p*(La)?
= 1+ p2(Llay

Se induce naturalmente la descomposicién del Tensor Momento-Energia en
la forma

oM =l + ey (B.56)
donde
e? 1
= gt (—CMVV —Vhe” — e’ — 277’“’) (B.57)
y
e? u
e = T (La)?ctc” (B.58)

Segunda Forma

Nuevamente, a partir de las definiciones de

FI'Y = % [¢Hv” — cvH] (B.59)
p
y
124 (—6) v v v “
Fy = cH(La)” —c”(La)* (B.60)
p
se tiene
FaﬁFaﬁ = (F[ +F11)a[i (FI—I—F[[)QB (B.61)
= FrapF?? 4 2F; (g FPP + Fip apFPYP
donde

3]

Fy aBFf‘ﬁ = ;—4 (cavp — cava) (™0 — o) (B.62)
o2
= o (—cav®vpc? — cpvPvac?)
e? { 9 2e2
= — |—2(cv® } =——
o (cav®) o
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y
62 u u u u
Firosif = 5 [eallan - co(lan] [e o - (la| @oy
P
62 u u u u
= e {—c (La)*c?(La)g —cO‘(J_a)ac,g(J_a)ﬁ]
2¢? u 2
= —— [ca(J_a) }
pero, debido a la relacién ¢, (La)® = 0, se cumple que:
FriapF2f =0 (B.64)
Finalmente, es facil ver que
62 u u
Fr oapFf = = (cavp — cgva) |¢*(La)? — P (La)*| =0 (B.65)
p
Ahora, calculando los términos
FrE" = (Fr+ Fri)" (F1 + Fir),” (B.66)
= FF {+FFi o+ Fi Fr o+ FiTFrr,
donde FI'“F, ¥ se expresa como:
o2
FrF Y = o (Mv™ — c*vH) (cuv” — vq) (B.67)
_ i(_uu_uu_ul/)
= cv? — e’ — vt
y FI7F Y., toma la forma:
62 u u u u
FiT'Fife = — |d'(La)” - ca(J_a)“] [CQ(J_a)” —c’(La)s| (B.68)
p
e? u
= = —(J_a)2c“c”]
02

Por 1dltimo

2 u u 2 u
FIFf, = —Z—s ('™ — M) {ca(La)” — c”(J_a)a} = e—c”(J_a)” (B.69)
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2 u u 2 u
FIYF Y = —% {c“(J.a)o‘ - ca(J_a)"} (caV’ — vy) = Z—SCV(J_CL)" (B.70)

Con todo esto, la descomposicién natural del tensor momento energia serfa

o = 6 + 03 + Ol B
donde
62 1
P
o = © futay +o(lay (B.73)
27 4r s
y
A AL (B.74)
I 4 p?

Como se podré observar, el tensor
e =oei + e (B.75)
15.2.5. Demostracion de la conservacion del Tensor Momento-

Energia

Dada la descomposicién (B.71) realizada en el apéndice anterior , al calcular
su devergencia se encuentra que:

0,6 = 0, (O + O + o) (8.76)

Analizando primero la expresién 9,047, teniendo en cuenta la froma explici-
ta de ©4] en la ecuacién (B.72)

€2> lp‘lau (—c“v” — vt — cHter — %77*”’) — (—c“v” — vk — Y — %17’“’) 8,4)4

000 = (4

8
(B.77)
Realizando la derivada término a término, se tiene

Oy (—c"v”) = —(c"Ouv” +v"0,c") (B.78)

2

= —|d"(c,a”) + 0" (—)}
o e o (-2
20Y

p
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ahora,
Oy (—c"v*) = — ("9t +0v"0,c") (B.79)
A+1 1
- |:CV(—|—) +vu () (_,'7 HV 4 )\CHCV _ CMUV _ UHCV>
p P
A+1 A+1
_ 0D, 0D,
p p
por tltimo,
Oy (=) = — (D + ") (B.80)
1 2
= — [c“ () (—n u T Acuc” — vt — vuc”) +c” (—)}
P P
_ 2
p
Dada la relacion:
aup‘l = 4P38/LP = 4P3(Uu — Acy) (B.81)

y teniendo en cuenta que

1 1 1
(—c“v” —ote” — e’ — 277‘“’) (vp — Acy) = 21} - 5)\0 (B.82)

se pueden reemplazar las expresiones anteriores en la ecuacién (B.77) para
obtener finalmente que

(B.83)

F1%

9,01 — ( >[2v + 2¢¥ 21} +2)\c}

()
(5)e

Haciendo lo mismo para el tensor ©4, se tiene

9]

u u

La) + cvda)ﬂ] - [C“(J_a)” +¢(La)*| 8,p°

b

v e? P3au |:C#(
9,07, = <47r>
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u u
Derivando término a término la expresién 9, |c¢*(La)” + ¢”(La)* | resulta:

9, [c“(ia)”} = #9,(La) + (La) 8, (B.85)
_ _%(Ia)y
y
9, {CV(L)#} = @8,(La)" + (La)*d,c” (B.86)
- f;(a@)c”—%(j_a)”

Por otra parte,

{C“(j_a)” + c”(j_a)”} (0 — Acy) = —(La)” (B.87)

Finalmente, reemplazando (B.85), (B.86) y (B.87) en (B.84) se obtiene

6u @l;QV =

(i) —2(a - ¢)c” — 3p(5-a)” +3(1a)”

e?\ (a-c)c”
N 2m p*
Haciendo la suma de los términos 9,07 v 9,,0%., se llega a la conservacion
! w1 Y OuPras
del tensor momento-energfa ©%" como

(B.88)

0,01 = 9,01 1 9,0M (B.89)

- (5) 5 (5) 5"
-0

Para calcular la divergencia del tensor ©47, se parte de la relacién

o2 p%0, {(ia)%“c"] - [(ia)zc"'c”} dup?
9,00 — (477) § (B.90)

Haciendo los célculos pertinentes
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9, [(TaJQC“c”}:: (La)28, (") + (¢"¢") 8, [(Ia)2] (B.91)
donde
@klﬁ]#h2mw@ﬂ@ﬁ+@mcf (B.92)

pero ademds

9,0* = 2a,0,0" = 2a,c,0" = 0 (B.93)
y
du(a-c)* = 2(a-c)du(a-c) (B.94)
. a (v, — Aey)
= 2a-¢) |(a-c)e, — L — a-c““}
(@) [(@-0pep = % (a0 =
teniendo en cuenta las relaciones anteriores
v K 2 (a ) C) v (a’ ! C) v
(") 0, [(La)| =2(a-c) |- &+ =0 (B.95)
P P
y la relacién
[(Ju_a)gc“c”} (Vy — Acy) = —(ia)Qc” (B.96)
Y reemplazando estas expresiones en (B.90), se llega a
y e? —Z(Ia)zc" +2(Ju_a)26”
0,04 = (_477> e =0 (B.97)

En conclusién, se ha encontrado dos relaciones de gran importancia

9,0 =0 (B.98)

9,0 =0 (B.99)

Es decir, los dos tensores ©%” y ©%” se conservan fuera de la linea de
) 1 11
universo que recorre la carga.
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15.2.6. Demostracion de la conservacion del Tensor Momento-

Angular
Comenzando por la relacién[10] [29,30]
MM = MM + My (B.100)
donde
MM = 2O — 210y — D Ol + Doy (B.101)
y
M =204 — "0y — D oYy + DOy (B.102)

Se pueden demostrar las propiedades 3,,MIA” =0y 8,,MIAI” ¥ =0, andlogas
a las del tensor Momento-Energfa.

A .
Comenzando por M;#", se tiene:

B, M =9, (04 — 210Y) + 8, (-D ek + D"e) (B.103)

Ahora, como

9, (D*e4y) = D*9,04; + 659, D* (B.104)
, pero 0,04 = — (%) ((L—‘f)c”, entonces
AV A e? (a i C) v AV
9, (D*eYy) =D* |- > —c’| +0,D67; (B.105)
m P
Por otra parte,
9, (D"©%) = D"0,07% + 0759, D" (B.106)
e?\ (a0 , v
o [(£) ] e

como

u

(-6, —en?) [c"(j_a)”—kc”(J_a)“} - [CM(L)M&(L)H} (B.107)
y

u

(=8 — e ot [c’\(j_a)” + c”(j_a)’\} S [c’\(Ju_a)“ + c“(J_a)’\} (B.108)
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se tiene que
9, (-D 6% + D'e) =0 (B.109)
Para la primera parte de (B.103) se tiene

0, (22O — zrOY) = 210,04 + Ok 9,2* — 210,07 — ©170,z" (B.110)

los términos 8,0%] y 9,07%, son cero, debido a las relaciones (B.98) y
(B.99), y como

0,2 = —c v (B.111)
y
Oyt = —c vt (B.112)
se tiene que
_ o2 N -
<_4p2> (La)?ctc”| (—c,v*) =0 (B.113)
0
De la misma forma
_ o2 . ,
(—4 p2) (La)?*cre”| (e, ) =0 (B.114)
0
Por lo tanto
9, (PO —z'ey) =0 (B.115)

Finalmente, juntando los resultados, se llega a que

8, MM =0 (B.116)

A .
Para M;"", se tiene

a, MM =0, (2O — 2'0}") + 0, (-D O}y + D"OyY) (B.117)
Comenzando con
9, (-D*e%Y + Dreyy) = —D*0,04 — e4yd,D* + D'9,07 + 0770, D"

(B.118)
y debido a las relaciones
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2 . TP
Dkaye¢f::(sﬂ> ““Zf‘z (B.119)

2 . 7]
D", = (;) (“cp);c (B.120)

que junto con

2

v € v v v 1
a, Dol = (—5>‘V — cl,v>‘> (477p4> (—c“v — vt — e — 277@3)21)

= 462 lcuv/\ + Mot cucz\lnzw
47 p* 2 2

ademds de la expresion,

2

1
9,D K = (=&", — c,ut) ( < ) (—c’\v” — o — e — 277)(B>122)

dmpt

— ¢’ chv“ + ot At + 177””
arpr ) \ 2 2

se puede ver claramente que después de reemplazar estos valores en (B.118),
se tiene

v v 62
9, (-D e + DreyY) = <87rp4> (=t + o) (B.123)

Ahora, teniendo en cuenta el primer término de (B.117)

0, (O — zrO) = 229,04 + Ok 9,2* — 210,07 — ©7179,2" (B.124)

y como 9,05 =0 y 8,07 =0, sélo hace falta calcular

2 1
5‘Vz>‘@‘lw = (fcyvA) <4:'p4> <C”V” —c’VH —cte” — 27}’“’) (B.125)

Como V -c¢= —1, resulta que

2
AQMY € Aol
9z e = (47rp4> (—c“v +§c“v ) (B.126)
2

, entonces
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2 1
0,2"0Y = (—c,uM) (4;p4> (CAVV — VA= — 277)‘”>B.127)

Juntando los resultados de (B.125) y (B.127), e insertdndolos en (B.124), se
llega a que

2

0, (O —zrep) = (876Tp4> (Mot — ctv?) (B.128)

Por tltimo, se llega finalmente a que

2 2
9 = (o) @0 =) = (5o ) (e o) =0 Bz

En resumen, se cumple que

A, MM =0 (B.130)

8, MM =0 (B.131)
Resultado que indica la conservacién del Tensor Momento-Angular

D, MM =0 (B.132)

fuera de la linea de universo de la particula.

15.3. C) Propiedades fundamentales sistema os-
cilador armoénico amortiguado e imagne es-
pecular.

En esta parte del apéndice, se demostrardn las propiedades bédsicas del sis-
tema oscilador arménico amortigiiado que interactia con su imagen especular.

Partiendo de la accién[10]

S = /dt [m*x + g (i*x — z*d) — Wiz (C.1)

se puede aplicar la definicién usual de las ecuaciones de Euler-Lagrange



15.3. C) PROPIEDADES FUNDAMENTALES SISTEMA OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO E IMAGN

d oL 0L
y
d oL oL
o o 0 (C3)

para encontrar las ecuaciones de movimiento del sistema conjunto.

Para el primer sistema se tiene que

oL

d oL

@or 8T g (&) (G:5)
y

oL

oz g (#) —w'a” (C6)

Lo cual conduce a la ecuacién de movimiento
i — Bi* +w?r* =0 (C.7)
Ciya solucién puede ser expresada como
x*(t)=C" e sen(Qt + @) (C.8)

2
donde Q2 = w? — %
El momento generalizado correspondiente es

* aE X é *
=g =t 2(3’5 ) (C.9)
Para el segundo sistema se verifica
oc . B
S = & + 5 (z) (C.10)
doL . B,
Zog — + 5 (2) (C.11)
y
oc B, 9
B = g (&) —wz (C.12)

Por tanto, la ecuaciéon de movimiento quedarfa

&+ i +wizr =0 (C.13)
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Ctya solucién es en la forma

B
2

z(t) =C e 2 sen(Qt + ¢) (C.14)

Donde su correspondiente momento generalizado puede ser expresado como

oc P
o T3 @

(C.15)

Teniendo en cuenta la definicién del Hamiltoniano para los dos sistemas[10]

H=pi+pz*-—L (C.16)

Reemplazando (C.15), (C.9) vy L = &*i + g(x*x —2*%) — wlr*r en la
expresién (C.16), se llega a que finalmente el Hamiltoniano se expresa como

H = ii* + w’z*x (C.17)

Sélo falta comprobar ahora que el sistema es conservativo. Para esto, se
deriva el hamiltoniano con respecto al tiempo como sigue

% = % (23" + w?z* ) (C.18)

= 3+ + wirdt +w’std
Sumando y restando la expresion Szi* a (C.18), se tiene que

an

dt

Debido a las ecuaciones de movimiento (C.7) y (C.13), finalmente se com-
prueba que

=7 (3 — Bi* + wz*) +3* (¥ + B3 + w’a) (C.19)

dH
— 2
— =0 (C.20)

es decir, el Hamiltoniano se conserva.

15.4. D) Propagador particula libre relativista.

Considérese el caso de una particula cudntica libre no relativista ciiyo Hamil-
toniano es de la forma [1]

=
o= (D.1)
2m

de modo que la amplitud de propagacién se describe como :



15.4. D) PROPAGADOR PARTICULA LIBRE RELATIVISTA.

=2
(@111 | Z,t) = <f/ | emizm W=t | g:~’>

Insertando [ % Ip) (p] en (D.2), se tiene:

&
@ 38) = [ o5 @m0 ) 2
Como (7| §) = 7%y (7| 7) = e

Resulta que:

(@B tr| Z,t)

Ep gy w0
(2m)° h

3
_ m 2 o 3 (#1-3)?
2mi(tr — t)
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De la expresion (D.4) se puede notar que en un intervalo de tiempo ¢/ — ¢
dado, la particula puede moverse una distancia |¥/ — Z| arbitrariamente grande.
En el caso no relativista, no es preocupante, pero para el caso relativista hay

ciertos inconvenientes.

Es conocido que para el caso relativista H = \/(pc)2 + (m2ct), entonces

trabajando en unidades naturales, o sea c=1, se tiene[l].

<i‘7,t/ | i, t> _ <i"/ | e—i\/ifz+m2(t/—t) | i">

_ / d*p o~/ PP m (11— t) i (#1-7)

(27)321/F% + m2

Este propagador se puede escribir de la forma invariante de Lorentz:

" S d'p o 2\ (O p—ip- (21— )
<$,7t, | Z’,t> = 5(]7 -m )9(]9 )6 b

(2m)?
Donde,
P = (°,7)
o = (¢, %)
d*p = dp°d®p

p-x=p’z — px

(D.10)
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pP’=p-p=0") - (D.11)
, 'y por ultimo:
o [ 1sip®>0
o ={ 4 ik 28 (D.12)
Por lo tanto:
0 0\2 _ -2 2 0 0y _ d(p°)? 0\2 =2 2 0 0
dp5((p”)" —p- —m*)0(p") f(p") = 20 6((P°)" —p- —m*)o(p") f(p")
0 0
(D.13)
En este caso se tiene que:
d3p .
0y — —ip-(z!—x) D.14
100) = | e (D.14)

Asi que :

d*p . d3p Y Ll
/ 6(p2_m2)9(p0)e—zp~(m/—ac) :/ e~ VPP +m (tr—t)+ip-(T1—7T)
(2m)? (2m)324/D% + m?
(D.15)

Como el producto (Z, ¢/ | Z,t) es un invariante relativista, sélo puede depen-
der entonces del intervalo (z/ — )% = (t/ — t))? — (¥ — ©)*.

Cabe entonces preguntarse, si la particula pude viajar més rapido que la luz,
o sea, determinar el propagador fuera del cono de luz, es decir, donde (2/—x)? <
0.

Por invarianza de Lorentz:

@t | 7t = <\/—(:u ~2)2,0,0,0 | 0,0,0,0> (D.16)

d®p ;
_ / e~/ —(z1—x)2
(27)324/D% + m?

Como e~ PV =(#=2)* — cos(pr/— (1 — )2) + i sen(pl\/—(z/ — x)2) ; pero
dadas las propiedades de la funcién sen(z) que es impar, el segundo término
se anula. Por lo tanto, teniendo esto en cuenta y cambiando a coordenandas
esféricas donde se define :

&Pp = |p’d|pldQ, donde dQ = senfdfdy (D.17)
p! = |plcosd
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Resulta que finalmente el propagador puede ser expresado por:

(@1 tr| Z,t)

L I VP E—
271'/(27T>32\/mf1d(0059)c05(ﬁ| V= (@ = )2 (Bx09)

m  Ki(my/— (2! — z)?)
(2m)2 —(2f — 2)2

Donde K; es la funcién de Bessel modificada.

15.5. E) Demostracién conservacién del vector
Cuadri-Corriente

Para calcular la divergencia del vector cuadri-corriente [20]
JM(x) =e [ ds 2 (s)d(z — 2(s)) (E.1)
se aplica el operador d, en la forma :
o 7]
O, j*(x)=e [ ds z"(s)a— [0(z — 2(s))] (E.2)

rH

— 00

Como se puede comprobar que para cualquier funcién f(z — z), se cumple
que (8]

0 0
o2 = (e = 2) (53
Y ademds
of oz _ df
95 05 ds (E4)
Se puede expresar (E.2) como
" ® o d
0 "(x) = e ds - [5(x— =(s)) (E5)

Es decir, 9, j*(z) =0, por lo tanto, la cuadri-corriente se conserva.
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15.6. F) Derivacién de la Ecuacién de Dirac-
Lorentz para la solucién Avanzada

De acuerdo al modelo de continuacién analitica desarrollado por Asim Barut
en 1974[10], en esta seccién del apéndice, se hara la derivacién de la ecuacién
de Dirac-Lorentz para el caso de la solucién Avanzada del potencial de Liénard-
Wiechert.

Para aplicar este método, se tratard de regularizar el tensor de campo elec-
tromagnético F*” en una vecindad de la fuente[10], colocando el punto de
observacion una distancia infinitesimalmente pequena del punto donde se sitia
la fuente, para luego realizar la continuacién analitica del campo. Es decir, el
punto de observacién, serd definido como:

at = z2H(s+¢€) (F.1)

donde € es un parametro infinitesimal. Luego se realiza la continuacién
analitica de la ecuacién de movimiento de la particula en la forma:

moat (s +¢€) = ev, (s + €)F"(z(s + €); 2(s)) + f# (F.2)

Dado que el tensor de campo electromagnético tiene la forma

P = % (VY — V] (F.3)

Y ademds, de (5.9) ¢* = % , por lo tanto, la expresién anterior toma la
forma:

o= % [RMVY — RVVH) (F.4)

Realizando las expansiones:

2 3
z“(s—!—e)zz“—&—ev“—l—%a”—i—%d“—i—--- (F.5)
2
v”(s+e):v“+ea“+§d“+-~- (F.6)
a(s+¢€) =a" +ea” +--- (F.7)

Donde las expresiones de la derecha se evaltian en el instante retardado s.
Debido a las relaciones anteriores, se sigue que:

DF = zH(s) — zH(s+¢) (F.8)
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€ e
DF = zZM(s)— [z“ + evt + Ea“ + 6@“] (F.9)

2
= (—e) <v“ + %a“ + 666#‘) + O(eh)

Ademis,
€ € €?
p = —D-v=(e¢ (v“ + ia“ + 6&“) (v“ +ea” + 2&”) (F.10)
2
= (e (1 - €6a2>
y
€ €2
a-D = (a"+ea”) (e <v“ + ia“ + 6(’1“) (F.11)
€2
= 75(12 +0(é%)

Como V# =ov* — p(La)* y (La)* =a*+ (a-D)v", se tiene que

DH
ve = ot —pa —(a- D) < + v”) (F.12)
p
~ o' —ea

Con todo esto, resulta que

2
(v, + €a,) (DFVY) = (—¢) (v“ + ga“ + 66('1”) (14 €%a") (F.13)
2
(v, + €a,) (D"VH) = (—¢) (1 + 3a2) (v* + eat) (F.14)
Finalmente, después de realizar algunos calculos:
1 2 1
v, FH = (—e) {—%a“ + ga%” + 6&”} (F.15)

Sumando y restando %a“, resulta que

v, FM = —(e?) {—216 (a" + ea) + %(a“ + a%")} (F.16)
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como at(s + ¢€) = (a* + eat)

v, FH = —(e?) {—2166#‘(8 +e€)+ %(d” + G2U“)} (F.17)

Como resultado, se tiene que la ecuacién de movimiento (F.2) toma final-
mente la forma:

moa” (s + €) = —(e?) {—21€a“(s +e)+ %(d“ + azv“)} + (F.18)

Haciendo la sustitucién,

(o — dm) a(s + ¢) = %(62)(@“ +a2oh) 4 f (F.19)

2 . L .
donde dm = - se le denomina Autoenergia o masa de origen electromag-

nético. Haciendo el proceso de renormalizacién de la masa, esto es tomar el
limite cuando € — 0, se tiene la forma final de la ecuacién de Dirac-Lorentz:

ma* = —%(62)(61“ +a?vh) + f* (F.20)

15.7. G) Particulas cargadas con estructura

Después de haber analizado la interaccién de las particulas (puntuales) car-
gadas con el campo electromagnético, se considerard ahora el caso en el que la
carga de la particula se encuentra uniformemente distribuida sobre un volumen.
Para realizar esto, hay que tener en cuenta ciertas consideraciones adicionales a
las impuestas sobre las cargas puntuales[41].

1) Dada la ccién de una particula cargada interactuando con el campo elec-
tromagnético

S =—mofdrVi i~ [d'z <Auj" + 1(15FWF””> (G.1)
s

se deben seguir cumpliendo conjuntamente las ecuaciones acopladas para el
campo y la particula

0"F,, +4m j, =0 (G.2)
moa® — ev, FM =0 (G.3)
junto con la identidad de Bianchi[10]

D Frv 4 9V Fw 4 9HF =0 (G-4)
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ademads de la conservacién de la cuadri-corriente d,j* = 0.

2) Se debe mantener la invarianza de Lorentz.

Para poder cumplir con estos dos requerimientos, se debe postular una dis-
tribucién de corriente j#, que transforme de una manera definida bajo las trans-
formaciones de Lorentz, ya que como se sabe, segin los efectos de contraccion del
espacio predichos por la relatividad especial, en el sentido estricto no existirfan
cuerpos rigidos; por lo tanto, y desde el punto de vista méds formal, cuando se
pretende construir una teoria basada en particulas cargadas que poseen estruc-
tura interna, se hace mas dificil el andlsis que en el caso en el que la particula
sea puntual, debido a que hay que introducir nuevas relaciones que permitan
cancelar los efectos ya descritos.

En 1905-1906 [3], Poincaré propuso un modelo que permitiera describir
particulas cargadas con distribuciones de cargas definidas sobre un volumen,
postulando un nuevo tensor de campo P*¥ llamado Tensor de Poincaré, de
origen no electromagnético(fuerzas internas), y que permitiera proporcionar es-
tabilidad a la particula, manteniendo su estructura. Debido a esto, el tensor
para la particula y el campo, estarfa determinado por la relacién|[3]:

SHV = @MV 4 phv (G.5)

M4s tarde, Schwinger (1983) propuso que éste nuevo tensor debia tener la
forma:

PHY = nhvi(z2) (G.6)

donde #(z) es una funcién que puede ser construida a partir de los supuestos
determinados anteriormente sobre las transformaciones de Lorentz. De acuerdo
a como se explica en [3], la introduccién del tensor de Poincaré en el modelo,
induce sobre la particula un nuevo tipo de fuerzas de cohesién que permitan
balancear la fuerza de Lorentz, y por lo tanto obtener la estabilidad deseada.
Debido a lo anterior, se debe cumplir que:

9,(0" + P) =0 (G.7)

Para el caso en el que el potencial sea avanzado, se deberd escoger P*¥, de
tal forma que se cumpla la igualdad (G.7).
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