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RESUMEN: Se trata de aplicar el método de compacidad compensada a un par de sistemas de
leyes de conservacién bidimensionales. El método fue aplicado satisfactoriamente a los mismos
sistemas pero para el caso no homogéneo. Posteriormente y con el mismo éxito se logré resolver
el caso no homogéneo, aqui realizamos una lectura cuidadosa para tratar de modificar algunas
demostraciones del caso no homogéneo.

PALABRAS CLAVE: Compacidad compensada, Flujos cuadraticos, Regiones invariantes, Medidas
de Young, Principio del Maximo.

ABSTRACT: In this work I do a deep reading of papers CONSERVATION LAWS I: VISCOSITY
SOLUTIONS, CONSERVATION LAWS II: WEAK SOLUTIONS, of the following authors: Jin
Yan, Zhixin Cheng and Ming Tao, in which is resolved the Cauchy problem for two hyperbolic
systems of conservation laws two dimensional. Then I tried to change some results for finally to get
some news proof in this papers.
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Introduccion

La ecuacion parabdlica
Ut + Uy — €Uz, = 0,

fue introducida por Burger como el modelo mas simple para el flujo de un fluido. Particularmente,
él estudié el comportamiento de esta ecuacién para casos limite haciendo tender € a cero. Asi se
tiene la nueva ecuacién

1

llamada la ecuacién de Burger. En [8] se prueba que el problema de Cauchy para le ecuacién de
Burger deberia tener solucién discontinua atdn si el dato inicial es suficientemente suave. Asi que
surgio el estudio de un tipo mas general de ecuaciones de la forma

(0'1) Ut + f(u)x =0,

llamadas ecuaciones escalares de leyes de conservacién en las que persiste la ausencia de solu-
ciones clésicas para el problema de cauchy (ver [1])

(0.2) {Ut + f(u)e =0, (2,t) € R x (0,00)
u(z,0) = up(x).

Sin embargo, observe que si ¢ € C5°(R x [0, 00)) integrando en ({0.1) y usando la formula de Green
tenemos

oo
0.3) 0= / / {udy + (u)ds }dadt + / w(@,0)6(z, 0)da.
o JR R
Observe que ((0.3]) se tiene si u es una solucién clésica y ¢ era una funcién arbitraria en C§°(R x
[0,00)). Usando este hecho se define el concepto de solucién débil en el siguiente sentido,

Definicién 0.1. Sean uy € L*°(R). Una funcién v € L>(R x [0,00)) es llamada una solucién débil
del problema de Cauchy (0.2)) si u satisface (0.3) para toda ¢ € C5°(R x [0, 0))

En ([7],[6]) se prueba que (0.2) tiene soluciones débiles si ug € H*(R) y f es continuamente difer-
enciable. Para ello se introduce un término de viscosidad y se estudia el comportamiento de las
soluciones de la ecuacién parabdlica

Al trabajar con ecuaciones del tipo (0.4), surge el método de compacidad Compensada sobre el cual
hablaremos en los preliminares.
1



El método de compacidad compensada no se limita inicamente a (0.1)), ya que si consideramos el
sistema de Leyes de Conservacion

uf + fH(u), =0,
(0.5) :
u? + fn(u)x =0,

podemos razonar de la misma manera como solucionamos (|0.1)).

En este trabajo estamos interesados sistemas de Leyes de Conservacién 2 x 2 muy particulares. El
primero una clase de sistemas de flujo cuadratico

0.5) { (302 +07), =0,

ut + (uv)y = 0.

Y el segundo un sistema del tipo Le Roux

(0.7) up+ (u? +v), =0,
. ur + (uv)y = 0.

El caso homogéneo para esta clase de sistemas fue resuelto en [6]. Asi que nos ocuparemos del caso
no homogéneo siguiendo las lineas de ([2],[3]).



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion introducimos algunas definiciones y teoremas que nos seran tutiles en adelante. No
se hace la demostraciéon de ninguno de los resultados sino que los remitimos directamente a las
referencias ([6],[7],[8],[9]) donde se puede consultar la demostracién de cada uno de ellos.

1.1. Algunos resultados de Analisis Funcional

Cuando tenemos una funcién continua y convexa

f:QCRP SR
y una sucesion de funciones (u,) € L*(2,RP) el limite de la sucesién y el limite del (f(u,)) no son
del todo independientes, por ejemplo si u,, — u en L*(Q,RP) débil * y f(u,) — [ en L*>°(Q) débil
* entonces se tiene que [ > f(u) a.e x. Ademds si la sucesién (u,) es tal que u, — u en L>°(Q, RP)
débil x y u,(z) € K a.e, entonces u(z) esta en la envoltura convexa de K para a.e z.([5])

El siguiente teorema dara una respuesta a este problema

Teorema 1.1. Suponga que K es un subconjunto acotado de RP, y Q C RN es un conjunto abierto.
Siup : Q= RP, u,(x) € K a.e x, entonces existe una subsucesion (un, ) y una familia de medidas
de probabilidad {v,},cq con spt C K tal que si f es una funcion continua en RP y

(1) T =< ve FO) >= [ FN)ae(3)

entonces f(un(z)) — f(u(z)) débil * en L.

Usaremos la notacién de ([6]) para el limite anterior, es decir f(un(z)) = f(u(z)) débil x en L, lo
denotaremos como

L* = 1lim f(un(x)) = f(u(z))

1.2. Compacidad Compensada

Empezamos introduciendo un espacio funcional que utilizaremos en adelante. Sea © C RY un
conjunto abierto. Para p € [1, 00) introducimos el espacio WP () definido de la siguiente manera,
(1.2) W™P = {u e LP : D* € LPpara todo ae < m}
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provisto de la norma que denotaremos segun ([4])
ullmpe =Y ID%u|Lr (o).
a<m

En particular vamos a usar el espacio H™ = W2, El dual de H}(f2) es denotado por H=*(Q) y
puede ser caracterizado como el espacio de las distribuciones de la forma

% dgi
8xz~ ’

(13) 9290+ 7':177n7

i=1

y el paréntesis de dualidad entre H=(Q) y H}(2) es dado por
(1.4) < g,v>= /Q(go - Zgia—;,para todo v € H}(Q),g9; € H1(Q).
i=1 ¢

Sera til recordar algunas propiedades de estos espacios:

1. Conjunto acotados en L? _(£2) son relativamente compactos en H~1(Q).

2. Si (gn) es una sucesién que converge fuertemente en L2 _(£2) entonces g—m’z converge fuertemente
en H71(Q).

Lema 1.2 (Lema de Murat). Sea Q C RY y sea (gn) una sucesion de distribuciones tales que:

1. (fn) es acotada en WL_olc’r(Q), para algun r > 1,
2. fn = gn + hn donde (g,) es compacta en H} () y (hy) es acotada en (),

Entonces (f,) es pre-compacta en HL_OIC(Q)

Teorema 1.3 (Teorema del Divergente Rotacional). Sean M una matriz simétrica de tamarno nxn,

Yy
f(u) =< Mu,u >,

SuPoOngamos que

1. ue = u en L2(Q;R™), Q C R"
2. f(u) =1 en el sentido de las distribuciones,

3 (Aue)i =3, ; aijkgT“; pertenece a un subconjunto compacto de H~'(Q)

Yy sea

(1.5) A={\eR": existe £ € R" — Otal queZaijk/\jgk =0,i=1,---,q},
ijk

entonces



1. Si f(X) > 0 para todo A € A entonces | > f(u)
2. Si f(A) =0 para todo X\ € A entonces | = f(u)

Corolario 1.4 (Continuidad Débil del Determinante). Sea @ C R x [0,00) un conjunto abierto y
acotado y sea (u€) una sucesion de funciones u€ : Q — R* tal que

(1.6) u — uen L2(Q)

oug ou§  Ou§ oug . . -1 .
y tal que 5t T 52 a0 + 37 estan en un conjunto compacto de HLOC(Q), entonces existe una
sucesion (que segquiremos denotando de la misma manera) tal que

up U
uj ug

Uy U2
us U4

—\

(1.7) , en el sentido de las distribuciones

1.3. Sistemas Hiperbdlicos de Leyes de Conservacion 2 x 2

Un sistema Hiperbdlico de Leyes de Conservacion 2 x 2 es un sistema de la forma

{Ut + f(uvv)ac = 07

(1.8)
vt + g(u,v); =0,

donde u,v : Q C R x [0,00) = Ry f,g : R? = R. Haciendo U = (u,v), F(U) = (f,g) entonces
podemos escribir (|1.8)) como

(1.9) U, + dF(U)U, = 0,
donde dF(U) es la matriz Jacobiana de F.

Definicién 1.5. Si dF(U) tienes dos valores propios reales entonces decimos que ([1.9)) es un sistema
hiperbdlico. Si los dos valores propios son distintos entonces ((1.9) es un sistema estrictamente
hiperbdlico. Si los valores propios coinciden en un punto en en algtin dominio D entonces decimos

que (1.9) es hiperbdlico degenerado

Aunque para el método que vamos a desarrollar no se exige que el sistema ((1.9) sea estrictamente
hiperbélico nosotros vamos a asumir que ((1.9) es estrictamente hiperbdlico. Aunque con una carac-
teristica adicional de estos sistemas podemos usas las mismas ideas.

Definicién 1.6. El sistema (|1.8)) se llama genuinamente lineal en el campo caracteristico \;, i = 1,2
si

(1.10) V)\ﬂ"i 75 0

para it =1,2. Si VA\yr; =0 parai =1 0 ¢ = 2 en algin dominio D entonces decimos que el sistema
(1.8) es lineal degenerado en el campo caracteristico \;, para i =101 = 2.



1.3.1. Condicién de Entropia

Consideramos una aproximacién de ((1.8) dada por el sistema parabdlico
(1.11) U+ FU®), =eU;,.

Definicién 1.7. Un par de funciones 7,q : R?> — R se llaman un par entropia flujo del sistema
(1.8)) si satisfacen la ecuacién

(1.12) Vq = VndF(U).

Multiplicando (1.11)) por V7 tenemos

(1.13) DU+ q(U )z = en(U)u + U H(U)(U)" = 0.
1 11

Si 7 es una funcién convexa, entonces conocemos el signo de (1), si ademds imponemos las condi-
ciones

(1.14) {Ue sea acotada en L*>(Q2) x L>(Q)

VeU¢ sea acotada en L2(2) x L2(Q),
entonces pasando al limite en (I) debemos tener que
(1.15) nU): +q(U) <0.

Que constituye una condicion de entropia. Queremos usar para aplicar el teorema del Diver-
gente Rotacional; por tenemos que n(U€), ¢(U€) son acotadas en L*°(2) y en(U€) converge
fuertemente en H (), el termino (II) solo es acotado en en L!(Q) pero podemos usar el Lema
de Murat.(ver [9]) Con estas estimaciones a la mano podemos extraer una subsucesién que con-
verge a una medida de probabilidad v, ; y utilizando el corolario , el teorema y haciendo
v =m(U), v2a = q2(U), v3 = n2(U), v4 = q2(U) tendriamos que existe una medida de probabilidad
v = v, satisfaciendo

<v,q1n2 — @ >=<V,q1 ><V, 12 > — < V,q2 >< V, N1 >

El problema se reduce entonces a mostrar que esta medida de probabilidad es una medida de Dirac.

Si escribimos ((1.12]) en base a los valores propios de dF' obtenemos

Vq’l"g = )\2 VT'Q s

Vqu = )\1V’I"1,

para un caso 2 X 2 podriamos pensar hacer un cambio de coordenadas y para eso vamos a utilizar
la siguiente definicion,

Definicién 1.8. Dos funciones W = W (u,v), Z(u,v) son llamadas invariantes de Riemann corre-
spondientes a los valores propio A1, Ao si satisfacen las ecuaciones

(1.16) VW - T = O, vVZ. To = 0.
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Cépitulo 2

Soluciones Viscosas y algunos teoremas para ecuaciones
Parabdlicas

Consideramos el problema de Cauchy para el siguiente sistema parabdlico

(2.1) ue + fi(u,v) + g1(u, v) = €uga,
| v + fo(u,v) + g2(u, v) = €vgy,

con dato inicial medible y acotado

2.2) {Wo) = ug(a), fuol)| < M,

v(z,0) =vo(x), |vo(x)] < M.

Teorema 2.1. Suponga que f; € C(R?) y que g; son funciones Localmente Lipschitz Continuas.
Entonces el problema de cauchy , tiene solucion inica u,v € C*(R x (0,Ty)) para todo
Ty > 0 suficientemente pequeno. Ademds esta solucion depende unicamente en la norma L del
dato inicial y

lu(z, t)] < 2M, |v(x,t)| < 2M.

Para demostrar este teorema vamos a considerar unas definiciones y lemas preliminares. Sea
B= {(u,v) 1,0 € C2(R x (0,Tp)) ﬂLOO(D)},
donde D =R x [0,T] Definimos en B la norma
1w, 0)l[B = llullLeep) + l[0]lLee (p)-
Observe que si (ug, Ug) ey €8 una sucesién de Cauchy en B como
[ullLe by < [I(u, V)|
entonces (ug)ren €s una sucesion de cauchy en L (D), como este es un espacio de Banach la sucesién

(ug)ken es convergente en L>°(D). Podemos concluir lo mismo de (vg)gen y por lo tanto B es un
espacio de Banach. Sea

Br = {(u,0) € B [ullu(ny, [0llu(p) < 2 .

Lema 2.2. By es un subconjunto convero, acotado y cerrado de B.



Lema 2.3. Sea
F:R?> 5 R,

una funcion localmente Lipschitz continua y sean (u,v), (uj,uz), (vi,v2) en By entonces existen
constantes L > 0 y Ly > 0 tales que
|F(u,v)] <L

|F'(u1,u2) — F(v1 — v2)| < Lp||(u1 — v1,u2 — v2)|| -

Demostracion. La primera desigualdad se tiene gracias a que si (u,v) € By entonces u(z,t), v(x,t)
estan en el intervalo [0,2M] para casi todo (x,t) € D, luego F es acotada en este compacto. La

segunda desigualdad es por definicion. O
Lema 2.4. Sea K(z,t) la solucion fundamental del operador % — 68‘9—;2, es decir
1 =2
K(x,t) = \/me et
entonces,
1.

/RK(x,t)da: =1

para todo t > 0.

)
L'(R) t2

[zt

Si (u,v) es una solucion de (2.1)), (2.2)), entonces podemos escribir esta solucién como

uCot) = K@) w0+ [ {Kult =) ulu(s),v(s)) ~ K(t = 5) g1 (u(o).v()) s
(2.3) 0

t
o(,t) = K(t) v +/0 {Km(t— ) % Falu(s), v(s)) — K (1 — ) * go(u(s), v(s)) s
donde K (t) * f(u(s), = Jr K(- =y, 0)f (uly, ), v(y, s))dy.

Ahora si demostramos el teorema (2.1]).

Demostracion. Defina la aplicacién

S: BT — B

(2.4) (U,U) — (Sl(u,’u),SQ(U, U),

donde S;(u,v)(-,t) = u(-,t) y Sa(u,v)(-,t) = v(-,t) definidas como en la ecuacién (2.3) donde con
(-,t) € D con



Ahora
[u(- D) < M+ /0 1Kt = 5) i (o). ()| + 1K = ) (), 0(5)
< M 4 2Ly1c(1)Vt + Lo,

donde Li1, Li2 son las constantes del lema (4.1)), de la misma manera tenemos que

t
o0 <M+ [ {9 faluls),v(s))| + K - S)ga(u(s). ()]}
0
< M + 2La1¢(1)Vt + Laot,
donde Ly, Loy son las constantes del lema (4.1)), si hacemos L = méx{Li1, L12, L21, L2} tenemos

1S1(u, v) (-, )] < M 4 2Le(1)Vt + Lt,
1S2(u, v) (-, )| < M + 2Le(1)Vt + Lt.

Si (u1,v1), (ug,v2) estdn en B entonces
S(ur, 01) = S(uz,v) = ((S1(ur, 1), Sa(wr, vr) = (S1(uz, v2), Sa(uz, v2)) )
= (Sl(ul, Ul) — Sl(’LLQ, ’Ug), Sz(ul, Ul) — SQ(UQ, Ug)) .
Observe que

|fi(u1,v1) — fi(ug,v2)| < Ly, |lur — u2,v1 — v2|B

< Lfl{Hul — Uz||gee(py + [Jv1 — vzHLoo(D)}

lg1(u1,v1) — g1(u2,v2)| < Ly, [|ur — uz,v1 — v2||B
< Ly, { I = wallue(oy + lor = valleeoy }

donde Ly, , Ly, son las constantes del lema (4.1]), si tomamos Ly = max{Ly,, Ly, } asi tenemos que

(2.5) S1(u1,v1) — S1(uz, v2)| < (2L10(1)\/7§+ th) (Hul — gLy + [lv1 — U2||L°0(D))-

Haciendo exactamente las misma cuentas también tenemos,
(26)  ISa(ur,vn) = Sp(uz,v2)| < (2Lae(D)VE+ Lat ) (Ilur = wallee (o) + o = vallioe(n))-

Si hacemos L = max{Li, L2} tenemos

[S1(ur,vn) = Si(u2,02)] < (2Le(VVE+ Lt) (Jlur = wallgoe(p) + lon = valliee(py )

[Sa(ur, v1) = Sp(uz, v2)| < (2Le(V)VE+ Lt) ([l = uallee (o) + llor = vellee ) )

luego
I8 (ur, 01) = S(ua, v2)ll < 2(2Le)VE+ Lt) (s = wallee () + o1 = valle(p) ).
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Si tomamos Ty > 0 tal que
2K /Ty + KTy < M, 2(2Lc(1)\/%+ Lt) <1,

tenemos que S es una aplicacién contractiva en By, y por el teorema del punto fijo de Brouwer-
Schauder existe un tnico punto (u€,v¢) € By, tal que

S(uf,v) = (uf,v),
es decir, el problema de Cauchy (2.1)), tiene una solucién (u€,v¢) € C*(R x (0,Tp)) y
| < 2M, |vf| < 2M.
O
Corolario 2.5. Si la solucién del problema de Cauchy , , tiene una estimacion a priori

|u(z, )] < M(T),
v (2, )| < M(T)

para todo t € R x [0,T], entonces la solucion existe en R x [0,T]. En particular, si existe N > 0 tal
que
||| oo (Rx (0,00)) < N,

[0 oo (Rx (0,00)) < AV,

entonces la solucion (uf,v¢) € C°(R x (0,00)).

Demostracion. Si la solucién tiene una estimativa a priori

lu(z, t)] < M(T), |o(z,t)] < M(T)
para todo t € [0, 7], entonces

uo(z)| < M(T), |vo(z)| < M(T).

Ahora bien, por el teorema (2.1)) existe un 7 que depende de M(T') tal que el problema de Cauchy
(2.1), (2.2)) tiene solucién unica (u(x,t),v(z,t)) en R x [0,T] y

ju(a, )] < 2M(T), [ (a,t)] < 2M(T)
para todo t € [0, 7]. Puesto que la solucién tiene una estimativa
[u(z, 7)| < M(T), |v(z,7)| < M(T),

si consideramos 7 como tiempo inicial entonces de la misma manera podemos probar que la solucion
existe en R x [1,27] y
u(w,8)] < 2M(T), [v"(2, )] < 2M(T)

para todo t € [1,27], luego tenemos
juf(,27)] < 2M(T), |o(a, 27| < 2M(T)

y asi podemos extender 7 a T paso a paso, donde 7 va dependiendo unicamente de M(T'). En
particular si la solucion tiene una estimativa a priori

||u6||L°°(R><[O,oo)) <N, ||U€||L°°(R><[0,oo)) <N,

entonces la solucién existe en R x [0, 00). O
10



Lema 2.6. Suponga que v°(x,t) satisface la siguiente ecuacion parabdlica

(2.7) v+ (vf(u, ) + g(u,v) = €vgy,

y v(z,0) = vo(z) > § > 0. Donde f(u,v) € CY(R)?, g(u,v) es localmente Lipchitz continua y
g(u,v) = vh(u,v), h(u,v) € C(R)?. Si |u(z,t)] < M(e,0,T), [v(x,t)] < M(e,6,T) en R x T,
entonces la solucion v¢(x,t)| > c(e,,t) > 0 en R x T, donde c(¢,6,t) tiende a cero cuando 0, €

tiende a cero ot tiende al onfinito.

Demostracion. Haciendo w = logv tenemos que la ecuacién (3.1]) se transforma en

2 2
(2.8) Wy = €Wy + € (wa; - f(u,v)) — fu,v), — Jwv)? _ h(u,v),
2e 4e
entonces la solucién puede ser representada por
w=I.+J,
donde
(2.9) L= [ K(z —y, thwo(y),
' J. = fot e [e(ww - 7]((12?}))2 — flu,v), — h(u,v)] K(x —y,t — s)dyds,

—z_
€ 4et |

_ 1
donde K(z,t) = i
Como vy > § entonces log(vo(x)) = wo(z) > J; luego I, > §. Para J, tenemos que (e(wx—¥)) >0

/Ot/i ([—f(u,v)x—]w-h(u,v)] K(a;—%t_s)) dyds

// ( Ky(z —y,t—s) — <f2(471£1))+h(u,v)>K($—y,t—3)>dyds'

Lema 2.7. Suponga que u(x,t) satisface la ecuacion parabdlica

(2.10) up + a(u, x, )ugy + g(u, x,t) = ugy,

y |u(z,0)] < M, |g(u,z,t)] < Clu| + B, donde C y B son constantes estrictamente positivas
y a(u,z,t) es acotada. Entonces para cualquier T > 0 eziste una constante M(T) > 0 tal que
|u(z,t)] < M(T) en R x [0,T].

Demostracion. Ver ([3]) O
Corolario 2.8. Suponga que u(z,t) >, (< 0) satisface

(2.11) ur + a(u, x, ) ug + glu, z,t) < (>)uga,

y |u(z,0)] < M, |g(u,z,t)] < Clu| + B donde C y B son constantes estrictamente positivas y
a(u,z,t) es acotada Entonces para cualquier T > 0 existe una constante M(T') > 0 tal que u(x,t) <
M(T) (u(z, M(T)) en R x[0,T].
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Demostracion. Ver ([3])

Lema 2.9. Sean ¢1(r), ¢2(r) soluciones de la ecuacion Fuchsiana
c
(2.12) ¢ (r) = (14 35)o(r) =0,

donde ¢ es una constante. Si ¢1(r) > 0, qﬁll (r) > 0 para r > 0 entonces

9)(r) _ 1
(2.13) s =11 0G),

cpr(r)e" =1+ O(%),

cuando r se aprozima al infinito. Si ¢o(r) > 0, ¢o(r) > 0 entonces

!

1(r) _
(2.14) 21(70 =-1+ O(r%)
cr(r)e” =1+ 0(3),

cuando T se aproxima al infinito, donde c1, co son dos constantes positivas adecuadas.

Demostracion. Ver [0]

12



Capitulo 3

Aplicaciones a un Sistema de Leyes de Conservacion con Flujo
Cuadratico

En este capitulo vamos a aplicar el método de Compacidad Compensada a un caso particular
de Sistema de Leyes de Conservacion llamados Sistemas de Flujo Cuadratico. Dadas u,v : € C
R x [0,00) — R y dos funciones localmente Lipschitz continuas g1, g2 : R? — R, consideramos el
problema de Cauchy

(3.1) {ut + %(3u2 + 02 + g1(u,v) =0, (2,t) € R x (0, 00),
v+ (uv)g + go2(u,v) =0 (x,t) € R x (0, 00),
con datos iniciales medibles y acotados
(3.2) u(z,0) = up(z), v(x,0)=uvo(x)>0.
Consideramos la aplicacién F(u,v) = (3(3u? 4+ v?), uv). Entonces
AF — [3u v] ’
voou

asi los autovalores con sus respectivos autovectores estan dados por

1 1
(3.3) A =2u—s2, r = (52 —u,—0v)T,
. 1 1
Ao =2u+ 82, ro = (52 +u,v)7T,
las invariantes de Riemann satisfacen las ecuaciones

(s% —u)W, — oW, =0,
(3.4) 1
(s2 +u)W, + oW, =0,

resolviendo por el método de las curvas caracteristicas tenemos
1 1
(3.5) W(u,v) =u+s2, Z(u,v) =u—s2;

observe ademads que

1

A -7 = 3(s3 —
(3.6) VA -7m 3(3; u),
Vg 1o =3(s2 4+ u),

de donde tenemos la siguiente clasificacién de este sistema:

1. El sistema es hiperbdlico degenerado en (0, 0),
2. El primer campo caracteristico es linear degenerado en u = 0, v > 0,

3. El segundo campo caracteristico es linear degenerado en u =0, v > 0.
13



3.1. Soluciones Viscosas

Consideramos el problema de Cauchy para in sistema parabdlico relacionado con (3.1)), (3.2))

(37) ug + %(3u2 +v2); + g1(u,v) = €Uy, (z,t) € R x (0, 00),
' v+ (uv)z + g2(u, v) = evyy (2,t) € R x (0,00),

con datos iniciales medibles y acotados
(3.8) u(z,0) = uj(z), v(z,0) = vH(z).

Teorema 3.1. Suponga que g1, g2 satisfacen

vg2 (U, U) ’l)gQ(U, U)
VuZ + 02 +u VZ+o2—u

Entonces el problema de Cauchy (3.7), (5.8) tienes una solucion dnica (u(z,t),v%(z,t)) en R x
[0,00) y existe una constante M > 0 tal que

(3.9) < g1(u,v) <

|u(z,t)] < M, |v(z,t)| < M,

para todo (x,t) € R x [0, 00).

Demostracion. Derivando las invariantes de Riemann en (3.5]) tenemos

2 2
U v v U U
(3.10) Wy = 1+$a Wy = %7 W = g, Wuv:_sﬁa va:@
y
2 2
U v v uUv (7
3.11 Zy=1——, Zy=——, Zyu=—5, Zuyv=—5, Lpp=——75.
( ) u \/g v \/g uu S% uv S% VU S%

Es claro que W (u,v) es convexa y Z(u,v) es céncava.(ver [6] pag. 45). Multiplicando en (3.7) por
W, v W, respectivamente obtenemos

(3.12) Wi+ XoW, = Wy — (Wuu(um)z + 2Wo g Vg + va(vz)2> — (g1 (u, )Wy + g2 (u, v)Wy)
y
(3.13)  Zy+ XoZy = €Zou — (Zuu(ug»2 + 2Zu g Vg + Zvv<vx>2) — (91(u,v) Zu + g2(u, v) Zy)
y usando la ecuacién obtenemos

g1(w, V)W + ga(u, )Wy 2 0,

g1(u,v)Zy, + g2(u,v)Z, <0,

de donde
(3.14) Wi+ XMWy < eWae, Zy+ My > €.

Aplicando el principio del Maximo encontramos una constante N > 0 tal que W (u,v¢) < N,
Z(uf,v¢) < =N, por lo tanto |u(z,t)| < M, |v°(z,t)| < M para una constante M > 0y aplicando
el teorema ([2.1)) obtenemos el resultado. O

14



3.2. Soluciones Débiles

Teorema 3.2. Suponga que g1(u,v), g2(u,v) tienen la siguiente propiedad: existen constantes C,
Cy, C3, C4 tales que

W, + g2 Wy > CyW + Cs,
(315) {gl +92 1 + 2

N2y + 922, < C1W + Cy

y que ga(u,v)0vh(u,v) donde h(u,v) es una funcion continua. Entonces el problema de Cauchy
, (@ tiene solucion en el sentido de las distribuciones.

Demostracion. La demostracién de este teorema la vamos a dividir en tres secciones: la primera
consiste en construir pares entropia-entropia flujo del tipo Lax, la segundo en mostrar la compacidad
de esos pares entropia-entropia flujo y la ultima parte si se enfoca en la existencia de las soluciones
débiles. O

3.2.1. Construccion de los pares Entropia-Entropia Flujo de tipo Lax

Multiplicando las ecuaciones de ([3.7)) por W,,, W, respectivamente tenemos las desigualdades (3.12)),
(3.13). Que transcritas en términos de las desigualdades (3.15) nos quedan

wt + Aow, + Crw + Cy < ewyy,

2t + Aozg + Csw + Cy > €24y
(En adelante vamos a denotar a W = w y Z = z para comodidad en la escritura). Aplicando el prin-
cipio del Maximo podemos encontrar para cualquier 7' > 0,una constante N(7') > 0,independiente
de €, tal que W(u,v¢) < N(T), Z(uf,v¢) < —N(T) para todo (z,t) € R x [0,7] por lo tanto
aplicando el (??) y el lema (2.6 tenemos que |u(z,t)] < M(T), 0 < c(e, t) < v(x,t) < M(T) por
el teorema de las medidas de Young existe una sucesion que seguiremos denotando de la misma

manera tal que
Lx — Hm(ue(x7 t): ’Ue(xa t)) = (u(x7 t): ’U(.’IJ, t))

Como los pares entropia-entropia flujo del sistema (3.1)) entropia flujo satisfacen las ecuaciones
(3.16) Vn(u,v)dF (u,v) = Vq(u,v),
obtenemos las siguientes relaciones

Gu = U v

Qv = VMy + UMy,

eliminando g y haciendo 7j(u, v) = n(u, s), g(u,v) = q(u, s) tenemos que el par entropia flujo satisface
la ecuacion diferencial parcial

1
(3.18) Nss = @77%

y la entropia flujo ¢ correspondiente a la entropia 7 satisface

(3'19) Qu = 2uny + 2s7s,
15



ver [6]. Si k es una constante entonces 1(u, s) = h(s)e" resuelve (3.18)) si

Sean

entonces ¢(r) es la solucién de la ecuaciéon Fuchsiana

" 3
(320) 6 (r) = (1+ £ 5)8(r) = 0.
Aplicando el método de Frobenius encontramos una solucién ¢ de la forma
3
¢1(r) =r2g(r),
con
oo
g(r) = enr®,
n=0
- tna1 i -
donde ¢, = PRI To vy cg es una constante positiva. La segunda solucién esta dada por

Si e = a(s)¢1(r)er™ entonces por (3.19) tenemos

1 i(r)
3.21 w=2kun, +(=+r
(3.21) (qx) e+ (5 e )10k
y una entropia flujo correspondiente a n; esta dada por
1 T ¢u(r) 3
22 = 2 - -+ =).
(3:22) k= (204 5%) + L (L -0+ o)

Es claro que ¢1, ¢o satisfacen ¢1(s) > 0, ¢}(s) > 0y ¢2(s) > 0 para s > 0. La positividad estricta
de ¢y, da ¢y(s) < 0 cuando s > 0 puesto que

Ii = 1i h(s) =
I ¢y(s) = 0, lim ¢y(s) =0
y usando el lema (2.9)) obtenemos los siguientes pares entropia-entropia flujo,

k= (als)+0h),  [nf=e(als) +0(h),

(3.23) g =nt(he-F+0G), | =nt(M - &+ 0G)
y
(.29 e CORRCI) I CRE R CORNCIE)

ql—k = nl—k (Al + % + O(k%))a qzk = 7731c </\2 + % + O(%)),

en cualquier subconjunto compacto de s > 0, y

(3.25) G = ()\2 + 0(%)) % =y (M + 0(%))
dy=n(M+0ld), | @h=n

en s > 0.
16



3.2.2. Compacidad de n; + ¢, en HL_OlC

Ahora veamos que 1y + ¢, €s compacto en Hz;c. El sistema tiene entropia estrictamente convexa

Nt = # y la correspondiente entropia flujo ¢* = u?® + uv?.

Teorema 3.3. Para los pares entropia-entropia flujo (n,q) construidos en la seccion tenemos
que
n(us, v) + q(u, v)z

es compacta en H; ! (R x [0, 00)

Demostracion. Multiplicando (3.7) por U = (u,v) tenemos
(3.26) (0 + " (u,0) = engy — e((ug)® + (v5)%) — mugr + m,g2)-

Note que n%g1 + 75g2) € L=(R x [0.T]) para todo 7' > 0 y por lo tanto es acotado en L} ..
e(us)? y e(vs)? son acotados enL} .
Estudiamos la compacidad de la primera clase de entropia-entropia flujo relacionada a la funcién

¢1,

[e.9]
nk, = k2 Z cn(k?2s)methu
n=0

estas funciones de (u,v) suaves, por o tanto (ni,): + (¢1,)z es compacto en H; ! .

Para la segunda clase de entropia-entropia flujo relacionada a la funcién ¢

oo
2 —1 4ku 2 dr
Nip =k 2e 7“9(7”)/ ’
r T3g%(T)
donde f:o 73;[; GO O(T%) cuando r — 0, tenemos que las derivadas de segundo orden son singulares

en el punto (0,0), si embargo para una constante k > 0 fija nik y qik son uniformemente acotadas
y ademas

o =l dpuy L 2 > g'(1)
(3.27) Nk =k72e (m*T Q(T)/T WdT),

donde

o0 o0
g(r)= Z 2ne,r?" 1 < Z 2,1l = rg(r),
n=1 n=1

asi
2 > g(r) 2
r g(r)/ — 5,dr = O(r"logr) cuandor — 0.
r T2(7)
Esto implica que para cualquier k£ > 0 fijo, las derivadas de primer orden de nik son uniformemente
acotadas.

Sean
_ S tku 1
(3.28) DT
I2 = kTeikug(r) f?‘ ngg3(7_) dT-

La parte I; es suave y sus derivadas de segundo orden son acotadas. En la parte r?I, tenemos que
las segundas derivadas son singulares en el punto (0,0). De hecho todas sus derivadas son acotadas
17



excepto por los términos (72)y,Ia, (r?)ywla = 2k?I5 pero son positivos. Asi que multiplicando por

nik en tenemos

(52)) = ((1)ugr + (k) 0g2)

2
(nik)t + (qik)x = e(nik)xx — e((ug, vz) e (n:itk)

(nik)uv (77 k)

A(u,w) B(u
B(uw) €

v)

— (g v2) | ) 20 () = 22 eDa(u? + 02) — (B p)ugt + (R4)ug2),

= E(U:th:)xfz 9

donde A(u,v), B(u,v) y C(u,v) son las derivadas regulares de segundo orden de n%,).
Sea K un subconjunto compacto de R x [0, 00) y escojamos ¢ € C5°(R x [0,00)) tal que ¢ =0y
0 < ¢ < 1. Multiplicando (3.7)) por ¢ e integrando sobre 2 = R x [0, 00) tenemos que

/ 2k el (u2 + ) pdadt
Q

- [ —e{tueen

< M(¢),

A(u,w) B(u,v)
B(u,v) A(u,v)

(42) 6+ nladn + s + baa — (W)ugs + (00)092)6 b dadt

de donde la tultima desigualdad se sigue del hecho que las soluciones viscosas son acotadas y las
partes regulares A(u,v)u? + B(u, v)uzvy + Clu,v)v2 y (n3,)ug1 + (03, )vg2 son acotadas en L} .

(Uik)uu (nik)uv

Las partes €((uz, vy) (2w (121 Yoo

(22) y (nik)ugl + (nik)vgg son acotadas en LLOC y por lo tanto

son compactas en W19 para o € (1,2). La parte (%, )z es compacta en HZ&C pues las derivadas
de primer orden son acotadas. Asi que (93, ): + (¢3;)= son acotadas en W1 y por el lema 1'
y el teorema (2.3.2) de ([6]) tenemos que (n2,): + (g2 ) es compacto en Hy ! . O

3.2.3. Existencia de Soluciones Débiles

Finalmente probamos que las medidas de Young determinadas por la sucesién de soluciones viscosas
us@h) et de el problema de Cauchy , se reducen a medidas de Dirac. Puesto que las
soluciones viscosasu¢®1) v<(*:1) estén acotadas en L (Rx[0,T] para cualquier T' > 0 por el teorema
(2,2,1) en [6] consideramos la familia de medidas de probabilidad v, ; soportadas en un conjunto
compacto. Sin perdida de generalidad podemos fijar (x,t) € R x [0,00) y considerar solo la medida
v.

Para cualquier par entropia-entropia flujo que satisfacen la condicién n(u€, v)s+q(u€, v), compacto
en HZ;C tenemos

1 (u, v)qa(u, v) = m2(us, v)qr(u, v6) = 1 (u, v°)ga(u, v) = m2(u, v4)q1 (us, v°),
donden; (uf, v¢) = wx — limn(u, v¢). Usando la representacién de medidas de Young tenemos
(3.29) (v,m)(v,q2) — (v,m2)(v,q1) = (v, maz — m2q1).

Sea @ el menor rectangulo caracteristico
Q={(u,v):w_ <w<wg, z2- <z<zy},
donde
z- = inf  z(u,v), 24 = sup z(u,v)

(u,v)E€suppy (u,v)Esuppr
18



w_= inf z(uv), wy= sup z(u,v).
(u,v)Esuppy (u,v)Esuppr
Ahora probamos que suppr se reduce al (0,0) o a otro punto.
Supongamos que suppv no es el punto (0,0) entonces <V, 77,1,> >0y <I/, n? k,> > 0. Introducimos dos
nuevas medidas de probabilidad u,": , 1y, en @ definidas por

hnl <V hnz >
T R) = M7 ~h) = ’7k’7
<Nk > <U7 L <“k > <U’ n%k>

donde h = h(u,v) es una funcién continua arbitraria. Observamos que u,": , 1, son uniformemente
acotadas respecto a k y por la compacidad débil * existen una subsucesién(que denotaremos de la
misma manera) y dos medidas pt en @Q definidas por

+ ’ +
hy="1 h).
(=) = Mm (i )
Ademas,
suppp” = Q N{w = w, }, suppp” = QN{w =w_}
y si h(w, z) € Cp(Q) tal que supph(w,z) C Q N{(u,v) : w < wp}, (donde wy < w4 es cualquier

nimero) entonces cuando k — oo tenemos

‘<Va hﬁi>| |<V, heF (a(s) + O(%)>| - c1ek(wo+d)

‘<Va77]£>| B \<V,ekw(a(s)+0(%)>| = coek(wi—0)’

donde ¢, ¢o son dos constantes adecuadas y § > 0 satisface 26 < wy —wq, puesto que @ es el menor
rectangulo caracteristico de v.

Sea (n1,q1) = (i, qi) en (3.29). Entonces

1 1 1
v,q V,NL.q2 — 124
(3.30) (v, q2) — <”’”2>§V ngi _ <zngf<;y ni>%>

Usando las estimaciones de (*) y (**) y pasando al limite & — oo en (3.30]) tenemos

(3.31) (v, q2) — (V) (p™ X)) = (1T, g2 — Aamp).
De la misma manera sea (71, ¢1) = (7%, ¢ ;) entonces tenemos
(3.32) (v,q2) — (v,m2) (™, A2) = (W™, g2 — Aamp).

Sean (n1,q1) = (?7;1;, q;ﬁ), (12, G2) = (U%k, q%k) entonces en 1| tenemos

(3.33) ndZy) _(may) _ (Way — 1240)
vn2y)  (vm) ()
Afirmamos que w_ = w4. Si no tome § > 0 tal que 20y < w + —w_, entonces

<V) 77%k> > cleik(w_its())) <V7 77]1;> > 6267k(w+750)
para dos constantes adecuadas c1, ¢z y por lo tanto el lado derecho de (3.33)) satisface

12 _ 2 1
(v, nkq;k nfliqk> _ O(l)e—k(w—wf—%o), cuando k — 0o,
(v ) (vsmy,) k
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como resultado de las estimaciones de ([3.23)) y (3.24]). Pasando al limite k¥ — oo en (3.33]) tenemos
(30), .32

que <,u+, )\2> = </f, /\2>, combinando ) tenemos que

(3.34) (uF g —2Xan)y = (u™,q — Aam),

para cualquier (7, q) satisfaciendo 7 + ¢, compacto en Hzic Sean (1, q) en 1D Siwy—w_ > 2§
entonces en el lado derecho de (3.34))tenemos que

(uF,q—Xam) > %e“’*"s‘%
y en el lado izquierdo de (3.34))tenemos que
(B, q = dam) < %ew_éo,
para dos constantes positivas c1, co. Esto es imposible por lo tanto w4 = w_. De la misma manera

podemos probar que z; = z_ usando los pares entropfa-entropia flujo (n2,q2), (n',,q',). Asi que
el soporte de v es (0,0) o un punto (u*,v*).

20



Capitulo 4

Aplicaciones a Sistemas de tipo Le Roux

Ahora vamos a estudiar el problema de Cauchy para el sistema de tipo Le Roux no homogéneo.

(4.1) {u (2 4 0)g + f(u,v) = 0, (2,8) € R x (0,00)

vt + (uv)z + g(u,v) =0 (z,t) € R x (0, 00),

con datos iniciales medibles y acotados

(4.2) u(z,0) = up(z), v(x,0)=uvo(x)>0.
Sea F(u,v) = (u? + v,uv), entonces
dF — [2u 1] 7
voou

la ecuacién caracteristica esta dada por A\? — 3ul + 2u? — v = 0 de donde los valores propios con sus
respectivos espacios propios son

(4 3) )\1 - 37U - %7 1
. o= 4Dy = (1, 22T
donde D = vu? + 4v. Las invariantes de Riemann deben satisfacer las siguientes ecuaciones

— Wy + (UED)U},U = 07
Zu+ (_ ;_D>Z,U = 0,

resolviendo por el método de las curvas caracteristicas tenemos que

w(u,v) =u+ D,
(4.4) z(u,v) =u — D.

Para encontrarlas soluciones débiles vamos a hacer uso de los siguientes resultados:

4.1. Soluciones Viscosas

Consideramos el sistema parabélico relacionado con el sistema de tipo Le Roux (4.1)).

v+ (uv)y + g(u,v) = vy (x,t) € R x (0,00),
21
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con datos iniciales

(4.6) u(z,0) = uf(x), v(x,0) =0v5(z) > 0.
donde
(4.7) (ug(x), v5(x)) = (uo(x), vo(x) + €) * G

Donde G€ es un mollifier.

Lema 4.1. Sean (u(z,t),v(z,t)) soluciones locales del problema de Cauchy ({4.5), {4-6). Entonces
uz(2,t), vy(z,t) son acotadas en R x [0,T].

Demostracion. ver ([2]) O

Lema 4.2. Suponga que g(u,v) = vh(u,v) y h(u,v) e continua. Si (u(z,t),v(z,t)) € C*(Rx[0,T])
e

son soluciones del problema de Cauchy (-) (@ entonces v(z,t) > 0 en R x [0,T].
Demostracion. Sea D = [—R, R] x [0,T], entonces existen un par de constantes N(7T') y « tal que
(48) ju(z,t)] < N(T), Jo(z, D) < N(T),

y

e ,8) + h(w,v)] <
para todo (x,t) € D. Sea

.%'2
(4.9) ol 1) = {wle, 1) - V(T Rj Cht) beot
entonces,
$2
o@,0) = {u(z,0) - TN,

luego w(z,0) = vo(z) + N(T)(%)* > 0.

v(R, ) = {w(R, t) — =

usando las ecuaciones 1’ tenemos que w(R,t) = v(R,t)+ N(T)+ (CN(I?M)2 > 0, y de la misma
manera podemos probar que w(—R,t) = v(—R,t) + N(T) + CNg)Rt)Z > 0. derivando en 1'
tenemos NTYC
vy = {wt — () }ea + ave™,
R
2xuN (T
UV = {uwt — quQ( )}eo‘,
2eN(T
€Uy = {ewm— ER( )} at

reemplazando en (4.5) tenemos

N(t)
R2

Ahora bien, si no se tiene que

N(T)(z* + CRt)
R2

(4.10) wi — uwy — Wgy = <C’R+ 2zu — 26) + { w(z,t)+ [+ ug + h(u,v)].

w(z,t) <0, V(z,t)€ D,
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entonces su valor minimo se alcanza en (—R, R) x (0,7, sea (xq,to) el punto donde se alcanza este
minimo. Por las consideraciones anteriores w(zg,tg) < 0, ademds wy(zg,to) < 0, wy(xo,t9) =0y
Wez (0, o) > 0 de donde tenemos que

we(xo, to) + u(xo, to)we(zo, to) — Wea(x0, to) < 0.

Pero observe que si reemplazamos (zg,to) en (4.10) si tomamos C' suficientemente grande tenemos
que w(zg,tg) > 0 y esto es una contradiccién. Por lo tanto w(x,t) > 0 en D de donde podemos
concluir que v(x,t) > 0 en D, haciendo tender R — oo tenemos que v(x,t) > 0en R x [0,7]. O

Proposicién 4.3. Suponga que f(u,v), g(u,v) satisfacen

—u — Vu? v —U u? v
S ), gluwe) < I p0)

y g(u,v) = vh(u,v), donde h(u,v) es una funcién continua. Entonces el problema de cauchy ({.5),
({4-6) tiene una solucion dnica (u(z,t),v¢(z,t)) en R x [0,00) y eziste una constante M > 0 tal que

(4.11) g(u,v) >

(4.12) |u(z,t)| < M, |v(x,t)| < M, para todo(z,t) € R x [0, 00).

Demostracion. Derivando las invariantes de Riemann en (4.4]) tenemos

1 2 4o 2u —4
(4.13) Wu:1+5, Wv:57 Wuu:ﬁa Wuv:_ﬁa va:ﬁ
y

1 2 4o 2u 4
(4'14) Zu:1_57 Z”U:_Ea Zuu:_ﬁa Zuv: ﬁy Zvv: ﬁ

multiplicando en (4.1) por VW (u,v), y por VZ(u,v) respectivamente tenemos

Wz, t)e + AW (u,v)r = €W (U, 0)gq — e(VVuu(ux)2 + 2Won iz Vg + Ww(vx)2>
- (f(u7 U)Wu + g(u, U)Wv)
1
6\/u2 + oW (u,v) 2 Z (u, )z
- (f(u’ U)Wu + g(u, U)Wv)

= eWypy —

Z(x,t)e + MW (u,v)y = €Z(u,v) g — e(Zuu(ux)2 + 2720 Ug Vg + Zw(vx)Q)
- (f(u7 U)Zu + g(u, U)Zv)
1
6\/u2 + doW (u,v)x Z(u, v),
- (f(u7 U)Zu + g(u, U)ZU)'

= €Ly —

En vista de (4.11) tenemos
fu, o)Wy + g(u, )Wy 20, f(u,v)Zy + g(u,v)Zy <0,

y por lo tanto

1
Wu,v)t + W (u,v)y < eW(u,0)ze — e———=W(u,v)Z(u,v)s,

' 1
Z(u,v)t + A Z(u,0)y < €Z(U, V) — e———=W(u,v)Z(u,v),.
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Aplicando el principio del Maximo a (4.15) y los lemas (4.1 [4.2) tenemos que W (u,v¢) < N,
Z(uf,v¢) < N y por lo tanto |u(x,t)| < M, 0 < v < M para dos constantes positivas M, N que
dependen tnicamente en la norma L del dato inicial ug(x), vo.

4.2. Soluciones Débiles

Teorema 4.4. Suponga que f(u,v), g(u,v) satisfacen la siguiente propiedad: existen constantes ci,
c2, C3, C4, tales que

(4.16) {wuf + wyg > crw + ¢,

2uf + 209 < c3w + ¢y,

y g(u,v) = vh(u,v), donde h(u,v) es una funcion continua.Entonces el problema de Cauchy ,
tiene una solucion débil en el sentido de las distribuciones.

Demostracion. La demostracién de este teorema la vamos a dividir en tres secciones: la primera
consiste en construir pares entropia-entropia flujo del tipo Lax, la segundo en mostrar la compacidad
de esos pares entropia-entropia flujo y la ultima parte si se enfoca en la existencia de las soluciones
débiles. O

4.2.1. Construccion pares Entropia-Entropia Flujo del tipo de Lax.

Multiplicando por (Wy, Wy,), (Zu, Z,) vy usando las ecuaciones (4.13)),(4.14]) tenemos

W (u,v)e + AW (u,v)y + (Wygt + Wygo)
=eW(u,v)ge — e(Wuu(uI)2 4 2Woo g Vg + Ww(vx)2>

=W (u,v)zs — %w(u,v)wZ(u,v)x
y de la misma manera
Z(“’v v)t + )\QZ(U, v)x + (Zugl + ZUQQ)

= eZ(u,v)zy + %w(u,v)xZ(u,v)x.

Ahora usando las desigualdades (4.16]) tenemos

€
Wit (Do + 52 ) Wa + LW + Cy < W
D
(4.17) f
7 + ()\1 — 5Wa,)zm £ C3Z + Cy < W,
aplicando el corolario (que no se donde esta) a las ecuaciones (4.17)) obtenemos, para cualquier
T >0, Wu,v) < N(T) Z(u,v) > —N(T) en R x [0,7] donde N(T') es independiente de €. Por
el lema (4.2) tenemos que |uf(z,t)] < M(t), 0 < C(e,t) < v(z,t) < M(T). Usando el teorema de
las medidas de young tenemos que existe una subsucesion, que seguiremos denotando de la misma

manera, tal que
L* — lim(uf(z,t),v(x,t)) = (u(z,t),v(z,t)).
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Ahora construimos dos pares entropia-entropia flujo del tipo Lax, del sistema (4.1)). Sea p = D3,
0= %u Para una solucion suave el sistema Leroux es equivalente al sistema

Or+ (% + 2p3)a = 0.

wl

Cualquier par entropia-entropia flujo satisface las ecuaciones

1 _:
dp = ‘977;) + Zp—gﬁe’
do = P1p + M-

Volviendo a derivar tenemos gy, = 1, + i ,07%7799 Y 46p = Mp + p1pp- ¥ eliminando ¢ tenemos

1

_4
(4'19) Npp = ip 3196 -

Ahora bien, si k es una constante entonces la funcién 7 = h(p)e*? resuelve (4.19) si satisface la
relacion

1 1
n= gk p~3h(p).

Sea h(p) = po(s), s = %kp% Entonces ¢ resuelve la ecuacién Fuchsiana
(4.20) ¢ - (1%)¢ =0.
S
Utilizando el método de Frobenius podemos encontrar una soluciéon dada por
[e.e]
(4.21) $1 =5 cons™" = s%g(s),
n=0

donde g(s) = 320 28 y cop = Mﬁ y ¢o es una constante positiva y arbitraria. La

segunda solucién esta dada por

& 1
4.22 = s ———~ds.
(422 b2 =20(s) [ S
Es claro que ¢1, ¢o satisfacen ¢1(s) > 0, ¢}(s) > 0y ¢a(s) > 0 para s > 0. La positividad estricta
de ng da quQ(S) < 0 cuando s > 0 puesto que

lim ¢9(s) =0, lim ¢h(s) = 0.

§—00 §—00

Los valores propios de (4.18) estdn dados por

1

3

N=0-15
1

3

Ao =0+ %

y las correspondientes invariantes de Riemann son

3 1

=0 —"ps

z oP%
3 1

= 0 — 5.
w + 5 p



Asi que

1 2 2
ngezzi’ pZ:p.?,’ pw:—p3
y
2 2
Qw =500+ P30ps | =300+ P3Ny,
(4.23) h 2 1 2
4z = 549 — P34p Tw = 376 — P37p-

Puesto que ¢ = Aanw, ¢z = A7, de la definicién de entropia tenemos
(4.24) 90 = quw + gz = Ong + p1p.

Sea ny, = pégb(s)eke,n_k = péqﬁ(s)e*ka de la ecuacién 1} obtenemos

1 (s
Q. =77k<9— o + p;ﬁs())),

(4.25) )
q-k = 7]—k<9+ 2z — p;j’éﬁ)

eik@

Sea 1, = p%qbi(s) , entonces las estimaciones del lema (Fuch) dan

np=ps(1+0(),  ab=nte — g +O0(k),
o b =pie 1+ 0() by =nh (O + 5+ O()),
m=p3"(1+0G),  ai=n(\ — 5 +O0(p)),
Py =p3e M 1+0(5) @ =n(e+ 5 +0Gz)),

— 1 2 _ 2 1
(4.26) {qﬁ = k(2 +0(})), {q;{2 RO+,
- 7 =" (A2+O0(%))s

en s > 0.

4.2.2. Compacidad de 7; + ¢, en HL_OlC

Ahora verificamos la compacidad de n; + ¢, en HE;C para los pares entropia-entropia flujo que
acabamos de construir. Vamos a demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Para los pares entropia-entropia flujo (n,q) construidos en la seccion tenemos
que

77(U€, UE)t + Q(UE? Ue)m

es compacta en H; ' (R x [0, 00).

Demostmcz’o’g. El sistema tiene entropia convexa n* = % + fOU log vdv y la correspondiente entropia
flujo ¢* = 2% + uvlogw.

(.27 (e, WL
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son uniformemente acotadas en LZ_ (R x [0,00)). Demostramos el teorema para el par entropfa-
entropia flujo para el par (ni, qz) ya que para las otros pares se procede de la misma manera.

Multiplicando el sistema (4.5]) por (1y,1,) y despejando tenemos

(428) N+ gz + (nuf + 7]119) = €Nzgx — €<nuu(uz)2 + 27]uvuzvx + nvv(vaz)2>7

*® ds 1
/s 54925 - O(ng),

cuando s tiende a cero, entonces para cualquier k£ > 0 fijo tenemos que

2 *  ds
2_ 4 3 ko
M = 38 9(5)/8 S1g75¢

puesto que

y q,% son uniformemente acotadas en R x [0, 00), asi que
atnl% (U, U) + 8$ql% (uv U))

es acotado en W1 n, f 41,9 es acotado en R x [0, c0) para todo T' > 0 y por lo tanto es acotado
en Lioc. Ahora bien, como

y glis) < g(s) tenemos

/:Og’(s)ds:O(l)

s3g3(s) s
cuando s tiende a cero. Asi que (n?)s, (n3)s son acotados en en R x [0,7] para todo T > 0 y
(n?)s = O(s) cuando s tiende a cero. Puesto que

3k
Su = TU(UQ +40)7E, s, = Bk(u? +4v) 73,

ent(inces e(n?)z = O(e(Jug| + |vs])) y usando (4.27) podemos concluir que €(n?),; es compacto en
H .

L
S OCI . 26k9 I— 3 0o gl(S)dS t

ean i1 = gy L =8 g9(s) J, $g3(s) entonces

4
nm=1I— %ekel.

Como I; es es uniformemente acotada en C? entonces probaremos el teorema si logramos mostrar
que L, donde

L= G(qu(um)Q + 2Lz vy + Im}(vx)2>;
es acotada en L (R x [0,00)). Sea L = Li + Lo, donde

Ly = el ((su)Q(wL«)2 + 28,8y Ug Vg + (sv)z(vz)2>,
Ly = 6(Suu(uac)z + 28y UV + va(vz)2>

Como ASS) < ¢g(s), Is = 0 cuando s tiende a cero e Iy es acotado tenemos que L1, Lo se pueden

controlar por e(O( (12)° )+ O((uw)Q))) y por lo tanto son acotados en L, . Aplicando el Lema 1j

[v]

concluimos la demostracién del teorema (|4.5)). O
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4.2.3. Existencia de Soluciones Débiles

Para mostrar la existencia de las soluciones débiles tendriamos que mostrar que la medida de
probabilidad se reduce a una medida de Dirac y estas cuentas las tomamos de ([6]).

Considere una medida de probabilidad con soporte compacto v en R? tal que
(v ) (w.a®) = (") (n.a") = (vn'a® = 'd’),

para los pares entropia-entropia flujo del sistema satisfaciendo la condicién
0 (u€,v)¢ + ¢ (u, v%),, compacto en H™1(Q),

para i = 1,2. Sean (773: s qftk) los pares entropia flujo construidos en la seccién anterior y sea @ el
menor rectangulo caracteristico

Q={(u,v) :w_ <w<wy, z_ <z<zp},

como en (3.2.3). Entonces w™, w™ son no negativos y 2T, 2z~ son no positivas. Si el soporte de
v consiste del punto (0,0) entonces ya terminamos la prueba, asi que supongamos que v no esta
concentrada en (u,v) = (0,0) asi que

<I/, n3k> > 0.
Introducimos las medidas de probabilidad p* en @Q definidas por

<sz h> _ <’/7 hni>

(vomy)

(i) = L

donde h = h(u,v) es una funcién continua arbitraria. Como consecuencia de la compacidad débil %
existen medidas de probabilidad p* en Q tales que

(u*, by = dim (i, b,

tomando una subsucesién p*, u~ son respectivamente concentradas en las concentradas de @ aso-
ciadas con w, es decir en

Qﬂ{(u,v) :w:w+} yQﬂ{(u,v):w:w_}.

Puesto que
1 1
mh = piet (14 0(2),

para cualquier compacto s > 0 y por hipédtesis, el soporte de v no esta contenido en s = 0. Similar

a (3.34]) tenemos

(4.29) (™ Xom —q) = (u™, den — q)
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para cualquier (7, q) satisfaciendo 7; + g, compacto en HZ(}C <R x [0, oo)) sustituyendo (n,i,q,i) en

(4.29) tenemos

- 1_ 1 cret”
(4.30) (™ damg = a) < ——,
y

kw
ce

(4.31) R
donde ¢;, ¢ son constantes positivas por (4.29)), (4.30),(4.31)) podemos concluir w_ = w4. De la
misma manera podemos concluir z_ = z;.
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Céapitulo 5

Aplicaciones

Ahora mostramos algunas funciones que satisfacen las condiciones de los teoremas (3.2)), (4.4]). Para
el teorema ([3.2)) las funciones

g1(u,v) = av/u? +v2 + 3,
g2(1,0) = —— (8(V/uZ + 0 ~ Ju]) +7),

v+ 1

donde a, 3, € y 7 son numeros reales. De hecho, |W,| =1+ % <2, |[W,| = % <ly+s—|u <W,
asi que

g1 (u,v)Wy, = aW + (1 + )B > aW —2|5|.

%
(05 = Jul) +)

v

NG

g2(u, v)Wy, = v

= > —0|W —

de donde
gWat g2Wo = ((a = )W = 218/ + 1) ).

De la misma manera tenemos
9120+ 922, = ((=a = |0)Z + 2181 + ).

Observe que (g1), = a% y (g1)v = a% son acotadas y por lo tanto g; es localmente Lipschitz, de
la misma manera podemos ver que go es localmente Lipschitz.

Para el teorema (4.4) considere las funciones

fu,v) =avu?+4v+1+0,
(c(\/ u? 4+ 4v — |u]) + d),

donde a, b, ¢, d son numeros reales. Observe que |w,| =1+ % <2, w, = 3 y D — |u| < min{w, —2}
asi que

) =

1
waf 2 —[al(D+1)(1+ =) — 20bl < —Jahw = 2(a] + b)), wog = ~2lcfw —2/d],
de donde
wy f +wug < (—la| = 2[c))w —2(|a] + [b] + |d]).
De la misma manera tenemos
zuf + 209 < —(la] + 2[c|)z + 2(|a] + [b] + [c]).

Como la funcién vv/u? + 4v es localmente Lipschitz, se sigue que f y g son localmente Lipschitz.
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