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Lema

“Lo bueno de la ciencia es que es cierta inde-

pendientemente de si crees o no en ella.”

Neil deGrasse Tyson.



Agradecimientos

Principalmente deseo agradecer a Dios, por permitirme seguir disfrutando de mi fa-

milia en estos momentos de pandemia. A mi padre Alfredo Rafael Cort�es Calle, mi

madre Ada Luz Calle Ruiz y a mi hermana Mar��a Carla Cort�es Calle por su apoyo

constante e incondicional.

As�� mismo agradezco a mis compa~neros de estudio y en especial a Andr�es L�opez Va-

lencia, que en m�as de una ocasi�on hizo sus aportes a este logro. Igualmente mi agrade-

cimiento in�nito al profesor H�ector Antonio Botero Castro, quien me motivo en todo

momento a continuar y sacar adelante este proyecto.

Finalmente agradezco a aquellas personas que fueron importantes para m�� y al d��a de

hoy ya no se encuentran, este logro tambi�en es posible por ellas.



v

Resumen

Método para la estimación de estado en
procesos de molienda de minerales con

molino semiautógeno

La implementaci�on de controladores avanzados en procesos de molienda de minerales

que permitan la optimizaci�on, por ejemplo la minimizaci�on en el consumo de agua,

requiere la medici�on completa del estado. Sin embargo, esto es en muchos casos impo-

sible debido a la no disponibilidad de sensores para ello. Por lo tanto, en este trabajo

se dise~n�o un estimador de estado tipo �ltro de Kalman, para el proceso de molienda

de minerales conocido como molino semiaut�ogeno (SAG). Para lograr lo anterior, se

obtuvo un modelo semif��sico de base fenomenol�ogica del proceso de molienda, se prob�o

la observabilidad no lineal del mismo, se discretiz�o el modelo, se dise~n�o el estimador de

estado tipo �ltro de Kalman extendido, se simul�o su comportamiento ante perturba-

ciones y se veri�c�o el correcto funcionamiento del estimador. Finalmente, se explicaron

las condiciones necesarias para la implementaci�on real del estimador y se presentaron

esquemas para mejorar el desempe~no en una planta industrial.

Palabras clave: Conminuci�on, Filtro de Kalman Extendido, Molienda, Observa-

bilidad, Control de rocesos, Estimaci�on de estados y par�ametros.
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Abstract

Method for state estimation in mineral
grinding processes with a semiautogenous

mill

Implementing advanced controllers in mineral grinding processes that optimize the

process, such as minimizing water consumption, requires the complete measurement of

the states. However, it is impossible in many cases due to the unavailability of sensors.

Therefore, in this work, a Kalman �lter state estimator was designed for the grinding

process known as a semi-autogenous mill (SAG). Thus, a phenomenologically based

semi-physical grinding mill model was obtained, the nonlinear observability was tes-

ted, the model was discretized, the extended Kalman �lter was designed, its behavior

under disturbances was simulated, and the correct performance of the estimator was

veri�ed. Finally, the necessary conditions for implementing the estimator were explai-

ned, and schemes to improve performance in an industrial plant were presented.

Keywords: Comminution, Extended Kalman �lter, Grinding mill, Observability,

Process control, State and parameter estimation.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Justificación

El 2015 fue el a~no m�as caliente registrado en la historia de Colombia, y a pesar de todo

lo que se piense al respecto, el cambio clim�atico es causado por las acciones humanas

lo cual afecta las especies y los ecosistemas, la producci�on de alimentos, la seguridad

energ�etica y la disponibilidad de agua [1]. Como resultado, las acciones del gobierno

est�an encaminadas a reducir las emisiones contaminantes y a aumentar la capacidad de

adaptaci�on a los impactos del cambio clim�atico. Lo anterior es una prioridad para las

organizaciones, ya que existe el compromiso de cumplir con acuerdos internacionales

como el acuerdo de Par��s COP21 [2].

En este �ambito, los procesos y manejos de la miner��a de oro y carb�on han sido muy

cuestionados en cuanto a la capacidad de estos dos sectores para afectar el entorno y el

ambiente de las comunidades que se encuentran en su �area de in
uencia, en particular

el recurso h��drico [3]. Por consiguiente, la escasez de agua, la protecci�on del medio

ambiente y los costos del tratamiento del agua son algunos de los desaf��os cr��ticos en

la miner��a y el procesamiento de minerales [4]. El proceso de molienda es conocido

como una de las operaciones unitarias m�as intensas e importantes en la industria de

procesamiento de minerales [5]. Algunos autores describen el tratamiento f��sico esencial

para la reducci�on de tama~no y la liberaci�on de part��culas, antes del proceso de con-

centraci�on [4], [6]. Adem�as, este subproceso representa el principal costo involucrado

en el tratamiento f��sico de minerales, alcanzando por lo menos el 50 - 70 % del costo

operativo de las plantas de bene�cio [5],[7],[8]. En consecuencia, la optimizaci�on del

proceso de molienda desde una perspectiva econ�omica y de desempe~no es uno de los

principales objetivos de la industria minera [5].

Para ello, en algunas aplicaciones se muestran resultados de sistemas de control pre-
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dictivo no lineal robusto, logrando controlar con �exito las variables importantes ante

perturbaciones frecuentes en los circuitos de molienda a nivel de simulaci�on. Sin em-

bargo, este tipo de control no se logr�o implementar debido a las limitaciones de tiempo

computacional en las plataformas de la �epoca [9]. Adem�as, ya se ha hecho an�alisis

comparativos de distintas estrategias basadas en control predictivo para el proceso de

molienda, cuyo resultado muestra que el control predictivo centralizado posee un me-

jor desempe~no en t�erminos de consumo energ�etico durante su etapa de implementaci�on

[10].

A pesar de que un p�esimo control en la alimentaci�on de agua en los circuitos de mo-

lienda puede ocasionar un pobre desempe~no en el procesamiento del mineral [11] e

incluso malgastar este preciado recurso en el peor de los casos, en Colombia no se han

encontrado aplicaciones en la cuales se logre la optimizaci�on en el consumo de agua uti-

lizando las t�ecnicas de control avanzado, ya que en general se opera con procedimientos

emp��ricos, basados en la necesidad de producir lo m�aximo posible. Por consiguiente, la

implementaci�on de este tipo de sistemas de control avanzando en el proceso de molien-

da puede permitir un �optimo consumo del recurso h��drico con intenci�on de cumplir los

objetivos de desarrollo sostenible, en particular la escasez de agua, y el uso adecuado de

los recursos naturales para un mismo bene�cio econ�omico y aumento de la producci�on

sostenible [12].

Sin embargo, la implementaci�on de dichos controladores avanzados requiere la medici�on

completa del estado, lo cual es en muchos casos imposible debido a la no disponibilidad

de sensores para ello. Por lo tanto, en esta propuesta se dise~nar�a un estimador de estado

para el proceso de molienda de minerales conocido como molino semiaut�ogeno (SAG),

con el �n de permitir la implementaci�on de sistemas de control avanzado.

1.2. Antecedentes

Una recopilaci�on de antecedentes sobre m�etodos de estimaci�on y control en procesos

de molienda se muestra en la Tabla 1-1.

De la Tabla 1-1 se puede concluir que el estudio de sistemas de control avanzado para

procesos de molienda es una tem�atica importante en la literatura y con pertinencia

actual. Sin embargo, hasta donde tenemos conocido, no existen casos reportados en

la literatura que describan la implementaci�on de estos sistemas de control, debido a

la no disponibilidad de sensores para la medici�on completa del estado. Ahora bien,

aunque existen en la literatura casos de estudio sobre estimaci�on de estado, algunos

autores asumen que las din�amicas del volumen de las rocas y las bolas al interior del
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Tabla 1-1: Clasi�caci�on de la bibliograf��a

Autores Base de Modelo Aplicaci�on Caracter��sticas Especiales Desventajas

Apelt, T. A.,

& Thornhill, N.

F. (2009) [13]

Se propone una estra-

tegia de control que

considera un modelo li-

neal de estad��stica infe-

rencial para predecir el

comportamiento de la

planta y obtener las le-

yes de control con res-

pecto a una funci�on ob-

jetivo espec���ca.

Veri�car la

posibilidad

de utilizar

modelos infe-

renciales para

realizar control

del sistema.

En este dise~no se realiza una

serie de experimentos para la

obtenci�on de datos y a trav�es

de estad��stica inferencial obte-

ner un modelo para el sistema,

todos los lazos se aproximan a

un modelo de primer orden con

un tiempo muerto e integrado-

res de rata de cambios.

Se asume

que el molino

semiaut�ogeno

es un sistema

compuesto por

puramente

integrador,

esta suposici�on

elimina muchas

din�amicas

importantes

del sistema.

C�esar, G. Q.,

& Daniel, S. H.

(2009) [14]

Se propone una estra-

tegia de control que

considera cinco subsis-

temas correspondientes

a modelos para dos va-

riables controladas, dos

variables supervisadas

con modelos semif��sico

no lineales basado en la

fenomenolog��a del sis-

tema y se propone un

algoritmo de optimiza-

ci�on.

Operaci�on del

Sistema en una

zona de ope-

raci�on �optima

compensando

perturbaciones

y maximizando

el desempe~no.

En este dise~no se considera la

manipulaci�on de la velocidad

de alimentaci�on y la velocidad

del molino para que el molino

SAG pueda operar en la zona

�optima, sin violar ninguna res-

tricci�on y compensar el efecto

de perturbaciones inconmen-

surables, adicionalmente inte-

gran en la soluci�on un siste-

ma de supervisi�on para esti-

mar los estados que no son me-

dibles f��sicamente mediante un

algoritmo de m��nimos cuadra-

dos recursivos.

Se asume que

es posible me-

dir el porcen-

taje de llena-

do del molino,

la implementa-

ci�on de un sis-

tema de medi-

ci�on que permi-

ta observar en

que capacidad

se encuentra el

molino resulta

bastante com-

plejo.

Yang, J., Li, S.,

Chen, X., & Li,

Q. (2010) [8]

Se propone un sistema

de control que consi-

dera un modelo lineal

aproximado para pre-

decir el comportamien-

to de la planta y un

modelo lineal para el

comportamiento de las

perturbaciones, se cal-

culan los movimientos

de control �optimos o las

leyes de control con res-

pecto a una funci�on ob-

jetivo espec���ca.

Reducir el efec-

to de pertur-

baciones como

el tama~no de

las part��culas y

la carga recir-

culante en el

desempe~no del

molino.

Este dise~no busca garantizar la

estabilidad del sistema y recha-

zar perturbaciones medibles.

Se asume que

es posible

medir en

tiempo real las

perturbaciones

lo cual di�culta

la implemen-

taci�on del lazo

de control.
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Autores Base de Modelo Aplicaci�on Caracter��sticas Especiales Desventajas

Naidoo, M. A.,

Olivier, L. E.,

& Craig, I. K.

(2013) [15]

Se propone una estra-

tegia de control que im-

plementa un �ltro Ba-

yesiano recursivo por

simulaciones de Monte

Carlo, para la estima-

ci�on se especi�can cin-

cuenta part��culas y se

entrena una red neuro-

nal usando cuatrocien-

tos ochenta horas de

datos de simulaci�on pa-

ra estimar los datos del

molino.

Estimaci�on del

sostenimiento

y ocupaci�on in-

terna durante

la molienda.

Este dise~no incluye en sus da-

tos de entrenamiento perturba-

ciones peque~nas entre los datos

de entrenamiento.

Entrenar la

red neuronal

es muy dif��cil

en la pr�actica,

este m�etodo

depende de

la calidad de

los datos de

entrenamiento.

Salazar,

J.-L., Vald�es-

Gonz�alez, H.,

Vyhmesiter,

E., & Cubillos,

F. (2014) [5].

Se propone una estra-

tegia de control que

considera un modelo no

lineal basado en la fe-

nomenolog��a del siste-

ma para predecir el

comportamiento de la

planta y calcular los

movimientos de control

�optimos con respecto

a una funci�on objetivo

especi�ca.

Controlar la

reducci�on del

tama~no de la

part��cula y el


ujo de salida.

Este dise~no busca garantizar la

estabilidad del sistema y cum-

plir con criterios de desem-

pe~no.

Se asume que

es posible me-

dir la fracci�on

de masa del

mineral antes

y despu�es de

la molienda,

la implemen-

taci�on de

un sistema

de medici�on

que permita

observar esta

variable resulta

bastante

complejo.

Le Roux, J.

D., Steinboeck,

A., Kugi, A.,

& Craig, I. K.

(2017) [11].

Se propone una estra-

tegia de estimaci�on de

estados con �ltro de

Kalman extendido par-

tiendo de un modelo no

lineal basado en la fe-

nomenolog��a del siste-

ma.

Estimaci�on del

sostenimiento

y ocupaci�on in-

terna durante

la molienda.

Este dise~no muestra que, con

el caudal de descarga del mo-

lino, la densidad de descar-

ga y las mediciones de reten-

ci�on volum�etrica, los estados y

par�ametros del modelo son li-

nealmente observables.

Se asume que

es posible me-

dir la prime-

ra derivada de

la densidad de

descarga.
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Autores Base de Modelo Aplicaci�on Caracter��sticas Especiales Desventajas

Maritz, M. G.,

Le Roux, J. D.,

& Craig, I. K.

(2019) [16]

Se propone una estra-

tegia de control que

considera un modelo no

lineal basado en la fe-

nomenolog��a del siste-

ma para dise~nar un

control feedback - feed-

forward para rechazar

las perturbaciones cau-

sadas por la variaci�on

del tama~no del mineral

alimentando.

Reducir la

variabilidad en

el tama~no de

part��cula.

Este dise~no busca mitigar el

efecto de las perturbaciones

causadas por cambios en la dis-

tribuci�on del tama~no y la dure-

za del mineral de alimentaci�on.

Se asume que

es posible

medir en

tiempo real las

perturbaciones

lo cual di�culta

la implemen-

taci�on del lazo

de control

feedforward.

molino son despreciables, por tanto, no consideran un 
ujo de alimentaci�on de rocas

o de bolas, lo cual es una suposici�on alejada del proceso real [17]. As�� mismo, varias

soluciones requieren las derivadas de variables de salida como el 
ujo o la densidad

[11], [18]. Otros autores proponen redes neuronales, las cuales son dif��ciles de entrenar

en la pr�actica, porqu�e dicho entrenamiento depende de la calidad los datos, la cual

no siempre puede garantizarse ya que se requiere que las entradas sean de excitaci�on

persistente [15].

1.3. Planteamiento del problema

Actualmente existe un detrimento del medio habiente, debido al mal uso y desperdicio

del agua, lo cual ocasiona que se desaproveche un recurso natural no renovable y que

seg�un el Objetivo de Desarrollo Sostenible 6, la escasez de agua o la falta de acceso a

agua potable inciden en otros �ambitos del desarrollo humano como salud, educaci�on o

pobreza. Lograr el acceso universal al agua potable y a sistemas de saneamiento b�asico,

y gestionar un adecuado uso del recurso h��drico, son condiciones esenciales para la vida

[12]. En la industria minera, un gran porcentaje de los insumos necesarios vienen repre-

sentados por el agua, que generalmente se trabaja en exceso con el �n de maximizar la

producci�on, sin pensar en el mal uso y la carga contaminante que se vierte en los r��os.

Para minimizar este impacto, algunos autores plantean el uso de controles predictivos

basados en modelos mediante los cuales se optimicen los consumos de agua, energ��a,

etc. Sin embargo, estas t�ecnicas de control requieren la medici�on de todas las variables

de estado en el sistema, las cuales generalmente no est�an disponibles debido al costo de

los sensores o la imposibilidad de medici�on. Por lo tanto, estos desarrollos se limitan

a estudios de simulaci�on. Una soluci�on a lo anterior es el dise~no e implementaci�on de

sensores virtuales basados en modelo, mediante los cuales se puedan estimar las va-
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riables de inter�es. Algunos de estos sensores se encuentran reportados en la literatura,

como se mostr�o en los antecedentes, pero con condiciones poco reales debido a las sim-

pli�caciones del modelo. Por lo tanto, en este trabajo se propondr�a un estimador de

estado para el proceso de molienda con molino SAG, basado en trabajos previamente

reportados, tal que considere un modelo lo m�as acorde posible a las variables que se

tienen en un proceso real.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Proponer una t�ecnica de estimaci�on de estado para procesos de molienda con molino

SAG, basada en modelos reportados en la literatura, lo m�as acorde posible con las

variables que se tienen en un proceso real y con las mediciones t��picas de estos procesos.

1.4.2. Objetivos espećıficos

Nivel perceptivo

P1. Describir algunas de las t�ecnicas convencionales y modernas m�as importantes

de estimaci�on de estado para procesos de molienda con molino SAG.

P2. Identi�car las principales ventajas y desventajas que tienen cada una de las

t�ecnicas de estimaci�on de estado para procesos de molienda con molino SAG.

P3. Explorar y enumerar algunos casos de aplicaci�on de las t�ecnicas de estimaci�on

de estado para procesos de molienda con molino SAG que se han reportado en la

literatura.

Nivel aprehensivo

A1. De�nir los principios que generan un modelo de base fenomenol�ogica para

procesos de molienda con molino SAG.

A2. Determinar algunas propiedades estructurales que tienen los modelos de base

fenomenol�ogica para procesos de molienda con molino SAG y c�omo pueden ser

utilizadas en el dise~no de un estimador de estado.

A3. Obtener desde la literatura la estructura y los par�ametros para un modelo

de circuito de molienda con molino SAG.
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Nivel comprensivo

C1. Desarrollar un estimador de estado para procesos de molienda con molino

SAG.

Nivel integrativo

I1. Veri�car mediante simulaci�on el comportamiento del estimador propuesto con

un modelo de circuito de molienda SAG y compararlo con al menos un m�etodo

convencional de estimaci�on de estado no lineal.

1.5. Aporte de este trabajo y organización del do-

cumento

La medici�on de variables en procesos industriales es una tarea necesaria para lograr

implementar lazos de control avanzado, sin embargo, la inexistencia de sensores, la im-

posibilidad de instalaci�on de sensores existentes o los elevados costos de adquisici�on son

los principales motivos por los cuales no siempre es posible realizar esas mediciones. Una

posible soluci�on para los motivos mencionados se basa en la estimaci�on de las variables

de proceso teniendo en cuenta la informaci�on de las variables que pueden ser medidas y

su relaci�on con las variables no medibles, partiendo de un modelo din�amico de predic-

ci�on. Esta metodolog��a es conocida como estimaci�on de estados. En t�erminos generales,

el desempe~no del proceso de molienda con molinos SAG depende de las din�amicas de

las bolas de acero, el mineral y el agua al interior del molino, tambi�en llamados soste-

nimientos. Las medidas en tiempo real del sostenimiento de las variables anteriormente

mencionadas no pueden ser obtenida directamente por la instrumentaci�on disponible

en la actualidad. En el mejor de los casos es posible medir el sostenimiento total o

porcentaje de llenado. La medici�on en linea de los inventarios descritos anteriormente

pueden mejorar el desempe~no y la calidad del producto de salida permitiendo la in-

tegraci�on de lazos de control avanzados que garanticen la optimizaci�on del proceso [11].

Con este trabajo se propone una t�ecnica de estimaci�on de estado, basada en traba-

jos previos, para procesos de molienda con molino SAG, que permite medir de ma-

nera con�able los principales estados no medibles del proceso, con el �n de lograr la

implementaci�on de sistemas de control avanzados con optimizaci�on del proceso. Los

resultados de estimaci�on de estado son probados mediantes simulaci�on ante diferentes

condiciones de operaci�on.
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Este documento se encuentra organizado de la siguiente manera: el primer cap��tulo es

una introducci�on, donde se plantea el problema fundamental, se analiza el estado del ar-

te, se plantean los objetivos del proyecto, y por �ultimo el aporte de este documento. En

el segundo cap��tulo se presentan generalidades del proceso de molienda, como los tipos

de molinos, las fuerzas que in
uyen y los principales factores que afectan la e�ciencia

de la molienda. En el tercer cap��tulo se obtiene desde la literatura un modelo de base

fenomenol�ogica de un molino semiaut�ogeno, pero usando la metodolog��a propuesta en

[19] y mejorada en [20], adicionalmente se analizan algunas propiedades estructurales

de los modelos obtenidos. En el cuarto cap��tulo se dise~nan los estimadores de estado;

para esto se realiza la discretizaci�on y se dise~na un �ltro de Kalman extendido discreto

para los modelos obtenidos. En el quinto cap��tulo se realiza la simulaci�on y el an�alisis

de los resultados de los �ltros de Kalman obtenidos y se analiza la implementabilidad

de los �ltros. En el sexto cap��tulo se presentan las conclusiones y recomendaciones

obtenidas en este documento.



Caṕıtulo 2

Generalidades del Proceso de

Molienda de Minerales

En el presente cap��tulo se introduce al lector sobre el marco de referencia del proceso

de molienda. En primer lugar, se fundamenta sobre el proceso de molienda y su obje-

tivo en la industria de procesamiento de minerales y los principales tipos de tipos de

molinos empleados. En segundo lugar, se analizan las principales variables que afectan

la e�ciencia del proceso de molienda.

2.1. Proceso de molienda

La molienda es la �ultima etapa del proceso de fragmentaci�on de la industria de mi-

nerales, normalmente precede al proceso de trituraci�on. El objetivo de la molienda es

disminuir el tama~no del mineral hasta que sea posible realizar una concentraci�on dife-

renciada de las especies mineral�ogicas o alcanzar un tama~no en el cual sea posible la

implementaci�on de los procesos de separaci�on posteriores. La molienda se diferencia del

proceso de trituraci�on principalmente por la reducci�on del tama~no del mineral al �nal

del proceso, ya que en la molienda el mineral pueden alcanzar tama~nos del orden de

los mil��metros o micr�ometros. Los equipos de molienda encargados de cumplir con este

objetivo son llamados molinos y seg�un sus caracter��sticas de dise~no pueden trabajar

con la presencia de agua, en cuyo caso se habla de molienda h�umeda, o ausencia de

agua, denominada molienda seca [21].

Los molinos son grandes cilindros que giran sobre su eje longitudinal y en su inte-

rior existe una mezcla de medios de molienda junto con el mineral a moler. El molino

dispone en uno de sus extremos de un �area de alimentaci�on por la cual se introduce el
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mineral a moler, agua, si se debe ajustar el contenido de solidos en peso o volumen, y

los medios de molienda. En el otro extremo, seg�un el tipo de vertido, se produce una

salida continua de mineral molido, normalmente arrastrado por una corriente de agua

o de aire. B�asicamente, si la humedad de operaci�on al interior del molino es menor al

4 % se considera una molienda seca. Sin embargo, la molienda h�umeda se caracteriza

por ser una operaci�on con rangos de humedad entre el 40 % y el 70 % [21].

Los molinos pueden trabajar de forma discontinua, cerrando el equipo y haci�endolo

girar por un tiempo determinado para despu�es vaciar el contenido y separar el material

molido de los cuerpos moledores, pero en general, el m�etodo de trabajo es continuo. El

trabajo en continuo hace que la granulometr��a producida siga un proceso estad��stico,

donde el tiempo de residencia dentro del molino afecta directamente esa granulometr��a.

El tiempo de residencia es afectado por el tama~no del cilindro, el volumen �util y el

caudal circulante, por lo que tambi�en la variaci�on del caudal es una forma de regulaci�on

granulom�etrica y de adaptaci�on del molino a las necesidades cambiantes.

2.1.1. Tipos de molinos

Lo molinos se pueden separar en diversos tipos seg�un las caracter��sticas de los medios

utilizados en su interior para realizar la reducci�on de tama~no o tambi�en llamados

cuerpos moledores. Los principales tipos de molinos se describen a continuaci�on:

Molinos de Barras: Son aquellos molinos que utilizan como cuerpos moledores

barras de acero para reducir el tama~no del mineral. Operan generalmente en el

proceso de trituraci�on, son capaces de alcanzar tama~nos de part��culas entre 2

m y 0.5 m. En el tromel de salida las barras hacen un efecto de malla o tamiz

permitiendo el paso de part��culas y evitando aquellas que superan el valor de

fragmentaci�on que soportan, tanto de barras como de mineral. Este efecto oca-

siona que este tipo de molinos no sea adecuado para producir part��culas �nas

[21].

Molinos de Bolas: Son aquellos molinos utilizan como cuerpos moledores bolas de

acero para reducir el tama~no del mineral. Son de aplicaci�on general en el proceso

de molienda y son adecuados para producir part��culas �nas [21].

Molinos de guijarros: Es constructivamente similar a los molinos de bolas con la

diferencia de que los medios moledores suelen ser trozos de silex o pedernal. El

revestimiento es de doma o silex en lugar de acero. La capacidad y el consumo

de energ��a de este molino es del 30 % del correspondiente a un molino de bolas.
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Molinos aut�ogenos: Son aquellos molinos que utilizan como cuerpos moledores

material de tama~no grueso del propio mineral a moler. En este tipo de molino el

elemento que se muele no tiene mucha dureza, as�� que la trayectoria de ca��da debe

ser mayor para conseguir la energ��a necesaria para la fragmentaci�on, ocasionando

que el di�ametro de molino sea mayor [21].

Molinos semiaut�ogenos: Son en todo similares a los molinos de bolas, con la

caracter��stica de que los cuerpos moledores los componen una mezcla de bolas de

acero con material de tama~no grueso del propio mineral, permitiendo as�� obtener

una mayor tasa de reducci�on de tama~no del mineral. Al igual que en el caso de

molinos aut�ogenos tiene un un di�ametro mayor frente al correspondiente molino

de bolas [21].

2.1.2. Fuerzas dominantes

Los molinos utilizan una o varias fuerzas de manera dominante seg�un su funci�on. La

principal acci�on en el interior de un molino es la abrasi�on o atrici�on. Esta se produce

porqu�e al girar el cilindro la masa que se encuentra al interior se desplaza sobre si

misma produciendo roce entre las part��culas y los cuerpos moledores. Adicionalmente,

no es despreciable el efecto del impacto de ca��da, el cual es funci�on de la velocidad de

rotaci�on, ocasionando que los cuerpos moledores sean lanzados por el aire dibujando

una trayectoria parab�olica y golpe�andose entre si o con la carcasa interna en el mo-

vimiento en cascada. De manera general, para producir part��culas �nas, predomina el

efecto abrasivo y para tama~nos mayores el impacto empieza a tener mayor relevancia

en funci�on de los cuerpos moledores. Otras fuerzas que pueden estar presentes son la

compresi�on y el cizallamiento [21].

2.2. Principales factores que afecta la eficiencia de

la molienda

2.2.1. Efecto del porcentaje o grado de llenado

El grado de llenado, es decir la proporci�on del volumen interno del molino que ocupa

la carga, en conjunto con el mineral a moler y medios de molienda, es un factor que

afecta directamente al rendimiento del molino. La potencia consumida por el molino

es afectada en funci�on del porcentaje o grado de llenado. Es posible observar que tiene

un m�aximo en el entorno del 50-55 % de utilizaci�on del volumen interno. A partir de
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este valor disminuye la potencia demandada por el molino hasta hacerse nula para un

grado de llenado del 100 % [21].

Figura 2-1: Efecto de porcentaje de llenado en el consumo de potencia del molino.

Fuente: Elaboraci�on propia a partir de los datos de [21].

En la Figura 2-1 se presenta el efecto del porcentaje de llenado en el consumo de

potencia. En la practica este grado de llenado se encuentra ubicado entre el 40-55 %,

habitualmente el 45 % y lo forman los medios de molienda o el mineral a moler. El

volumen ocupado lo producen normalmente los medios de molienda y entre estos se

introduce el mineral a moler [21].

2.2.2. Efecto de la velocidad de rotación

La velocidad de rotaci�on del molino, o velocidad de operaci�on, es un par�ametro de

importancia tanto en el consumo de potencia como en la operaci�on de la molienda. El

giro del molino sobre su eje produce el desplazamiento de la carga hasta que el par

resistente por el peso de la carga iguala al par motor transmitido y produce el movi-

miento relativo de los elementos que la componen entre si, produci�endose la fricci�on,

choque, y las dem�as fuerzas que ocasionan la molienda del mineral y desgastando los

medios de molienda que deben ser repuestos peri�odicamente.
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La velocidad de rotaci�on de un molino se de�ne como un porcentaje de la velocidad

critica te�orica o tambi�en llamada velocidad critica del molino, y es aquella velocidad

de rotaci�on para la cual la primera �la de bolas en contacto con la carcasa o las pro-

tecciones y por el efecto centrifugo se adhiere a la carcasa y deja de producir el efecto

de molienda, porqu�e permanece adherida durante una vuelta completa. Esta veloci-

dad es te�orica y por el efecto de deslizamiento o el arrastre de los forros sufre ligeras

modi�caciones, pero siempre se considera una velocidad de referencia. La de�nici�on de

velocidad cr��tica se re�ere a aquella velocidad que centrifugar��a una part��cula in�nite-

simal situada en la periferia interna del molino [21].

Figura 2-2: Efecto de la velocidad cr��tica en el consumo de potencia del molino.

Fuente: Elaboraci�on propia a partir de los datos de [21].

En la Figura 2-2 se presenta el efecto de la velocidad cr��tica en el consumo de potencia.

El concepto de velocidad cr��tica es aplicado porqu�e representa la menor velocidad que

produce el efecto en menci�on, adem�as cualquier velocidad mayor produce dicho efecto

de adherencia. En el momento que se alcanza la velocidad critica, el molino pierde

capacidad de molienda dado que hay un porci�on de la carga que no realiza trabajo

[21].
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2.2.3. Efecto de la humedad

El mayor rendimiento de la molienda se obtiene con operaci�on en seco, pero no comple-

tamente en seco sino con una peque~na humedad (1 %) que por alguna raz�on favorece

la rotura del mineral. Si la proporci�on de agua sigue aumentando, el rendimiento cae

r�apidamente hasta alcanzar una humedad del 10 %, debido a que se produce una pasta

pegajosa que recubre las bolas y forros impidiendo los impactos y la abrasi�on. Luego de

superar el 9 % nuevamente incrementa r�apidamente el rendimiento de la molienda y se

mantiene este rendimiento alto hasta alcanzar valores de humedad entre el 55-60 % de

solidos en peso. Sin embargo, cuando la humedad supera al 70 % el rendimiento vuelve

a disminuir debido a que la cantidad de agua di�culta el choque de las bolas con el

mineral [21].

Figura 2-3: Efecto de la humedad en el consumo de potencia del molino.

Fuente: Elaboraci�on propia a partir de los datos de [21].

En la Figura 2-3 se muestra el efecto de la humedad en el consumo de potencia. Por

diferentes facilidades en la molienda (menos generaci�on de polvo, disminuci�on de los

niveles de ruido, facilidad de transporte, entre otras) se pre�ere la molienda en h�umedo

frente a la molienda en seco, con la salvedad hecha para aquellos productos a los que

la humedad puede afectar (caso de fabricaci�on de cemento) o hacer reacci�on (oxidaci�on
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o contaminaci�on de mineral por otros efectos) o la evidente disponibilidad de agua en

cantidad adecuada [21].

2.3. Resumen del caṕıtulo

En este cap��tulo se explicaron las generalidades del proceso de molienda de minerales,

donde se mostr�o en que consiste el proceso de molienda y su objetivo, los tipos de

molinos utilizados, las principales fuerzas dominantes y los principales factores que

afectan la e�ciencia de la molienda. Se puede ver que es necesario tener un conocimiento

de las principales variables para tener el mejor desempe~no posible en el proceso de

molienda. Por lo tanto, en el siguiente cap��tulo se describir�a un modelo matem�atico

del proceso de molienda con molino semiaut�ogeno, con el �n de dise~nar posteriormente

un estimador de estado que permita analizar el comportamiento de las variables del

proceso de molienda.



Caṕıtulo 3

Modelado matemático del proceso

de molienda con molino

semiautógeno

En este cap��tulo, se obtendr�a un modelo semif��sico de base fenomenol�ogica para un

proceso de molienda de minerales con molino semiaut�ogeno. Se utiliza este tipo de

molino debido a que son equipos con mayor desempe~no en el proceso de molienda en la

actualidad. Para esto, se hace uso de una metodolog��a para la construcci�on de modelos

semif��sico de base fenomenol�ogica basada en la propuesta de [19] y mejorada en [20].

El procedimientos se enfoca principalmente en tres secciones: La pre-construcci�on del

modelo, la construcci�on del modelo y la simulaci�on del modelo computacional. La pre-

construcci�on del modelo consiste de la elaboraci�on de una descripci�on del proceso,

la obtenci�on del objetivo del modelo, la formulaci�on de la hip�otesis de modelado, la

de�nici�on del nivel de detalle y la de�nici�on de los sistemas de proceso. La construcci�on

del modelo contempla la aplicaci�on de las leyes de conservaci�on, la determinaci�on de

las estructuras b�asicas del modelo, la de�nici�on de variables, par�ametros estructurales

y constantes, seguido por la obtenci�on de ecuaciones constitutivas para el modelo y

�nalmente la validaci�on de los grados de libertad para la construcci�on de un modelo

computacional y la formulaci�on de un modelo de simulaci�on. Este cap��tulo se encuentra

dividido de la siguiente manera: en primer lugar, se encuentra la formulaci�on de un

modelo semif��sico de base fenomenol�ogica para el molino semiaut�ogeno y su reducci�on

de orden. En segundo lugar, se realiza el an�alisis de algunas propiedades estructurales

fundamentales para los modelos obtenidos.
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3.1. Modelo semif́ısico de base fenomenológica del

molino semiautógenos

Un modelo matem�atico es construido para explicar o representar un fen�omeno. Un

fen�omeno es descrito por completo matem�aticamente haciendo uso de la experimenta-

ci�on. Sin embargo, en diversas ocasiones la experimentaci�on puede probar el modelo

que representa sin la necesidad de repetir experimentos. Los modelos que cumplen es-

ta caracter��stica son modelos fenomenol�ogicos. Entonces, los modelos fenomenol�ogicos

son basados en las teor��as que gobiernan el fen�omeno sin la necesidad de datos. Los

modelos semif��sico de base fenomenol�ogica son una familia de modelos cuya construc-

ci�on se basa en el conocimiento que describe el fen�omeno, pero tambi�en utilizan datos

para estimar par�ametros representativos desconocidos que afectan la fenomenolog��a de

la realidad [19], [20].

3.1.1. Pre-construcción del modelo

Descripción del proceso y objetivo del modelo

El proceso de molienda es conocido como una de las operaciones unitarias m�as intensas

e importantes en la industria de procesamiento de minerales. Brevemente se describe

como el tratamiento f��sico esencial para la reducci�on de tama~no del mineral proveniente

del proceso de trituraci�on hasta obtener una granulometr��a requerida para permitir la

liberaci�on de part��culas, antes del proceso de concentraci�on.

Un diagrama de 
ujo para el proceso de molienda con molino semiaut�ogeno en circuito

abierto se describe en la Figura 3-1. Este modelo se basa en la descripci�on dada en

[11]. Como entradas se tienen tres 
ujos: mineral, agua y bolas de acero denotados por

MFO, MIW y MFB respectivamente; en los casos donde se tiene un circuito cerrado

por un clasi�cador (hidrocicl�on) para el proceso como se muestra en la Figura 3-2,

el under
ow del clasi�cador es considerado como un 
ujo de entrada adicional en el

sistema denotado por VCW y VSW (que representan los 
ujos volum�etricos de agua y

mineral que retorna al molino). Al interior del molino la carga se encuentra consti-

tuida por una mezcla de medios de molienda y pulpa. Los medios de molienda hacen

referencia a las bolas de acero y el mineral de mayor tama~no que es utilizado para el

chancado del mineral, denotados por xb y xr respectivamente, y la pulpa se re�ere a la

mezcla de agua y todo el mineral que exhibe las mismas caracter��sticas de 
ujo que el

agua, denotados por xw y xs respectivamente. La fracci�on de volumen ocupada por la
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carga al interior del molino se denotaJT . La potencia consumida por el molinoPmill

es una indicaci�on de energ��a cin�etica y potencial impartida sobre la carga. El 
ujo de

descarga de pulpa a trav�es del tromel de descarga es denominadoQ y la densidad a la

salida es denominada� Q.

Figura 3-1 : Diagrama de procesos con molino semiaut�ogeno en lazo abierto.

Fuente: Elaboraci�on propia a partir de [11].

El molino es una carcasa cil��ndrica que gira sobre su eje longitudinal impulsado por un

motor, como se muestra en la Figura3-3, donde se presenta la secci�on transversal del

molino en la cual es posible observar el comportamiento de los medios de molienda y la

pulpa. Si la velocidad es la su�ciente el revestimiento interior de la carcasa arrastrar�a la

carga del molino hasta alcanzar una altura conocida como elhombro de la carga, lugar

desde el cual la carga se despega del revestimiento e inicia un movimiento parab�olico

hasta alcanzar su punto de m�axima altura llamado lacabeza de la cargadesde donde

continuar�a su recorrido en ca��da parab�olica hasta hacer contacto con nuevamente con

el revestimiento del molino en un lugar conocido como elpie de la cargay desde donde

ser�a arrastrada nuevamente. Esta ca��da causa que el mineral se rompa por el impacto,

la abrasi�on y el desgaste entre medios de molienda, generando la acumulaci�on de los

mismos al interior del molino. La pulpa al interior del molino se extiende desde un

lugar conocido como elpie de la pulpahasta una altura conocida como elhombro de

la pulpa. A medida que la pulpa incrementa, el pie de la pulpa se aproxima al pie de

la carga. En el momento en que la carga es arrastrada a trav�es del pie de la pulpa, es

decir el 
ujo de pulpa circula a trav�es de los intersticios de los medios de molienda,

es posible asumir que la densidad de la pulpa al interior del molino y a la descarga es

la misma. En el momento en que la pulpa salga del molino por el tromel de descarga
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deber�a pasar a trav�es de una malla que limita el paso de las part��culas por su tama~no.

Finalmente, la molienda es la fracci�on del material en la descarga que pertenece a un

tama~no espec���co e indica la e�ciencia de chancado de material.

Figura 3-2 : Diagrama de procesos con molino semiaut�ogeno en lazo cerrado.

Fuente: Elaboraci�on propia a partir de [11].
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Figura 3-3 : Secci�on transversal molino semiaut�ogeno.

Fuente: Elaboraci�on propia a partir de [11].

Hip�otesis de modelado y nivel de detalle

De la descripci�on anterior del proceso de molienda con molino semiaut�ogeno, la Figura

3-4 muestra un diagrama equivalente para el diagrama de proceso en lazo cerrado.

Se propone una analog��a que consiste en la interconexi�on de un sistema de tanques,

donde el cambio en el volumen representa la variaci�on de los componentes al interior

del molino, es decir, la variaci�on en agua, solidos, rocas y bolas. Por un lado, la fracci�on

del volumen ocupado por la carga es representada como la suma de los vol�umenes de

cada uno de los componentes y dividido por el volumen total del molino. Mientras que

por otro lado se asume la potencia consumida por el molino posee el comportamiento

descrito por el modelo descrito por Julius Kruttschnitt mencionado por Apelt en [13],

el cual explica que la potencia total es una suma ponderada de dos potencias conoci-

das comola potencia del molino sin cargay la potencia del molino atribuida a todos

los componentes contenidos en el molino, donde se utiliza un factor de ponderaci�on

para ajustar las perdidas debido a la fricci�on interna, la energ��a de rompimiento por

impacto y abrasi�on, la rotaci�on de medios de molienda, la forma de la carga y otras

imprecisiones. Finalmente, la descarga del molino se adapta del modelo presentado por

Morrell y Stephenson en [22], donde la descarga de la carga del molino a trav�es del
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tromel de descarga consiste en el producto de dos mecanismos: El primer mecanismo

es el transporte de 
uido a trav�es de la rejilla del molino y el segundo mecanismo es

la clasi�caci�on de solidos que pueden atravesar la rejilla del molino. Esta clasi�caci�on

consiste en el diferenciado las part��culas de mayor tama~no y menor tama~no, de modo

que las part��culas de mayor tama~no retornen nuevamente a la c�amara de molienda para

luego formar parte del 
ujo de descarga. La descarga es representada por un punto de

suma de los 
ujos a la salida de los tanques que contiene como componente al agua y a

los solidos y se asume que las bolas al interior del molino se desgastan completamente

en el interior del molino, de tal manera que estas no afectan la din�amica del 
ujo de

descarga.

Figura 3-4 : Sistemas de proceso

Fuente: Elaboraci�on propia.
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De�nici�on de sistemas de proceso

Un sistema de procesoes unaabstracci�on del procesoen la forma de un sistema usando

un criterio especi�co de separaci�on [19]. Seg�un esta de�nici�on, cada sistema de proceso

puede ser relacionado como un �area en el cual ocurre un cambio en las propiedades de

la o las sustancias de inter�es.

Para el caso de proceso de molienda con molino semiaut�ogeno, se han de�nido seis

sistemas de proceso, los cuales son mostrados en la Figura3-5. El sistema de proceso

I , representa el cambio del volumen de agua al interior del molino, el cual es afectado

por los 
ujos de agua a la entrada del molino, es decir, una combinaci�on entre el agua

fresca que ingresa al molinoMIW y la proporci�on de agua que retorna al molino del

sistema de clasi�caci�on, y la proporci�on de agua que sale del molino en el 
ujo de salida.

El sistema de procesoII , representa el cambio en el volumen de solidos al interior del

molino, el cual es afectado por una combinaci�on entre la proporci�on de solidos que

ingresan a la entrada, es decir la fracci�on de mineral que ingresa en el molinoMFO

como solidos y la proporci�on de solidos proveniente del 
ujo de retorno del sistema

de clasi�caci�on; la proporci�on de solidos que se genera de la molienda por impacto,

abrasi�on y desgaste de las rocas al interior del molino; y la proporci�on de solidos que

sale del molino el 
ujo de salida. El sistema de procesoIII , representa el cambio en el

volumen de rocas al interior del molino el cual es afectado por la proporci�on de rocas

que ingresan al molino con el 
ujo de mineralMFO y la proporci�on de solidos que

se genera de la molienda por impacto, abrasi�on y desgaste de las rocas al interior del

molino. El sistema de procesoIV , representa el cambio del volumen de bolas al interior

del molino el cuales afectado por el 
ujo de bolas que son ingresadas al molinoMFB y

el 
ujo de consumo o desgaste de bolas. El sistema de procesoV, representa un punto

de suma de 
ujos que ser�an evacuados en el tr�omel de salida del molino. El sistema de

procesoV I , representa la capacidad del molino y el consumo de potencia.



3.1 Modelo semif��sico de base fenomenol�ogica del molino semiaut�ogenos 24

Figura 3-5 : Diagrama de bloques con molino semiaut�ogeno.

Fuente: Elaboraci�on propia.

3.1.2. Construcci�on del modelo matem�atico

Aplicaci�on del principio de conservaci�on

Los balances poblacionales, explican de diversas maneras la forma en que las part��culas

de un estado en espec���co pueden formarse o desaparecer de un sistema [23]. Cuando

los estados de las part��culas son continuos, los procesos tienen variaciones suaves en el

tiempo, contribuyendo en la tasa de formaci�on y desaparici�on de los tipos de part��cu-

las. Estos procesos pueden verse comoprocesos convectivos, puesto que, son resultado

del movimiento convectivo en el espacio de estados de part��culas. Estos procesos no

generan cambios en el n�umero total de part��culas en el sistema, excepto cuando las

part��culas se apartan de los l��mites del sistema. Ahora bien, una manera para cambiar

el n�umero de part��culas es mediante el proceso de crear nuevas part��culas oprocesos de

nacimiento y destrucci�on de las part��culas existentes oprocesos de muerte. Los proce-

sos de nacimiento de part��culas pueden ocurrir debido a procesos de rotura o divisi�on,

procesos de agregaci�on, procesos de nucleaci�on, entre otros. Sin embargo, los procesos
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de rotura y agregaci�on tambi�en contribuyen a los procesos de muerte, porque un tipo

de part��cula que se rompe (en otras part��culas) se agrega a otra part��cula y ya no existe

luego del evento [23].

El contenido fenomenol�ogico de los modelos con balance poblacional radica en los pro-

cesos convectivos, as�� como en los procesos de nacimiento y procesos de muerte. Estos

modelos relacionan el comportamiento de part��culas individuales, uno a uno (como, por

ejemplo, la divisi�on de part��culas debido a las fuerzas que surgen en la fase ambiental),

en pares (como en los procesos de agregaci�on binaria) y as�� sucesivamente, pero con la

condici�on importante de la dependencia del contexto poblacional en el que ocurre [23].

En el contexto del proceso de modelado matem�atico se aplican balances poblacionales,

a los sistemas de proceso I, II, III y IV para explicar las diversas formas en que las

part��culas pueden formarse o desaparecer en el sistema.

Balance de masa . El balance de masa total ser�a de�nido de la siguiente manera:

dM
dt

= _mi + _mo � _mG (3-1)

Donde, M es la masa del componente de inter�es, _mi y _mo son los 
ujos m�asicos de

entrada y salida al sistema de proceso y _mG corresponde al 
ujo m�asico generado o

consumido en el sistema de proceso.

Balance poblacional en el sistema de proceso I - Balance de agua: Como se

mencion�o anteriormente, el sistema de procesoI es representado como un sistema de

llenado y vaciado de un tanque. La acumulaci�on del agua al interior del tanque puede

ser representada por el balance de masas:

dMw

dt
= _mwi � _mwo (3-2)

d� wVw

dt
= � wVwi � � wVwo (3-3)

dxw

dt
= Vwi � Vwo (3-4)

_xw = Vwi � Vwo (3-5)

Donde, Mw es la masa del agua al interior del tanque,xw es el volumen de agua al

interior del tanque, � w es la densidad del agua, _mwi y _mwo son los 
ujos m�asicos de

agua que ingresan y salen del tanque,Vwi y Vwo son los 
ujos volum�etricos de agua que

ingresan y salen del tanque. Otra manera de mostrar la ecuaci�on 3-4, es la utilizada en

la ecuaci�on 3-5.
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Balance poblacional en el sistema de proceso II - Balance de solidos: Como

se mencion�o anteriormente, el sistema de procesoII es representado como un sistema

de llenado y vaciado de un tanque. La acumulaci�on de solidos al interior del tanque

puede ser representada por el balance:

_xs = Vsi � Vso + RC (3-6)

Donde,xs es el volumen de s�olidos al interior del tanque,� s es la densidad de s�olidos,

Vsi y Vso son los 
ujos volum�etricos de s�olidos que ingresan y salen del tanque yRC

es el 
ujo volum�etrico de solidos generados debido al consumo rocas proveniente del

sistema de procesoIII .

Balance poblacional en el sistema de proceso III - Balance de rocas: Como

se mencion�o anteriormente, el sistema de procesoIII es representado como un sistema

de llenado y vaciado de un tanque. La acumulaci�on de rocas al interior del tanque

puede ser representada por el balance:

_xr = Vri � RC (3-7)

Donde, xr es el volumen de rocas al interior del tanque,� s es la densidad de s�olidos,

Vri son los 
ujos volum�etricos de rocas que ingresan yRC es el 
ujo volum�etrico de

solidos generados debido al consumo rocas.

Balance poblacional en el sistema de proceso IV - Balance de bolas: Como

se mencion�o anteriormente, el sistema de proceso IV es representado como un sistema

de llenado y vaciado de un tanque. La acumulaci�on de bolas al interior del tanque

puede ser representada por el balance:

_xb = Vbi � BC (3-8)

Donde,xb es el volumen de bolas al interior del tanque,� b es la densidad de las bolas,

Vbi son los 
ujos volum�etricos de rocas que ingresan yBC es el 
ujo volum�etrico de

bolas consumidas al interior del molino.

Sistema de proceso V - Flujo y densidad descarga: El sistema de procesoV es

representado como un punto de suma de 
uidos. Para el 
ujo de descarga se dispone

de la ecuaci�on constitutiva descrita en 3-9, tomada de [11].
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Q = 'd H xw (3-9)

Donde, ' es una funci�on emp��rica llamada factor de reolog��a, dH es el coe�ciente de

descarga del molino yxw es el volumen de agua al interior del molino.

La densidad de descarga es un promedio ponderado de la densidad de los elementos

que salen del molino, donde el factor de ponderaci�on de cada componente el volumen

de dicho elemento en el interior del molino 3-10, tomada de [11].

� Q =
� wxw + � sxs

xw + xs
(3-10)

Sistema de proceso V I - Fracci�on del volumen ocupado por la carga y consu-

mo de potencia del molino: Por un lado, el sistema de procesoV I representa una

relaci�on interna entre todos los sistemas de proceso la cual se muestra en la ecuaci�on

3-11.

JT =
xw + xs + xr + xb

vmill
(3-11)

Por otro lado, la potencia total consumida por el molino es representada por la ecuaci�on

3-12, tomada de [11].

Pmill = PNL + kpPC (3-12)

Estructura b�asica del modelo

En esta secci�on, se utilizan las ecuaciones deducidas anteriormente con la informaci�on

relevante para responder las preguntas del modelo y se usan para formar la estructura

b�asica del modelo. En consecuencia, las ecuaciones son desde la ecuaci�on 3-5 a la

ecuaci�on 3-12.

Variables y par�ametros.

En esta secci�on todos los s��mbolos que conforman las ecuaciones seleccionadas para

la estructura del modelo son clasi�cados como variables y par�ametros. Las variables

se de�nen como inc�ognitas que ser�an determinadas por el modelo, la cuales son pues-

tas intencionalmente al lado izquierdo de las ecuaciones, mientras que los par�ametros
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son valores universales o valores �jos determinados por el autor. Un resumen de los

par�ametros estructurales y constantes para cada sistema de proceso se muestra en la

Tabla 3-1.

Tabla 3-1 : De�nici�on variables y par�ametros.
I II III IV V VI

Variables xw xs xr xb Q, � Q JT , Pmill

Par�ametros � w � s � s � b ' , dH vmill , PNL , kp, PC

Ecuaciones constitutivas y evaluaci�on de ecuaciones estructu-

rales, par�ametros funcionales y de�nici�on de constantes

Las ecuaciones constitutivas y de evaluaci�on son generalmente ecuaciones algebraicas

que se utilizan para de�nir par�ametros desconocidos de cada uno de los sistemas de

proceso. Una ecuaci�on constitutiva aproxima la respuesta de una cantidad f��sica a

est��mulos externos usando una ley o principio [19]. En algunos casos, cuando no es po-

sible utilizar una ley o un principio para de�nir un par�ametro desconocido, es posible

utilizar una correlaci�on emp��rica [19]. Por otro lado, una ecuaci�on de evaluaci�on es una

relaci�on matem�atica para evaluar el valor num�erico de un par�ametro, sin ninguna in-

tenci�on de vincular descriptivamente el valor num�erico calculado con los fen�omenos que

ocurren en el proceso que se est�a modelando [19]. Los nuevos par�ametros que aparecen

en las ecuaciones constitutivas se denominan par�ametros funcionales. Las ecuaciones

constitutivas y de evaluaci�on utilizadas para de�nir par�ametros tanto estructurales co-

mo funcionales constituyen la estructura ampliada del modelo.

Cuando se utiliza una nueva ecuaci�on matem�atica para de�nir un par�ametro, aparece

un nuevo nivel de especi�caci�on. El nivel de especi�caci�on puede ofrecer nuevos co-

nocimientos sobre el proceso y puede proporcionar informaci�on �util para producir el

resultado del modelo. En otras palabras, los niveles de especi�caci�on pueden incremen-

tar el conocimiento sobre el proceso de inter�es. Se abrir�an nuevos niveles de especi�-

caci�on hasta tener todos los par�ametros del modelo de�nidos como valor num�erico. El

desarrollador del modelo determina las ecuaciones constitutivas y de evaluaci�on de la

estructura extendida porque cada ecuaci�on puede establecerse con un nivel de deta-

lle diferente siguiendo las preferencias espec���cas o el conocimiento disponible de los

fen�omenos [19].
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Las ecuaciones constitutivas y de evaluaci�on que de�nen los par�ametros estructurales

del modelo del proceso de molienda con molino semiaut�ogeno y su rol en el proceso

est�an reportados en la Tabla3-2, la cual fue elaborada a partir de la informaci�on de

los art��culos [11] y [13].

Tabla 3-2 : Ecuaciones constitutivas y evaluaci�on de ecuaciones estructurales para

par�ametros funcionales del modelo.

# Descripci�on Ecuaciones Constitutivas Ref.

1 Flujo volum�etrico de agua a la entrada del molino Vwi = MIW + Vcw [11]

2 Flujo volum�etrico de solidos a la entrada del molino Vsi = MF O 1� � r
� o

+ Vcs [11]

3 Flujo volum�etrico de rocas a la entrada del molino Vri = MF O � r
� o

[11]

4 Flujo volum�etrico de bolas a la entrada del molino Vbi = MF B
� b

[11]

5 Flujo volum�etrico de agua a la salida del molino Vwo = 'd H xw
x w

x w + x s
[11]

6 Flujo volum�etrico de solidos a la salida del molino Vso = 'd H xw
x s

x w + x s
[11]

7 Consumo de rocas al interior del molino RC = 'P mill x r
� o k r ( x r + x s ) [11]

8 Consumo de bolas al interior del molino BC = 'P mill x b
k b ( � o ( x r + x s )+ � b x b ) [11]

9 Factor de reolog��a ' = [ max [0; 1 � ( 1
� sv

� 1) x w
x s

]]1=2 [11]

10 Consumo de bolas al interior del molino BC = 'P mill x b
k b ( � o ( x r + x s )+ � b x b ) [11]

11 Potencia del molino atribuida a los componentes de la carga PC = PNet + PCone [13]

Finalmente, las ecuaciones de evaluaci�on o valores de par�ametros �jados y constantes

del modelo est�an presentados en la Tabla3-3, elaborada a partir de los datos de [11],

[13].

An�alisis de grados de libertad

El modelo matem�atico puede ser resuelto solo si el numero de inc�ognitas en el modelo,

incluyendo las variables, par�ametros estructurales y funcionales del modelo, y el numero

de ecuaciones es igual. El an�alisis de grados de libertad se deriva de un modelo resumido

en la Tabla 3-4. Las ecuaciones constitutivas para de�nir par�ametros funcionales esta

reportados en la Tabla3-2 y considerando en total el n�umero de par�ametros funcionales

reportados en la Tabla3-3
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Tabla 3-3 : Evaluaci�on de ecuaciones estructurales, par�ametros funcionales y de�nici�on

de constantes estructurales.

S��mbolo Descripci�on Valor Unidad Referencia

MIW Flujo m�asico de agua a la entrada del molino 4 ;64 m3=h [11]

MF O Flujo m�asico de mineral a la entrada del molino 65 ;2 t=h [11]

MF B Flujo m�asico de bolas a la entrada del molino 5 ;68 t=h [11]

� w Densidad agua 1;0 t=m 3 [11]

� s Densidad del mineral 3 ;2 t=m 3 [11]

� b Densidad de las bolas 7;85 t=m 3 [11]

� r Fracci�on de roca en el 
ujo de mineral alimentado 0 ;47 � [11]

Vcs Flujo de solidos del hidrocicl�on a la entrada del molino 96 ;9 m3=h [11]

Vcw Flujo de agua del hidrocicl�on a la entrada del molino 112 ;0 m3=h [11]

vmill Volumen total del molino 59 ;12 m3 [11]

dH Constante de descarga del molino 88 ;0 1=h [11]

� sv M�axima fracci�on de solidos por volumen de pulpa en condi-
ciones de 
ujo cero

0;6 � [11]

� c Fracci�on de velocidad cr��tica del molino 0 ;72 � [11]

D m Di�ametro interno del molino ( D m = 2 r m ) 4;07 m [11]

r t Radio del trunnion de alimentaci�on del molino 0 ;46 m [11]

L c Longitud del cono del molino 0 m [11]

L m Longitud cil��ndrica del molino 4 ;54 m [11]

g Constante gravitacional 9 ;81 m=s2 [11]

kb Par�ametro energ�etico de abrasi�on para las bolas de acero 90 ;0 kW h=t [11]

kr Par�ametro energ�etico de abrasi�on para las rocas 6 ;72 kW h=t [11]

kp Par�ametro de ajuste para el consumo de energ��a del molino 0 ;97 � [11]

PNL Consumo de potencia del molino en condiciones de cero carga 93;7 kW [11]

PNet Consumo de potencia del molino atribuible a la secci�on de la
carcasa cil��ndrica

� kW [13]

PCone Consumo de potencia del molino atribuible a la secci�on c�onica � kW [13]

3.1.3. Representaci�on del modelo matem�atico en variables de

estado

El modelo matem�atico no lineal descrito en la secci�on 3.1.2, es escrito en su represen-

taci�on de variables de estado:
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Tabla 3-4 : An�alisis de grados de libertad.
V SP FP Net DoF

Ecuaciones 8 10 26 44 0

Incognitas 8 10 26 44

Abreviaturas. V : variables, SP: par�ametros estructurales, FP : par�ametros funcionales Net: suma de
SP + FP + V , y Dof : grados de libertad (diferencia entre el n�umero de inc�ognitas y el n�umero de
ecuaciones)

_x = f (x; u) =

2

6
6
6
6
6
6
4

Vwi � 'd H xw( xw
xs + xw

)

Vsi � 'd H xw( xs
xs + xw

) + 'P mill xr
� okr (xr + xs)

Vri � 'P mill xr
� okr (xr + xs)

Vbi � 'P mill xb
kb[� o(xr + xs) + � bxb]

3

7
7
7
7
7
7
5

(3-13)

y = h(x; u) =

2

6
4

xw + xs + xr + xb
vmill

'd H xw
� oxs + � wxw

xs + xw

3

7
5 (3-14)

Donde, x = [ xw ; xs; xr ; xb]T es el vector de estados;u = [ Vwi ; Vsi ; Vri ; Vbi]T es el vector

de entradas del sistema,y = [ JT ; Q; � Q]T es el vector de salidas del sistema

3.1.4. Simulaci�on del modelo computacional

Construcci�on del modelo computacional

El modelo descrito en la secci�on 3.1.3 fue programado y resuelto con MatLab® . El

modelo matem�atico fue probado con par�ametros reportados en la literatura. Para la

soluci�on del modelo se utiliz�o el m�etodo de Euler para resolver el sistema de ecuaciones

diferenciales no lineales con un periodo de muestreo deTs = 0;002h durante un tiempo

total de simulaci�on de Tsym = 120h. Las condiciones de simulaci�on para validar el

modelo se describen a continuaci�on.

Validaci�on del modelo

Para la excitaci�on del sistema se realizaron variaciones en las diferentes entradas y se

veri�c�o funcionalmente el modelo, teniendo en cuenta lo que ocurrir��a en un molino
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semiaut�ogeno industrial como se muestra en la Figura3-6. A continuaci�on se listan las

variaciones realizadas en las entradas del sistema durante el proceso de simulaci�on:

Las entradas del sistema inician en un punto de operaci�on que permite mantener

los estados del sistema en estado estacionario durante las primeras 30 horas de

simulaci�on, ver Figura 3-6.

A las 30 horas se realiz�o una cambio tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

agua del molino (Vwi ) equivalente a +5 % de su punto de operaci�on, donde luego

se mantiene en el mismo valor durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver

Figura 3.6(a).

A las 60 horas se realiz�o un cambio tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

solidos (Vsi ) y rocas (Vri ) del molino equivalente a +5 % de su punto de operaci�on,

donde luego se mantiene constante durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver

Figura 3.6(b) y Figura 3.6(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 3.6(d).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3-6 : Flujos de alimentaci�on del molino.

Fuente: Elaboraci�on propia.

Los resultados de la simulaci�on se muestran en las Figuras3-7 a 3-8:
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3-7 : Salidas del sistema.

Fuente: Elaboraci�on propia.



3.1 Modelo semif��sico de base fenomenol�ogica del molino semiaut�ogenos 35

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3-8 : Estados del sistema - Volumen por componentes al interior del molino.

Fuente: Elaboraci�on propia.

El an�alisis de los resultados es como sigue:

En t = 0 las variables del proceso se encuentran en estado estacionario, incluida

la potencia consumida por el molino hasta las primeras 30 horas, esto quiere decir

que no hay cambio en las variables de proceso durante este lapso de tiempo.

En el momento de realizar el cambio en el 
ujo de alimentaci�on de agua 3.6(a),

ocurre un incremento en el 
ujo de descarga del molino como se muestra en la

Figura 3.7(b). Esto causa un efecto de mayor arrastre de los solidos contenidos

en el interior y que ser�an evacuados en la descarga como se ilustra en la Figura

3.8(b). Por lo tanto, el volumen de solidos y el volumen de agua al interior del

molino deben disminuir como se puede comprobar en las Figuras 3.8(a) y 3.8(b),

disminuyendo la ocupaci�on del molino y a su vez minimizando el consumo de

potencia hasta las 60 horas, como se ilustra en las Figuras 3.7(a) y 3.7(d).
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En t = 60 h, al aumentar el 
ujo de alimentaci�on de rocas y solidos, se genera

un incremento en la acumulaci�on de medios de molienda como se ilustra en las

Figuras 3.8(c) y 3.8(d), debido a que estos se desgastan de una manera m�as lenta

que el agua o los solidos. Adicionalmente, se incrementa el volumen de solidos

al interior del molino (Figura 3-8), debido a que existe una mayor cantidad de

rocas que permiten la generaci�on de solidos y al igual que en el evento anterior

tambi�en se incrementa el 
ujo de descarga del molino Figura (3-7). Sin embargo,

en este caso existe una acumulaci�on de agua al interior del molino (Figura3-8),

causada por el incremento en la densidad del 
ujo de descarga. En consecuencia,

se incrementa la ocupaci�on del molino y a su vez incrementa el consumo de

potencia (Figura 3-7).

Todo el comportamiento, tanto en los tiempos de respuesta como en las magnitudes

y formas de las diferentes se~nales, cumple con las condiciones de funcionamiento de

un molino semiaut�ogeno real, seg�un la experiencia del autor, quien lleva tres a~nos

trabajando con este tipo de procesos. De todas formas, para contrastar esta validaci�on,

se consult�o a un profesor experto en el tema, quien tambi�en estuvo de acuerdo con los

resultados obtenidos.

3.1.5. Reducci�on del modelo

El modelo matem�atico descrito en la secci�on 3.1.3, se puede reducir de modo que

se pueda operar m�as f�acil matem�aticamente. Para esto autores como le Roux en [11]

proponen asumir que la din�amica de la pulpa (agua y solidos) es mucho m�as r�apida que

la din�amica de los medios de molienda (rocas y bolas), esto quiere decir que la din�amica

de las rocasxr y las bolasxb en el sistema se mantiene est�atica en todo momento.

Por lo tanto, es posible asumir un nuevo estado en el sistema el cual reemplaza las

din�amicas anteriores, representando la suma de todos los medios de moliendaxrb. En

consecuencia, se hace necesaria la aparici�on de otro estado que representa la generaci�on

de solidos en el sistema� el cual tambi�en se mantiene constante. A continuaci�on se

asume que es posible medir la primera derivada del la densidad de descarga _� Q para

ampliar el n�umero de salidas del sistemas. Finalmente, se asume que el 
ujo de salida

del molino puede ser representado como una funci�on cuadr�atica que de depende de un

nuevo estado llamadotasa de descarga por volumen de pulpa� y del contenido total

de pulpa que se sostiene en el interior del molinoxw + xs. As�� pues, el modelo reducido

en variables de estados basado en [11], se muestra a continuaci�on:
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_x = f RM (x; u) =

2

6
6
6
6
6
6
4

Vwi � � (xw + xs)xw

Vsi � �x w + xs)xs + �

0

0

0

3

7
7
7
7
7
7
5

(3-15)

y = hRM (x; u) =

2

6
6
6
6
6
4

xw + xs + xrb
vmill

� (xw + xs)2

� oxs + � wxw
xs + xw

(� o � � w)( �x w + xwVsi � xsVwi )
(xs + xw)2

3

7
7
7
7
7
5

(3-16)

Donde, x = [ xw ; xs; xrb; �; � ]T es el vector de estados;u = [ Vwi ; Vsi ] es el vector de

entradas del sistema;y = [ JT ; Q; � Q; _� Q]T el vector de salidas.

Para comparar las din�amicas de los estados del modelo reducido en la ecuaci�on 3-15,

con los estados del modelo obtenido en la secci�on 3.1.3 se requiere utilizar las siguientes

relaciones [17]:

xrb = xr + xb (3-17)

� =
'd H xw

(xw + xs)2 (3-18)

� =
'P mill xr

� okr (xr + xs)
(3-19)

En este punto es necesario veri�car el comportamiento descrito por el modelo reducido

propuesto por [11]. Por lo tanto, se explican las condiciones de simulaci�on para la

comparaci�on de ambos sistemas:

Periodo de muestreo deTs = 0;002h y tiempo total de simulaci�on deTsym = 120h

Se inicia la simulaci�on en un punto de operaci�on, donde los estados del sistemas

se encuentran en estado estacionario durante las primeras 30 horas, ver Figura

3-6.
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Se realiza cambio de tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de agua (Vwi ) equi-

valente a +5 % de su punto de operaci�on y se mantiene en el mismo valor durante

el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura 3.6(a).

A las 60 horas se realiz�o un cambio tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

solidos (Vsi ) y rocas (Vri ) del molino equivalente a +5 % de su punto de operaci�on,

donde luego se mantiene constante durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver

Figura 3.6(b) y Figura 3.6(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 3.6(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3-9 : Salidas del modelo reducido contra el modelo ampliado

Fuente: Elaboraci�on propia.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 3-10 : Estados del modelo reducido contra modelo ampliado

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 3-9 y Figura 3-10 muestran el comportamiento del descrito por el modelo

ampliado (en color azul) y el modelo reducido (en color rojo) donde es posible observar

que el comportamiento de las salidas del modelo reducido posee din�amicas muy parecida
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a la salida del modelo ampliado. Aunque, los comportamiento de los estados del modelo

reducido posee en sus din�amicas diferentes a su equivalente en el modelo ampliado, esto

se debe a que se ignoran din�amicas importantes que gobiernan el comportamiento real

de un molino semiaut�ogeno. Sin embargo, es un modelo que puede ser utilizado para

otro tipo de aplicaciones donde no se requieren altos niveles de precisi�on en la respuesta

del sistema.

3.2. An�alisis de algunas propiedades estructurales

del modelo

En esta secci�on se analizan los conceptos que describen la interacci�on entre variables

externas del sistema (las entrada y salidas) y las variables internas del sistema (los

estados). Esta secci�on se encuentra distribuida de la siguiente manera: En primer lugar,

se describe el concepto de observabilidad para los sistema din�amicos no lineales. En

segundo lugar, se aplica el concepto de observabilidad no lineal para el modelo reducido

obtenido. En �ultimo lugar, se analiza el concepto de observabilidad no lineal para el

modelo ampliado ante diferentes condiciones de operaci�on.

3.2.1. Concepto de observabilidad

La observabilidad es aquella propiedad que indica si el comportamiento interno del

sistema puede aproximarse a partir de las salidas de un sistema. Esta propiedad asegura

la determinaci�on del conjunto total de estado del proceso, tomando como conjunto de

datos las mediciones de un conjunto dado de sensores. B�asicamente se dice que un

sistema es observable si dadas las entradasu y las salidasy del Sistema en un intervalo

de tiempo �nito, es posible determinar el valor de los estadosx bas�andose de los valores

u,y, en las derivadas de esos valores _u, _y, y de un modelo del sistema en variables de

estados [24].

Observabilidad de sistemas no lineales

Un sistema de m�ultiples entradas y m�ultiples salidas de la forma no lineal af��n en el

espacio de estados condim(x) = n y dim(y) = m puede ser escrito de la forma:

_x = f (x) + g(x)u; y = h(x) (3-20)
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El sistema 3-20 diremos que es localmente observable enx0 si existe en la vecindad de

X 0 de x0 tal que para cualquierx1 elemento contenido en el vecindadX 1 � X 0 de x0.

Un estado indistinguiblex0 y x1 implica que x0 = x1. Dos estadosx1 y x0 diremos

que son indistinguibles si para cada entradau admisible la saliday para el estado

inicial x0 y para el estado inicialx1 es id�entica [24]. Si el sistema satisface la entonces

llamada condici�on de observabilidad de rango, entonces, la matriz de distribuci�on de

observabilidadx0

dO = spanf dhj ; dL f hj ; :::; dLn� 1
f hj g; j = 1; :::; m (3-21)

tiene dimensi�on n para x0, entonces el sistema es localmente observable. Note que

L k
f hace referencia a la k-�esima derivada de Lie en funci�on dehj (x) a lo larco del

campo vectorialf (x) y d es el operador derivativo. Para el caso de sistemas lineales la

distribuci�on de observabilidad OT = [ CT ; AT CT ; :::; (An� 1)T CT ] dondeC = @h
@xjx= x0 y

A = @
@x(f (x) + g(x)u)jx= x0 ;u= u0

3.2.2. Observabilidad no lineal del modelo reducido

Observabilidad no lineal para sistema reducido con completa

medici�on de salidas

Al sistema obtenido en la secci�on 3.1.5 se le calcul�o la matriz de distribuci�on de observa-

bilidad dO teniendo en cuenta la medici�on de todas las variables de salida especi�cadas

por el sistema. Para esto se utilizo el software Maple. La matriz de distribuci�on de ob-

servabilidad es de rango columna completo. Sin embargo se realiza un an�alisis m�as

detallado se calcula el determinante de las primeras cinco �las y columnas de la matriz

de distribuci�on de observabilidad:

det(O[1:;5;1:;5]) =
(� o � � w) _� Q

V 2
mill

(3-22)

Debido a la importancia de la propiedad de observabilidad para este sistema, es nece-

sario realizar un an�alisis completo de las condiciones posibles donde el determinante de

la ecuaci�on 3-22 es igual a cero, condici�on su�ciente para la perdida de observabilidad.

El resultado del an�alisis se muestra a continuaci�on:

Vmill ! 1 , es un par�ametro de dise~no del molino. Si este par�ametro incrementara

considerablemente el sistema perder��a observabilidad.
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� 0 = � w , si la densidad del agua y el mineral son la misma entonces no existe

manera de diferenciar que es cada elemento, una condici�on muy inusual pero

posible en algunas ocasiones durante labores de mantenimiento cuando se necesita

desocupar completamente el molino.

_� q = 0, esto quiere decir que si el sistema se encuentra en estado estacionario el

modelo pierde observabilidad. Por lo tanto, para la utilizaci�on de este modelo en

necesario tener entradas de excitaci�on persistente.

3.2.3. Observabilidad no lineal del modelo ampliado

Observabilidad no lineal con medici�on completa de las salidas

Al sistema obtenido en la secci�on 3.1.3 se le calcul�o la matriz de distribuci�on de obser-

vabilidad dO teniendo en cuenta la medici�on de todas las variables de salida especi�-

cadas por el sistema. Para esto se utilizo el software Maple. La matriz de distribuci�on

de observabilidad es de rango columna completo. Sin embargo, se realiza un an�alisis

m�as detallado se calcula el determinante de las primeras cuatro �las y columnas de la

matriz de distribuci�on de observabilidad:

det(O[1:;4;1:;4]) =
� dH(� o � � w)Pmill � o(xr + xs + xb)(

xs� sv + � svxw � xs

� svxw
)1;0xw

(xs + xw)2V 2
mill K b(� bxb + � oxr + � oxs)2 (3-23)

Debido a la importancia de la propiedad de observabilidad para este sistema, es nece-

sario realizar un an�alisis completo de las condiciones posibles donde el determinante de

la ecuaci�on 3-23 es igual a cero, condici�on su�ciente para la perdida de observabilidad.

El resultado del an�alisis se muestra a continuaci�on:

Vmill ! 1 , es un par�ametro que puede incrementar debido al dise~no del molino.

Pero aunque este par�ametro incremente considerablemente, el sistema no perder��a

observabilidad debido a que se incrementar��a a su vez la potencia consumida por

el molino, esto quiere decir que se complementan mutuamente.

� 0 = � w , si la densidad del agua y el mineral son iguales entonces no existe

manera de diferenciar qu�e es cada elemento, una condici�on muy inusual pero

posible en algunas ocasiones durante labores de mantenimiento cuando se necesita

desocupar completamente el molino.



3.3 Resumen del Cap��tulo 43

xw = 0, esto quiere decir que no hay volumen de agua al interior del molino

durante la molienda, Es una condici�on bastante inusual que puede ocurrir durante

labores de mantenimiento, m�as no en la ejecuci�on normal del proceso.

dH = 0, la constante de descarga del molino es un par�ametro visto como el

producto de dos mecanismos, el 
uido que transporta a trav�es de la rejilla y los

solidos que se clasi�can por la rejilla. Este par�ametro representa la diferencia

entre las part��culas que retornan a la c�amara de molienda y las que salen por

el 
ujo de descarga. Un valor de cero para este par�ametro es equivalente a decir

que no hay part��culas a la salida del molino, una condici�on casi equivalente a

que la densidad del mineral y la densidad del agua es la misma, una condici�on

muy inusual pero posible en algunas ocasiones durante labores de mantenimiento

cuando se necesita desocupar completamente el molino.

xw = 2xs
3 es la condici�on m�as critica para la perdida de observabilidad, puede

ocurrir durante la operaci�on normal del molino en ocasiones como la perdida de

suministro de agua o el defecto de un actuador. En la practica, la perdida del

suministro de agua ocasiona paros de la molienda, por lo cual es una condici�on

muy manejable.

Observabilidad no lineal con medici�on incompleta de salidas

Al sistema obtenido en la secci�on 3.1.3 se le calcul�o la matriz de distribuci�on de obser-

vabilidad dO teniendo en cuenta la medici�on de dos variables de salida especi�cadas

por el sistema (y = [ JT ; Q]T ). Para esto se utiliz�o el software Maple. Al igual que en el

caso anterior la matriz de distribuci�on de observabilidad es de rango columna completo,

pero a diferencia del caso anterior existen demasiadas condiciones para la perdida de

la observabilidad. Entonces dicho an�alisis es mucho mas complejo que el mencionado

anteriormente.

3.3. Resumen del Cap��tulo

En este cap��tulo se determin�o un modelo semif��sico de base fenomenol�ogica para un

molino semiaut�ogeno partiendo de modelos propuestos por varios autores. Se aplic�o

una metodolog��a de modelado para hacer mas clara la compresi�on del modelo. El mo-

delo obtenido fue probado mediante simulaci�on y valorado por un experto indicando

que el comportamiento din�amico es correcto. Adicionalmente, este modelo fue reducido

para obtener un modelo m�as f�acil de operar matem�aticamente y fue comparado con
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el modelo semif��sico de base fenomenol�ogica con el �n de analizar su comportamiento

din�amico. Finalmente, se analiz�o el concepto de observabilidad no lineal para ambos

modelos. Se puede ver que el modelo reducido pierde la observabilidad en condiciones

muy probables del proceso normal obligando que la implementaci�on de un estimador

de estado requiera la utilizaci�on de entradas de excitaci�on persistente para lograr un

correcto funcionamiento. En cambio, el modelo ampliado no requiere entradas de ex-

citaci�on persistente para lograr la condici�on de observabilidad. esto no quiere decir

que no exista alguna condici�on para la p�erdida de observabilidad. Por lo tanto, en el

siguiente cap��tulo se dise~nar�a un estimador de estado para el modelo reducido y otro

para el modelo ampliado los cuales ser�an simulados con el �n de analizar su desempe~no.



Cap��tulo 4

Dise~no de estimadores de estado

para molinos SAG

En este cap��tulo se dise~nar�an dos estimadores de estados para el proceso de molienda

con molino semiaut�ogeno a partir de los modelos en variables de estado obtenidos en el

cap��tulo 3. Los estimadores propuestos se basan en el m�etodo de estimaci�on de estado

desarrollado porRudolf E. Kalman para sistemas no lineales en tiempo discreto o

tambi�en conocido como �ltro de Kalman extendido discreto. Este cap��tulo se encuentra

distribuido de la siguiente manera: En primer lugar, se realiza la discretizaci�on de los

modelos obtenidos en el cap��tulo 3. A continuaci�on, se realiza el dise~no de los �ltros de

Kalman extendido discreto para el modelo reducido y el modelo ampliado.

4.1. Discretizaci�on de los modelos

Teniendo en cuenta que los modelos obtenidos en el cap��tulo 3 se encuentran en tiempo

continuo y como el desarrollo de un �ltro de Kalman extendido discreto requiere de un

modelo de tiempo discreto, es necesario realizar una discretizaci�on de los modelos. Sin

embargo, para esto es necesario una correcta selecci�on del per��odo de muestreo. Debido

a que la manera m�as com�un de obtener un per��odo de muestreo correcto es conocien-

do las din�amicas de los polos dominantes del sistema, se realizar�a una linealizaci�on

de los modelos obtenidos en tiempo continuo, utilizando el m�etodo de aproximaci�on

lineal conseries de Tayloro modelo de peque~na se~nal, seguidamente se valida el mode-

lo linealizado obtenido mediante simulaci�on compar�andose respecto el modelo inicial,

veri�cando que las din�amicas de ambos tengan comportamientos similares ante varia-

ciones de peque~na se~nal. Esta secci�on se encuentra distribuida de la siguiente manera:

En primer lugar, se determina un modelo discretizado para el modelo reducido y se
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valida mediante simulaci�on la coherencia del modelo. En segundo lugar, se determina

un modelo discretizado para el modelo ampliado el cual tambi�en se valida por medio

de simulaci�on con el �n de determinar su coherencia.

4.1.1. Discretizaci�on del modelo reducido

Como se mencion�o anteriormente para discretizar el modelo reducido procedemos en

primera lugar a la obtener un modelo linealizado. Debido a que la linealizaci�on requiere

de un punto de equilibrio para el modelo, en este caso se utiliz�o el comandofsolvecomo

m�etodo num�erico en MatLab® para encontrar una soluci�on donde las din�amicas sean

nulas. Se parte de la condici�on inicial propuesta por los autores en [11] y teniendo en

cuenta quex = [ xw ; xs; xrb; �; � ]T es el vector de estados;u = [ Vwi ; Vsi ]T es el vector

de entradas,y = [ JT ; Q; � Q; _� Q]T es el vector de salidas. Entonces se obtiene como

resultado el siguiente punto de equilibrio:

uss =

"
116;6400

107;6988

#

; xss =

2

6
6
6
6
6
6
4

4;6293

4;6545

7;6629

2;7198

9;5761

3

7
7
7
7
7
7
5

(4-1)

Al aplicar el m�etodo de linealizaci�on por aproximaci�on lineal conseries de Tayloren

el modelo descrito en la secci�on 3.1.5 se obtiene el siguiente modelo linealizado en

variables de desviaci�on:

� _x =

2

6
6
6
6
6
6
4

� 37;8402 � 12;5906 0 � 42;9771 0

� 12;6591 � 37;9088 0 � 43;2111 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

� x +

2

6
6
6
6
6
6
4

1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

� u (4-2)

� y =

2

6
6
6
4

0;017 0;017 0;017 0 0

50;499 50;499 0 86;188 0

� 0;119 0;118 0 0 0

2;994 � 2;977 0 0 0;118

3

7
7
7
5

� x +

2

6
6
6
6
6
6
4

0 0

0 0

0 0

0 0

� 0;119 0;118

3

7
7
7
7
7
7
5

� u (4-3)

Para obtener periodo de muestreo adecuado para la discretizaci�on del modelo reducido

se analizaron las din�amicas de los polos dominantes la matrizA del modelo linealizado
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4-2. El vector de valores propios de la matrizA se muestra a continuaci�on:

eig(A) =

2

6
6
6
6
6
6
4

� 25;2497

� 50;4993

0

0

0

3

7
7
7
7
7
7
5

(4-4)

De la ecuaci�on 4-4 se observa que el polo que posee la din�amica m�as r�apida es� 50;4993,

con un tiempo de establecimiento aproximado de� = 0;0198h. Ahora bien, teniendo en

cuenta elteorema del muestreo de Nyquist - Shannon, utilizando una proporci�on de �
10

y se obtiene un periodo de muestreo de 0;002h como el adecuado para la discretizaci�on

del modelo reducido.

Finalmente, se obtiene un modelo discretizado utilizando un retenedor de orden cero

para modelo linealizado de las ecuaciones 4-2 y 4-3:

� x(k+1) =

2

6
6
6
6
6
6
4

0;927 � 0;023 0 � 0;082 0

� 0;023 0;927 0 � 0;082 0;002

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

3

7
7
7
7
7
7
5

� x(k) +

2

6
6
6
6
6
6
4

0;002 0

0 0;002

0 0

0 0

0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

� u(k)

(4-5)

� y(k) =

2

6
6
6
4

0;017 0;017 0;017 0 0

50;499 50;499 0 86;188 0

� 0;119 0;118 0 0 0

2;994 � 2;977 0 0 0;118

3

7
7
7
5

� x(k) +

2

6
6
6
6
6
6
4

0 0

0 0

0 0

0 0

� 0;119 0;118

3

7
7
7
7
7
7
5

� u(k)

(4-6)

Nuevamente es necesario veri�car el comportamiento del modelo linealizado obtenido,

para esto se realiza una simulaci�on con las siguientes condiciones de operaci�on para

ambos sistemas:

Periodo de muestreo deTs = 0;002h y tiempo total de simulaci�on deTsym = 30h,

ver Figura 4-1.
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Se inicia la simulaci�on en un punto de operaci�on, donde los estados del sistemas

se encuentran en estado estacionario durante las primeras 10 horas.

A las 10 horas se realiza cambio de tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on (Vwi )

de agua equivalente a +5 % de su punto de operaci�on y se mantiene en el mismo

valor durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura 4.1(a).

A las 20 horas se realiz�o un cambio tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

solidos (Vsi ) y rocas (Vri ) del molino equivalente a +5 % de su punto de operaci�on,

donde luego se mantiene constante durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver

Figura 4.1(b) y Figura 4.1(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 4.1(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4-1 : Entradas del modelo reducido

Fuente: Elaboraci�on propia.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4-2 : Salidas del modelo reducido.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 4-2 se muestra el comportamiento din�amico descrito por las salidas del

modelo reducido (con color rojo) y el modelo linealizado (con color verde). Es posible

observar que las din�amicas de las salidas del modelo linealizado son aproximadas a las

del modelo reducido ante variaciones de peque~na se~nal.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4-3 : Estados del modelo reducido

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 4-3 se muestra el comportamiento din�amico descrito por los estados del

modelo reducido (con color rojo) y el modelo linealizado (con color verde). En este caso

tambi�en es posible observar que la din�amica de los estados del modelo linealizado es
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aproximado al del modelo reducido ante variaciones de peque~na se~nal. Se puede ver que

el punto de operaci�on encontrado es un punto de equilibrio, debido a que el comporta-

miento din�amico de las salidas y estados del sistema se mantiene en estado estacionario

durante las primeras 10 horas. En segundo lugar, el periodo de muestreo calculado es

su�ciente para representar todas las din�amicas del modelo reducido durante el proceso

de linealizaci�on. En secciones posteriores se utilizar�a el periodo de muestreo obtenido

para realizar una discretizaci�on en l��nea del modelo reducido con el �n de realizar el

c�alculo de un �ltro de Kalman extendido discreto.

4.1.2. Discretizaci�on del modelo ampliado

Al igual que en el caso anterior para obtener un modelo discretizado del modelo am-

pliado se procede a obtener primero un modelo linealizado. El punto de equilibrio para

el modelo ampliado tambi�en fue obtenido con el comandofsolve de MatLab® , par-

tiendo de la condici�on inicial propuesta por los autores en [11] y teniendo en cuenta

que x = [ xw ; xs; xr ; xb]T es el vector de estados;u = [ Vwi ; Vsi ; Vri :Vbi]T es el vector de

entradas,y = [ JT ; Q; � Q]T es el vector de salidas:

uss =

2

6
6
6
4

116;6400

107;6988

9;5762

0;7235

3

7
7
7
5

; xss =

2

6
6
6
4

4;6293

4;6545

1;7941

5;8688

3

7
7
7
5

(4-7)

Al aplicar el m�etodo de linealizaci�on por aproximaci�on lineal conseries de Tayloren

el modelo descrito en la secci�on 3.1.3, se obtiene el siguiente modelo linealizado en

variables de desviaci�on:

� _x =

2

6
6
6
4

� 63;4406 38;0374 0 0

� 36;5247 9;5709 3;9517 0;6779

� 1;9280 3;4774 � 3;9517 � 0;6779

� 0;1457 0;1852 0;0272 � 0;0893

3

7
7
7
5

� x +

2

6
6
6
4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

3

7
7
7
5

� u (4-8)

� y =

2

6
4

0;0169 0;0169 0;0169 0;0169

101;8933 � 51;0857 0 0

� 0;1188 0;1182 0 0

3

7
5 � x +

2

6
6
6
4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3

7
7
7
5

� u (4-9)
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Nuevamente para obtener periodo de muestreo adecuado para discretizaci�on se analiz�o

las din�amicas de los polos dominantes la matrizA del modelo linealizado 4-8. El vector

de valores propios de la matrizA se muestra a continuaci�on:

eig(A) =

2

6
6
6
4

� 27;3691 + 7;9559i

� 27;3691� 7;9559i

� 3;0782

� 0;0943

3

7
7
7
5

(4-10)

De la ecuaci�on 4-10 se analiza que el polo que posee la din�amica m�as r�apida posee su

parte real en� 27;3691 y adem�as dispone de un tiempo de establecimiento aproximado

de � = 0;0365h. Ahora bien, teniendo en cuenta elteorema del muestreo de Nyquist -

Shannon, utilizando una proporci�on de �
10, se obtiene que con un periodo de muestreo

de aproximado de 0;002h es adecuado para la discretizaci�on del modelo ampliado y

adem�as es el mismo que para el modelo reducido.

Finalmente, se obtiene un modelo discretizado utilizando un retenedor de orden cero

para modelo linealizado de las ecuaciones 4-8 y 4-9. El modelo dicretizado se muestra

a continuaci�on:

� x(k+1) =

2

6
6
6
4

0;878 0;072 0;0003 0

� 0;069 1;017 0;0079 0;001

� 0;004 0;007 0;9922 � 0;001

0 0 0 0;910

3

7
7
7
5

� x(k) + 1e� 2

2

6
6
6
4

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

3

7
7
7
5

� u(k)

(4-11)

� y(k) =

2

6
4

0;0169 0;0169 0;0169 0;0169

101;893 � 51;085 0 0

� 0;119 0;118 0 0

3

7
5 � x(k) +

2

6
6
6
4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3

7
7
7
5

� u(k) (4-12)

Al igual que en el caso anterior tambi�en es necesario veri�car el comportamiento del

modelo linealizado obtenido. Para esto se realiza una simulaci�on con las siguientes

condiciones de operaci�on para ambos sistemas:

Periodo de muestreo deTs = 0;002h y tiempo total de simulaci�on deTsym = 80h,

ver Figura 4-4.

Se inicia la simulaci�on en un punto de operaci�on, donde los estados del sistemas

se encuentran en estado estacionario durante las primeras 5 horas.
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A las 5 horas se realiza un cambio de tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on

de agua (Vwi ) equivalente a +5 % de su punto de operaci�on y se mantiene en el

mismo valor durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura 4.4(a).

A las 35 horas se realiza un cambio tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

solidos (Vsi ) y rocas (Vri ) del molino equivalente a +5 % de su punto de operaci�on,

donde luego se mantiene constante durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver

Figura 4.4(b) y Figura 4.4(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 4.4(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4-4 : Entradas del modelo ampliado

Fuente: Elaboraci�on propia.
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(a) (b)

(c)

Figura 4-5 : Salidas del modelo ampliado

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 4-5 se muestra el comportamiento din�amico descrito por las salidas del

modelo ampliado (con color azul) y el modelo linealizado (con color negro).Es posible

observar que las din�amicas de las salidas del modelo linealizado se aproximan a las del

modelo ampliado ante variaciones de peque~na se~nal.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4-6 : Estados del modelo ampliado

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 4-6 se muestra el comportamiento din�amico descrito por los estados del

modelo ampliado (con color azul) y el modelo linealizado (con color negro). En este

caso tambi�en es posible observar que la din�amica de los estados del modelo linealizado

se aproxima a la del modelo ampliado ante variaciones de peque~na se~nal. Se puede

adem�as ver que el punto de operaci�on encontrado es un punto de equilibrio debido a

que el comportamiento din�amico de las salidas y los estados del sistema se mantiene

en estado estacionario durante las primeras 5 horas. En segundo lugar, el periodo de

muestreo calculado es su�ciente para representar todas las din�amicas del modelo redu-

cido durante el proceso de linealizaci�on. En las secciones posteriores de este documento

utilizaremos el periodo de muestreo obtenido para realizar una discretizaci�on en linea

del modelo ampliado con el �n de calcular un �ltro de Kalman extendido discreto.
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4.2. Dise~no de un �ltro de Kalman extendido para

el modelo reducido

En esta secci�on utilizaremos el esquema de la Figura4-7 para realizar el dise~no del

�ltro de Kalman extendido.

Figura 4-7 : Esquema de dise~no para �ltro de Kalman extendido con modelo reducido.

Fuente: Elaboraci�on propia.

Dondex = [ xw ; xs; xr ; xb]T es el vector de estados correspondiente al modelo ampliado;

u = [ Vwi ; Vsi ; Vri ; Vbi]T es el vector de entradas del modelo ampliado,y = [ JT ; Q; � Q]T es

el vector de salidas del modelo ampliado, ^x = [ xw ; xs; xrb; �; � ]T es el vector de estados

estimado a partir del modelo reducido; ^u = [ Vwi ; Vsi ]T es el vector de entradas del

modelo reducido, ^y = [ JT ; Q; � Q; _� Q]T es el vector de salidas estimadas a partir del

modelo reducido. Ahora bien, el m�etodo propuesto por Kalman para el desarrollo de

un �ltro extendido discreto considera las siguiente estructura para las ecuaciones del

sistema y de las mediciones:

xk = f k� 1(xk� 1; uk� 1; wk� 1) (4-13)

yk = hk(xk ; uk ; vk) (4-14)

Donde wk � (0; Qk) corresponde al error de modelado yvk � (0; Rk) es el ruido de

medici�on en todo instante de tiempo. Para llevar las ecuaciones 3-12 y 3-13 a la forma

descrita en las ecuaciones 4-13 y 4-14 se utilizar�a el m�etodo deEuler para resolver

ecuaciones diferenciales en tiempo discreto de la siguiente manera:
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xk =

2

6
6
6
6
6
6
4

xw(k� 1) + � T(Vwi (k� 1) � � (k� 1)(xw(k� 1) + xs(k� 1)xw(k� 1))

xs(k� 1) + � T(Vsi (k� 1) � � (k� 1)(xw(k� 1) + xs(k� 1))xs(k� 1) + � (k� 1))

xrb(k� 1) + � T(0)

� (k� 1) + � T(0)

� (k� 1) + � T(0)

3

7
7
7
7
7
7
5

(4-15)

yk =

2

6
6
6
6
6
6
4

xw(k� 1) + xs(k� 1) + xrb(k� 1)
vmill

� (k� 1)(xw(k� 1) + xs(k� 1))2

� oxs(k� 1) + � wxw(k� 1)
xs(k� 1) + xw(k� 1)

(� o � � w)( � (k� 1)xw(k� 1) + xw(k� 1)Vsi (k� 1) � xs(k� 1)Vwi (k� 1))
(xs(k� 1) + xw(k� 1))2

3

7
7
7
7
7
7
5

(4-16)

Donde, xk = [ xw(k) ; xs(k) ; xrb(k) ; � (k) ; � (k) ]T es el vector de estados;uk = [ Vwi (k) ; Vsi (k) ]T

es el vector de entradas del sistema;yk = [ JT (k) ; Q(k) ; � Q(K ) ; _� Q(k) ]T el vector de salidas

y � T es el periodo de muestreo obtenido en la secci�on 4.1.1. Ahora, teniendo en cuenta

que cada medici�on del estado estimado apriori ^x �
k es dado por la ecuaci�on 4-17 y la

estimaci�on de la matriz del error de covarianza aprioriP �
k evoluciona de acuerdo con

las mediciones de las din�amicas no lineales mostrada en la ecuaci�on 4-17.

x̂ �
k = Fk� 1(x̂+

k� 1; uk� 1; 0) (4-17)

P �
k = Fk� 1P+

k� 1F T
k� 1 + L k� 1Qk� 1LT

k� 1 (4-18)

Donde, Fk� 1 = @fk � 1

@x j x̂+
k � 1 ;uk � 1 ;0, y L k� 1 = @fk � 1

@wk � 1
j x̂+

k � 1 ;uk � 1 ;0, la actualizaci�on del estado

estimado aposteriori se encuentra de�nido en la ecuaci�on 4-20 y la covarianza aposte-

riori P+
k es actualizada con la ecuaci�on 4-21 por:

K k = P �
k H T

k (HkP �
k H T

k + M kRkM T
k )� 1 (4-19)

x̂+
k = x̂ �

k + K k(yk � hk(x̂ �
k ; uk)) (4-20)

P+
k = ( I � K kHk)P �

k (4-21)

Ahora bien, se requieren los valores de los elementos de la diagonal de la matrizR del

ruido de medici�on proveniente de los transmisores utilizados para las medidas directas o

indirectas de las salidas. Para esto se realiz�o el an�alisis de la instrumentaci�on requerida

para la lectura de las salidas del sistema, los cuales se describen a continuaci�on:
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Medici�on 
ujo m�asico de solidos, rocas y bolas - Pes�ometro

para bandas transportadoras

El Archweigh Dual HP® Belt Scale es un sistema de pesaje en linea que ofrece la

empresa Arch Enviromental Equipment, INC. posee una alta precisi�on y es capaz de

autoajustarse al movimiento de la banda transportadora debido a su dise~no de inge-

nier��a y a las celdas de carga de doble extremo patentadas de Arch [25].

Precisi�on: � 0;25 % del valor medido.

Tiempo de respuesta: Con�gurable, el fabricante recomienda para aplicaciones genera-

les un valor entre 1� 20s.

Resoluci�on: 0;0055t.

Intervalo de medici�on: 0� 100t
h .

Medici�on de lodos, agua de proceso - Caudal��metro para tu-

ber��a

El Sitrans F M Transmag 2 es un caudal��mentro electromagn�etico con campo alterno

pulsante desarrollado por Siemens AG, ideal para aplicaciones dif��ciles como lodos de

miner��a con part��culas magn�eticas o lodos pesados de miner��a. El caudal��metro com-

pleto consta de un sensor de caudal 911/E y del transmisor Sitrans F M Transmag 2

[26].

Precisi�on: � 0;5 % del valor medido.

Tiempo de respuesta: Con�gurable el fabricante recomienda para aplicaciones generales

3s.

Resoluci�on: Depende del di�ametro del elemento primario de medida.

Intervalo de medici�on: Depende del di�ametro del elemento primario de medida.

Medici�on indirecta de porcentaje de llenado - Transmisor de

Peso

El transmisor de peso STC-2200 Advanced Series elaborado por la empresa Rice Lake

permite, en compa~n��a de las celdas de carga de torsi�on anular RTN elaboradas por

HBM, la lectura de peso en diferentes de capacidades nominales (1 a 470 toneladas).

Todas las celdas de carga mencionadas son compactas y, al mismo tiempo, extremada-

mente robustas con un elevado grado de protecci�on (IP 68/IP 69K). Por tal motivo, son
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id�oneas para un amplio espectro de aplicaciones de pesaje para contenedores, grandes

b�asculas de plataforma y construcci�on de b�asculas de veh��culos e incluso aplicaciones

en condiciones ambientales desfavorables [27]; [28].

Precisi�on: � 0;05 % del valor medido.

Tiempo de respuesta: Con�gurable el fabricante recomienda para aplicaciones genera-

les un valor entre 1� 20s.

Resoluci�on: 0;26t.

Intervalo de medici�on: 0� 470t.

Medici�on de densidad de lodos - Dens��metro para tuber��a

El medidor de densidad de lodosSlurry Density Meter - SDM es un dens��metro que

utiliza tecnolog��a ultras�onica y se encuentra dise~nado espec���camente para aplicaciones

de dragado y procesamiento de minerales. Fue patentado por la empresa Rhosonics. El

SDM utiliza un sensor ultras�onico no intrusivo para medir la densidad en tiempo real

de los lodos minerales en niveles de alta densidad y en tuber��as muy grandes [29].

Precisi�on: � 0;5 % del valor medido.

Tiempo de respuesta: Con�gurable el fabricante recomienda para aplicaciones genera-

les un valor entre 5� 20s.

Resoluci�on: 0;0002 t
m3 .

Intervalo de medici�on: 0;7 � 3;0 t
m3 .

C�alculo de derivada densidad de lodos

Debido a que no existe un instrumento que permita medir la derivada de la densidad de

lodos, se programa v��a software un m�etodo num�erico que permita aproximar esta se~nal

a partir de la medici�on de la densidad de lodos. El m�etodo utilizado esAproximaci�on

por diferencias �nitas [30], como de muestra a continuaci�on.

_� Q(k) �
� Q(k) � � Q(k� 1)

� T
(4-22)

Precisi�on: � � T2.

Tiempo de respuesta: Tiempo de muestreo del algoritmo.
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Resoluci�on: No aplica.

Intervalo de medici�on: No aplica.

Por lo tanto, con base en los datos anteriores:

R = 1e4

2

6
6
6
4

0;05 0 0 0

0 0;5m3

h 0 0

0 0 0;5 t
m3 0

0 0 0 0;002 t
hm 3

3

7
7
7
5

2

(4-23)

Adicionalmente, dado que el modelo reducido posee incertidumbre de modelado, obte-

nemos la matrizQ y la covarianza en el primer instante de tiempoP+
0 partiendo de

los valores suministrados por LeRoux en [11]:

Q = 1e3

2

6
6
6
6
6
6
4

0;2m3 0 0 0 0

0 0;5m3 0 0 0

0 0 1m3 0 0

0 0 0 0;12 1
hm 3 0

0 0 0 0 2m3

h

3

7
7
7
7
7
7
5

2

(4-24)

P+
0 =

2

6
6
6
6
6
6
4

2m3 0 0 0 0

0 2m3 0 0 0

0 0 2m3 0 0

0 0 0 2 1
hm 3 0

0 0 0 0 2m3

h

3

7
7
7
7
7
7
5

2

(4-25)

Para la simulaci�on del �ltro de Kalman se usan las expresiones 4-17 a la 4-21.

4.3. Dise~no de un �ltro de Kalman extendido para

el modelo ampliado

En esta secci�on utilizaremos el esquema de la Figura4-8 para realizar el dise~no del

�ltro de Kalman extendido.
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Figura 4-8 : Esquema de simulaci�on.

Fuente: Elaboraci�on propia.

Dondex = [ xw ; xs; xr ; xb]T es el vector de estados del modelo ampliado;u = [ Vwi ; Vsi ; Vri ; Vbi]T

es el vector de entradas del modelo ampliado,y = [ JT ; Q; � Q]T es el vector de salidas

del modelo ampliado, ^x = [ xw ; xs; xr ; xb]T es el vector de estados estimado a partir del

modelo ampliado, ^y = [ JT ; Q; � Q]T es el vector de salidas estimadas a partir del mode-

lo ampliado. A continuaci�on, nuevamente se utiliza el m�etodo propuesto por Kalman

para el desarrollo de un �ltro extendido discreto el cual ya fue explicado en la secci�on

anterior. Sin embargo, en este caso se usan las ecuaciones 3-10 y 3-11 en conjunto con

el m�etodo de Euler para transformar en linea el sistema de ecuaciones en el dominio

del tiempo continuo al dominio del tiempo discreto quedando de la siguiente manera:

xk =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

xw(k� 1) + � T(Vwi (k� 1) � 'd H xw(k� 1)(
xw(k� 1)

xs(k� 1) + xw(k� 1)
))

xs(k� 1) + � T(Vsi (k� 1) � 'd H xw(k� 1)(
xs(k� 1)

xs(k� 1) + xw(k� 1)
) +

'P mill xr (k� 1)

� okr (xr (k� 1) + xs(k� 1))
)

xr (k� 1) + � T(Vri (k� 1) �
'P mill xr (k� 1)

� okr (xr (k� 1) + xs(k� 1))
)

xb(k� 1) + � T(Vbi(k� 1) �
'P mill xb(k� 1)

kb[� o(xr (k� 1) + xs(k� 1)) + � bxb(k� 1)]
)

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

(4-26)

yk =

2

6
6
4

xw(k� 1) + xs(k� 1) + xr (k� 1) + xb(k� 1)
vmill

'd H xw(k� 1)
� oxs(k� 1) + � wxw(k� 1)

xs(k� 1) + xw(k� 1)

3

7
7
5 (4-27)
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Donde,xk = [ xw(k) ; xs(k) ; xr (k) ; xb(k) ]T es el vector de estados;uk = [ Vwi (k) ; Vsi (k) ; Vri (k) ; Vbi(k) ]T

es el vector de entradas del sistema;yk = [ JT (k) ; Q(k) ; � Q(K ) ]T el vector de salidas y �T

es el periodo de muestreo obtenido en la secci�on 4.1.2.

Ahora bien, para la obtenci�on de los valores diagonales de la matrizR del ruido de

medici�on proveniente de los transmisores utilizados para las medidas directas o indi-

rectas de las salidas, se usa el an�alisis de la instrumentaci�on requerida para la lectura

de las salidas del sistema, los cuales tambi�en fueron descritos en la secci�on anterior.

Sin embargo, para este modelo no es necesario utilizar un m�etodo num�erico para la

obtenci�on de una de las salidas, ya que no se requiere de esta variable. Por lo tanto:

R = 1e3

2

6
4

0;05 0 0

0 0;5m3

h 0

0 0 0;5 t
m3

3

7
5

2

(4-28)

Adicionalmente, dado que el modelo ampliado tambi�en tiene incertidumbre de mode-

lado, se obtiene la matrizQ y la covarianza en el primer instante de tiempoP+
0 desde

los valores suministrados por LeRoux en [11]:

Q = 1e3

2

6
6
6
4

1m3 0 0 0

0 1m3 0 0

0 0 1m3 0

0 0 0 1m3

3

7
7
7
5

2

(4-29)

P+
0 =

2

6
6
6
4

2m3 0 0 0

0 2m3 0 0

0 0 2m3 0

0 0 0 2m3

3

7
7
7
5

2

(4-30)

Para la simulaci�on del �ltro de Kalman se usan las expresiones 4-17 a la 4-21, pero las

matrices F , G y H se toman como los Jacobianos del modelo no lineal ampliado 3-13

y 3-14.

4.4. Resumen del cap��tulo

En este cap��tulo se determin�o un modelo discretizado para un modelo semif��sico de base

fenomenol�ogica de un molino semiaut�ogeno. Para ello, se parti�o de la linealizaci�on de
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dicho modelo, siendo necesario obtener un punto de equilibrio con el �n de obtener un

periodo de muestreo. El modelo discretizado obtenido fue probado mediante simulaci�on

y luego se dise~n�o un estimador de estados no lineal del tipo �ltro de Kalman extendido

discreto de modo que fuera posible estimar los estados no medibles. La matriz de ruido

de medici�on fue obtenida a partir de la hoja de datos de algunos sensores disponibles en

el mercado, aptos para el proceso de molienda con molino semiaut�ogeno. La matriz de

error de modelado y la covarianza en el primer instante de tiempo se obtienen de datos

disponibles en la literatura del modelo semif��sico de base fenomenol�ogica utilizado.

En el siguiente cap��tulo se analizar�a por medio de simulaci�on el funcionamiento del

estimador de estados obtenido tanto para el modelo reducido como para el modelo

ampliado.



Cap��tulo 5

Simulaci�on y an�alisis de resultados

En este cap��tulo se realiza el an�alisis de los resultados de simulaci�on obtenido para los

estimadores de estados desarrollados en el cap��tulo 4 para el proceso de molienda con

molino semiaut�ogeno utilizando la metodolog��a deRudolf E. Kalman. Este cap��tulo se

encuentra distribuido de la siguiente manera: En primer lugar, se realiza la simulaci�on

y el an�alisis de resultados con el �ltro de Kalman extendido y modelo reducido. En

segundo lugar, se realiza la simulaci�on y el an�alisis de resultado con el �ltro de Kalman

extendido y modelo ampliado. Finalmente, se realiza un an�alisis de implementabilidad

de los �ltros de Kalman extendido.

5.1. Simulaci�on y an�alisis de resultados con el �ltro

de Kalman extendido y modelo reducido

Con el �n de realizar una correcta validaci�on del �ltro de Kalman extendido dise~nado

a partir del modelo reducido, se utiliza el modelo ampliado como planta base para

la estimaci�on. En la Figura 4-7 se puede visualizar de manera gr�a�ca el esquema

utilizado durante la validaci�on. Los valores de los par�ametros de simulaci�on para el

modelo ampliado fueron tomados del art��culo de LeRoux en [11].

A continuaci�on se listan condiciones de operaci�on para las entradas del modelo ampliado

y el estimador de estados:

Periodo de muestreo deTs = 0;002h y tiempo total de simulaci�on deTsym = 120h,

ver Figura 5-1.

Se inicia la simulaci�on en un punto de operaci�on, donde los estados del modelo

ampliado ([xw ; xs; xr ; xb]T ) se encuentran en estado estacionario durante las pri-
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meras 30 horas, pero el estimador se encuentra en condiciones iniciales diferentes

a las de modelo ampliado.

Se realiza cambio de tipo sinusoidal en el 
ujo de alimentaci�on de agua (Vwi )

equivalente a� 1 % de su punto de operaci�on y se mantiene en el mismo valor

durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura 5.1(a). En el mismo instante

de tiempo se realiza una variaci�on tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

mineral (Vsi ) y rocas (Vri ) equivalente a � 2 % de su punto de operaci�on y se

mantiene oscilando con un comportamiento sinusoidal alrededor de ese valor con

una amplitud del � 0;01 % durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura

5.1(b) y 5.1(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 5.1(d).

Las salidas medibles del sistema ([JT ; Q; � Q; _� Q]T ) poseen ruido de medici�on con

las magnitudes especi�cadas en el cap��tulo 4.2.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5-1 : Resultado �ltro de Kalman extendido y modelo reducido entradas.

Fuente: Elaboraci�on propia.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5-2 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo reducido estimaci�on de

salidas.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-2 se muestra el comportamiento din�amico descrito por las salidas del

modelo ampliado (con color azul) y del �ltro de Kalman extendido discreto y modelo

reducido (con color verde). Como es posible observar, el �ltro obtenido en la secci�on

4.2 es capaz de sincronizar las salidas medibles del sistema ampliado con un error

despreciable para las condiciones de operaci�on asignadas.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 5-3 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo reducido estimaci�on de

estados del sistema.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-3 se muestra el comportamiento din�amico descrito por los estados del

modelo ampliado (con color azul) y del �ltro de Kalman extendido discreto y modelo
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reducido (con color verde). Como es posible observar, el �ltro obtenido en la secci�on

4.2 en el intervalo de tiempo de 0� 20h no capaz de sincronizar los estados del sistema

ampliado y mantiene un error de estado estacionario para las condiciones de operaci�on

asignadas. Esto se debe la salida _� Q en ese intervalo de tiempo se encuentra en un valor

igual 0 T
m3h . En la secci�on 3.2.2 se concluy�o que el modelo reducido pierde observabilidad

si la densidad de la salida se mantiene estable, por lo tanto el estimador no es capaz

sincronizar el modelo ampliado si no posee entradas de excitaci�on persistente. Adem�as,

luego de los cambios realizados en el intervalo de 20� 120h el estimador permite

aproximar los estados del modelo ampliado, resultado de ingresar cambios de excitaci�on

persistente en las entradas del sistema. Finalmente, dado que luego de estabilizarse

todas las din�amicas aun persiste un error en estado estacionario notable en los valores

estimados del sistema, se procede a utilizar la ra��z de la desviaci�on cuadr�atica media

(RMSE en ingl�es) como m�etodo para estimar la precisi�on con la que este �ltro de

Kalman predice los estados del modelo ampliado.

RMSE =

vu
u
t

nX

i =1

(� � �̂) 2

M
(5-1)

La ecuaci�on 5-1 describe matem�aticamente el c�alculo de la ra��z de la desviaci�on cuadr�ati-

ca media, donde � es el valor real,̂� es el valor estimado y M es el n�umero de datos

estimados. Teniendo en cuenta que mientras menores sean los valores delRMSE la

estimaci�on tendr�a un mejor es el ajuste, los valores obtenidos se pueden observar en la

Tabla 5-1.

Tabla 5-1 : Ra��z de la desviaci�on cuadr�atica media de la estimaci�on con �ltro de Kalman

extendido y modelo reducido.
X w X s X rb � �

RMSE 3;49 % 3;51 % 6;99 % 0;25 % 4;18 %

Al analizar los valores de la Tabla5-1 es posible observar que todos los estados estima-

dos, excepto la tasa de descarga (� ), poseen una desviaci�on superior al 3 % Adicional-

mente, en el caso del volumen de rocas y bolas (X rb) se posee una desviaci�on superior

al 5 %. Cuantitativamente el �ltro obtenido posee un desempe~no aceptable para una

estimaci�on num�erica de los estados del proceso teniendo en cuenta que presenta limi-

taciones en termino de observabilidad y presenta una desviaci�on alta (superior al 5 %)

en alguna de sus variables estimadas. Sin embargo, es posible que no sea apto para su

uso con sistemas de control avanzado.
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5.2. Simulaci�on y an�alisis de resultados con el �ltro

de Kalman extendido y modelo ampliado

Con el �n de realizar una correcta validaci�on del �ltro de Kalman extendido dise~nado

a partir del modelo ampliado, se utiliza el modelo ampliado como planta base para

la estimaci�on. En la Figura 4-8 se puede visualizar de manera gr�a�ca el esquema

utilizado durante la validaci�on. Los valores de los par�ametros de simulaci�on para el

modelo ampliado fueron tomados del art��culo de LeRoux en [11].

La validaci�on del modelo se plantea en dos escenarios. En el primer caso se valida

la operaci�on del �ltro de Kalman si modi�caciones de par�ametros, como se realiz�o la

validaci�on del �ltro de Kalman con modelo reducido. En el segundo caso, se pretende

observar el comportamiento del �ltro de Klaman luego de un cambio de par�ametros en

el modelo del molino SAG.

Escenario 1: A continuaci�on se listan condiciones de operaci�on para las entradas del

modelo ampliado y el estimador de estados:

Periodo de muestreo deTs = 0;002h y tiempo total de simulaci�on deTsym = 80h,

ver Figura 5-4.

Se inicia la simulaci�on en un punto de operaci�on, donde los estados del modelo

ampliado ([xw ; xs; xr ; xb]T ) se encuentran en estado estacionario durante las pri-

meras 30 horas, pero el estimador se encuentra en condiciones iniciales diferentes

a las de modelo ampliado.

Se realiza cambio de tipo sinusoidal en el 
ujo de alimentaci�on de agua (Vwi )

equivalente a� 1 % de su punto de operaci�on y se mantiene en el mismo valor

durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura 5.4(a). En el mismo instante

de tiempo se realiza una variaci�on tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

mineral (Vsi ) y rocas (Vri ) equivalente a � 2 % de su punto de operaci�on y se

mantiene oscilando con un comportamiento sinusoidal alrededor de ese valor con

una amplitud del � 0;1 % durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura

5.4(b) y 5.4(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 5.4(d).

Las salidas medibles del sistema ([JT ; Q; � Q]T ) poseen ruido de medici�on con las

magnitudes especi�cadas en el cap��tulo 4.3.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5-4 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado entradas.

Fuente: Elaboraci�on propia.
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(a) (b)

(c)

Figura 5-5 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado estimaci�on de

salidas.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-5 se muestra el comportamiento din�amico descrito por las salidas del

modelo ampliado (con color azul) y del �ltro de Kalman extendido discreto y modelo

ampliado (con color rojo). Como es posible observar, el �ltro obtenido en la secci�on

4.3 es capaz de sincronizar las salidas medibles del sistema ampliado con un error

despreciable para las condiciones de operaci�on asignadas.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5-6 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado estimaci�on de

estados.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-6 se muestra el comportamiento din�amico descrito por los estados del

modelo ampliado (con color azul) y del �ltro de Kalman extendido discreto y modelo

reducido (con color rojo). Como es posible observar, el �ltro obtenido en la secci�on 4.3

en el intervalo de tiempo de 0� 20h es capaz de sincronizar los estados del sistema

ampliado sin error de estado estacionario para las condiciones de operaci�on asignadas.

En la secci�on 3.2.3 se concluy�o que el modelo ampliado no pierde observabilidad en

estado estacionario, por lo tanto, el estimador es capaz de tener buenos resultados sin

necesidad de tener entradas de excitaci�on persistente. Adem�as, luego de los cambios

realizados en el intervalo de 20� 120h, el estimador permite sincronizar los estados del

modelo ampliado. Finalmente, al igual que en el caso anterior se procede a utilizar el

RMSE como m�etodo para estimar la precisi�on con la que el �ltro de Kalman predice

los estados del modelo ampliado, los valores obtenidos se pueden observar en la Tabla
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5-2:

Tabla 5-2 : Ra��z de la desviaci�on cuadr�atica media de la estimaci�on con �ltro de Kalman

extendido y modelo ampliado.
X w X s X r X b

RMSE 0;08 % 0;14 % 0;06 % 0;09 %

Al analizar los valores de la Tabla5-2 es posible observar que todos los estados esti-

mados poseen una desviaci�on inferior al 0;2 %. Lo cual lo hace apto para su uso con

sistemas de control avanzado.

Escenario 2: A continuaci�on se listan condiciones de operaci�on para las entradas del

modelo ampliado y el estimador de estados:

Periodo de muestreo deTs = 0;002h y tiempo total de simulaci�on deTsym = 80h,

ver Figura 5-7.

Se inicia la simulaci�on en un punto de operaci�on, donde los estados del modelo

ampliado ([xw ; xs; xr ; xb]T ) se encuentran en estado estacionario durante las pri-

meras 30 horas, pero el estimador se encuentra en condiciones iniciales diferentes

al modelo ampliado.

Se realiza un cambio de tipo sinusoidal en el 
ujo de alimentaci�on de agua (Vwi )

equivalente a� 1 % de su punto de operaci�on y se mantiene en el mismo valor

durante el resto del tiempo de simulaci�on, ver Figura 5.7(a). En el mismo instante

de tiempo se realiza una variaci�on tipo escal�on en el 
ujo de alimentaci�on de

mineral (Vsi ) y rocas (Vri ) equivalente a � 2 % de su punto de operaci�on y se

mantiene oscilando con un comportamiento sinusoidal alrededor de ese valor con

una amplitud del � 0;1 %, ver Figura 5.7(b) y 5.7(c).

Se realiza un cambio param�etrico en la densidad del mineral que ingresa al mo-

lino (� o) equivalente al 0;98 % de su valor inicial y se mantiene durante el resto

del tiempo de simulaci�on. Se observa un cambio el 
ujo de alimentaci�on de mi-

neral (Vsi ) y rocas (Vri ) debido que dependen directamente de la densidad de

alimentaci�on, ver Figura 5.7(b) y 5.7(c).

El 
ujo de alimentaci�on de bolas (Vbi) del molino se mantuvo en el punto de

operaci�on durante todo el tiempo de simulaci�on, ver Figura 5.7(d).
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Las salidas medibles del sistema ([JT ; Q; � Q]T ) poseen ruido de medici�on con las

magnitudes especi�cadas en el cap��tulo 4.3.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5-7 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado entradas.

Fuente: Elaboraci�on propia.
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(a) (b)

(c)

Figura 5-8 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado estimaci�on de

salidas.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-8 se muestra el comportamiento din�amico descrito por las salidas del

modelo ampliado (con color azul) y del �ltro de Kalman extendido discreto y modelo

ampliado (con color rojo). Como es posible observar, el �ltro obtenido es capaz de

sincronizar las salidas medibles del sistema ampliado con un error despreciable hasta

antes de realizar el cambio param�etrico en el instante de tiempo de 50h. Luego del

cambio param�etrico, las salidas del �ltro se desv��an completamente del valor del modelo

ampliado durante el resto del tiempo de simulaci�on.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5-9 : Resultados �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado estimaci�on de

estados.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-9 se muestra el comportamiento din�amico descrito por las salidas del

modelo ampliado (con color azul) y del �ltro de Kalman extendido discreto y modelo

ampliado (con color rojo). Es posible observar que el �ltro obtenido en el intervalo

de tiempo de 0� 50h es capaz de sincronizar los estados del sistema ampliado sin

error de estado estacionario para las condiciones de operaci�on asignadas. Sin embargo,

luego del cambio param�etrico realizado en el intervalo de 50� 120h al igual que la

salidas estimadas, los estados estimados se desv��an completamente del valor del modelo

ampliado durante el resto del tiempo de simulaci�on. En este caso nuevamente se utiliza

el RMSE para estimar la precisi�on con la que el �ltro de Kalman predice los estados

del modelo ampliado, los valores obtenidos se pueden observar en la Tabla5-3.
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Tabla 5-3 : Ra��z de la desviaci�on cuadr�atica media de la estimaci�on con �ltro de Kalman

extendido y modelo ampliado.
X w X s X r X b

RMSE 15;96 % 31;17 % 41;88 % 90;17 %

Al analizar los valores de la Tabla5-3 es posible observar que todos los estados esti-

mados poseen una desviaci�on superior al 15;96 %, lo cual representa un problema para

su uso con sistemas de control avanzado.

Con el �n de obtener una comparaci�on de los resultados obtenidos por el �ltro de Kal-

man extendido y modelo reducido y el �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado

(Escenario 1, sin variaci�on param�etrica), se utiliza la desviaci�on cuadr�atica media nor-

malizada (NMRSE en ingl�es) como se describe a continuaci�on:

NRMSE =
1
��

vu
u
t

nX

i =1

(� � �̂) 2

M
(5-2)

Donde � es el valor real, �̂ es el valor estimado, �� es el valor promedio de la variable a

estimar en el intervalo de estimaci�on yM es el n�umero de datos estimados. Teniendo

en cuenta que mientras menores sean los valores delNRMSE la estimaci�on tendr�a un

mejor es el ajuste. Los resultados tanto para el �ltro de Kalman extendido y modelo

reducido como para el �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado se pueden ver en

la Tabla 5-4 y la Tabla 5-5 respectivamente.

Tabla 5-4 : Ra��z de la desviaci�on cuadr�atica media normalizada de la estimaci�on con

�ltro de Kalman extendido y modelo reducido.
X w X s X rb � �

NRMSE 0;76 % 0;76 % 0;92 % 0;03 % 1;53 %

Tabla 5-5 : Ra��z cuadrada del error cuadr�atico medio normalizado de la estimaci�on

con �ltro de Kalman extendido y modelo ampliado.
X w X s X r X b

NRMSE 0;02 % 0;03 % 0;03 % 0;02 %

De los resultados de la Tabla5-4 y la Tabla 5-5, se tiene que el �ltro de Kalman

extendido y modelo ampliado ajusta mejor los estados estimados con respecto al �ltro
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de Kalman extendido y modelo reducido. Adicionalmente, al no requerir entradas de

excitaci�on persistente se facilita su implementaci�on.

5.3. An�alisis de la implementabilidad de los �ltros

de Kalman extendido

Para la implementaci�on es necesario realizar un an�alisis que tenga en cuenta los re-

querimientos de los �ltros de Kalman extendido obtenidos en el cap��tulo 4 de manera

que cualquier persona interesada pueda aportar en la misma. Esta secci�on se encuen-

tra distribuida de la siguiente manera: inicialmente, se analizan las condiciones para

la implementaci�on de los �ltros obtenidos y �nalmente se analizan las condiciones y

mejoras para el desempe~no de los mismos.

5.3.1. Condiciones para la implementaci�on

La etapa de implementaci�on inicia con la recolecci�on de informaci�on de piso de planta

proveniente de las se~nales de proceso del molino. Por ejemplo, el 
ujo m�asico de soli-

dos, rocas y bolas, la medici�on de caudal de lodos y agua, el porcentaje de llenado y

medici�on de densidad de lodos. Para esto es necesario que la arquitectura de estima-

ci�on integre un equipo capaz de recolectar dicha informaci�on. Es muy frecuente para

estos casos utilizar controladores l�ogicos programables (PLC en ingl�es), ya que por su

dise~no poseen la capacidad de recolectar se~nales de campo, ya sea v��a un protocolo

de comunicaci�on o a trav�es de se~nales el�ectricas cableadas con el transmisor, y luego

por medio de tecnolog��a de comunicaci�on industrial, basada en tecnolog��a de Microsoft

(OPC en ingl�es), enviar la informaci�on a un computador de alto desempe~no con soft-

ware dedicados. A partir de esa informaci�on, el computador puede realizar el c�alculo

num�erico en variable simb�olica y matricial de alta complejidad (Por ejemplo, LabView

o MatLab® & Simulink). Para la comunicaci�on entre el PLC y el computador se puede

usar comunicaci�on OPC entre LabView y un PLC del fabricante Siemens AG [31] o

comunicaci�on OPC entre MatLab® & Simulink y un PLC del fabricante Siemens AG

como en [32].
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Figura 5-10 : Esquema de implementaci�on.

Fuente: Elaboraci�on propia.

En la Figura 5-10 se puede observar el esquema de implementaci�on mencionado, don-

de u e y son los vectores de entradas y salidas medibles,un y yn son los vectores de

entradas y salidas medidas con ruido de medici�on,vu y vy son los vectores de ruido

de medici�on para las entradas y salidas,ud e yd son los vectores de entradas y salidas

digitalizadas por el PLC, yŷ y x̂ son los vectores de estados y salidas estimados por el

�ltro de Kalman extendido.

Existen casos, en los que algunos fabricantes de PLC's poseen en su portafolio he-

rramientas para la sintonizaci�on de �ltros de Kalman, por ejemplo, Siemens AG y su

sistema de control distribuido (Simatic PCS7 en ingl�es), el cual permite facilitar la

implementaci�on de este tipo de sistemas de estimaci�on en los procesos controlados por

sus PLC's de mayor gama [33].

Figura 5-11 : Esquema de implementaci�on con PLC.

Fuente: Elaboraci�on propia.
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En la Figura 5-11 se puede observar el esquema de implementaci�on mencionado, don-

de u e y son los vectores de entradas y salidas,un e yn son los vectores de entradas y

salidas medidas con ruido de medici�on,vu y vy son los vectores de ruido de medici�on

para las entradas y salidas, y ^y y x̂ son los vectores de estados y salidas estimados por

el �ltro de Kalman extendido implementado en el PLC.

Para lograr una correcta implementaci�on, basada en el m�etodo propuesto en la Figura

5-10, se requiere que el computador seleccionado sea capaz de realizar los c�alculos del

�ltro de Kalman extendido en un tiempo de muestreo m�aximo de 7;2s. Con el �n de

estimar el tiempo requerido para la ejecuci�on del algoritmo tomando como base una

implementaci�on con MatLab® & Simulink, se utiliz�o el comandotic - toc de MatLab®

para obtener el tiempo m�aximo de la ejecuci�on de cada ciclo y se obtuvo como resultado

un tiempo m�aximo de ejecuci�on de 3;5 s
ciclo . El computador utilizado para la ejecuci�on

del c�odigo posee las siguientes especi�caciones t�ecnicas:

Marca: ASUS.

Modelo: 510UNR.

Procesador: Intel(R) Core(TM) i7-8550U CPU 1.80GHz 1.99 GHz.

Memoria RAM: 8,00 GB DDR4 SK Hynix.

Disco Duro: 1TB SSD ST1000LM035-1RK172.

Sistema Operativo: Microsoft Windows 10 Home.

Tipo de Sistema: x64- Based PC.

Tarjeta de V��deo: NVIDIA GeForce MX150.

Pese a que en el mercado existen equipos con mayores especi�caciones t�ecnicas enfo-

cadas para actividades de entorno industrial, el equipo utilizado fue capaz de ejecutar

el c�odigo para la ejecuci�on del �ltro de Kalman obtenido con un tiempo de muestreo

mucho menor al requerido (7;2s). Es de esperarse que un equipo con mayores especi�-

caciones pueda ejecutar el �ltro dise~nado en un tiempo menor al que fue obtenido en

este caso.

El proceso de molienda debe disponer de la instrumentaci�on ya instalada o en proceso

de implementaci�on. La instrumentaci�on mencionada en este documento requiere de un

proceso de selecci�on. Son necesarios otros valores como los rangos de medici�on y el tipos

de tuber��a que dependen directamente del proceso y son diferentes para cada proceso.

Adem�as, es necesario mencionar que en los molinos que ya se encuentran operando y

no se dispone de medici�on indirecta del porcentaje de llenando, se puede complicar la




