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Introduccion

Los espacios moduli de conexiones planas surgen en diferentes areas. Por ejemplo en
fisica, estos espacios aparecen al estudiar las ecuaciones de Yang-Mills, que son una
generalizacion de las ecuaciones de Mazxwell del electromagnetismo, en una variedad
suave de dimensién 2. Las conexiones en un G-fibrado principal P — M nos indican
una manera explicita de hacer transporte paralelo sobre P. Es asi como actualmente
muchos topicos de investigacion en teoria cudntica de campos estan relacionados con
dichos espacios.

En este trabajo estamos interesados en estudiar estos espacios moduli desde un
punto de vista meramente topolégico, como se describe a continuacion:

Dado un G-fibrado principal 7 : P — M, una conexioén en P es un subfibrado H de
TP tal que para todo p € P, T,P = H, ® ker(dr,) y H,y = dR,(H,) y a esta conexion
le podemos asociar de manera tnica una 1-forma 6 en P con valores en g, el algebra de
Lie de GG. Ahora, la 2-forma Fy := df + %[9, 0] es llamada la curvatura de 6, y decimos
que H es una conexién plana si su curvatura es trivial, es decir, si Fyp = 0.

Por otra parte, sim : P — M y my : Q — M son G-fibrados principales sobre M, con
conexiones H' y H? respectivamente, decimos que estos fibrados son gauge equivalentes

si existe una funciéon suave f : P — ) que es G-equivariante tal que myo f = m y
df,(Hy,) = Hj, para todo p € P.

Lo anterior nos permite definir el FEspacio Moduli de Conezxiones Planas en G-
fibrados Principales que sera nuestro principal objeto de estudio en esta tesis de la
siguiente manera.

De manera informal el espacio moduli de conexiones planas en G-fibrados princi-
pales sobre una variedad M, es un espacio que parametriza todas las clases gauge de
conexiones planas en fibrados sobre M.

De manera formal, dado un grupo de Lie G y una variedad suave y conexa M,
definimos el espacio moduli de conexiones planas en G-fibrados principales sobre M,
denotado por M(M,G) como

M, Gy = UEH)

Y

viil
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donde P es un G-fibrado principal sobre M, H es una conexiéon plana en Py ~ es la
relacion de equivalencia gauge de fibrados principales.

El primer objetivo principal de esta tesis es identificar el espacio moduli M (M, G)
con el espacio de representaciones Rep(mi(M),G) = Hom(m (M), G)/G*", donde G
actlia por conjugacion.

Este trabajo esta dividido de la soguiente manera. En el primer capitulo exploramos
algunas definiciones bésicas como lo son los fibrados principales, las conexiones y la
curvatura.

En el segundo capitulo identificamos el espacio moduli M (M, G) con el espacio de
representaciones Rep(mi (M), G).

En el tercer capitulo exploramos los espacios de representaciones y consideramos
algunos ejemplos. En particular determinamos el espacio moduli M (M, G) para todas
las variedades compactas con grupo fundamental abeliano y para G = U(n) y G =
Sp(n). Esta ultima parte es una nueva contribucion de este trabajo.
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Capitulo 1

G-fibrados principales y conexiones planas

En este capitulo estudiaremos los objetos que nos permitiran luego definir el espa-
cio moduli. Comenzaremos con las definiciones de G-fibrados principales y conexiones,
para luego definir los grupos de holonomia. Por tltimo estudiaremos la curvatura y las
conexiones planas.

1.1. (G-fibrados principales

Definiciéon 1. Sea GG un grupo de Lie y M una variedad suave. Un G-fibrado principal
sobre M es una variedad suave P junto con una funcién suave y sobreyectivaw : P — M
que satisface las siguientes condiciones:

(a) G actua libremente en P a la derecha y m: P — M es G-invariante.
(b) El mapeo inducido 7 : P/G — M es un difeomorfismo.
(c) P es localmente trivial, es decir, para cada © € M existe una vecindad de z

U C M, y un difeomorfismo v : 7= 1(U) — U x G tal que el siguiente diagrama
conmuta:

7 HU) UxG

m WN (5!



2 CAPITULO 1. G-FIBRADOS PRINCIPALES Y CONEXIONES PLANAS

y ¥ es G-equivariante, es decir, para todo p € 771 (U) y g € G, ¥(pg) = ¥(p)g.
Aqui 7 es la proyeccion sobre U.

Nota 1. Durante este trabajo G sera un grupo de Lie, P y M seran variedades suaves
y m: P — M un G-fibrado principal, a menos que se especifique lo contrario.

Notemos que el mapeo 7 es una submersion sobreyectiva por la trivialidad local,
por lo tanto si * € M, P, := 7 !(z) es una subvariedad de P tal que dim(P) =
dim(P,) + dim(M), y ademés si w(p) = z se tiene que

T,P, = ker(dm, : T, = T, M).

Como M = P/G y G actia libremente por la derecha en P, entonces podemos
identificar a G con las fibras de 7. De manera mas precisa, si fijamos p € Py x = 7(p),
entonces la funcion

v:G— P,
g — pg

es un difeomorfismo.

Ejemplo 1.1. St M es una variedad suave y G un grupo de Lie, consideremos el G-
fibrado principal sobre M dado por

T MxG—M
(m,g) —m

donde la accion de G en M x G estd definida como (m, g)-h = (m, gh). Este es llamado
el G-fibrado principal trivial sobre M.

Ejemplo 1.2. Sean M wuna variedad suave y arco-coneza, W;M — M la cubierta
universal y m (M) el grupo fundamental de M. Entonces 7 : M — M es un m(M)-

fibrado principal donde m (M) actia en M via transformaciones de deck, denotadas por
Aut(M).

Notemos que la accion de las transformaciones de deck sobre M estd definida a la
izquierda. Definimos la accion a derecha de Aut(M) en M como

M x Aut(M) —s M
(@, ) = fH(@).
Para definir una trivializacion local, sea U C M un abierto reqularmente cubierto

al rededor de un punto m € M, W := 7~ YU) C M vy fijemos Wy C 7= 1(U) una
componente conexa de W .
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Dado y € 7= Y(U), sea W, C W la componente conexa de W que contiene a y.
Entonces, existe una tnica f, € Aut(M) tal que fy|lw, : Wy, — Wy es un difeomorfismo.

De lo anterior, definimos

@7 N U) = U x Aut(M)
y = (w(y) fy)-

Para ver que la anterior funcion es Aut(ﬂ)—equivaﬂante, sea g € Aut(ﬂ) Y sea
z:=y-g=g '(y). Si W, es la componente conexa de W que contiene a z, entonces

eziste una unica f, € Aut(M) tal que f,(W,) = Wy, ast, f, = f, 0g. Luego,

ey -g) = o(2)
(m(

(m(y)

= (m(

o(y) -

<
~—

<
Q::m:m»
O
S

De lo anterior se sigue fdcilmente que 7 : M — M es un Aut(ﬂ) -fibrado principal,
es decir un m (M)-fibrado principal.

Definicién 2. Supongamos que 7 @ P, — M y my : P, — M son dos G-fibrados
principales. Un morfismo de m; a 7 es un difeomorfismo ¢ : P, — P, tal que:

1. ¢ es G-equivariante.

2. my 0 = my, es decir, el siguiente diagrama conmuta.

¥

N

M.

Py

P

Si P, = P,, diremos que ¢ es un automorfismo del fibrado m : P, — M.

El grupo gauge de m : P — M es el grupo de automorfismos de 7 : P — M. Este
conjunto tiene estructura de grupo con la composiciéon de funciones y se denota por

G(P).
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1.2. Conexiones en un G-fibrado principal

Definicién 3. Sea 7 : P — M un G-fibrado principal. Una conexién en P es un
subfibrado H de T'P tal que para todo p € Py g € GG se cumple que

1. T,P = ker(dm,) ® H,.

2. (ng)p(Hp) = %pg-

De la anterior definiciéon tenemos que si X € T, P, entonces podemos escribir a X
de forma tnica como X = X" + X" donde X" € ker(dm,) y X" € H,. El vector
X" € ker(dr), es llamado la componente vertical de X, mientras que X" es llamado el
componente horizontal.

A continuacién vamos a ver que las conexiones en un G-fibrado principal se pueden
definir utilizando formas diferenciales con valores en el 4lgebra de Lie de (G, denotada

por g.

Definicién 4. Supongamos que g es el algebra de Lie de un grupo de Lie G y sea M
una variedad suave. Una k-forma diferencial en M con valores en g es una asignacion
que para cada p € M corresponde una funciéon multilineal alternante

wp  TyM x - xT,M — g
que varia suavemente con p.
El conjunto de todas las k-formas en M con valores en g sera denorado por QF(M, g).

Definicién 5. Sea m : P — M un G-fibrado principal y sea g el algebra de Lie de
G. Dado A € g, este induce un campo vectorial en P llamado el campo fundamental
asociado a A y esta dado por

d
A(p) = | p-exp(tA).
t=0

Nota 2. Al identificar a G con P,, podemos identificar g con 7,,Px = ker(dm,). Esto
nos permitira definir una 1-forma w € Q'(P, g) a partir de una conexion H C TP.

Proposicién 1.3. Para cada p € P la funcion p, definida por

pp - g — (ker(dm,))
A A*(p)

es un isomorfismo.
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Demostracion. De la identificacion anterior sabemos que dim(g) = dim(ker(dm,)), por
lo tanto, para ver que y, es un isomorfismo basta verificar que es una transformacion
lineal inyectiva.

Sea A € g tal que p,(A) =0, es decir, A*(p) :=

i p-exp(tA) = 0. Veamos que
dt{,_g
d

- p-exp(tA) =0 para todo s € R.

t=s

En efecto, si hacemos z =t — s, entonces

% N exp(tA) = % P exp((z +s)A)
_4 p-exp(zA)exp(sA)
dt|,_,
= dRegp(s) (i p- exp(zA))
dt|,_,
=0.

De aqui se sigue que a(t) = p - exp(tA) es una curva constante, y como la accion de G
en P es libre, entonces exp(tA) = 0 para todo t € R y esto implica que A = 0. Por lo
tanto p, es inyectiva y entonces f, es un isomorfismo. O

Definiciéon 6. Sean # : P — M un G-fibrado principal y H una conexién en P.
Definimos w € Q'(P, g) como

w: P — AY(T,P)® g = Hom(T,P,g)
p—  w,:T,P—g
X M (X0).

En otras palabras, w,(X) = A, donde A € g es el tnico elemento del algebra de Lie de
G tal que A*(p) = X".

Proposicion 1.4. La 1-forma w satisface las siguientes propiedades:
1. w(A*) = A para todo A € g.
2. (Ry)*w(X) = Ady-1(w(X)) para todo g € G y todo X € TP.

Demostracion. Sean A € g y w una forma conexiéon en un G-fibrado principal 7 : P —
M, entonces la propiedad 1 se sigue inmediatamente de la definicion.

Para probar la propiedad 2 sean p € P, g € Gy X € T,P, por la linealidad de w,
podemos considerar los siguientes dos casos para X.
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Caso 1: Si X = X" entonces w(X") = 0, por lo tanto

0= (Ry)*w(X") = Ady—1 (w(X™)) = 0.

Caso 2: Si X = X" € g, entonces tenemos en el lado derecho de la ecuacion lo sigiuente:

Ad, (w(X)) = Adg—l(W(Xv)) = Adg—1 (Xv) = Adg—l(X).

9

Ahora, para calcular el lado izquierdo consideremos X* el campo fundamental
asociado a X, por lo tanto usando la regla de la cadena varias veces y el hecho

de que exp(Ady(X)) = Cy(exp(X)), tenemos
p exp(tX )))

il

p-exp(tX)g )

(Ryw)p(X = Wpg

e
(
ol

= Wpyg

(pg) -9~ exp(tX)>

t=0

(bg) - eap(t - Ady (X >>)

De lo anterior, vemos que en cualquier caso (Ry)*w(X) = Ad,1(w(X)) para todo
g€ Gytodo X € TP.

]

Proposicion 1.5. Sea w € QY(P,g) tal que satisface las propiedades descritas en la
proposicion [1.4], entonces H, := {X € T,P : w(X) = 0} es una conexion en P.

Demostracion. Notemos que H, = ker(w,), por lo tanto H = | |

de T'P.
Sea X € T, P, entonces w(X) = A € g. Sea X" = X — A*(p), entonces

H,, es un subfibrado

peP

WX") = w(X = A" (p)) = w(X) —w(A*(p) =A-A=0.

Por lo tanto, X" € H,,.

Supongamos que X € H, N ker(dr,). Como X € ker(dm,), existe A € g tal que
A*(p) = X, y como X € H,, entonces A = w(A*(p)) = w(X) =0, asi A*(p) =X =0,
es decir, H, N ker(dm,) = {0}.

De lo anterior concluimos que T,P = ker(dm,) ® H,.
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Por otra parte, sean g € Gy X € H,, entonces
w(dRy(X)) = Ry (w)(X) = Ady-1(w(X)) = 0.

Por lo tanto, dRy(H,) € H,,. Andlogamente se sigue que dR,-1#H,, C hy, por lo tanto
Hpg = ng(Hp)-

Concluimos que H es una conexién en P. O

De las proposiciones y concluimos que existe una biyeccion entre las co-
nexiones en P y las formas w € Q'(P, g) que satisfacen las propiedades descritas en

L4

1.3. Descripcién local de las formas conexiéon

Supongamos que 7 : P — M es un G-fibrado principal con una conexién H cuya
forma conexion es w € QY(P,g). Por definicion podemos encontrar un cubrimiento
abierto {U, }aes de M, junto con trivializaciones locales

Vo : T HUy) = Uy x G

Definicién 7. Dada una trivializacion local v, : 7= 1(U,) — U, x G, definimos:

(a) go: 71 (Uy) = G como el mapeo

go 7 HU,) = G
P ga(p) := T2 0 Va(p),

Va 2
71 (U,) U, x G G.
Yo

(b) Sy : Uy — 7 1(U,) dada por

So(z) == (z,e).

De la definicion es claro que S, es un mapeo suave. Por otra parte, S, es una

seccion de 7r|7r71(U > €8 decir, o S,(x) = z para todo x € U,.
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W‘ﬂ*1 Ua
(UL S
Sa

(c) Utilizando S,, definimos la forma A, € Q'(U,, g) como
Ay = Si(w) € DUy, 9).
Estas formas son llamadas Campos Gauge.

Definicion 8. Sea G un grupo de Lie y consideremos el difeomorfismo Ly-1 : G — G
para cada g € GG, entonces

(dLgfl)g T,G = T.G =g.
De esta manera podemos obtenemos una 1-forma 6 € Q!(G, g), es decir,
Og = (dLg1), : T,G — g.

La 1-forma 0 es llamada la forma de Maurer-Cartan.
Proposicion 1.6. La funcion g, es suave y G-equivariante, es decir, para todo g € G
tenemos que
9a(P9) = 9a(p)g-

Demostracion. Claramente g, es suave por ser la compuesta de dos mapeos suaves.
Ahora, como la accion de G en U x G esta dada por (z,h)g = (2, hg) y ¥, es un mapeo
G-equivariante, se sigue que g, es G-equivariante. ]

Consideremos dos trivializaciones locales 1, y 13. Si denotamos U, g = U, N Up, y
suponemos que U, N Uz # ), entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

dja,ﬂ
¢B|7r*1(Ua ) ¢a|ﬂ*1(Ua )
Unp % G Y Y U,p) Y U x G
1 T st

Ua,ﬁ?
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donde ¢, 5 := <¢O‘}7r*1(Uaﬂ)> o <¢B‘ﬂ1(Ua,5)>1'

Entonces podemos escribir a 1, g de la forma

@Zja,ﬁ : Uoéwg x G — Uaﬁ x G
(*Ta h) = ('r’ga,ﬁ(x>h>

donde go 5 : Uy p — G estan dadas por g, s(z) = ga © zp[;l(x, 1) = go 0 Sp(2).
Proposicién 1.7. Las funciones g, g son suaves y satisfacen las propiedades de cociclos,
es decir, satisfacen las siguientes propiedades:

1. gan(z) =€ € G para todo x € U, p.

2. 9ap(®) = gpalr)™,

3. Gar(T) = Gap(x)gp~(x) para todo v € Uy g, = U, NUz NU,.

Demostracion. Notemos que g, . esta determinada por ¢, 09, = Idy, «a, por lo tanto

Ja,a = €.

Ahora, notemos que ¥,,5 © VY3, = Idy, «xa, por lo tanto
(ZE, h) = (ZL’, ga,ﬁ(x)gﬁ,oc(x)h)'

Asf, ga,ﬁ(x) = 9,3704(1‘)71'

Por ultimo, para todo x € U, 3, := U, N Ug N U, se tiene que

Van () = tha,s © Ypq(T).
Por lo tanto, de la definicién de estas funciones se sigue que go () = go,g(x)gs,(z). O

Teorema 1.8. Sean 7 : P — G un G-fibrado principal, w una forma conexion en P,

Vo : T HUy) = Uy X G una trivializacion local y w, = w‘ﬂ_l(U = Entonces

Wa = Ad,-1 0 (m"Ay) + (9a)70.

Demostracion. Vamos a demostrar que 7, = Ad,-1 o (7" A,) + (ga)*0 es una forma
«@
conexion, es decir, que satisface las propiedades descritas en la proposicion
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Sean p € P, X € gy sea X* el campo fundamental asociado a X. Entonces

(Ta)p(X*(p)) = Ady1(,) © (7" Aa)p (X7 () + ((90)"0)p(X " (p))
9o (p) AQ)W(p) (dmp(X*(p))) + 09 () ((dga)p(X*(p))

09 ) <d9a ( » ewp@X)))
Oa ) <% o(p- exp(tX)))
Oe ) <% exp(tX))
(dLg“ (”)>ga<p> (dt _ alp) -emp(tX ))
C;it o '(P) (ga(p) - exp(tX))

=0 tzoe:cp(tX)

= X.

Asi 7,(X*) = X para todo p € Py todo X € g.

Nota 3. Para evitar alguna confusion en esta prueba, R : P — P sera el difeomorfismo
inducido por la acciéon de G en P para cada g € G y R, la multiplicacién a derecha en

G.

Ahora veamos que E;Ta = Ad,-17,, que por la linealidad del pullback y Ad, basta
verificar que la igualdad se cumple para cada sumando de 7,.

En efecto, sean p € Py V € T,,P, entonces

Ry(Ady1 0 (7 40))p(V) = Adyz1 ) © (17 Aa)py (dRy)y(V))
= Ady1421) © (Aa) (g (AT © Rg)p(V))

= Adyr (Adys ) 0 (A (d(m),(V)))

= Ad, (Adg_l o (A, (V ))
= Adgy (Adg(j o(m* Aa))p (V).

Es decir,

R, (Ad,-1 0 (7" Aa)) = Ady-1 (Ad,-1 0 (T°Aq)) . (1)
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Por otra parte,

EZ(gZQ)p(V)Z( 0)pg((dRg),(V))
ga(pg) ( dga ( E ( )))
0ga(pg) ( ) )))

%(mg (d(R © ga)p(V)))

(dLg Lga(p)~ 1) (( R )g (p) © (dga)p(v))
= (

dLg- 1) (d[’ga (p)~ 1) g(d )ga(p ((dga)p(V))
= (dLy- ) (d (p)~* © R )ga ((dga)p(V))
= (dLg1), (d(Ry 0 Lga(p) ! >ga ((dga)p(V))

((dLy1), (@R,),) ALy 1), ) (A9:)5(V))

d( 10 R ) (an(p) ((dga)p(V)))
Ady-1 ((920),V) -

Por lo tanto,

Ry(g20) = Adg1 ((920) - (2)

Finalmente, de (1) y (2) se sigue que EZ(TQ) = Adgy-1(7,), por lo tanto podemos
concluir que 7, es una forma conexion en 7 1(U,).

Ahora, para demostrar que 7, = w, veamos primero que S’w, = SiT,.

Para esto notemos primero que para todo x € U, se tiene que g, o Sy(z,€) =
Ty 01, 0 Y (z,€) = e, es decir, g, 0 S, es la funcién constante x — e, y recordemos
que 7o S,(z) = x por lo tanto

SiTa = S (Adg;1 o(m"A,) + (ga)*e)
= Adg,05.)-1 © (55T Aa) + 5590
= Ad, o (1 05,) " As + (ga © Sa)*0
= Aa

SiTa = Shw.

Lo anterior nos dice que si X € T, M, entonces 7,((dSa)z(X)) = wa((dSs).(X)).

Ahora, podemos tomar una trivializacion local v, tal que S,(x) = p, por lo tanto
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si v € T,P y definimos v, := (dS,).(dm,(v)) € T,P entonces

dmp(v — vy) = dmy(v) — dmp(v,)
— dmy(v) — dmy((dSa)uldmy(0))
= dmy(0) — d(7 0 Su)u(dmy(0))
= dny(v) — dmy(0)
= 0.

Es decir, v — v, es un vector vertical, por lo tanto @(v — v,) = v — v, para cualquier
forma conexion @.

De lo anterior, dado v € T,,P arbitrario, tenemos que

Wa (V) = wa(v — vy + v4)
= Wa(V — V) + Wa(va)
= (v = Va) + Wa (dSa):(dmp(v))
= Ta(V = va) + Ta ((dSa)a(dmp(v)))
= To(V — Vo + Va)

Wa (V) = To(v).

Por lo tanto concluimos que w, = 7,.

Nota 4. En caso de que S,(x) # p, lo que sabemos es que S,(z) = p - g, para algin
g € G, entonces podemos definir v, como v, 1= (dRy-1) (dSa).(dmy(v)) v asi v — v, es
vertical por la G-invarianza de 7.

Del teorema anterior tenemos el siguiente corolario, el cual nos da una relaciéon entre
A,y Ap siempre que U, NUg # 0.

Corolario 1.9. Si U, NUs # 0 entonces

Ap = Ady, -1 0 Ao + (ga,s)"0-

Demostracion. Para empezar notemos que en 7 (U, ) tenemos que

w = W = Wg,

7 (Ua,p)
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por lo tanto en U, g

Ap = Sjwp = Siwa
=53 (Adg;1 o(m"A,) + (ga)*ﬁ)
— Adgas,) 0 (S57°Aa) + 53050
= Ad(g,085)-1 © (T 0 55)" Aa + (ga © Sp)"0
Ag = Adg, )1 © Aa + (gap)"0.

]

Esta relacion determina de forma tinica a w, por lo tanto otra forma de definir una
conexion en P es encontrar una familia de 1-formas {A, }acs, con A, € Q1(U,, g), tales
que en U, NUpg se cumpla que Ag = Ad(,, ;-1 0 Ax + (ga,8)"0.

1.4. Levantamientos horizontales

Supongamos que 7 : P — M es un G-fibrado principal con una conexién H cuya
forma conexion es w € Q'(P, g). Sea {U, }aes un cubrimiento abierto de M, junto con
trivializaciones locales

Vo 1 7 (Uy) = Uy x G.

Definicion 9. Sea 7 : [0,1] — M una curva suave (o suave por tramos). Un levanta-
miento horizontal de «y es una funcion suave (o suave por tramos) 7 : [0, 1] — P tal que
pata todo t € [0, 1]

(a) moF(t) =~(t).
(b) 7'(t) € Hay C Ty P-

Teorema 1.10. Sea G un grupo de Lie compacto. Supongamos que m : P — M es
un G-fibrado principal con una conexion H cuya forma conexion es w € QY (P, g) y
sea v : [0,1] = M wuna curva suave. Dado py € 7 (v(0)) =: Py existe un unico
levantamiento horizontal ¥ de v tal que 7(0) = po.

Demostracion. Por el teorema del nimero de Lebesgue podemos suponer sin pérdida
de generalidad que ([0,1]) C U, para algtn o € J.

Sea B(t) = Sa(y(t)), entonces 7(5(t)) = w(Sa(v(t))) = v(¢), es decir, 5(t) es un
levantamiento de v que no necesariamente es horizontal, por lo tanto necesitamos en-
contrar una curva suave g : [0,1] — G talque J(t) := [((t)g(t) sea horizontal, en otras
palabras, queremos que w(7'(t)) = 0 para todo ¢ € [0, 1].
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Como G es un grupo de Lie compacto, podemos suponer que G es un subgrupo de
Gl,(R) para un n > 0 suficientemente grande, por lo tanto g es subélgebra de gl,(R),
asi la representacion adjunta en G es conjugacion de matrices y dL,(h) = gh para todo
g,h eqG.

Ahora como ¥, (3()) = (4(t), (1)), entonces g (3()) = 0 ¢a(3(1)) = g(t), por lo
tanto del teorema se tiene que

Es decir, ¢'(t) = —(Aa7'(t))g(t) es un sistema de EDO con coeficientes suaves, y
por lo tanto si tenemos condiciones iniciales del sistema, en este caso, ¢g(0) tal que
£(0)g(0) = po, €l sistema tiene una tnica solucion g : [0,1] — G.

De lo anterior, ¥(t) := B(t)g(t) es el tnico levantamiento horizontal de v tal que
7(0) = po. o

Nota 5. El anterior teorema es cierto para cualquier grupo de Lie. Por simplicidad en
la prueba se hizo sélo para grupos de Lie compactos.

Definicién 10. Supongamos que 7 : [0,1] — M es una curva suave. Si p € Py(q), por
el teorema anterior existe un tnico levantamiento 7, horizontal de v que empieza en p.
Definimos la funcién II,, llamada el transporte paralelo a lo largo de v respecto a la
conexion H, como

IL, = Pyo) = Py

p = ().

Fécilmente se puede ver que si 7(t) := y(1 — t) es el camino reverso de 7y, entonces
IT; " =TIy, por lo tanto, si 7(0) = (1) = xo, entonces I, es una biyeccion de P, en sf
mismo.

Lema 1.11. EI transporte paralelo 11, es G-equivariante, es decir,

IL,(pg) =1L,(p) - g

para todo p € Py y todo g € G.
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Demostracion. Sea 7 el levantamiento horizontal de v que empieza en p, entonces por
definiciéon IL,(p) = (1), por lo tanto IL,(p)g = (1) - g. Por otra parte, R,(7) es un
levantamiento horizontal de v que empieza en v(0)-g = pg, por lo tanto, por la unicidad

de los levantamientos horizontales con punto inicial dado, I, (pg) = R,(7(1)) = (1) g.
Asi, 11, (pg) = IL,(p) - g. O

1.5. Grupos de holonomia

Definicion 11. El grupo de holonomia de la conexion H en xg € M se define como
Ko = {I1,|y : [0,1] = M es una curva suave y 7(0) = y(1) = zo} .
Proposicion 1.12. K, es un grupo bajo la composicion de funciones.
Demostracion. El elemento identidad estd dado por Ilc, , el producto esta bien definido
por ser lazos cerrados en z( y del hecho que IL, es G-equivariante.
Ademés ya hemos visto que 17 ' = IL,(1_¢), por lo tanto, como la composicion de

funciones es asociativa, se sigue que K,, es un grupo con dicha operacion. O

Ahora sea g € M y fijemos p € P,,. Sea v : [0,1] — M tal que v(0) = (1) = xy,
entonces IL, es una biyeccion de P,, en si mismo, luego II,(p) € P,,, y como la accion
de G es libre y transitiva en las fibras se tiene que IL,(p) = p - g,(p) para un tnico
9v(p) € G. Ademés del hecho de que IIJ" = II5 se sigue que g,(p)~" = g5(p).

Definicion 12. Teniendo en cuenta el parrafo anterior, definimos la holonomia de H
en p como

Kp={9v(0)l7:[0,1] = M y ~(0) =~(1) =z}

En algunas ocaciones escribiremos Hol,(H, a) en vez de g,(p) para especificar que
es respecto a la conexion H.

Proposicién 1.13. K, es un subgrupo de G.
Demostracion. Para ver que K, es un subgrupo veamos que K, # 0 y que para todo
g,h € K, tenemos que gh™! € K,,.

Para ver que K, # ) notemos que e € K,, pues si 7y es el camino constante en o,
entonces g,(p) = e.

Ahora supongamos que ¢, (p), gs(p) € K,, y recordemos que gg(p) " = 95(p), donde
B denota el camino reverso de .

Sea [ el levantamiento horizontal de § que empieza en p y a el levantamiento

horizontal de o que empieza en p - gz(p) !, entonces B * & es un camino ya que 5(1) =
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a(0), y ademaés es el levantamiento de B %« que empieza en p, entonces usando el lema
[I.11] tenemos que

Asi concluimos que g,(p)gs(p)~* € K, y por lo tanto K, es un subgrupo de G. O

Proposicién 1.14. Sip,q € Py, entonces K, = h™'K,h para algin h € G. Es decir,
los grupos de holonomia K, no dependen de la escogencia de p mdodulo conjugacion.

Demostracion. Sean p,q € P,,, como la accién de G es libre y transitiva en las fibras,
existe un tnico h € G tal que ¢ = p - h, entonces

De lo anterior, como la accion es libre se siguie que g,(¢) = h™'g,(p)h, por lo tanto
K, = b~ KCyh. O

Definiciéon 13. Sea p € P,,, definimos el grupo de holonomia restringido de H en p
como

Ky =Ag,)lv:0,1] = M, ~4(0)=~(1)=z0 y 7=eyl}

Analogamente a como se hizo con KC,, se puede probar que K es un subgrupo de
K,, y por lo tanto de G.

Lema 1.15 (Lema 4,2 [KN96|). Sean f : I xI — M yug:[0,1] = P funciones suaves
tales que m(up(s)) = f(0,s). Para cada s € I sea ui(s) el elemento de P obtenido por
el transporte paralelo de ug(s) a lo largo de la curva f(t,s), dondet € I y s estd fijo.
Entonces la curva uy(s), con s € I es diferenciable.

Lema 1.16 (Apéndice 4 [KN96|). Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G
arcoconexo por caminos seccionalmente diferenciables, entonces H tiene una estructura
de grupo de Lie tal que la inclusion i : H — G es una inmersion.

Teorema 1.17. Supongamos que m : P — M es un G-fibrado principal con M una
variedad suave y conexa, y sea H una conexion en P. Entonces:
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(1) K, tiene una estructura de grupo de Lie conexo de tal forma que la inclusion

i: K, — G es una funcidon suave.

(2) K, también tiene una estructura de grupo de Lie tal que la funcion inclusion

i Ky = G es una funcion suave y ademds K, es la componente conexa que
contiene a la identidad en IC,.

Demostracion. (1) De se sigue que basta probar que k) es arco-conexo.

Sea x := m(p) € M,y supongamos que vy es un lazo cerrado en z, suave y ho-
motopico al lazo trivial, entonces por el lema de factorizacion apéndice 7 [KN96|,
sabemos que 7 es equivalente a un producto lazos cerrados de la forma 7- 3 - 7,
donde 7 es una curva seccionalmente suave desde z a un punto y € M, y 3 es
una lazo suave y cerrado en ¥y, qué esta contenido en un abierto trivializable y de
coordenadas de M. Como este abierto siempre se puede tomar difeomorfo a una
bola abierta en R", para algin n € N, g ~ C,,.

Por otra parte, si 7 es el levantamiento horizontal de 7 que empieza en p, notemos
que el elemento de K determinado por 7 - 3 - 7 es el mismo que el determinado
por 3 en K.

De lo anterior, para ver que k) es arco-conexo, basta ver que los elementos de K7,
definidos por el lazo 8 puede conectarse por una curva suave con el elmento iden-
tidad, por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la imagen
de v esta contenida en un abierto trivializable.

Supongamos que 7y : [0,1] — M es una curva suave tal que v(0) = (1) = =,
v~ Cq v Y([0,1]) C U, dénde U es un abierto de coordenadas de M y ademas
es trivializable.

Sea f: I x I — M una homotopia entre vy C,., con f(t,0) =~v(t)y f(t,1) = 0.
Para cada s fijo, sea ug(s) = p el lazo constante, entonces m(ug(s)) = f(0,s) = xo.
Sea up(s) el elemento de P obtenido por el transporte paralelo de wug(s) a lo
largo de la curva f(t, s). Si definimimos para cada s fijo as(t) = f(¢, s), entonces
u1(S) = p - ga.(p). Del lema anterior se sigue que u;(s) es una curva suave, por lo
tanto, g(s) := ga,(p) es una curva suave en Gy ademas g(0) = g,(p) y 9(1) = eq,
por lo tanto ICg es un subgrupo arco-conexo de G, luego ICg tiene una unica
estructura de grupo de Lie tal que i : ng — (7 es una inmersion.

Sea 71 (M, xg) el grupo fundamental de M en zy. Definamos el homomorfismo
v :m (M, xg) — ICp/ng, como Y([a]) = ga(p). Es mapeo esté bien definido ya que
si [a] =[] entonces [a * ] = [C,], por lo tanto Jaxg € K2y, asi Y([a]) = ¥([B]).

xo?
Este mapeo es claramente sobreyectivo, y como M es una variedad suave conexa,

entonces (M, zg) es contable, por lo tanto K,/ ICg es contable, es decir, es un
conjunto discreto.
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De lo anterior, IC, = | ]ga(p) - ICg, por lo tanto podemos dotar a K, de una
estructura de variedad diferencial tal que j : k) < K, es un difeomorfismo a su
imagen. Como ¢ : K < G es una inmersion, entonces i : K, < G también lo es.

]

Nota 6. En general K, y ICg no son subgrupos cerrados de GG, por lo tanto K, y ng no
son subgrupos de Lie de G.

1.6. Curvatura

Definicién 14. Sea w : P — M un G-fibrado principal con conexion H y sea w €
QY(P,g) la forma conexiéon asociada a H. Definimos la curvatura de H como Q €

0*(P, g)
Q,:T,PxT,P > g
(X,Y) = (X, Y) = dw(X", Y"),
donde X" y Y" son las componentes horizontales de X y Y respectivamente.

Proposicion 1.18. La curvatura §2 satisface la siqguiente ecuacion, llamada la ecuacion
estructural.

1
Q=dw+ §[w,w}.

Demostracion. Sean X,Y &€ T,P. Para demostrar la ecuacion estructural basta consi-
derar los siguientes casos.

Caso 1: X y Y son vectores horizontales. Como w se anula en los vectores horizontales
tenemos que [w(X),w(Y)] =0, por lo tanto

QX,Y) = dw(X", V") = dw(X,Y).

Caso 2: X y Y son vectores verticales. En este caso X" = Y = 0, por lo tanto Q(X,Y) =
0.

Por otra parte, como X y Y son verticales, podemos considerar X* y Y™ los
campos fundamentales asociados a X y Y respectivamente, y asi tenemos que

dw(X,Y) = dw(X*(p), Y"(p)) = (dw(X",Y7))(p).

Ahora, usando la formula de la derivada exterior de una 1-forma, proposicién
14.29 |Lee03], y el hecho de que w(X™*) y w(Y™) son funciones constantes tenemos
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Caso 3:

que

dw(X7,Y7) = XM (w(Y7)) = Y7 (w(XY)) —w(X7,Y7)

Por otra parte tenemos que

[w, w](X7, V) = ([w(X7), w(Y")] = [w(¥7), w(X7)]) = 2[w(X7), w(Y")] = 2[X, Y],

1
De lo anterior se sigue claramente dw(X,Y") + E[w,w] (X,Y)=0.

Supongamos que X es vertical y Y horizontal. En este caso X" =0y Y" =Y,
por lo tanto
QX,Y) == dw(0,Y") = 0.

Es decir, en este caso la curvatura es cero.

Por otra parte, como Y es horizontal tenemos que w(Y) = 0, por lo tanto

[w(X), w(Y)] = [w(X),0] = 0.

Solo resta ver que dw(X,Y’) = 0. Para esto consideremos nuevamente X* el campo
fundamental asociado a X y ademaés sea Y un campo horizontal tal que Y, =Y,
entonces

dw(X,Y) = dw(X*,Y)(p).

Asi, usando la misma féormula que en el caso anterior y el hecho de que w(X*) es

una funciéon constante y w(Y') = 0, tenemos que

(X", Y) = X* (7)) - V(@(X") - w([X", 7))
— —w([X", 7)),

Veamos ahora que [X*,Y] € kerw, es decir, que [X*, Y], es un vector horizontal.

Sea @, el flujo asociado al campo vectorial X* en alguna vecindad de p, entonces

t—0

. — ol = _
(X", ¥), = tim (@) V(@:(p) - V(7).
Ahora, este flujo esta dado por

Dy(q) = q - exp(tX)
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luego

D, (q) = q-exp(tX) ™" = Regpix)1(q),
por lo tanto

(871) V(@u(p)) = (ARerpi)) V(@u(p)).

De la G-invarianza de H se sigue (dReupix)-1) Y (®:(p)) € H, es decir, para todo
teR, (@t_ 1) Y (®;(p)) es un vector horizontal, lo cual implica que

L (@)Y @) - Y ()

es un vector horizontal para todo ¢ # 0, pero como el limite exite y H, es cerrado
por ser finito dimensional, se sigue que

X V], = lim (807 V(@) - V() € .

t—0 t

por lo tanto w([X*,Y],) = w([X,Y]) = 0.

1.7. Conexiones Planas

Definicion 15. Decimos que una conexion H es plana si Q2 = 0, es decir, si ©,(X,Y) =0
para todop € Py XY € T,,P.

Teorema 1.19. Una conexion H es plana si y solo si H es integrable, es decir, si y
solo st 'H es cerrada bajo el corchete de Lie.

Demostracion. Por la proposiciéon anterior solo basta considerar el caso en que ambos
vectores son horizontales.

Sean X" Y" € H, y consideremos X y Y campos vectoriales horizontales en una
vecindad de p € P tales que X, = X"y Y, =Y".

Entonces,
QX" YY" = dw(X", YY)
= X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y])
= —w([X,Y]).
Notemos que la ecuacion antererior se hace cero, si y solo si [X, Y] € ker(w), es decir, si
y solo si [X, Y] € H. En otras palabras, la curvatura es cero si y sélo si H es integrable.

]
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Definicion 16. Sea 7w : P — M un G-fibrado principal con M arco-conexo y sea H
una conexion en P. Fijemos p € P tal que m(p) = xo.

Definimos P(p) como

P(p) :={q € P : existe una curva horizontal que une a py q }.

Proposicion 1.20. Sea w: P — M un G-fibrado principal con M arco-conezxo, enton-

ces

W’p(p) : P(p) — M

es un fibrado principal con grupo estructural KC,.

Demostracion. Vamos a demostrar esto en los siguientes pasos:

Paso 1:

Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

Notemos que P(p) # (), pues claramente p € P(p).

Veamos que P(p) es invariante bajo la accion de K, C G. Sea ¢ € P(p) entonces
existe una curva horizontal 8 : [0,1] — P tal que $(0) = p y B(1) = q. Por
otra parte, sea g € K, por lo tanto existe una curva suave v : [0,1] — M tal
que v(0) = v(1) = o = 7(p) y tal que su unico levantamiento horizontal ¥ que
empieza en p, cumple que J(1) = pg.

Definamos §,(t) := 5(t)g, entonces (3, es un camino horizontal que empieza en pg
y termina en qg.

Asi, tomando a := 7 * 8, es un camino horizontal que empieza en y(0) = p y
termina en f,(1) = qg, es decir gg € P(P), por lo tanto P(p) es invariante bajo
la accion de IC,.

Veamos ahora que la accion de IC, es transitiva en las fibras de P(p).

Sean ¢,b € P(p) tales que 7(q) = w(b) = x; € M. Como la accién de G es
transitiva en las fibras de P, existe g € G tal que b=¢q - g.

Por otra parte, como ¢,b € P(p) existen caminos horizontales o y § en P tales
que a(0) = 5(0) = p, a(l) = qy B(1) = b= qg, por lo tanto, si definimos v como
el camino v := @ * 3, tenemos que 7 es un camino horizontal tal que v(0) = q y
(1) = q9.

De lo anterior, definiendo 7 como 7 := a %y % (@ - g) tenemos que T es un camino
horizontal tal que 7(0) = a(0) =p y 7(1) =a(1) - g = pg, por lo tanto g € I, es
decir, IC,, es transitivo en las fibras de P(p).

Como M es arco-conexo, dado y € M arbitrario, existe una curva suave « tal que
a(0) = 7(p) y a(1) = y. Tomando « el levantamiento horizontal de o que empieza
en p, tenemos que ¢ := (1) € P(p) y 7(q) =y, por lo tanto 7|p) : P(p) = M
es sobreyectiva.
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Paso 5: Existencia de secciones locales.

Sea x € M arbitrario, y sea (¢, U) una carta local al rededor de x tal que p(z) =0
y U es una vecindad cibica dada por (zy,...,x,) tales que |z;| < §, para un &
suficientemente pequeno.

Sin pérdida de generalidad supondremos que U C R".
Sea y € U, definimos oy (t) := (1 — t)z + ty, para todo t € [0, 1].

Fijemos ¢ € P(p) tal que 7(q) = = y definamos ¢ : U — P como o(y) es el punto
final del desplazamiento horizontal desde ¢ a lo largo de la curva «,(t). Entonces
0 : U — P es una seccion local tal que o(U) C P(p).

De los pasos anteriores se sigue que
W’p(p) : P(p) — M

es un fibrado principal con grupo estructural £,,.

Este fibrado se conoce como el fibrado de la holonomia.

Teorema 1.21. Sea ‘H una conexion del G-fibrado principal m : P — M y M arco-
conexo. Fijemosp € P y sea 2 la curvatura de H. Entonces el dlgebra de Lie de KC,, es la
subdlgebra de lie de g generada por Q,(X,Y'), conq € P(p) y X,Y wvectores horizontales.

Demostracion. Sea q¢ € P(p). Dado un vector horizontal X € T, P, entonces sabemos
que existe una curva suave y horizontal a en P tal que «(0) = ¢ y &(0) = X. Esto
implica que « es una curva totalmente contenida en P(p), por lo tanto X € T, P(p).

De lo anterior, podemos suponer sin pérdida de generalidad que P = P(p), G = K,
y g el algebra de Lie de /C,.

Definamos g’ = gen{Q,(X,Y):q € P(p) v X,Y € H,} y usando el hecho de que
R;Q = Ad,-1() para todo g € G veamos que g’ C g es un ideal de g y por lo tanto es
una subdlgebra de g.

Sea z € g arbitrario y consideremos el flujo en G asociado a z, p : R x G — G,
definido por ¢(t, g) = g - exp(tz), por lo tanto, similar a como se hizo en el caso 3 de la
proposicion tenemos que (¢;) = (dRexp(tz)).
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Ahora, si A = Q,(X,Y’), entonces

= }51/—{% 7 (dRea:p(tZ) (A) A)
o1
= lim = (Aderp(12)(A) — A)
N
=l (R0 (2(X,Y)) = (X)) . (&)

Como R:xp(_tz)(ﬁq(X, Y)) = Qpeap(—t2) (AReap(—12)(X), dRegp(—1)(Y)) € ¢ para todo t €
R y ademas g’ es un espacio vectorial de dimension finita, se sigue que () € ¢, asi ¢’

es un ideal de g y por lo tanto una subalgebra.

Para cada ¢ € P consideremos S, C T, P, el subespacio generado por H, y g, =
{A*(q) : A € ¢'}, donde A* es el campo fundamental asociado a A, entonces S := LS,
es una distribucion de dimension n + r, donde n = dim(H,) = dim(M) y r = dim(g’).

Sean ¢ € P arbitrario, U un abierto trivializable alrededor de y = 7(q) v ¢ :
7Y U) — U x G su respectivo difeomorfismo. Sean X7, ..., X,, campos vectoriales li-
nealmente independientes en U y para cada ¢ = 1,...,n definimos

Xi=(¢7'(_16)), (X0) —w ((¢7'( _  10)), (X))

el cual es un levantamiento horizontal para cada campo vectorial X;.

Sean {Ay, ..., A} una base para g’ y Aj, ..., A} los correspondientes campos funda-
mentales. Claramente {X7, ..., X,,, A}, ..., A} es una base local para S, por lo tanto S
es una distribucion suave.

Para probar que S es involutiva basta ver que S es cerrada bajo el corchete de Lie.

Como [A], A7] = [A;, Aj]*, entonces [A], A7] € S, pues g’ es un ideal de g.

~ A

X,] es horizontal, por lo tanto [A}, X;] € S, para todo

Ya hemos visto que [Af i

pen Y(U).

~

Finalmente, sea A = w ([Xi, X}]) € g, entonces
es decir, la componente vertical de [XZ,X]] en p € P es igual a A5 € S;, entonces
(X, X,] €8S

De lo anterior, S es una distribucién involutiva.

Sea P, la variedad maximal de S en ¢, como para cualquier curva horizontal «(t)
en P, tal que o(0) = g, se tiene que «a(t) C Py, entonces P = F.
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Asi,
dimg = dim(P) — n = dim(Py) — n = dimg’.
Por lo tanto g = ¢'. O

Del teorema anterior, si suponemos que la conexién H es plana, entonces K, es un
grupo de Lie cuya algebra de Lie es generada por Q,(X,Y) =0, con ¢ € P(p), es decir,
K, tiene algebra de Lie trivial.

Como K es la componente conexa de la identidad de K, entonces K es un grupo
de Lie conexo con algebra de Lie trivial y por lo tanto o = {15}

Corolario 1.22. Sean ©: P — M un G-fibrado principal y H una conexion plana en
P. Si v,y 1 [0,1] = M son curvas suaves en M tales que v1(0) = 72(0) = 71(1) =
72(1) = @0, y M1 ~ Y2, entonces

9 (P) = 94,(p).

Proposicion 1.23. Supongamos que m : P — M es un G-fibrado principal y H una
conexion plana en P. Si fijamos p € P, con w(p) = xo entonces

o, m(M,z0) = G
] = g, (p)

es un homomorfismo de grupos. Ademds, este homomorfismo no depende de p salvo
conjugacion, es decir,
_ —1
o, = hd,nh

para todo h € G.
Demostracion. Del corolario se sigue inmediatamente que ®, estd bien definido.
Veamos ahora qué es un homomorfismo de grupos.

Sean [v], [o] € 7(M, xy), 7, & los levantamientos horizontales de v y o que empiezan
en p respectivamente, entonces ¥ * Ry (@) es el levantamiento de v * o que empieza
en p, por lo tanto

Y asl gyua(p) = 9alp)g,(p)-

De lo anterior tenemos que



Capitulo

Espacio Moduli

En este capitulo daremos la definicién como conjunto del espacio moduli de cone-
xiones de un G-fibrado principal y luego demostraremos que hay una biyeccién entre
este espacio y el espacio de representaciones del grupo fundamental del espacio base
en el grupo G. La anterior biyecciéon nos permitira dotar de una topologia al espacio
moduli.

2.1. Espacios de representaciones

Definicién 17. Sea 7w un grupo finitamente generado y G' un grupo de Lie. Denotamos
el conjunto de homomorfismos de grupos de 7 a G como Hom(w, G).

Sea F,, es grupo libre con n generadores {x1, ..., z,,}. Entonces tenemos los siguientes
mapeos evaluacion:
E:Hom(F,,G) — G"

E(f) = (f(z1), -, f (@),
e:G" — Hom(F,,G)

(G1sees Gn) —

donde f es el homomorfismo tal que f(z;) = g;.

Notemos que eo E' y Eoe son ambos el mapeo identidad, por lo tanto estos mapeos
son invertibles. De lo anterior, podemos identificar a Hom(F,,,G) con G™ y de esta
manera dotar a Hom(F,,,G) de una topologia tal que E y e sean homeomorfismos.

Por otra parte, si I' y 7 son grupos para los cuales tenemos un homomorfismo

25
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sobreyectivo p : I' — 7, entonces esto induce una inclusion
p*: Hom(m,G) — Hom(I', G),
la cual esta dada al componer con p, es decir, si f € Hom(w, G), entonces p*(f) = fop.

En particular, si 7 es un grupo finitamente generado, existe un homomorfismo so-
breyectivo p,, : F,, — m para algin n € N, tal que la imagen del conjunto generador de
F,, bajo este homomorfismo es un conjunto generador de 7. Entonces, de la observacion
anterior, tenemos una inclusion

Hom(w,G) — Hom(F,,G) = G".

Por lo tanto podemos dotar a Hom(mw,G) con la topologia subespacio heredada de G™.
Es decir, la topologia de Hom(m, G) es tal que p, es un homeomorfismo a su imagen
en G".

Proposicion 2.1. La topologia de Hom(w,G) descrita anteriormente no depende de la
eleccion de los generadores.

Demostracion. Sean {ay,...,a,} v {b1,...,bn} dos conjuntos generadores de 7. Defina-
mos A := Hom(w,G) con la topologia subespacio heredada de G™ usando {a, ..., a,}
y B := Hom(w,G) con la topologia heredada de G™ usando {by, ..., b,,}. Notemos que
como conjuntos A = B.

Como {ay, ..., a,} generan a 7, entonces para cada j = 1, ..., m, podemos expresar a
b; como

b] - fj(ala "'7an)7

asi, podemos definir f : G* — G™ como f = (fi,..., fm), donde f;(g1,...,g,) €s un
producto de los g; y sus inversos.

Notemos que f es una funcién suave ya que G es un grupo de Lie, por lo tanto es
continua. Por otra parte, como A tiene la topologia subespacio de G™, la restricciéon de
f a AC G" es continua, y ademés, como f(ay,...,a,) = (b1, ..., by), entonces

fl,=1da: A— B.

Intercambiando A y B en el razonamiento anterior, concluimos que
flp=1Idg:B— A
es una funcién continua. Por lo tanto, A y B tienen la misma topologia. O

Definicién 18. Sea 7 un grupo y G un grupo de Lie. Entonces G acttia en Hom(w, G)
por conjugacion, es decir, si f : m — G es un homomorfismo y g € G, entonces
g+ f:m— G esta definido por

(9- )(x):=gf(x)g™
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para todo x € m. Entonces denotamos el espacio de érbitas bajo esta acciéon como

Rep(m,G) := Hom(7,G)/G.

Este espacio es llamado el espacio de representaciones de 7 en G.

2.2. Construccién del Espacio Moduli

Definicion 19. Sean 7 : P — M y 7w : Q — M dos G-fibrados principales con
conexiones H’ y H? respectivamente. Decimos que estos fibrados son gauge equivalentes
si existe un morfismo de fibrados f : P — @ tal que dfp(”z'-lf) = H?(p) para todo p € P.

Si w?” v w? son las formas conexiéon de H” y HC respectivamente, lo anterior es
equivalente a decir que

Lo anterior define una relaciéon de equivalencia en los G-fibrados principales con
conexion.

Definicion 20. Sea G un grupo de Lie y M una variedad suave y conexa. El espacio
moduli de conexiones planas en G-fibrados principales se define como conjunto como

MM, G) :={(r: P— M,H)}/ ~

donde 7 : P — M es un G-fibrado principal con conexiéon plana H, y ~ es la relacion
de equivalencia gauge.

De manera informal, el conjunto M(M,G) es un conjunto que parametriza todas
las conexiones planas en G-fibrados principales sobre M salvo equivalencia gauge.

Definicion 21. Supongamos que 7 : P — M es un G-fibrado principal con una cone-
xion plana ‘H. Fijemos g € M y p € P tales que 7(p) = x. Definimos la holonomia de
~ respecto a ‘H en p como

Hol,(H,7) == g,(p)

Del teorema [1.23] dado un G-fibrado principal 7 : P — M con una conexién plana
H v p € P fijo, tenemos un homomorfismo de grupos, definido por

U(P,H,M,p):m(M)— G
V] = Holy(H, 7)™

Ademas este homomorfismo no depende de la elecciéon de p salvo conjugacion, por lo
tanto si consideramos W (P, H, M,p) € Hom(m (M), G)/G =: Rep(m (M), G), podemos

escribir simplemente (P, H).
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Teorema 2.2. Sea G un grupo de Lie compacto y M una variedad suave arcoconeza.
El mapeo ¥ definido por

T :M(M,G) —s Rep(m (M), G)

[(m: P — M,H)]— V(P,H)
es una biyeccion.
Demostracion. Primero veamos que U esta bien definida, es decir, supongamos que

7:P = MyT7:Q — M son dos G-fibrados principales con conexiones H* y HP
respectivamente, que son gauge equivalentes, veamos que VU (P, AB) = U(Q, HP).

Sean f : P — @ una equivalencia gauge, p € P, ¢ = f(p) € Q y v € M tales
que 7(p) = z. Por otra parte, sean 7 : [0,1] — M una curva suave en M tal que
v(0) =~(1) =z, 7 :[0,1] = P el levantamiento horizontal de v que empieza en p, por
lo tanto J(1) = p - Hol,(H4, 7).

Sea 5 : [0,1] — @ la funcion § := f o7, entonces como f es una equivalencia
gauge y 7 es horizontal, entonces 3 es un camino horizontal, ademas 3(0) = f(p) =qy
7(B) = 7, es decir, f3 es el levantamiento horizontal de v en () que empieza en f(p) = g,
por lo tanto 3(1) = ¢ - Hol,(H?,v), luego

A1) = f(H(1))
= f(p- Hol,(H",7))
= f(p) - Hol,(H",7)
q- HOlq(HBa V) =q- HOlp(HAa’V)'

Como la accion de G en Q) es libre, entonces Hol,(H”,~v) = Hol,(H?,~),y asi U(P, M) =

U(Q, M).
De lo anterior concluimos que ¥ esta bien definida.

Para ver que VU es inyectiva supongamos que (7 : P — M, HA) y (7 : Q — M, HP)
son dos G-fibrados principales con conexiones planas H* v H? respectivamente tales
que

U(P,HA) = ¥ (Q,HP).

Fijemos p € P, g€ Q y © € M tales que m(p) = x = 7(q) y veamos que existe una
equivalencia gauge F' : P — Q).
Como W(P,HA) = U(Q,HP), existe g € G tal que

U(P,HA, M, p) = g¥(Q,H®, M,q)g7",

pero eligiendo a ¢ € () apropiadamente, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que
V(P H", M,p) = ¥(Q, 1, M,q),
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es decir, Hol,(H?,~v) = Hol,(H*,~) para toda curva v : [0,1] — M tal que y(0) =
(1) = z, méas aun, esto implica que K, = K,, por lo tanto de ahora en adelante
escribiremos simplemente .

Dado y € M, como M es arco-conexo existe una curva suave « : [0,1] — M tal
que o(0) =z y a(l) = y y consideremos & el levantamiento horizontal de o en P que
empieza en p y @ el levantamiento horizontal de o en ) que empieza en q.

Definamos f : P(p) — Q(q) como f(a(1)) = @(1), y veamos que f es una biyecciéon
KC-equivariante.

Paso 1: f esté bien definida. En efecto, supongamos que « es una curva tal que o(0) = z y
a(l) =y, y sea h € K arbitrario, entonces existe una curva horizontal 7 : [0, 1] —
P tal que 7(0) = a(1) y ¥(1) = a(1) - h. Asi, si definimos 7 := 7(7), tenemos que
a %7 % Ry (@) es el levantamiento horizontal de o %y * @ en P que empieza en p y
termina en Ry (@)(1) = p - h, es decir, h = Hol,(H*, a x v * @).
Por otra parte, sea 7 el levantamiento de y que empieza en a/(1), entonces y(1) =
a(l) - h, para algin h € K, asf, a x 7 R:(Q) es el levantamiento horizontal de
axyxa en () que empieza en ¢, y a*v*Rﬁ(_)( ) = q-/f; y asi h = Hol,(H?, axyxa).

De lo anterior, se sigue que h = E, por lo tanto

De lo anterior, se sigue que f es K-equivariante.

Ahora, si o, 8 : [0,1] — M son dos curvas suaves tales que 5(0) = a(0) = z y
a(l) = (1) =y, consideremos la curva suave @ * f3.

Si a/¥/ﬁ es el levantamiento horizontal de @ 3 que empieza en (1), por definicion
tenemos que @ * 3(1) = a(1) - Holzq)(a * 3), es decir,

B(1) = &(1) - Holsq (@ B).

Por simplicidad, sea h := Holzq)(a * 3).
Sea E * Rh(g), entonces de lo anterior esta curva es continua, més ain, es el
levantamiento horizontal de [ x @ que empieza en p, por lo tanto

—_—~—

Bra(l) = B Ry(a)(1)
= Ry(a(1))
= Ry (a(0))
p- Hol,(f*@) =p- Holzn)(a * ()
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y como la accion es libre, se sigue que Hol, (8 * @) = Holzq)(a * §).
Asi,

(a(1) - Holgqy(@ = 5))
(@(1)) - Holzq (@ * )
(a(1)) - HOZp(B * )
(1) - Hol, (B * @)

(1).
Por lo tanto f no depende de la eleccion del camino en M, es decir, f esta bien
definida.

Paso 2: f es un isomorfismo de espacios recubridores. Claramente f : P(p) — Q(q) es
sobreyectiva. Como la accion de K en P(p) y Q(q) es libre y f es K-equivariante,
se sigue que f es inyectiva, por lo tanto una biyeccién.

Por otra parte, como las conexiones H* y H? son planas, tenemos que T,K = {0},
por lo tanto K es un grupo discreto, y asi w|pgy : P(p) = M y T : Qq) = M
son espacios recubridores. Ahora, notemos que f o7 = 7, esto implica que local-
mente f es la compuesta de difeomorfismos, por lo tanto f es un difeormormisfo
K-equivariante, es decir, un isomoforfismo de espacios recubridores.

Ahora extendamos f a todo P.

Consideremos el espacio P(p) x G. K actia suave y libremente en P(p) x G de la
siguente manera: si (p,g) € P(p) x Gy h € K, entonces

(13/7 g) ~h = (ﬁh> h_lg)'

Como G es compacto, entonces K es finito, por lo tanto la accion de K en P(p) x G es
propia, ya que es propiamente discontinua, asi, por el teorema de la variedad cociente,
teorema 21,10 [Lee03], se sigue que P(p) X, G tiene una unica estructura de variedad
suave tal que la proyeccion

7:P(p) xG— P(p) x. G
es una submersion suave, y ademas
dim(P(p) X, G) = dim(P(p) x G) — dim(K) = dim(P(p) x G).
Definamos R : P(p) x G — P como R(x,g) = x - g, entonces R = IA%;O (i x Idg),

donde i : P(p) < P es la funcién inclusion, la cuél es un embebimiento y R es la accion
de G en P, por lo tanto R es una funciéon suave.
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Sea z € P, entonces R~(2) = {(zg9,97") | 29 € P(p)}, ademés si h € K, entonces
R((zg,97")h) = R((z - gh,h"'g™")) = z-gh-h7'g™"
=2-997' =2=R((29,97"))
es decir, R es constante en las fibras de 7 : P(p) x G — P(p) X, G.

Sean (zg1,91), (292,95 ') € R7Y(z), entonces zgy, zg2 € P(p), y como la acciéon de K
en P es transitiva en las fibras, se sigue que existe h € K tal que zg; = zgoh. Asi, como
la accién es libre, entonces g; = g2h, luego

(291,91") = (292, (92h) ")
= (2020, n7"g5 ")
= (292,95 ") - h.
Por lo tanto, 7 es constante en las fibras de R.

Veamos ahora que R es una submersion sobreyectiva. En efecto, R es sobreyectiva
porque la acciéon de GG en P es transitiva en las fibras de 7 : P — M.

Para ver que es una submersion, construyamos secciones locales para R.

Por simplicidad escribamos 7r’ Py = Sean x € P arbitrario y U C M un abierto
tal que 7(x) € U y para el cual existen trivializaciones locales

0ot (mp) "(U) C P(p) = U x K
Vg m H(U)C P —UxG.

Definamos
Sy '(U)C P —m (U)xGC Pp) xG
= (Sa(m(2)), g5 (Sa(m(2)) - gs(2)).

Notemos que S, es una funcién suave pues cada una de sus componentes es la
composicion de funciones suaves. Para ver que en efecto es una secciéon de R, sea y €
7~ H(U) y notemos que y y S,(7(y)) estdn en la misma fibra de 7, por lo tanto existe
h € G tal que S,(7(y)) = yh. Recordemos que gs := 7 0 ¢g vy es G-equivariante, asi

RoSy(y) = R (Sa(m()), 95" (Sa(m()) - 95(»))
= Sa((y)) - 95" (Sa(n(y)) - gs(y)
= (yh) (95" (y))(g5(v))
= yh(h™ 95" (y))gs(y)
= yhh™ g5 (y)gs(y)
—y
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Por lo tanto R es una submersién suave.

De lo anterior, usando nuevamente el teorema del variedad cociente, teorema 21,10
[Lee03], tenemos un difeomorfismo

Rp: P(p) xx G — P

tal que el siguiente diagrama conmuta

P(p) x G
_ R
s
P(p) XKG — P.
Rp

Anélogamente podemos encontrar un difeomorfismo
Ro:Q(q) xx G — Q.

Consideremos el siguiente diagrama con las funciones definidas anteriormente

Id
P(p) x G fx tde Q) x G
%1 \\\\‘\\ \\WQO(fX]dg) _

Id
Pp) xx G f e I Qq) xx G-

Ahora, como f es un difeomorfismo, se sigue que f X Idg es un difeomorfismo, en
particular una submersion, por lo tanto Ts o (f X Idg) es una submersion sobreyectiva,
ademas esta submersion es constante en las fibras de 7, y viceversa.

Usando nuevamente el teorema de la variedad cociente, teorema 21,10 |Lee03|, te-
nemos que f X Idg induce un difeomorfismo f X Idg : P(p) Xx G — Q(q) Xx G que
hace conmutar el anterior diagrama.

Ahora definamos F': P — () usando los difeomorfismos }_%Q, Rpy f xx Idg como

F = EQO (f XK [dG) Oﬁ;l.
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F

1d
P(p) xx G f X I Qlg) xx G.

F es un difeomorfismo G-equivariante pues Rg, Rp v f Xx Idg lo son. Ademas, si
xeP

F(z) = Rg o (f xx Idg) o Rp ()
Rgo (f xx Ida) ([zg,97"])
Ro([f(zg),97'])

= flag) 97"

De lo anterior se sigue que el siguiente diagrama conmuta

P r o)

M.

Es decir, F' es un isomormismo de G-fibrados principales.

Ademas, si x € P(p), entonces E;l(x) = [z, ], por lo tanto F‘P(p) = f, esto implica

que dF(H*) = HP, es decir, F es una equivalencia gauge.
Concluimos que ¥ es inyectiva.

Finalmente, para ver que ¥ es sobreyectiva, sea ¢ : (M) — G un homomorfismo
de grupos y sea C': M — M la cubierta universal de M.

m (M) actia a la izquierda en M via transformaciones de deck, por lo tanto, si
[a] € m (M), entonces existe una unica transformacion de deck f, tal que para todo

p € M se tiene que [a] - p = fa(p).

m1 (M) también actia en G via ¢, por lo tanto, m (M) actia en M x G de la siguiente
manera: Dados [a] € m (M) y (p,g) € M x G,

[a] - (p,9) = (fa(p), ©([a])g)-
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Esta accion es libre y propia, por lo tanto, del teorema de la variedad cociente,
tenemos que M X ) G tiene una tnica estructura de variedad suave tal que

T:MxG— Mx G

7 (M)

es una submersion suave y

dim (M X o G> = dim(M x G) — dim(m (M))
= dim(M x G)

= dim(M) + dim(G).

Por lo tanto 7 es un difeomorfismo local.

Definamos P := M X on G y consideremos el siguiente diagrama:
— T —
MxG M
T \\C\O”M C
P u o M.

Como C'y 737 son submersiones sobreyectivas, entonces C' o 737 también lo es, ademas
es constante en las fibras de 7, por lo tanto existe una submersion 7 : P — M que
hace conmutar el anterior diagrama.

Sea p = [r,g9] € P,con I € My g € G, entonces
m(p) = Comy((7,9)) = C(T).
Es decir,

TP =M x G—M

my (M)

[z, 9] = C(7).

Definamos ahora una accion de G en P. Dado h € G y [z, g] € P, entonces

[57 g] ho= [E7 gh]



2.2. CONSTRUCCION DEL ESPACIO MODULI 35

Si [z, 1] = [y, g2], existe [a] € m (M) tal que ¥ = fo(Z) y g2 = ¢([a])g1, luego

[0, g2lh = [y, g2h]
= [fa(@), ¢([a])g1h]
= [fa(@), ¢([a])g1]h
= [7, g1]h.

Entonces la accién esta bien definida.

Para ver que es libre y transitiva en las fibras de m, supongamos que 7T([ z,9]) =
7([7, h]), entonces existe [y] € m (M) tal que ¥ = []Z, definamos g := g~ [y]™' - h € G,
luego

7, 9]g = [z, 9]
xgg[] +h]
Ry
[V]Z, h]

y, hl.

=2

[,
=
= [z,
[
=

Entonces la accién es transitiva. Para ver que es libre notemos que si k € G es tal que
[z, glk = [z, g], de lo anterior tenemos que [y] = [1,(an] ¥y h = g, por lo tanto k = 1.

Por otra parte, esta accion es suave, pues es la acciéon inducida por la accion de G
en M x G.

Sea U C M un abierto regularmente cubierto de M, es decir

|| U..

aeA(M)

tal que
Cl, :Ua—=U

es un difeomorfismo.

Fijemos a € A(M), entonces para cada U existe una tnica f € A(M ) tal que
fg_l(Uﬁ) = Us.
Nota 7. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que fjs es la transformacion de
deck correspondiente a [5] € 7 (M).

Definamos ¢ : C™1(U)x G — U x G de la siguiente manera: dados (73, g) € U X G,
entonces

(T, 9) = (C(@5),[6]'9)-

Claramente ¢ es una funcién suave, pues es suave en cada componente conexa,
Us x G, de C~1(U) x G, y ademés es sobreyectiva.
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Por otra parte, si definimos S : U x G — C~}(U) x G como
-1
S = <C|Uo¢> X Lsa([a])a

tenemos que S es una seccion suave de ¢, por lo tanto ¢ es una submersiéon suave
sobreyectiva.

Ahora, sean (I3, 9), (T, h) € C~1(U) x G tales que
@5, 9] = [T,,h] € CTHU) %, 3y G = 7 (U).
Entonces T3 = fso (f,) " 'Z,) = f7.,(Z), por lo tanto g = (B 7] - h, de donde

[Blg = [V]h.

De lo anterior tenemos que

o(Ts,9) : = (C(Tp), [Blg)
(

es decir, ¢ es constante en las fibras de .

Por el teorema de la variedad cociente, ¢ induce una submersion suave y sobreyectiva
¢: 7 HU) — U x G tal que el siguiente diagrama conmuta

CYU)x G

Uxd.

Ademas,

dim(x!(U)) = dim(P)

= dim(M) + dim(G)
= dim(U) + dim(G),

por lo tanto ¢ es un difeomorfismo.

Por otra parte, como ¢ es G-equivariante trivialmente, entonces ¢ es G-equivariante.
De lo anterior, concluimos que ¢ es una trivializacion local de 7 : P — M, y asi P es
un G-fibrado principal sobre M.
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Definamos una conexién en M x G tomando H = TM x {0}. Cémo los mapeos

inducidos por la accion de 71 (M) en M x G envia vectores horizontales en horizontales,
entonces podemos descender la nocién horizontabilidad al cociente P. Esto define los
vectores horizontales H en P, por lo tanto nos determina una conexién en P.

Supongamos que X,Y € H,yv X,Y € H son tales que dr(X) =X ydr(Y) =Y.

Por la naturalidad del bracket de Lie tenemos que [X,Y] = dr([X,Y]) =: [X,Y].

Sean w y {2 la forma conexién y la curvatura P respectivamente, entonces

QX,Y) = —w([X,Y])
~0.

Por lo tanto, la conexiéon definida en P es plana.

Por tltimo fijemos p = [7,e] € P, x = C(x) € M, y veamos que ¥(p, rr3)([a]) =
Holy([])~".

Sean [a] € m(M,x) y a el levantamiento horizontal de « en M que empieza en 7,
entonces a(t) = [a(t), e| es el levantamiento horizontal de o en P que empieza en p.

Ahora,
a(l) = [a(1),e] = [[a]7,e] = [7,¢([a])e]
= @, ele([e]) ™ = po(la))
Por lo tanto Hol,(H,a) = ¢([a])~, y asf tenemos que W es sobreyectiva.

Concluimos entonces que

VU :u(M,G) — Rep(m (M), G)

[(m:P— M,H)]— V(P,H)

es una biyeccion.

]

Utilizando la anterior biyeccién podemos dotar a M(M,G) con una topologia de
tal forma que ¥ es un homemomorfismo.

El conjunto M (M, G) con esta topologia es el espacio moduli de conexiones planas
en G-fibrados principales sobre M.



Capitulo

Espacios de Representaciones

Finalmente queremos calcular de manera explicita el espacio de representaciones de
algunos G-fibrados principales, cuando G es U(m) 6 Sp(m). Para esto usaremos los
toros maximales y el grupo de Weyl del grupo G, y la teoria de productos simétricos.

Ademas, usando algunas herramientas de combinatoria calcularemos el espacio mo-
duli de conexiones planas en G-fibrados principales para todas las variedades compactas
y con grupo fundamental abeliano, lo cual es una nueva contribucién de este trabajo.

Definicion 22. Sea GG un grupo de Lie compacto y conexo, T" un toro maximal de G
y N(T)={g € G:gTg ' =T} el normalizador de T en G. Entonces el grupo

W :=N(T)/T
es llamado el grupo de Weyl de G.

Notemos que el normalizador de 7', N(T'), actia en T por conjugacion

NxT =T

(n,t) = ntn~"

y como la accion de T en T es trivial, tenemos que la anterior operacién induce una
accion del grupo de Weyl de G en T

WxT—=T
(w,t) > wt™*

38
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3.1. Propiedades de los espacios de representaciones

Teorema 3.1. Sea G un grupo de Lie tal que todo subgrupo abeliano de G estd contenido
en un subgrupo abeliano arco-conexo, entonces el espacio Hom(Z",G) es arco-conezo.

Demostracion. Sea e, ..., e, la base estandar de Z™. Dado cualquier f € Hom(Z",G),
sean x1 = f(eq),..., v, = f(e,) las imégenes de estos generadores. Como estos elementos
conmutan entre si, entonces estan contenidos en un subgrupo abeliano arco-conexo
T C G. Para cada i = 1, ..., n elijamos un camino p; : [0,1] = T C G tal que p;(0) = 14
y pi(1) = ;.

Definamos H : [0, 1] - Hom(Z", &) como

H(t) (Z aiei> = le(t)al

i=1

Claramente H es una funcién continua. Ademas H(0) es el homomorfismo trivial y
H(1) = f, es decir, H es una homotopia entre el homomorfismo trivial y f, por lo tanto
Hom(Z",G) es arco-conexo. O

Corolario 3.2. Si G es U(m), SU(m) o Sp(m), entonces Hom(Z", Q) es arco-conezo.

Demostracion. Para los grupos U(m), SU(m) y Sp(m) tenemos que los grupos abelia-
nos maximales son precisamente los toros maximales, los cuales son arco-conexos, por
lo tanto Hom(Z", G) es arco-conexo. O

Lema 3.3. Sea G un grupo de Lie compacto y fijemos un toro maximal T C G. En-
tonces, dos elementos en T' son conjugados en G si y solo si estdn en la misma orbita
bajo la accion del grupo de Weyl.

Demostracion. Sean z,y € T 'y g € G tales que grg™ = y. Si Z(z) y Z(y) son los
centralizadores de x y y respectivamente, entonces

Cy: Z(x) = Z(y)
es un mapeo biyectivo.

Como T' C Z(z), entonces Cy(T") C Z(y). También tenemos que T C Z(y), luego
Ty Cy(T) son dos toros maximales contenidos en Z(y), mas ain, por ser conexos y
contener ambos a 1g, estan contenidos en la componente conexa de la identidad de
Z(y), denotada por Z(y)°, por lo tanto, existe h € Z(y)° tal que C,(C,(T)) = T, es
decir, Cyy(T) =T.

De lo anterior tenemos que hg € Ng(T), y como h € Z(y)°, entonces

Chg(7) = Cin(Cy(2)) = Culy) = y.
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Si W es el grupo de Weyl asociado a T', concluimos que [hg] € W es tal

lhg] -z =y.
0

Teorema 3.4. Sea G un grupo de Lie compacto tal que Hom(Z",G) es arco-conexo
para todo 1 < r < n. Sea T un toro maximal en G y W el grupo de Weyl asociado a T
Entonces existe un homeomorfismo

Rep(Z",G) = T"W,

donde W actia diagonalmente en T".

Demostracion. Definamos

p:GxT" — Hom(Z", Q)

(gst1s e tn) > (gt1g™" oo gtag ™).
¢ esta bien definida ya que para todo i = 1,...,n, gt;g-t € ¢gTg™ !, el cual es un
toro maximal en G, por lo tanto (gt;g7", ..., gt,g~ ') es una n-tupla de elementos en G

que conmutan entre si, por lo tanto (gt197 ", ..., gt,g™ ') € Hom(Z",G). Ademas ¢ es
continua, pues cada entrada lo es.

Como Hom(Z™,G) es arco-conexo, entonces una n-tupla de elementos en G que
sea conmutativa estd contenida en un toro maximal [Bai07|, y como todos los toros
maximales de un grupo de Lie son conjugados entre si, se sigue que ¢ es sobreyectiva.

Ahora, consideremos la accion de Ng(T') en G x T™ dada por
h(g,t1, ..., tn) == (gh™  htyh ™Y, . bty b1,
Entonces
oh-(g,t1,... tn)) = @(gh™ htih™Y, . bt h )
= (gh *htih (hg™"), ..., gh *ht,h  (hg™))

= (gtig™", .. gtng ")
= @(gatla "'7tn>7

es decir, ¢ es Ng(T')-invariante, por lo tanto induce un mapeo en el cociente

v:G X Ne(T) T — HOTTL(Z”, G)

Por otra parte, G actiia en G X N (T) T por multiplicacién a la izquierda en el factor

de G, es decir, si h € Gy [g,t1,....,t,] € G X T™, entonces

Ng(T)

h - [g,tl, ...,tn] = [hg,tl, ,tn]
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Ademas, si denotamos por Cj, la accion de conjugacion por h en Hom(Z", G), entonces

P(h-[g,t1, ., ta]) = P(lhg, t1, ... ta])
= ((hg)ts(hg) ™", ..., (hg)tu(hg)™")
= Cul(gtig™, ..., gtag™™))
= Cn(®([g, t1, - tal)),

es decir, @ es una funciéon G-equivariante, y ademés @ induce un homeomorfismo en las

fibras, es decir
G X Ng/(T) ™

o = Rep(Z", Q).

Por otra parte notemos que

G X Ng/(T) m

o ={le} Xngm IT" = T"/Na(T),

y por el lema [3.3] tenemos que

T" IN(T) = T" /W.

Asi,
Rep(Z",G) = T"/W.

3.2. Productos simétricos

Definicion 23. Sea X un espacio topologico. Definimos el m-ésimo producto simétrico
de X como el espacio cociente

SP™(X) = X"/Sp,

donde el grupo simétrico ¥, actiia en X permutando las entradas de cada m-tupla.

Si m = 0 definimos SP°(X) como un punto. En general, podemos pensar a SP™(X)
como el conjunto de m-tuplas no ordenadas [z, ..., 2], con x; € X para todo i =
1,...,m.

Supongamos que (X, %) es un espacio punteado, entonces tenemos una inclusion
natural

i: SP™(X) — SP™(X)

(1, ooy Tn) > [T1, ey Ty %]
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Esto induce una sucesién
X =SPYX) < SP*(X) < - SP™(X) < -+

y SP>(X) es definido como el colimite de esta sucesién. Notemos que SP>(X) es
precisamente el monoide libre abeliano generado por X.

El siguiente lema se puede demostrar directamente a partir de la definicion de los
productos simétricos.

Lema 3.5. 51 X y Y son espacios topoldogicos homotiopicamente equivalentes, enton-
ces para cada n > 0 se tiene que SP™(X) y SP™(Y) también son homotdpicamente
equivalentes.

Lema 3.6. Para todo n € N, tenemos que
SP"(S') ~ S

Demostracion. Sea C* := C\ {0} y consideremos a S' como el conjunto de nimero
complejos de norma, 1. Como i : S! < C* es un retracto de deformacion, en particular
una equivalencia homotopica, del lema se sigue que SP™(S') ~ SP"(C*), por lo
tanto es suficiente considerar a C*.

Definamos W := {p(z) = 2" +a, 12" '+ - +a1z+ay : ay,....,a,_1 € Cyag € C*}.
Notemos que W es el conjunto de polinomios moénicos de grado n con raices no nulas
ya que ag # 0.

Podemos darle a W una topologia mediante la biyeccion

W —Cv!xC*

1
2"ta, 12"+ arz 4 ag = (a1, .. a1, ag).

De esta manera W es un espacio homeomorfo a C*~* x C*.
Por otro lado la funcién
p: SP"(C*) — W
(21,22, ey Zn) 2 D(2) = (2 — 21) (2 — 22) -+ (2 — 2p)
es un homeomorfismo.

De lo anterior concluimos que

SP(S') ~ SP*(C*) = C"' x C* ~ S,
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3.3. Ejemplos

Lema 3.7. Ezisten homemomorfismos

Rep(Z",U(m)) = SP™((S')")

Rep(Z", Sp(m)) = SP™((S')"/Z/2).

Demostracion. Del teorema tenemos que para estos grupos, el espacio de represen-
taciones, Rep(Z",G) = T" /W, donde T es un toro maximal en G y W es el grupo de
Weyl asociado a ese toro maximal.

Para U(m) elijamos el toro maximal T'= A(U(m)) = (SY)™ y W = %,, el grupo de
Weyl asociado, que actiia en T permutando las entradas de (S')™, y en T" diagonal-
mente ( [BD13|, p. 169)

Sea [Dy, ..., D) € T"/3,, = Rep(Z",U(m)), con D; = (2%, ...,x%)) parai=1,...,n.
Si o € ¥, entonces

Luego

(D1, ey D) = ((21, ooy Tpy), ooy (@, ooy 20h))

= ((zy, 27, 2l), oo, (@, Ty o )

- (Xl, ---7Xm)7

donde X; = (z},27,...,21) € (SH)™.

At AR Rl )

Notemos que o - (X1, ..., X;n) = (Xo@1), -, Xo(m)), de donde

/W = ((S)")" /8 = SP™((S")").
Por lo tanto,

Rep(Z",U(m)) = SP™(SY).

Ahora, para Sp(m) elijamos el toro maximal 7' = A(Sp(m)) = (S')™ y su respectivo
grupo de Weyl W =%, x (Z/2)™.
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En este caso, si D = (x1,...,x,,) € T, entonces la accién de %, es la descrita
anteriormente, y si 7 = (71, ..., 7,) € (Z/2)™, luego

T-D = (T1Z1, ooy T Tom)-

Aca la accion de Z/2 en S! esta dada por conjugacién compleja.
Entonces, dada [Dy, .., D,] € Rep(Z™, Sp(m)), tenemos que
(D1, ...,Dy) = ((mi, e e )y (2 xﬁl))

> ((zy, 27, ., 2l), oo, (@, Ty o )

- (X17 ,Xm)

La accion de 7 en (Xj, ..., X,,) estd dada por

T- (Xh ,Xm) = (Tle, ...,Tme)

. 1 2 n 1 2 n
= ((nxp, at, o, Tal), oo, (T, Ty oo T ) -

De lo anterior se sigue que
/W = SP™((SY)"/Z/2).

Por lo tanto
Rep(Z", Sp(m)) = SP™((S")"/Z/2).

Ejemplo 3.8. M(S*,U(m)) ~S".

Del lema tenemos que Rep(Z,U(m)) = SP™(S'), por lo tanto, utilizando el
lema[3.6 se tiene que

M(S',U(m)) = Rep(Z, U(m)) = S.

Teorema 3.9. Sea M una variedad suave, compacta y arco-conexa tal que su grupo fun-
damental, H := w1 (M), es abeliano, entonces si G es igual a U(m) ¢ Sp(m), tenemos
que M(M, Q) tiene (Ri:z*l) componentes arco-conexas y ademds tenemos homeomor-
fismos

M(M,U(m)) = | | (SP¥((S1)°) x -+ x SPH((S")))

M(M, Sp(m)) = | | (SPH((S')°/Z/2) x - - x SP*((S")"/Z/2)) ,

donde R y ro son la cardinalidad de la parte con torsion y el rango de H respectiva-
mente y ki, ..., k; varia sobre todas las particiones de m, es decir, son enteros positivos
tales que ki + - - - k; = m.
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Demostracion. Para esta prueba recordemos que Rep(H,G) = M(M, G).

Como M es una variedad compacta, entonces H es un grupo abeliano finitamente
generado, por lo tanto

H=ZZ" XZ/ri x--- X ZLJr;,

con ry,...,7; enteros positivos y 7y un entero no negativo.

En este caso, H tiene N := rq + j generadores, por lo tanto existe un homorfismo

de grupos sobreyectivo
0:ZN — H.

El homomorfismo ¢ induce las siguientes inclusiones naturales:

i - Rep(H,U(m)) < Rep(ZN,U(m)) = SP™((SHY)

j : Rep(H, Sp(m)) = Rep(Z", Sp(m)) = SP™((S")"/Z/2).

Veamos primero el caso de U(m).

De la anterior inclusion, podemos identificar a Rep(H,U(m)) con las tuplas en
SP™((SY)Y) de la forma

((m%,x%,...,x’{o,yi, ...,y{), oy (k22 ...,x”ng,yil,...,yﬁn)) = ((71,71), s (Ym,Y_m))

Donde z¥ € S, (y))" = 1, X € (S')™ y si definimos R, como el conjunto de las p-ésimas

raices de la unidad, entonces Y € R,; X --- X R,

Sea S := R, x-- X R, , entonces S es un conjunto finito con R := ngl r; elementos,
entonces S = {Y1, ..., Yr}.

Notemos que una componente arco-conexa esta determinada por los diferentes ele-
mentos Y; € Sy la cantidad que cada uno de estos se repita en las tuplas. Entonces
consideremos una componente arco-conexa arbitraria dada por

—1 1 - =va. m
(K00 o (K Yy (R Vi), (K Vi) ) © SPT((S1)Y),

donde ky + --- + k; = m y como las parejas (Yf;,Yi].) se pueden intercambiar sin
cambiar la componente, podemos suponer sin pérdida de generalidad que los indice i;
aparecen de forma creciente.

Entonces una tupla de esta componente arco-conexa esta formada por las sub-tuplas
de parejas que tienen el mismo elemento Y; , es decir, las que son de la forma

((7{,1@), (V) (X)) (Yi;j,yij)) .
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Notemos que si en una sub-tupla de estas intercambiamos los elementos 71, eSSy
X, € S de la siguiente manera:

<<7‘i7}/lj>7 e <7§7KJ)7 A (7i7}/ij>"'7 (y‘lj{;]7}/lj>> )

como en la tupla inicial siempre podemos intercambiar las parejas (7;, Y;,) sin que
esto cambie la clase de la tupla, entonces podemos reordenar para obtener la misma sub-
tupla con la que iniciamos, por lo tanto, esta componente es homeomorfa a S P* ((St)™).

De lo anterior se sigue que esta componente arco-conexa es homeomorfa a

SPF((SH)0) x - - x SPH((SH)™).

Por lo tanto, para determinar a qué componente arco-conexa de Rep(H,U(m))
pertenece un elemento, basta saber cuéles elementos de S estan en la tupla que lo
representa y cuantas veces se repite cada uno de estos.

Ahora, para saber el nimero de componentes arco-conexas que tiene este espacio,
tenemos que contar cuéntas m-tuplas de elementos de S con repeticiéon existen, y este
numero esta dado por (R+T’n”_1).

De lo anterior, tenemos que Rep(H, U(m)) es la union disjunta de (Rﬁ:?*l)
cartesianos de productos simétricos de (S')™, es decir,

productos

Rep(H,U(m)) = | | (SP*((8")) x -+ x SP*((8")™)).

Ahora, de manera similar a como se hizo con Rep(H,U(m)), Rep(H, Sp(m)) se
puede identificar con las tuplas de la forma

(W1, Y5), . (Wi, Yi,)) € SP™((S)Y/Z/2),

donde Y;, € Sy W; € (SY)N/Z/2.

Nuevamente, las componentes arco-conexas de este espacio estan determinadas por
diferentes elementos Y, y las veces que se repitan en una tupla, por lo tanto, el ntimero
de componentes arco-conexas de este espacio es (RJr;ln*l) y son de la forma

(730 (Wi Y s (W1, Vi), s (W, Y2) ) © SP™((SY)Y/2/2)

donde ky, ..., k; varian sobre todas las particiones de m, 1 <1 < m, WZ e (SHN/z /2
y Y, €58
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De esta manera, si intercambiamos cualquier par de elementos Wﬁ con el mismo
stper indice j en la tupla, no cambiamos la clase de la tupla en SP™((S')"/Z/2), por
lo tanto, esta componente arco-conexa es homeomorfa a

SPR((SY/Z/2) x -+ x SPM((SH/Z/2).
De lo anterior,

Rep(H, Sp(m)) = |_| (SPM((S")°/z)2) x --- x SPM((S')°/Z/2)).
O

Notemos que las componentes arco-conexas en el teorema anterior estan determina-
das en parte por las particiones de m, y dado que no se conoce una férmula explicita
para hallar el nimero de particiones de un niimero, cada caso se tendra que analizar de
manera individual.

Sin embargo, si en el teorema anterior consideramos el caso particular de que H
tenga rango rp = 1, con un poco mas de esfuerzo podremos describir explicitamente
una equivalencia homotopica de esos espacios moduli.

Teorema 3.10. Supongamos que M es una variedad suave como en el teorema anterior,
y que ademds su grupo fundamental H tiene rango ro = 1, entonces existen equivalencias
homotdpicas

Rep(H,U(m)) 2 M(M,U(m)) ~| | <|_|(Sl)’>

=1 \t=1

Rep(H, Sp(m)) = M(M, Sp(m)) = | | <|_| *) :

i=1
donde l € {1,2,....m} y P, := (};) (:Zj)

Demostracion. Sea H como en el teorema anterior, pero en este caso ro = 1, entonces

Rep(H,U(m)) =| | (SP*(S") x -+ x SP(S")) .

Del lema [3.6[ se sigue que
Rep(H,U(m)) ~| |(S' x -~ x S).

De lo anterior se sigue entonces que las componentes arco-conexas de Rep(H,U(m))
son productos de circulos, y la cantidad de circulos es igual a la cantidad de elementos
de S que tengan los elementos de dicha cada componente.
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Para ser més explicitos, podemos contar la cantidad de componentes arco-conexas
compuestas por un producto cartesiano de [ circulos, para cada 1 <[ < m.

Notemos que tenemos m posiciones para acomodar [ diferentes elementos de S,
y sin pérdida de generalidad, por ser productos simétricos, podemos suponer que los
[ elementos de S aparecen con subindices en forma creciente. Por lo tanto, dados [
elementos fijos de S, para contar las posibles m-tuplas que podemos formar con estos
elementos, contemos la cantidad de funciones sobreyectivas y crecientes que hay del
conjunto {1,2,...,m} al conjunto {1,2,...,1}.

Notemos que el 1 siempre tiene que ser mapeado al 1, y ademés siempre nos quedan
(m —1) nameros que repiten la imagen del anterior, entonces este numero esta dado por

m—1
(m—l)'
Por otra parte, como tenemos R elementos en S, entonces para cada 1 < [ < m

tenemos (?) maneras de escoger los [ elementos, asi, la cantidad de componentes arco-
conexas que son idénticas al producto de [ circulos es (?) (2:})

De lo anterior, si denotamos P, := (?) (le), tenemos que en este caso

Rep(H,U(m)) ~| | <|_|(Sl)l> .

=1 \i=1

Ahora, para el caso de Rep(H,Sp(m)), como S'/Z/2 ~ [0,1] ~ x, entonces, del
teorema [3.9] tenemos que

Rep(H,Sp(m))zl_l* X e X >|<%|_|>|<

Por lo tanto, lo inico que nos resta determinar es el nimero de puntos disjuntos que
conforman este espacio.

Notemos que como el nimero de componentes arco-conexas del caso anterior sélo
dependia de los elementos del conjunto S, entonces mediante un razonamiento comple-
tamente andlogo al anterior, podemos concluir que

Rep(H, Sp(m)) ~ |_| <|_| *) :

=1 \i=1

Los teoremas y son la nuevas contribuciones de este trabajo.
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