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Donde U es la energfa interna y H es el Hamiltoniano. Dado que el Hamiltoniano solo 10 

constituye la energfa potencial (If) que se expresa de la siguiente manera: 

If = &.f(l) (3-38) 

Por 10 tanto, 

(3-39) 

Donde la energfa disipada dU que se expresa, despues de un manejo algebraico como (Landau y 
dt 

Lifshitz; 1969): 

Power = OJ a" (OJ)lfoI 2 
(3-40)

2 

En ellfmite clasico donde kRT» Pi OJ(kH es la constante de Boltzmann, Pi es la constante de Plank 

dividida por 2Jr) 0 donde se presentan casos de baja frecuencia (OJ). En esta ecuaci6n d'(OJ) es la 

parte imaginaria de la matriz de la susceptibilidad generalizada a(OJ). En consecuencia la parte 

imaginaria es la que determina la disipaci6n de energfa, la cual es una cantidad positiva 

( Power> 0). Despues de un tratamiento matematico (Landau y Lifshitz; 1969), se pueden 

demostrar las expresiones de Callen y Welton (1951) para los casos dentro del limite clasico : 

C(O) =< X(t)2 >= 2kHT ja" (m) dOJ (3-41) 
Jr 0 OJ 

De 

nu 

ap 

tee 

de 

yd 

De 

esp 

esp 

sisti 

estr 

Se t 

se c 

vari 

3-2C 

y para los casos dentro del limite cuantico (kH T« hw 0 altas frecuencias) se tiene la siguiente 

expresi6n: 

I �~� La s( 
C(O) =< X(t)2 >= - Ja"(OJ)E(m,T)dm (3-42) 

Jr o 
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se tiene la siguiente 

(3-42) 

De esta manera, se aprecia que la correlacion de las fluctuaciones se relaciona con la disipacion y 

nuevamente, se establece el teorema de Fluctuacion-Disipaci6n. De otro lado, se puede 

a el teorema Fluctuaci6n-disipaci6n con base en la densidad espectral mediante el 

teorema de Wiener-Khinchin (de Groot and Mazur, 1984), el cual corresponde a la trasformada 

de Fourier la funci6n de correlaci6n multiplicada: 

s(cv) (3-43) 

y de manera viceversa se puede hallar la funci6n autocorrelaci6n: 

(3-44) 

De esta manera, el teorema Fluctuaci6n-Disipaci6n se relaciona en terminos de la densidad 

o de Fourier de la funci6n autocorrelaci6n. Conociendo la densidad 

espectral de energia, la cual esta relacionada con las autocorrelaci6n de las fluctuaciones en un 

se tiene la de relacionarla con la disipaci6n y por ende, se genera una 

estrategia para hallar propiedades de transporte. 

Se trata ahora de ver esto con un ejemplo; para 10 cual se toma el caso de una sola variable que 

se comporta de acuerdo con un modele de regresi6n tipo eq. en el que las variaciones de la 

variable fluctuante X(I) son mayores que la fuerzas fluctuantej(l) y p~r 10 tanto se simplifica la eq 

3-20 a: 

-AX(t)
dr 

La soluci6n de esta ecuacion para la autocorrelaci6n esta dada por Groot and Mazur, 
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(3-46) 

Donde g-I corresponde al coeficiente que acompaiia al terminG de segundo orden 0 cuadratico 

de la expansion en serie de Tavlor de la funcion de distribucion de probabilidades asociada a 

cualquier problema 0 si se quiere ver mas fisico el asunto, esta funcion puede ser la entropia. 

Ahora se introduce la ecuacion para la autocorrelacion (eq. 3-45) en la ecuacion que describe el 

teorema de Wiener-Khinchin (eq. 3-43) V se integra para lograr una expresion para la densidad 

espectral de manera un poco mas general que la presentada en el caso del circuito RC: 

(3-47) 

Por 10 tanto, conociendo la densidad espectral mediante una expresion como la ecuacion 3-47, se 

puede la autocorrelacion en el tiempo inicial V tener asi mediante el teorema Fluctuacion­

Disipacion la oportunidad de calcularla V evalua alguna propiedad asociada a la dina mica del 

problema. 

En el caso del movimiento Browniano el teorema Fluctuacion-Disipacion se puede apreciar de la 

siguiente manera: las particula Brownianas (particulas coloidales) al penetrar en el liquido 

(solvente) se convierten en perturbaciones que generan fluctuaciones en las moleculas delliquido 

(las particulas Brownianas desplazan al conjunto de moleculas del Ifquido, acortandole su 

recorrido medio, por ende se aumenta la frecuencia de colision que es 10 mismo decir que se 

aumenta la intensidad de las fluctuaciones). Estas fluctuaciones (v.g de energia) en el liquido a su 

vez provocan una fuerza que empujan (arrastran) a las particulas Brownianas a dispersarse por 

todo el sistema de Ifquido, generandose un movimiento erratico de las particulas Brownianas 

(difusion). Por equilibrio 0 balance de fuerzas en las particulas Brownianas, se generan otras 

fuerzas que se oponen a su movimiento de caracter disipativas V que segun la lev de Stokes son 

proporcionales a su velocidad, 10 cual hace que las particulas Brownianas detengan en algun 

momenta su movimiento dispersivo. En este caso, se cum pie que las frecuencias de las 

perturbaciones son bajas V por consiguiente kfJT >->->- nUJ 10 que permite plasmar el teorema FT 

de la siguiente manera: 
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[Impeda x Difusi6n Fuerza Fluctuante 

Esta fuerza fluctuante es (disipacion), que aplicando el 

teorema FT se iguala a la disipacion: 

par la absorcion de 

(3-49) 

De donde se deduce la celebre ecuacion Einstein-Stokes: 

D 

En el casa de la radiacion de un dipolo en el vado (H. B. Callen, and T. A. Welton, 

se conoce que una carga electrica ascilante irradia energia canduciendo a una radiacion 

En esta casa, el dipolo al oscilar genera radiacion que se traduce en una 

fuerza disipativas y si se considera el teorema se tiene que al mismo tiempo, se provocan 

fuerzas fluctuantes sabre la carga que se traducen en un campa electrico fluctuante y par 

se genera una densidad de energia ( T) ) la cual es emitida par radiacion (H. 

B. Callen, and T. A. Welton, 

E ~{lf -fzuJ+ 
o 2 

En la ec. 3-51 se aprecia el primer termino lade derecho correspondiente a la contribucion 

"Punta-cero" y el a la de de cuerpo negro Planck. Este caso 

es similar al fenomeno que ocurre en la atmosfera terrestre cuando se observa una coloracion 

rojiza en el momento de la puesta del sol. Aqui, la radiacion solar provoca excitacion de las 

presentes en la terrestre, la cual se absorbe 0 meJor decir, se disipa. Esta 
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energfa absorbida, luego se convierte en fluctuaci6n que a su vez se traduce en una fuerza 

fluctuante 0 en una densidad de energfa que se emite en forma de radiaci6n segun la ley de 

radiaci6n de cuerpo negro de Planck. 

3.4 Entropla y fluctuaciones. 

Las fluctuaciones & se han definido como la diferencia en el valor instantaneo de una variable 

xY su valor medio (x): &::: x - (x). La variable x es un conjunto que puede contener n 

cantidades diferentes x::: (Xi''' .xJ y cada componente es una variable dinamica funci6n de las 

coordenadas espaciales (qk) y del mementum (Pk)' Consider ahora una funci6n de probabilidad 

tipo Gausiana: 

(3-52) 

Donde A::: es la constante de normalizaci6n, Igl es el determinante la matriz de 

componentes gu = / )
\&,&j kfj 

De I postulado de Boltzmann de la entropfa, se tiene que se puede plantear la funci6n de 

probabilidad en funci6n de la variaci6n de la entropfa: 

/(&1" .&J = /(O)exp[(S(&I" .&J- S(O))/ kB ] (3-53) 

De esta manera, se tiene una expresi6n para la variaci6n de la entropia en funci6n de las 

fluctuaciones: 

(3-54) 
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S(o) se refiere al estado de maxima probabilidad /(0). En consecuencia el valor promedio de la 

entropfa se evalua asf: 

(3-55) 

Donde n es el numero de variables V N el numero de partfculas en el sistema. Como 

S(o) -7 NkB >->->- ~kBn, se tiene que (S(&I ... &J) "" S(O); 10 cual esta de acuerdo con 
2 

EI hecho de no existir distinci6n en termodinamica entre estado de equilibrio V distribuci6n de 

equilibrio (5. R. de Groot and P. Mazur, 1984). 

EI comportamiento del cambio de entropfa promedio en el tiempo, partiendo de un estado inicial 

&ose puede evaluar con la probabilidad condicional p(&I&o;t) de estar en el estado actual 

identificado por los valores de & partiendo de un estado con valor &(): 

(3-56) 

Que para un comportamiento lineal de las fluctuaciones (ee. 5-21) se logra despues de manejo 

algebraico (5. R. de Groot and P. Mazur, 1984) se una expresi6n para el cambio de entropfa en 

terminos de las fluctuaciones: 

(3-57) 

5e considera ahora que se tiene un caso de un sistema a volumen constante en el que la entropfa 

es solo funci6n de la energfa S(b£) , g =	~, por 10 tanto, 
T 
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o sea que para tiempos largos de observaci6n , --700 , se 

(3-59) 

Esto quiere decir que aun para esos largos tiempos de observaci6n, siguen existiendo una 

fluctuaci6n del valor de la entropia del orden del valor de la constante de Boltzmann, tal como 

era de esperar. Ahora se puede hallar la variaci6n del cambio de entropia con respecto al tiempo 

y se obtiene una importante relaci6n para la generaci6n de entropia: 

a(~) _ d&; d&,a 	 --g;,&-.-=X-_· =LXX . ;:::O (3-60) 
, . ' dt ; d, Ij'; 

Por consiguiente, queda expresada la generaci6n de entropia en terminos del producto de fuerza 

generalizada (X; = ~~ ) por un flujo generalizado proporcional ala fuerza, dado que se trata de 
, 

casos con comportamiento lineal (J; = LuX, ), Li; son los coeficientes cineticos 0 coeficientes de 

transporte 0 coeficientes fenomenol6gicos, el cual se puede expresar (S. R. de Groot and P. 

Mazur, 1984): 

Lu =-k/ lim _,I J(&; - &;J&}of(&Jp(&;ol&;; ' }t&d&u 	 (3-61) 
1-->0 

Por 10 tanto, conociendo la probabilidad condicional con base en una ecuaci6n estocastica y la 

funci6n de probabilidad Gausiana aplicada a una condici6n inicial se puede hallar los coeficientes 

fenomenol6gicos en funci6n de las fluctuaciones de variables que caracterizan el sistema. 
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4. Disertaci6n 	sobre los modelos te6ricos sobre la 
irreversibilidad 

Se presenta en este capitulo una disertacion sobre algunos modelos matematicos que permiten 

explicar la irreversibilidad. Se inicia con el trabajo de Boltzmann, quien fue el primero en plantear 

un modelo para la irreversibilidad y formular una expresion para la generacion de entropia en el 

equilibrio y que luego ha sido extend ida por otros como Gibbs para situaciones fuera del 

equilibrio, Shanon para analizar la perdida de informacion en los sistemas de comunicacion. 

4.1 EI teorema H: Camino para el modelo de la irreversibilldad. 

En el momenta que se quiere buscar una explicacion fenomenologica del porque existe de 

manera natural las irreversibilidades, es necesario traer a colacion Ie teorema H propuesto por L. 

Boltzman. Este teorema se refiere al efecto que se origina como consecuencia ae la multiples 

colisiones 0 encuentros entre las moleculas que conforman un sistema termodinamico; son las 

colisiones que hacen que cualquier proceso que se ejecuta en el sistema tenga la caracterfstica de 

ser irreversible. 

La colisiones son las causantes de las irreversibilidades, se crean correlaciones que dan cuenta de 

la existencia del tiempo. Las colisiones al nivel microscopico crean y destruyen correlaciones (ver 

Figura 4-1). Se crean retardos durantes el momenta de la colisiones y se consideran eventos 

aislados e independientes los unos de los otros. Las colisiones al nivel microscopico tardan tiempo 

yes esto 10 que causa la generacion de entropia 
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Figura 4-1. Esquema ilustrativo de las colisiones indicando la creacion y destruccion de colisiones, el retardo 0 tiempo 
para el encentro 

En aras de comprender el de las colisiones 0 encuentros entre partfculas de un se 

definir la funci6n de distribucion ( /(x, v, t)) por Boltzaman. Ella 

la ponderada de de encontrar una en la posicion x, en el tiempo t 

con una velocidad ~ . La que la teoria es la ecuacion de evolucion para 

la funcion de distribucion, la se denomina Ecuacion 

.Vvf = IC(J;, )at j 
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1 2
conservacion de la masa (i), el momentum (v) y la ( v), exige que la masa, el 

2 

momentum y la energfa antes y despues de los encuentros sea, en promedio, 

cantidades iguales; en consecuencia se debe cumplir que: 
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fI C(f ,f i }1v[J] =0 
} 

Conservacion del momentum: 

fIc(f,~ }1v[v]=O 
} 

Conservacion de la energfa: 

Existen muchas posibilidades de expresar el operador de colisiones, la cual se menciona la 

propuesta por Boltzmann, valida para gases diluidos: 

Ic(J;, ~ )= H(l f ; - fJi ~ii, -ii iIW(klj /k u;liij-ii i l~k u diij (4-2) 
j 

o la propuesta por BGK (Bhatnager, Gross and Krook), en donde se propone que la funcion de 

distribuci6n se desplaza del equilibrio de manera lineal y depende Ie la frecuencia de colisi6n (Z) 0 

del tiempo del que dura el encuentro : 

Ic(J; , ~)= Z(f - f O) (4-3) 
j 

o la propuesta de considerar el termino de colision como la ecuacion de Fokker -Plank: 

(4-4)noleculares. La 

ue la masa, el 

en promedio, A pesar de que las tres cantidades fundamentales se conservan despues de los respectivos 

encuentros 0 colisiones, existe una cantidad que no 10 hace . Se trata de la funcion H propuesta 

por L. Bolztman que posee la esencia fundamental de la irreversibilidad. En este sentido, 

Boltzmann propone una funcion H cuya variaci6n en el tiempo nunca incrementa, siempre 

disminuye, los cual se ha constituido como el teorema-H de Boltzmann (ver Figura 4-2): 
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H =L If InJ,du;=L If(lnf -I, )du; (4-5) , ; 

y la variaci6n en el tiempo se puede expresar en terminos de la expresi6n desarrollada por 

Boltzmann para el operador de colisiones valida para gases diluidos asi: 

aH 

at 


-±L ffIln(J,fj~j' J(lf; - J,fj ~U, -uJW(kij lkij;IU;- uj l~kij dkijdIU; -ujld m;~: : JUj 
IJ / f j , J 

(4-6) 

La expresi6n 4-6 es una cantidad que siempre decrece en la medida que los procesos evolucionan 

hacia el estado estacionario que en ausencia de influencias externas, el cual sera el estado de 

equilibrio del sistema, puesto que (J,I;/, 'J(/I;' - J,I;). Por 10 tanto, aB ~ 0 (ver Figura
/ J, I; at 

4-2) 0 de la siguiente manera: 

(4-7) 

Esto quiere decir que (In f) es una cantidad que no se conserva cuando el sistema esta fuera del 

equilibrio, tal como si ocurre con las otras cantidades mencionadas anteriormente. 
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_ _./ mJi, + m/.ij 
''/ - U d l------"---"-I , j 

mj+mj 

(4-6) 

JCesos evolucionan 

sera el estado de 
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- ~ 0 (ver Figura 
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Figura 4-2. La funci6n H Siempre disminuye 

La justificacion de este decrecimiento se puede dar si se considera que se trata de efectos que 

son consecuencias de considerar el colectivo 0 grupos de partfculas que al colisionar 0 

encontrase, hacen cambiar la funcion de distribucion mediante eventos independientes que 

tardan tiempos V adicionalmente, existe direccionalidad de los encuentros. Esto significa que un 

encuentro entre partfculas en una direccion dada es poco probabit. que se replta si se invierte la 

evolucion hacia tiempos hacia atras, debido a las multiples opciones que existe. 

Cuando el sistema se encuentra en el equilibrio, la funcion de distribucion Iva no depende del 

tiempo ni del espacio solo de la velocidad V se demuestra (de Groc t and Mazur, 1984) ser la 

famosa funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann: 

(4-8) 

Aprovechando esta caracteristica de irreversibilidad de la funcion H, se define la entropfa como el 

valor negativo de ella: 

ps = S = -ksH =-ks L IJ: InJ:dii j = -ks L IJ:(lnJ: -l)dui (4-9) 
i i 
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La cantidad expresada en la ecuacion 4-9 es una cantidad que no se conserva, que para sistemas 

aislados, la entropia nunca disminuye siempre incrementa hasta alcanzar un maximo 

correspondiente al estado de equilibrio (ver Figura 4-3). En consecuencia, el terminG 

a~s = Sgen = -k8~ f(tn/;~(/;,fj}tii ~ 0 representa la generacion de entropia como 
Ij 

consecuencia de los respectivos encuentros 0 colisiones y como puede verse, es una cantidad 

siempre positiva cuando el sistema esta fuera del equilibrio y cero si el sistema se encuentra 

aislado y en equilibrio. 

Figura 4-3. La entropia (5) Siempre crece 

Como puede verse en este apartado, la ecuacion 4-1 representa la evolucion del sistema en el 

tiempo y contiene toda la informacion que se requiere saber del comportamiento de la 

naturaleza. De la ecuacion 4-1 se deduce las ecuaciones que se aplican en el medio continuo y 

corresponden a las muy mencionadas ecuaciones de la fluidodinamica. 

Las ecuaciones en el medio continuo son validas para variables promedios que se deducen 

despues de tener a la funcion de distribucion. Conociendo a I, se tiene la posibilidad de conocer 

cantidades macroscopicas como: 

La velocidad media : 

(_)= fvj;(.~,v,t)dV , (_)= '""' (_) (4-10)Vi 0 V ~Yi Vi 
n, 

La dispersion 0 f 

V 

La densidad: 
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