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De esta manera, se aprecia que la correlacion de las fluctuaciones se relaciona con la disipacién y
nuevamente, se establece el célebre teorema de Fluctuacidén-Disipacidn. De otro lado, se puede
apreciar el teorema Fluctuacidn-disipaciéon con base en la densidad espectral mediante el
teorema de Wiener-Khinchin {de Groot and Mazur, 1984), el cual corresponde a la trasformada

de Fourier de {a funcién de correlacidn multiplicada:
v 1 p 5 ftar
S(w) R J-C(r)e dr (3-43}
2r v
y de manera viceversa se puede hallar la funcidn autocorrelacion:
al 1 y 10T
C(r):—z- [St@)e " de (3-44)

De esta manera, el teorema Fluctuacion-Disipacion se relaciona en términos de la densidad
espectral o transformada de Fourier de la funcién autocorrelacion. Conociendo la densidad
espectral de energia, la cual esta relacionada con las autocorrelacién de las fluctuaciones en un
sistema, se tiene la posibilidad de relacionarla con la disipacion y por ende, se genera una

estrategia para haller propiedades de transporte.
Se trata ahora de ver esto con un ejemplo; para lo cual se toma el caso de una sola variable que
se comporta de acuerdo con un modelo de regresion tipo eq. 3-20, en el que las variaciones de la

variable fluctuante x(?) son mayores que la fuerzas fluctuante fft) y por lo tanto se simplifica la eq

3-20 a:
= xle) (3-45)

La solucion de esta ecuacién para la autocorrelacion estd dada por {de Groot and Mazur, 1984):
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Cr)=k,g e (3-46)

- Vi - ; = e
Donde g corresponde al coeficiente que acompaiia al término de segundo orden o cuadrdtico

de la expansion en serie de Taylor de la funcién de distribucion de probabilidades asociada a
cualquier problema o si se quiere ver mas fisico el asunto, esta funcién puede ser la entropia.
Ahora se introduce la ecuacién para la autocorrelacion (eq. 3-45) en la ecuacién que describe el
teorema de Wiener-Khinchin (eq. 3-43) y se integra para lograr una expresion para la densidad

espectral de manera un poco mds general que la presentada en el caso del circuito RC:

_2 kg 'R

T+ P (3-47)

S(w

Por lo tanto, conociendo la densidad espectral mediante una expresiéon como la ecuacion 3-47, se
puede la autocorrelacion en el tiempo inicial y tener asi mediante el teorema Fluctuacién-
Disipacion la oportunidad de calcularla y evalda alguna propiedad asociada a la dindamica del

problema.

En el caso del movimiento Browniano el teorema Fluctuacidn-Disipacion se puede apreciar de la
siguiente manera: las particula Brownianas (particulas coloidales) al penetrar en el liquido
(solvente) se convierten en perturbaciones que generan fluctuaciones en las moléculas del liquido
(las particulas Brownianas desplazan al conjunto de moléculas del liquido, acortandole su
recorrido medio, por ende se aumenta la frecuencia de colision que es lo mismo decir que se
aumenta la intensidad de las fluctuaciones). Estas fluctuaciones (v.g de energia) en el liquido a su
vez provocan una fuerza que empujan (arrastran) a las particulas Brownianas a dispersarse por
todo el sistema de liquido, generandose un movimiento erratico de las particulas Brownianas
(difusion). Por equilibrio o balance de fuerzas en las particulas Brownianas, se generan otras
fuerzas que se oponen a su movimiento de cardcter disipativas y que segun la ley de Stokes son
proporcionales a su velocidad, lo cual hace que las particulas Brownianas detengan en algun
momento su movimiento dispersivo. En este caso, se cumple que las frecuencias de las

perturbaciones son bajas y por consiguiente k,T >>>h@ lo que permite plasmar el teorema FT

de la siguiente manera:



Movimiento Browniano a5

(F2)=|z (&))!2<f5:‘2> =7’ jdw<c$;2> = [713(2/5)%10

= [Empedancia]x Difusion = FuerzaFluctuante

(3-48)

Esta fuerza fluctuante es generada por la absorcidn de energia {disipacion), que aplicando el

teorema FT se iguala a la disipacién:
[772 (Z/W)J'a’wJD = (2/7:)177 J‘dwjkﬁ“f (3-49)

De donde se deduce la célebre ecuaciéon Einstein-Stokes:
]
n

En el caso de la radiacién de un dipolo eléctrico en el vacio {H. B. Callen, and T. A. Welton, 1851),
se conoce que una carga eléctrica oscilante irradia energia conduciendo a una radiacién
disipativas. En esta caso, el dipolo eléctrico al oscilar genera radiacién gue se traduce en una
fuerza disipativas y si se considera el teorema FT, se tiene que al mismo tiempo, se provocan

fuerzas fluctuantes sobre la carga que se traducen en un campo eléctrico fluctuante y por
consiguiente, se genera una densidad de energia (E“(a},T) } la cual es emitida por radiacién {(H.

B. Callen, and T. A. Welton, 1851}

: 1 I |
E(wT)= —hw+h W’ dw 3-51
(@) z’c’ j{z a{exp(ha)/k,,?’)—l“ ‘ (351

En la ec. 3-51 se aprecia el primer término del lado derecho correspondiente a la contribucidn
“Punto-cero” y el segundo corresponde a la ley de radiacidén de cuerpo negro de Planck. Este caso
es similar al fenémeno que ocurre en la atmdésfera terrestre cuando se observa una coloracién
rojiza en el momento de la puesta del sol. Aqui, la radiacion solar provoca excitacion de las

particulas presentes en la atmosfera terrestre, la cual se absorbe o mejor decir, se disipa. Esta
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energia absorbida, luego se convierte en fluctuacién que a su vez se traduce en una fuerza
fluctuante o en una densidad de energia que se emite en forma de radiacién segin la ley de

radiacién de cuerpo negro de Planck.

3.4 Entropiay fluctuaciones.

Las fluctuaciones ¢x se han definido como la diferencia en el valor instantdneo de una variable

xy su valor medio {x): & =x~—(x). La variable xes un conjunto que puede contener n
J que p

cantidades diferentes x =(x,,...x, ) y cada componente es una variable dindmica funcion de las

coordenadas espaciales {g:) y de! mementum {p,). Consider ahora una funcién de probabilidad

tipo Gausiana:

(
F(&,... &, )= dexp LZg,,c%ci(fivj} (3-52)
\ 2k 7T

Donde A= ﬂn es la constante de normalizacién, g| es el determinante la matriz de
(27k,)
componentes g, = 1
i‘j — Ty T .
(&8¢ VK,

De | postulado de Boltzmann de la entropia, se tiene que se puede plantear la funcién de

probabilidad en funcién de la variacion de la entropia:
fé&, &n) = f(O)eXp[(S(Cle 8, ) - S(O))/kg] (3-53)

De esta manera, se tiene una expresién para la variacion de la entropia en funcién de las

fluctuaciones:

1
(S(&,...8,)-S(0))= ~—2-g,jc%c,é3cj (3-54)
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S(O) se refiere al estado de maxima probabilidad f(O) En consecuencia el valor promedio de la

entropia se evalla asi:
1 1
(S(&,...&,)) = S(O)—Eg,j<§x,c$cj> = S(O)—Ean (3-55)

Donde n es el nimero de variables y N el nimero de particulas en el sistema. Como
1 ,
S(0)—> Nk = Ekﬁn, se tiene que <S(é‘xl SO )> ~ S(0); lo cual esta de acuerdo con

El hecho de no existir distincién en termodinamica entre estado de equilibrio y distribucion de

equilibrio (S. R. de Groot and P. Mazur, 1984).

El comportamiento del cambio de entropia promedio en el tiempo, partiendo de un estado inicial

ox, se puede evaluar con la probabilidad condicional P(&c‘cﬁcu;t> de estar en el estado actual

identificado por los valores de dx partiendo de un estado con valor d, :

_ _% g, [ &8 P(ck, |l (3-56)

Que para un comportamiento lineal de las fluctuaciones (ec. 5-21) se logra después de manejo
algebraico (S. R. de Groot and P. Mazur, 1984) se una expresion para el cambio de entropia en

términos de las fluctuaciones:

(S(&%,...8,)-SO). =(as) =—1g, [kH g, +e (&, &, kg, )e"] (3-57)

o &, 2

Se considera ahora que se tiene un caso de un sistema a volumen constante en el que la entropia

1
es solo funcion de la energia S(OF), g = —f , por lo tanto,
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1 OE OF .
(S(&,...dx,)-S(0)) e = (AS) = —E{kg +[#- kB]e ”’} (3-58)
O sea que para tiempos largos de observacion  — o , se
J 1
(S(&,...8,)-S(0)) = (As)&u = —-i[kﬂ] (3-59)

Esto quiere decir que aun para esos largos tiempos de observacion, siguen existiendo una
fluctuacion del valor de la entropia del orden del valor de la constante de Boltzmann, tal como
era de esperar. Ahora se puede hallar la variacién del cambio de entropia con respecto al tiempo

y se obtiene una importante relacién para la generacion de entropia:

-

o(AS) déx déx,
=—9o X L=X. L= XX =20 3-60
ot S Lt s (3-60)

Por consiguiente, queda expresada la generacion de entropia en términos del producto de fuerza

0AS
generalizada ( X, = —— ) por un flujo generalizado proporcional a la fuerza, dado que se trata de

ddx

1

casos con comportamiento lineal (J, = L,X,), L, son los coeficientes cinéticos o coeficientes de

transporte o coeficientes fenomenoldgicos, el cual se puede expresar {S. R. de Groot and P.

Mazur, 1984):

o

e 1
L=k lim, (@, -, o, f(d,)P(d, |, Hdedek, (3-61)
-
Por lo tanto, conociendo la probabilidad condicional con base en una ecuacién estocdstica y la

funcién de probabilidad Gausiana aplicada a una condicién inicial se puede hallar los coeficientes

fenomenoldgicos en funcion de las fluctuaciones de variables que caracterizan el sistema.



4. Disertacion sobre los modelos tedricos sobre la
irreversibilidad

Se presenta en este capitulo una disertacion sobre algunos modelos matematicos que permiten
explicar la irreversibilidad. Se inicia con el trabajo de Boltzmann, quien fue el primero en plantear
un modelo para la irreversibilidad y formular una expresion para la generacion de entropia en el
equilibrio y que luego ha sido extendida por otros como Gibbs para situaciones fuera del

equilibrio, Shanon para analizar |la pérdida de informacion en los sistemas de comunicacion.

4.1 Elteorema H: Camino para el modelo de la irreversibilidad.

En el momento que se quiere buscar una explicacion fenomenoldgica del porqué existe de
manera natural las irreversibilidades, es necesario traer a colacién le teorema H propuesto por L.
Boltzman. Este teorema se refiere al efecto que se origina como consecuencia ae la multiples
colisiones o encuentros entre las moléculas que conforman un sistema termodindmico; son las
colisiones que hacen que cualquier proceso que se ejecuta en el sistema tenga la caracteristica de

ser irreversible.

La colisiones son las causantes de las irreversibilidades, se crean correlaciones que dan cuenta de
la existencia del tiempo. Las colisiones al nivel microscopico crean y destruyen correlaciones (ver
Figura 4-1). Se crean retardos durantes el momento de la colisiones y se consideran eventos
aislados e independientes los unos de los otros. Las colisiones al nivel microscépico tardan tiempo

y es esto lo que causa la generacion de entropia



100 La irreversibilidad
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Figura 4-1, Esquema ilustrativo de las colisiones indicando la creacidn y destruccion de colisiones, el retardo o tiempo
gastado para el encentro

En aras de comprender el efecto de las colisiones o encuentros entre particulas de un sistema, se
parte de definir la funcidn de distribucién (f(},ﬁ,t)) propuesta por Boltzaman. Ella representa
la densidad ponderada de probabilidad de encontrar una particula en la posicion x, en el tiempo t
con una velocidad 5 . La ecuacidn que gobierna la teoria cinética es la ecuacién de evolucion para

la funcidn de distribucion, la cual se denomina Ecuacidn de Boltzmann:
of . . - .
%+v-\fﬁ+E-V§fi:ZC(ﬁ,/,) (a-1)
J

, of,
Donde ZC(}‘,.,fj)z é es el operador de colisiones, F es la fuerza total aplicada sobre
7

callision

las particulas gue constituyen el sistema; V. es el operador gradiente con respecto al campo de

velocidades, V es el operador gradiente con respecto al campo espacial. El operador de colisién

modela la tasa de cambio de la funcion de distribucidén debido a las colisiones moleculares. La
o — » z .
conservacién de la masa (1), el momentum (v} vy la energia (Ev }, exige que la masa, el

momentum vy la energia antes y después de los diferentes encuentros sea, en promedio,

cantidades iguales; en consecuencia se debe cumplir que:

Conservacion de fa masa:
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[>cl s ksl=0
J
Conservacion del momentum:

[>clr. s wll=0

Conservacion de la energia:

f‘_;c(f,fjhvgvz}

Existen muchas posibilidades de expresar el operador de colisiones, la cual se menciona la

propuesta por Boltzmann, vdlida para gases diluidos:

u }Ik yau, (4-2)

Sclrs)= [V -ss e -ap & Jf sfz

Ua

O la propuesta por BGK (Bhatnager, Gross and Krook), en donde se propone que la funcion de
distribucion se desplaza del equilibrio de manera lineal y depende le la frecuencia de colision (Z) o

del tiempo del que dura el encuentro:
0
Zc(fufj)zz(f,_ff ) (4-3)
F

O la propuesta de considerar el término de colisién como la ecuacion de Fokker —Plank:

S o(B(7.7) ) (a-4)

;C(fwf/)*%' (/—"(F”—‘)f")%aaaa )

A pesar de que las tres cantidades fundamentales se conservan después de los respectivos
encuentros o colisiones, existe una cantidad que no lo hace. Se trata de la funcion H propuesta
por L. Bolztman que posee la esencia fundamental de la irreversibilidad. En este sentido,
Boltzmann propone una funcién H cuya variacion en el tiempo nunca incrementa, siempre

disminuye, los cual se ha constituido como el teorema-H de Boltzmann (ver Figura 4-2):
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H=Y [fnjdi =3 [f(nf-1)di (4-5)

y la variacion en el tiempo se puede expresar en términos de la expresiéon desarrollada por

Boltzmann para el operador de colisiones valida para gases diluidos asi:

oH _
a
—%; ”ﬁn[f% .f_}( B F = 18 i =i [ W o, — | S, w/.p%
i it i J
(4-6)

La expresién 4-6 es una cantidad que siempre decrece en la medida que los procesos evolucionan

hacia el estado estacionario que en ausencia de influencias externas, el cual sera el estado de
o, o oH .
equilibrio del sistema, puesto que[f’%.f,](f, R —f,fj) Por lo tanto,a—s 0 (ver Figura
; t
1/

4-2) o de la siguiente manera:

%—7:,2 [n£)c(f,, 1, )i <0 (4-7)

Esto quiere decir que (ln f) es una cantidad que no se conserva cuando el sistema esta fuera del

equilibrio, tal como si ocurre con las otras cantidades mencionadas anteriormente.
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Figura 4-2. La funcién H Siempre disminuye

La justificacidn de este decrecimiento se puede dar si se considera que se trata de efectos que
son consecuencias de considerar el colectivo o grupos de particulas que al colisionar o
encontrase, hacen cambiar la funcidon de distribucidn mediante eventos independientes que
tardan tiempos y adicionalmente, existe direccionalidad de los encuentros. Esto significa que un
encuentro entre particulas en una direcciéon dada es poco probabic. que se repita si se invierte la

evolucion hacia tiempos hacia atras, debido a las multiples opciones que existe.

Cuando el sistema se encuentra en el equilibrio, la funcion de distribucién fya no depende del
tiempo ni del espacio solo de la velocidad y se demuestra (de Groct and Mazur, 1984) ser la

famosa funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann:

% 2
fio [ =n ™ exp| — e (4-8)
2k, 2%, T

Aprovechando esta caracteristica de irreversibilidad de la funcidn H, se define la entropia como el

valor negativo de ella:

ps=S=—k,H =k, [fIn[dii, = ~ky ), [/,(in £, ~1)d, (@.9)
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La cantidad expresada en la ecuacion 4-9 es una cantidad que no se conserva, que para sistemas
aislados, la entropia nunca disminuye siempre incrementa hasta alcanzar un maximo

correspondiente al estado de equilibrio (ver Figura 4-3). En consecuencia, el término

ops . "

o S = —kBZ J-(lnfir(f,.,fj)du >0 representa la generaciéon de entropia como
if

consecuencia de los respectivos encuentros o colisiones y como puede verse, es una cantidad

siempre positiva cuando el sistema esta fuera del equilibrio y cero si el sistema se encuentra

aislado y en equilibrio.

Figura 4-3. La entropia (S) Siempre crece

Como puede verse en este apartado, la ecuacion 4-1 representa la evolucion del sistema en el
tiempo y contiene toda la informaciéon que se requiere saber del comportamiento de la
naturaleza. De la ecuacion 4-1 se deduce las ecuaciones que se aplican en el medio continuo y

corresponden a las muy mencionadas ecuaciones de la fluidodinamica.

Las ecuaciones en el medio continuo son validas para variables promedios que se deducen
después de tener a la funcién de distribucion. Conociendo a f, se tiene la posibilidad de conocer
cantidades macroscopicas como:

La velocidad media:

) [5.7E,9,0)dv

n.

{

( 6 (V)= Zy,.(v,.) (4-10)



