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No hemos encontrado nada equivocado en la
teoria de la electrodindmica cuantica. Por tanto,
yo diria que es la joya de la fisica, la posesién
de la que estamos mas orgullosos.

Richard Feynman
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IX

Resumen

El céalculo exterior discreto tiene una gran utilidad en los calculos que se hacen en algunas
teorias que, en principio, son dificiles de efectuar. Pasar de un modelo continuo a un modelo
discreto tiene sus ventajas al momento de la comprension de los sucesos y al momento de
la experimentacion en la fisica para corroborar ciertas deducciones tedricas. Pero, jcomo
conectamos el mundo continuo con el mundo discreto? Para ello definiremos dos funciones
importantes: el mapeo de De Rham y el mapeo de Whitney. Estas funciones conectan los
objetos més importantes para hacer calculo en cada teoria, las formas (continuas y discretas).
Ademas en el calculo exterior discreto tenemos operadores que son analogos a los del cédlculo
exterior continuo, tal como el producto exterior (el cual no se definird aqui en la teoria del
capitulo 2), el operador estrella de hodge y un producto interno.

Por otro lado, encontrar un buen modelo discreto para aplicar todas estas ideas es la tarea
importante y clave de este trabajo. Aqui hemos optado por hacer un discretizacién al plano
R? de forma de un latice. Creamos un analogo de un producto exterior, un andlogo del
teorema de Stokes, un analogo de la derivada exterior, un andlogo del operador estrella de
Hodge y un producto interno interesante para concluir dicha discretizacion conectando con
las ecuaciones de Yang-Mills, nuestro principal enfoque.

Palabras claves: Yang-Mills, operador estrella de Hodge, transporte paralelo, holonomia,

conexidén, discretizacion.

Abstract (Discretization of the Maxwell and
Yang-Mills equations)

Discrete exterior calculus has great utility in calculations performed in certain theories
that are, in principle, difficult to carry out. Transitioning from a continuous model to a
discrete model has its advantages when it comes to understanding events and in experimental
physics to corroborate certain theoretical deductions. But how do we connect the continuous
approach with the discrete approach? To do this, we will define two important functions: the
De Rham map and the Whitney map. These functions connect the most important objects
for performing calculations in each theory, namely forms (both continuous and discrete).
Additionally, in discrete exterior calculus, we have operators that are analogous to those in
continuous exterior calculus, such as the exterior product (which will not be defined here in
the theory of Chapter 2), the Hodge star operator, and an inner product.

On the other hand, finding a good discrete model to apply all these ideas is the important and
key task of this work. Here, we have chosen to discretize the plane R? in the form of a lattice.
We create an analogue of the exterior product, an analogue of Stokes” theorem, an analogue



of the exterior derivative, an analogue of the Hodge star operator, and an interesting inner
product to conclude this discretization, connecting with Yang-Mills equations, our main
focus.

key words: Yang-Mills, Hodge star operator, parallel transport, holonomy, connection,

discretization.
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1. Introduccion

1.1. Contexto historico e ideas

En la década de los 50 del siglo XX, mas exactamente, en 1954 Chen Ning Yang y
Robert Mills generalizaron el lagrangiano de la electrodindmica cuantica. ;Cudles son
los ingredientes de estas teorias? Primero, una teoria de campos gauge es un tipo de teoria
cuantica de campos, es decir, hace parte del modelo estandar que describe las interacciones
de las particulas. Estas teorias se basan en que la particulas, en este caso fermiones, son
vistas desde el grupo de simetria (grupo de Lie) y que se les llama transformaciones locales.
Para hacer estas descripciones requerimos de un campo (campo de Yang-Mills) y en el
caso del electromagnetismo el campo describe las interacciones de los fermiones dotados
con carga eléctrica; para esta teoria el grupo de simetria viene siendo el grupo de Lie U(1)
que representa el cambio de fase. El grupo de simetrias anterior, U(1), es un grupo de Lie
abeliano. El trabajo de Yang y Mills fue precisamente hacer descripciones en el que el grupo
de simetrias sea un grupo de Lie no abeliano, como por ejemplo SU(2), SU(3).

En estas teorias es necesario tener un conocimiento amplio matematicamente hablando
debido a que la formulacion matematica requiere saber sobre fibrados principales, conexién,
transporte paralelo, grupos de Lie, adlgebras de Lie. De esos conceptos hablaré en los preliminares
y en el apéndice de esta tesis.

., Cémo podemos ver estos campos de Yang-Mills de una manera sencilla para el lector sin
conocimiento fisico o matematico avanzado? Empecemos hablando de la teoria electromagnética.
Aqui la particula portadora de carga es el fotén, el cual no interactiia con otro fotén; en otras
palabras, el fotén no posee carga eléctrica. Las particulas cargadas del electromagnetismo
son los electrones y la forma en que se describen las fuerzas eléctricas y el campo vienen
dados por la Ley de Coulomb que, resumiendo, dice que la fuerza entre dos cargas eléctricas
es directamente proporcional a la intensidad de las cargas e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que los separa. Ahora, en el caso de los campos de Yang-Mills la
particula portadora de carga son los gluones que si tienen carga y pueden interactuar entre
si. La carga le llamamos carga de color, pero no tiene que ver con el color de la particula
o algo similar. Las particulas cargadas son los gluones y los quarks. Entonces tenemos una
diferencia muy importante aqui con el electromagnetismo y es que la particula portadora de
carga si interactia consigo misma. Otra diferencia clave es que nosotros podemos «aislar»
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una particula cargada eléctricamente debido a la Ley de Coulomb, pero en el caso de los
gluones no es posible. Dado que ellos pueden interactuar entre si, podemos pensar a los
gluones como unos resortes y entre mas querramos alejar un gluén de otro, mas energia se va
a requerir. Incluso la naturaleza para «ahorrar» energia prefiere «romper» ese «pegamento»
(de aqui el nombre de gluones, glue) para crear un par quark-antiquark. En el caso de los
electrones cuando hay interacciéon se liberan fotones.

1.2. Este trabajo

La intencién de esta tesis es construir un modelo discreto de las ecuaciones de Yang-Mills en
R? espacio-tiempo (1 dimensién para cada uno) de Minkowski. Para ello vamos a construir
cada uno de los operadores usados en la teoria del calculo exterior. También vamos a
hacer uso de conceptos mas avanzados de la matematicas como lo es la conexiéon y el
transporte paralelo sobre un fibrado principal. Hacer un modelo discreto consiste en construir
unos dominios faciles de trabajar (tridngulos, rectangulos, etc); en la tesis se describen con
simplejos (tridngulos) en la parte tedrica (capitulo 2, preliminares) y en la practica (capitulo
3, discretizacién de las ecuaciones de Yang-Mills) se usa rectangulos formando asi un latice. A
partir de estos dominios construimos los duales, por otro lado vamos creando definiciones que
van cuadrando con cada uno de los resultados que la teoria del calculo exsterior requiere y con
lo que la teoria de Yang-Mills requiere. Lo mas importante de este enfoque es que pasamos de
ecuaciones diferenciales a ecuaciones lineales debido a que los operadores construidos pueden
verse matricialmente, donde en el caso la descripcion de este trabajo sera mas especifica por
tener una discretizacion especifica.

En el capitulo 3 se hard de manera detallada cada uno de los operadores necesarios en el
calculo exterior discreto y también la descripcion del caso continuo de las ecuaciones de
Yang-Mills. Tenemos una 1-forma A sobre R? con valores en su(n) y que tenemos la 2-forma
curvatura, F' como

F=dA+ANA

Si ahora transformamos A con g una transformaciéon gauge global de la forma
A'=gAg+dg'y

entonces F' transforma como
F' =g 'Fyg.

Las ecuaciones de Yang-Mills estan dadas por
dF + ANF—FANA=0

d* F+AN*sEF —xFNA=0,
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donde d es la derivada exterior y * es el operador estrella de Hodge. Ademas, con la métrica
dada en el espacio de Minkoswki R"! se tiene que * * A = A, por tanto podemos ver la

segunda ecuacién anterior como

d* F+AN*F —xF AxxA=0.



2. Preliminares

2.1. Espacios fibrados

Comunmente en las matematicas usemos mucho la frase que cierto espacio se comporta
«localmente como». Por ejemplo, cuando hablamos de variedades diferenciables nos topamos
con espacios topolégicos que localmente son como R"™. En esta seccion corta hablaremos de
conjuntos que localmente son como un producto cartesiano de conjuntos. Por ejemplo, un
cilindro vendria siendo un producto cartesiano de S! con R, pero la cinta de Mobius no es
un producto cartesiano de dos conjuntos, pero localmente si lo es.

Definicién 2.1.1 (Haz). Un haz es una tripleta (E,M,7) donde E y M son variedades
diferenciables y m: E — M es una submersion sobreyectiva. A E le llamamos espacio total,
M es el espacio base y m proyeccion del haz. Cuando la variedad 7= ({p}) es difeomorfa a
una variedad F, para todo p € M, a F le llamamos la fibra tipica y a 7= *({p}) la fibra en p.

Definicién 2.1.2 (Espacio fibrado). Un espacio fibrado (E, M, m,G) es un haz (E, M, )
dotado con una fibra tipica F, un grupo de Lie G de diferomorfismos de F' sobre si mismo y
un cubrimiento abierto {U,} de M tal que:

1. 77Y(U,) es difeomorfo a U, x F. Donde el difeomorfismo ¢o : 71 (U,) — Uy X F tiene
la forma ¢ (p) = (7(p), Ya(p)) y el siguiente diagrama conmuta:

donde pry es la proyeccion de la primera componente. Para todo p € U, la restriccion
Galx-1((p}) €8 un difeomorfismo entre la fibra sobre p y la fibra tipica F. Al difeomorfismo
anterior lo denotamos como ¢q p-

2. El difeomorfismo ¢4, 0 gzﬁgi) . F'— F es un elemento del grupo estructural G para todo

p € UyNUg. St el grupo G tiene un solo elemento, el elemento neutro, entonces el haz
es trivial (E =M x F), m = pry).

3. La funcion gop : Uy NUg — G definida como gos(p) = ¢ap © gbg;) es diferenciable.
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A las funciones g,p se les llama funciones de transicién del espacio fibrado. Ademés cumplen
la siguiente condicién, llamada condicién de cociclo, para todo punto p € U, N Ug N U:

9or(P) = 9ap(P) 95, (D)-

Definicién 2.1.3 (Seccién local de un fibrado). Una seccion local del espacio fibrado 7 :
E — M es una funcion suave s : U — E de tal forma que o s = idy, donde U es un
abierto de M. Es decir, s(p) € n~*(p) para todo p € U. Una seccién global es cuando el
dominio es todo M. Denotamos al conjunto de todas las secciones globales del fibrado por
'M={s:M—FE:mos=1idy}.

Definicién 2.1.4 (Fibrado vectorial). Un fibrado vectorial es un fibrado (E, M, w, G) donde
la fibra tipica F' es un espacio vectorial y para cada p € U, la funcion ¢, es un isomorfismo
de espacios vectoriales entre 7 (p) y F.

Un ejemplo de un fibrado vectorial real es el fibrado tangente de una variedad diferenciable
M. Donde el espacio base estda dado por

E=TM =,enT,M
y para construir la cubierta abierta de M se usa la misma de la variedad.

Definicién 2.1.5 (Fibrado principal). Un fibrado principal es un espacio fibrado (P, M, 7, Q)
donde la fibra es F = G y viene dotado con una accion libre de grupo a derecha, T : PXx G —
P, diferenciable tal que las trivializaciones locales respetan la accion a derecha. Este fibrado
es isomorfo a p: P — P/G. Aqui P/G es el conjunto de clases de equivalencia que surgen
de los representantes de las orbitas de la accion a derecha.

A partir de un fibrado principal podemos construir otro fibrado que llevara de nombre fibrado
asociado. Sea 7w : P — M un fibrado principal con grupo estructural G y una accién por la
izquierda de G sobre una variedad F'. La idea es construir un fibrado con base M y fibra
tipica F'.

Definimos la relacion de equivalencia sobre P x F' de la siguiente manera

(p,y) ~ (9,9 'y).g € G.

Denotaremos P x ¢ F' al conjunto de clases de equivalencia (P xg F' = P X F'/ ~) y definamos
la proyeccion 7p : P Xg ' — M como

mr([p,y]) = 7(p).

Dado « existe, por de finicién, un difeomorfismo ¢, : 74 U,) — U, x G. Definimos ¢, :
751 (Uy) = U,y x F como

Pal[p:y]) = (2, dau(p) ¥)
donde p € 7 !(z). Con esta construccién podemos dotar a P xg F' de estructura de espacio
fibrado cuyas funciones de transiciéon coinciden con las del fibrado principal.
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Definicién 2.1.6 (Fibrado asociado). Sea @ : P — M wun fibrado principal con grupo
estructural G y una accion por la izquierda de G sobre una variedad F. El fibrado creado
anteriormente wp : P Xg F' — M es el fibrado asociado.

2.2. Conexiones y transporte paralelo

Vamos a dar dos definiciones equivalentes de conexién en un fibrado principal 7 : P — M.
Primero definimos el subespacio vertical en un puntop € P, V, = {X € T,P : m,.X = 0}. La
intencion es crear una nocion de cémo transportar paralelamente un vector de un espacio
tangente a otro espacio tangente.

Definicién 2.2.1 (Levantamiento horizontal). Una conezion es una escogencia suave para
cada p € P de una transformacion lineal o, : T,, M — T,P donde m = 7(p) tal que

1. Ty O Op = [dTmM;
2. Opg = Gx0p.

Al conjunto Hy, le llamamos el subespacio horizontal. A un elemento de H), se le llama vector
horizontal.

Definicién 2.2.2 (Subespacio horizontal). Una conexion es una escogencia suave para cada
p € P de un subespacio H, de T,,P tal que

1. T,P=V,® H,,
2. Hyy = g.H,.

Demostremos que estas definiciones son equivalentes. Dado una escogencia de un levantamiento
horizontal sigma, para cada p € P, definamos H, = 0,(1,,M). Notemos que si X, € H,,
mXp, = 0 so6lo si X, = 0 ya que m, o 0, = Idr, ». Para cualquier X, € 7T, podemos
escribir X, = o,m.X, + (X, — 0,m.X,). Notemos que o,7,.X, € H, y X, —o,1.X, €V,
porque se tiene que m.(X, — o,m.X,) = WX, — mo,mX, = ©.X, — X, = 0. Asi
T,P =V, ® H,, ademas la segunda condicién de la primera definicién implica la segunda
condicion de la segunda definicion. Supongamos ahora que tenemos una escogencia de un
subespacio horizontal, H,. Si z, € H, y X, # 0, entonces m,. X, # 0, lo que implica
que m,|g, es inyectiva. Sea ¢; : 7”1 (U;) — U; X G una trivializacién local. Notemos que
7 =prio¢ ! donde pry : U x G — U es la proyeccién en la primera componente. Luego
T, = pri. o ¢;,". Puesto que pri, es sobreyectiva, entonces , es sobreyectiva. Concluimos

que 7,|p, es un isomorfismo lineal. Podemos definir o, = 7T*|;{11). Ahora o=} = T,

(guop)™t = 0;19;1 = mlm,(95") = mgm, dado que o g = m. Esto tltimo prueba la
segunda condicion de la definicién 1.
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Una 1- forma w € Q(F,g), g es el dlgebra de Lie de G, puede definir una conexién sobre
m: P — M y este cumple
ve HE < w()=0.

A w se le llama la 1-forma conexion.

Sea 7 : P — M un fibrado principal con conexién H,E definida por una 1-forma w € Q(E, g)
y sea f:T,P — H,P la funcién que envia al elemento de TpP a su correspondiente vector
horizontal.

Definicién 2.2.3 (Derivada exterior covariante). Sea w € Q(P,g). Sea ¢ € Q(P, V), donde
V' es un espacio vectorial con base {e;}. En este sentido ¢ = ¢' ® e;. Definimos la derivada
exterior covariante de ¢ por

d°p(v1, ..., vpp1) = dp(for, ..., foeer)
donde dp = (d¢') ® e;.
A la 2-forma Q) = d“w se le llama forma de curvatura de la conexién. Ademas cumple
Q=dw+wAw.

que si tenemos una base {,} de g y sus constantes de estructura de C{., lo anterior tiene la
forma

1
Q% = dw® + §C§Cwb A We.
Esta forma de curvatura satisface la identidad de Bianchi
d?Q) = 0.

Sea s : U — P una seccién de P sobre un abierto U de M. Sean A = s*w y F' = s*(2 las
imagenes reciprocas de las formas de conexion y curvatura por s. Luego ecuacién de Cartan
se escribe como

F=dA+ANA

Suponiendo que U es el dominio de definicién de un sistema de coordenadas {z#}, entonces

A = A"

1
= §FWd:L‘“ A dz”

donde A, y F},, son funciones con dominio U y con valores en el algebra de Lie g. Tenemos

la siguiente igualdad
o 04, 04,

Qv

+ A A
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En términos de la base {£,} tenemos

Ay = Al
FMV = F,L(l,luga
a aAla; aAZ a Ab Apc
Fi, = St ot CLALAL

Por dltimo, si {U,} es el cubrimiento de M usado para definir la estructura del fibrado y si
s;: Uy — Py sj:U; — P son dos secciones de P tal que U; NU; # () obtenemos

A = Q;Aigz‘j—i‘gigldgz’j
F; = gi;lFigij

donde A; = sjw, F; =5:Qy ¢;;: U;NU; = G es la funcién de transicién.

Ahora vamos a definir el concepto de transporte paralelo asociado a una conexion.

Definicién 2.2.4. Sea m : P — M wun fibrado principal de grupo estructural G' con una
conexion definida por una 1-forma w € Q(P,g) y sea v : [to,t1] — M un camino en M.
Decimos que un camino 7 : [to,t1] = P de v st m(3(t)) = v(t) y 7(t) € H5(E).

Dado un camino 7 sobre M supongamos que py € m '(7(ty)), entonces existe un tinico
levantamiento horizontal de 7, 7, tal que F(ty) = po. De manera local se tiene que el
levantamiento debe tener la forma

donde s : U — P es una seccién local y g : U — G una funcién diferenciable. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que g(7(0)) = e. Con esto garantizamos que s(y(0)) = 7(0). Que
el vector 7 sea horizontal es equivalente a

%<%m:-Amwwmw@>

donde A = s*w. La solucién si hacemos t = t; esta dada por
(r(t0) = Peap(~ [ 4).
Y
donde Pexp es la exponencial ordenada de camino.
Definicién 2.2.5 (Transporte paralelo). Sea 7 : [to, t1] — M un camino. Sea py = ~y(to).

Sabemos que existe un unico levantamiento horizonal, 7 tal que (ty) = po. El transporte
paralelo de py a lo largo del camino ~y estd dado por py = Y(t1) € 7 H(y(t1)).
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Podemos incluso definir una funcién 7., : 7= (y(t9)) = 7 *(v(t1)) como 7, (po) = p1. Esta
funcion es compatible con la accion a derecha por la derecha de G.

Seax € M y 7 : [to,t1] — M un camino con y(ty) = y(t1) = x. La funcién 7, : 77 1(z) —
7n~1(x) es compatible con la accién a derecha, la cual es libre y transitiva. Esto implica que
dado un punto p € 7 *(z) se puede asociar a 7,(p) el unico elemento g, € G que cumple
7,(p) = p - g,. Ademds se tiene que si p-g € m *(z), entonces 7,(p - g) = p - (g,9). Estos
elementos g, forman un grupo llamado el grupo de holonomia de la conexién.

2.3. Calculo exterior discreto

La idea de esta seccion es resumir las ideas principales del calculo exterior que vamos a
exponer en el capitulo siguiente a este. Empezamos comentando que el cdlculo exterior
discreto es una herramienta en el que hacer computo es mas facil que en el mundo continuo.
Implementar este area del conocimiento en la fisica es clave para comprender algunas teorias,
por ejemplo, la teorfa de campos Gauge. Hay mayor descripcién de esta construccién en [3].
Primero damos unas definiciones claves. Trataremos solo con complejos simpliciales y no
abstractos, aunque la definicién es analoga.

Definicién 2.3.1 (Puntos geométricamente independientes). El conjunto {vo,...,v,} es
geométricamente independiente si el conjunto {vi—uv, ...,v,—vo} es linealmente independiente.
De manera equivalente, que el conjunto {vy — vg,va — V1,...,V, — Up_1} Sea linealmente
mdependiente.

Definicién 2.3.2 (Simplejo). Un p- simplejo oP es la clausura convera de p + 1 puntos

geométricamente independientes v, ..., v,. Mds explicitamente,
P ' p
o ={x eERYN .z = Zuzvi,donde >0y Z/ﬁ =1}.
=0 ;

A los puntos v; se les llama vértices del simplejo, p es la dimensién del mismo. Una cara de
0P es un simplejo generado por un subconjunto de {vy, ...,v,}. La unién de las caras es la
frontera del simplejo o y lo denotamos por Bd(oP). El interior entonces lo definimos como
Int(o?) = o? \ Bd(c?). Si 09 es una cara propia de o” lo denotamos por o? < .

Definicién 2.3.3 (Complejo simplicial). Un complejo simplicial K en RY es un conjunto
de simplejos en RN tal que

= Toda cara de un simplejo de K es un elemento de K

= La interseccion de cualquier par de simplejos de K es una cara de cada simplejo, ¢ es
vacio.
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La dimensién del complejo K es el mayor de las dimensiones de los simplejos que lo conforman.
A la unién de todos los simplejos de K lo denotaremos como |K| y lo llamaremos el
politopo. Al politopo lo dotamos con la topologia subespacio de RY . La definicién de complejo
simplicial se puede extender de manera abstracta, en el sentido que no necesariamente los
subconjuntos son simplejos de RY.

Definicién 2.3.4. Un complejo simplicial lineal K de dimension n en RY es aquel donde
todos sus simplejos estdn en el mismo n-subespacio afin de RY.

Definicién 2.3.5. Una triangulacion simplicial del politopo | K| es cualquier complejo simplicial
L cuyo politopo |L| coincide con el politopo | K|.

Definicién 2.3.6 (Subcomplejo simplicial). Sea K un complejo simplicial. Decimos que L
es un subcomplejo de K si L es una coleccion de conjuntos de K de tal forma que contiene
todas las caras de sus elementos, es decir, que L sea un complejo simplicial en si mismo.

Un subcomplejo de un complejo K, llamado p-esqueleto de K, consiste en la coleccion de
todos los simplejos de dimensién a lo sumo p. La estrella cerrada de un simplejo s en K
es la union de todos los simplejos de K que cumplen que s es una cara. Diremos que dos
p-simplejos son adyacentes si ellos comparten una cara de dimension p — 1.

Definicién 2.3.7. Sea o el simplejo cuyos vértices son {vy,...,v,}. Diremos que dos
maneras de ordenar los vértices son equivalentes si difieren por una permutacion par. Esta
definicion separa en dos clases de equivalencia via las permutaciones de los vértices. Si
{vo,...,vp} son los vértices de o, entonces escribimos [vo,...,v,] para denotar que el
simplejo estd orientado.

Ejemplo: Consideremos 3 puntos no colineales vy, v1, v2 € R2. Digamos que el tridngulo que
se contruye esta con los vértices ordenados en contra de las manecillas del reloj. Entonces los
3 vértices no tienen orientacion, los 1-simplejos (segmentos) estan orientados [vg, v1], [v1, 2]
y [vo, v2]. El tridngulo (2-simplejo) entonces esta orientado [vg, vy, va].

Con esta notacién seguimos el orden de izquierda a derecha para definir la orientacion del
simplejo. En el caso que tenemos [vg, v1] nos referimos a que la arista va de vy a v;.

Definicién 2.3.8 (Orientacién inducida). Sea o? = [vy, . .., v,] un simplejo orientado, donde
p > 1. Podemos orientar cualquier cara de dimension p — 1 y dicha orientacion lleva
nombre orientacion inducida. Para p > 1, si 1 es par, la orientacion inducida de la cara
Vs -+ Uiy - .., Uy €5 la misma del simplejo orientado [vo, ..., 0, ..., v,)]. En caso contrario, el
signo es el opuesto. El simbolo U; denota quitar el vértice v;.

Ejemplos: Supongamos que tenemos el tridngulo orientado en contra de las manecillas del
reloj o = [vg, v1, v2]. Entonces la orientacién inducida de los 1-simplejos estan dados de la
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siguiente forma: la de vguy es la contraria de [vg, vs] es decir, [va, vg], la de v1v, es la misma
de [v1,v5] y la de vov; es la misma de [vg, v1].

Digamos que tenemos dos simplejos o y 7 de la misma dimension p que comparten una cara
de dimensién p — 1. Decimos que tienen la misma orientacion si la orientacion inducida por
o de esa cara es la contraria por la orientaciéon inducida por 7 a la misma cara.

Hay otro caso y es cuando los simplejos tienen la misma dimension y generan el mismo plano.
En este caso decimos que tienen la misma orientaacién si sus vértices orientan el plano de
la misma manera.

Definicién 2.3.9. Sean oP y 77 dos simplejos que pueden ser comparados (comparten una
cara de dimension p—1 ¢ generan el mismo plano). Si tienen la misma orientacidon, decimos
que tienen orientacion relativa de +1, en caso contrario -1. Denotaremos esto como

sgn(o?, mP) = £1.

Es necesario hablar de una construccién de un complejo simplicial a partir de uno ya dado,
ademds que sera clave en la definicién del operador estrella de Hodge.

Definicién 2.3.10. El circuncentro de un p-simplejo oP es el punto donde equidistan los
vértices del simplejo. Diremos que un simplejo es un simplejo bien centrado si su circuncentro
pertenece al interior del simplejo. Un complejo simplicial donde todos los simplejo son bien
centrados lo llamaremos complejo simplicial bien centrado.

Supongamos que ahora todos los complejos simpliciales son bien centrados para hacer la
siguiente construccion.

Definicién 2.3.11. La subdivision circuncéntrica de un complejo simplicial bien centrado
K de dimension n, denotado por csd K, es un complejo simplicial que consiste de todos los
simplejos de la forma [c(ol, ... c(o®)] para 1 < k < n. Aqui se tiene que o' < 0% < --- < oF.
Cada elemento de esta forma se le llama simplejo de subdivision.

Definicién 2.3.12 (Celda dual circuncéntrica). Sea K un complejo simplicial bien centrado
de dimension n. Sea oP uno de sus simplejos. La celda dual circuncéntrica de o, denotado
por D(o?), se define como

D(e?) = U Int(c(o”)c(o1) - - c(0,).

= oP<Lo1 <=0

Para r=0, o? < 01 < --- < 0, se interpreta como oP.

. Como orientar duales elemantales? Primero consideremos que tenemos un complejo
simplicial K de dimensién n.

= Para el caso que p = n, el dual es un vértice asi que no tiene orientacién.
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» Para p = 0, definimos s := sgn([c(c?), ..., c(a™)],o™).

s Paral < p < n—1. Supongamos que el simplejo dual elemental esta orientado, digamos
sle(o?), ..., c(c™)] = £1 ya estd determinado. Supongamos que el complejo simplicial
esta orientado. o y ¢” son simplejos orientados de K y definimos entonces

s i= sgn([e(@?), ..., e(o”)], o) x sgn([e(a®),. .., e(6™)], ™)
donde sgn es la orientacion relativa definida anteriormente.

Ejemplo (Extraido de la tesis ”Discrete exterior calculus”de Anil N. Hirani):
Tomemos un complejo simplicial orientado como en la figura (ver en [3]).

Figura 2-1.: Complejo simplicial orientado de dimension 2

Sea p = 1 y tomemos o' = [vy, vp]. Notemos que se tiene vy < [v1,vg] < [vo, v1, ve]. Digamos

que c(o') = co1 vy ¢(0?) = cpr2. Por tanto el dual elemental es s[c(o!), c(0?)] = s[co1, cor2]
y simplejo de subdivisién es [c(c?], c(o!)] = [vo, co1]. {Cudnto da s? Usando el algoritmo
explicado:
s = sgn([c(0”),c(a")],0") x sgn([e(0®, c(0"), e(0?))], 0?)
sgn([vo, corl, [v1, vo) x sgn([vo, cor, cora], [vo, v1, va])
(~1)(+1)
- 1

Entonces debemos orientar el simplejo dual elemental cojcoia como —[cor, cor2] = [co12, Co1]-

Si escogemos otro simplejo de subdivision la respuesta no cambiaria.

Formas diferenciales discretas

En esta seccién corta vamos a definir un aalogo a la formas diferenciales del caso continuo.
Vamos a ver que la definicién sera tal que se cumpla un analogo del teorema de Stokes.
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Definicién 2.3.13 (Cadenas). Sea K un complejo simplicial. Sea C,(K,Z) el grupo libre
abeliano generado por p-simplejos orientados. Los elementos de C,(K,7Z) son llamados p-cadenas.

Mas especificamente, C,(K,Z) es un espacio vectorial real.

Definicién 2.3.14 (Cocadenas o formas discetas). Una p-forma discreta « es un homomorfismo
del grupo de cadenas C,(K,Z) a R. En otras palabras, una p-forma discreta es un elemento
de Hom(C,(K,Z)) el espacio de cocadenas. Vamos a denotar este conjunto como CP(K;Z)

0, mds prdctico, U (K). Aqui el subindice d por «discreto».

Notemos que para una p-cadena ), a;¢;, donde o; € R y una p-forma discreta a se cumple
Oé(z a;c;) = Z a;a(cy)

y para dos p-formas discretas «, § y una p-cadena ¢ tenemos
(a+P)(c) = ale) + Blc)

Mapeos de Whitney y de De Rham

La idea es tomar una forma suave de una variedad, en nuestro caso interesa R", para asignar
una forma discreta. Por otro lado tomar una forma discreta y asignarle una forma suave.
Esto es, hallar una manera de conectar ambos mundos.

Definicién 2.3.15 (Mapeo de De Rham). Sea o wuna p-forma de M = R"™. Definimos la
funcion P - QP(M) — QY(K) definido por sus valores de los simplejos oP del complejo K
en R"

P(@)() = Wa)o”) = | o
Es fdcil ver que el elemento ¢?(a) € Q5(K)
En este sentido el pairing queda definido asi, si llamamos ay = 9¥?(«),
(ag, ) = (WP (), c), para c € K.
Definicién 2.3.16 (Mapeo de Whitney). Dado un simplejo orientado o? = [vy, ..., v,] en
K definimos el mapeo de Whitney ¢P : Q5 (K) — QP(M) por

p
S ([0rg: - > va,)) = PUY (=1)'brddng Av - Ada, A- -+ Ay, = plon ddag A+ Ady, A+ - dy,
=0

donde aﬁb: consiste en eliminar el término. La sequnda parte de la igualdad es siguiendo la
notacion de Einstein.

Ejemplos:
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1. Sea 0 = v; un vértice. Luego ¢(v;) = ¢;.

2. Sea 0 = [v;,v,]. Entonces

¢(0) = ¢idd; — ¢;de;

La féormula de este mapeo se asimila a la del operador frontera en los simplejos que sera
definida méas adelante. De hecho de ahi viene esta definiciéon. Este mapeo cumple una férmula
interesante con la derivada exterior:

dgb([?])\o, . ,U)\p]) = (p—|— 1)'d¢,\o VANRIERIVAN d¢,\p

Por otro lado también tenemos la siguiente propiedad:

| elen =5

Cadenas duales y sus cocadenas

Definicién 2.3.17. Sea K un complejo simplificial bien centrado de dimension n en RY.
El operador estrella dualidad x : C,(K,Z) — Cy_p(csdK,Z) se define por

Mo = S seelelo), 0™, (o)

oP<oPTL<...<0n

donde s,p.._on €5 £1 asi como se hizo en la definicion 2.3.12. Como conjunto coincide con la
definicion de celda dual circuncéntrica, pero son objetos diferentes, debido a que este ultimo
es un elemento de un grupo libre.

Definicién 2.3.18. Sea K un complejo simplicial. Definimos xK = {xo : 0 € K}. Al
conjunto Cy(csdK,Z) lo denotaremos por C,(xK,Z).

Notemos que el operador x va de C,(K, Z) a un subgrupo de C,,_,(csdK,Z). Extenderemos
la definicién de xK a K usando la definicion siguiente.

Definicién 2.3.19. El operador * lo extendemos de tal forma que
* % (o) = (_1)p(n—p)0p
donde p es la dimension del simplejo.

Definicién 2.3.20. Las cocadenas en Cy(xK, Z) son las formas discretas duales de dimension
p. Denotamos por QL(xK) al espacio de las p-formas duales.
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Funciones entre complejos y pullback de formas

Definicién 2.3.21. Sean K y L dos complejos simpliciales y f : K© — LO) una funcién
entre vértices de complejos. Supongamos que f es tal que si vy, ..., v, genera un simplejo
de K, entonces f(vg), ..., f(vm) son vértices de un simplejo de L. Bajo estas condiciones f
puede ser extendido a una funcién continua g : |K| — |L| cumpliendo

x = vai = g(z) = Z#if(“i)-
=0 1=0

A g le llamamos la funcion simplicial inducida por la funcon de vértices f. En caso que f sea
una biyeccion y vy, . . ., vy genera un simplejo de K sii f(vo), ..., f(vm) genera un simplejo de
L, entonces la funcion simplicial inducida g es un homeomorfismo, llamado homeomorfismo
simplicial o isomorfismo entre K y L.

Definicién 2.3.22. Sean K y L complejos simplificiales y ¢ : |K| — |L| un isomorfismo de
complejos. Entonces el pullback discrete primal de ¢ esta dado por

(p*(a),0?) = (a,¢(a?)), para todo a € Q) y o € K

Esto puede verse como una version discreta del cambio de variable en el calculo exterior.

Derivada exterior discreta

Definicién 2.3.23. Sea K un complejo simplicial. El operador frontera 0, : C,(K,Z) —
Cp—1(K,Z) es la transformacion lineal definida por

p

0,0” = Op([vo, v1, -, vp]) = D> (=1 [vo, -, By ).
=0
Aqui [vg, ..., U4, ..., 0] es el p—1-simplejo que se obtiene quitando el vértice v;. El operador

frontera cumple 0, 0 0,—1 = 0.
Ejemplos: La idea es ver el patron que se cumple para luego hacer la prueba del teorema
siguiente.

1. Ovg, v1] = [v1] — [vo]. Luego O0[vy, v1] = Jv1] — Ave] =0 — 0 = 0.
2. Oy, vy, va] = [v1, V2] — [vo, V2] + [V, v1] . Entonces

00[vg, v1,v9] = O([v1, va] — [vo, V2] + [v0, v1])
= 9J[vy,va] — Oy, va] + vy, v1]
va] — [v1] = [vo] + [vo] + [v1] — [vo]
=0
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3. Olvg, v1, V2, V3] = [v1, V2, V3] — [vo, V2, V3] + [vo, V1, V3] — [V, V1, v2]. Entonces

86[0077}17”271}3] = 8([’01,112,1)3] - [U07/027/U3] + [U(]?Ul)v?)] - [U07vlav2])

Olvy, va, V3] — O[vo, va, V3] + Olvo, v1,v3] — OJvo, V1, Vo]

= [vg,v3] — [v1,v3] + [v1, V2] — [V, V3] + [v0, V3] — [v0, V2]
+  [v1,v3] = [vo, vs] + [vo, v1] — [v1, vo] + [0, v2] — [vo, 1]
= [vg,v3] — [v2, v3] + [v1, V3] — [v1, V3] + [v1, V2] — [v1, V2]
+ [vo,v3] — [vo, v3] + [vo, V2] — [vo, V2] + [v0, v3] — [v0, V3]
=0

Teorema 2.3.1. La composicion 0,0 0,—1 =0

Demostracion. Hagamos la prueba para los elementos basicos. Entonces

p

0p0” = Op([vo, v1, -, vp]) = D> (=) [vo, ., Gy . 0y

=0

Luego

(@p-1000)(0") = D (=D)"(=1)'vor .-, 0j .o iy )]

Esto se tiene debido a que

S (U (D) vor - By o] = = Y (D (=1 g, B T )

1< 7>

Este operador frontera define un complejo de cadenas sobre el complejo simplicial

0 —— Cu(K )—>---£>C( K) N al>(JO(K)—>0.

Definicién 2.3.24. Sea K un complejo simplicial. El operador co-frontera 67 : CP(K,R) —
CPTY(K,R) se define por
(070, cpr1) = (&, Opr16p1),

para todo o € Q5(K) y cpr1 € Cpi1 (K, R). Lo anterior se puede escribir como

5(a) = a” 0 yi
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Dado que 9, 0 9,_1 = 0 este operador define un complejo de cocadenas en el complejo K

0 ¢—— C™K) 4 o 4 CP(K) 4o - 5 C%K) «—— 0

Definicién 2.3.25 (Derivada exterior discreta). Sea K un complejo simplicial. La derivada
exterior discreta d : Q(K) — Q9PN (K) es simplemente el operador cofrontera 67

Es importante mencionar que tenemos un andlogo discreto del teorema de Stokes. Por
defincicién tenemos

(da, ) = (o, Oc).

Por otro lado, si tenemos un homeomorfismo de complejos simpliciales ¢ : |K| — |L| y
oP*l € K, entonces

(¢*(da), ™) = (da, p(a")) = (o, 0p(")) = (9", 00"") = (d(¢"a),0""")

prueba que la derivada exterior discreta es natural con respecto al pullback discreto de
formas.

Definicién 2.3.26 (Operador estrella de Hodge). Sea K un complejo simplicial bien centrado.
El operador estrella de Hodge discreto, * : Q5 (K) — Q) P(K) , se define como

——— (xar, %0?) := W(a,a”>.

donde |o?| es el volumen del simplejo.

El operador estrella de Hodge cumple que si o € Q4(K)
xxa = (—1)P Pl

Esto es debido a que % x (¢7) = (—1)P""P)gP para una cadena.

Toda la construccién de estos operadores hacen que una ecuacion diferencial quede como
un ecuacién lineal, ya que podemos ver cada operador via una matriz, siempre y cuando la
discretizacion sea finita. En el caso de la derivada exterior es facil ver que es una matriz
de tamano m x n donde m son los simplejos de orden p + 1 y n los simplejos de orden p.
Por ejemplo, si d : QY(K) — QL(K), entonces la matriz es de tamafio m x n donde m es la
cantidad de aristas del complejo y n es el nimero de vértices del simplejo.

Para el caso del operador estrella de Hodge, la matriz es cuadrada y el tamano esta determinado
por el nimero de p-simplejos.



3. Discretizacion de las ecuaciones de
Yang-Mills en R?

3.1. Ecuaciones de Yang-Mills en RR?

Sea M = RY“!' = R? el espacio-tiempo de Minkowski. Tomando el fibrado trivial 7 : P =
M x SU(n) — M cuya accién a derecha de SU(n) sobre P estd dada por

(‘Tag)h: (l’,gh)

para todo (x,g) € P y para todo h € SU(n) Sea s : M — P la seccién definida por
s(z) = (z,e), tal que e es el elemento identidad de SU(n). Cualquier otra seccidn, s', de este
fibrado tiene la forma

s'(x) = (x,9(x))) = (x,€) - g(x) = s(x) - g()

con g : M — SU(n) es una funcién diferenciable la cual le llamamos transformacion gauge
global. Sea w una conexién sobre el fibrado principal con forma de curvatura €2. Debido a que
el fibrado es trivial, la conexion w estda determinada por su potencial gauge A = s*w; aqui
A es una 1-forma sobre M que toma valores en el dlgebra de Lie su(n). Podemos obtener
un nuevo potencial gauge usando una transformacién gauge global g : M — SU(n) que
transforma asi

A =g ldg + gt Ag.

De manera anéloga la forma de curvatura €2 estd determinada por su intensidad de campo
F = s*Q) y también se tranforsma, via una transformacién de gauge global g : M — SU(n),

como
F' =g 'Fyg.

y esta relacionada con el potencial gauge por la ecuacion estructural de Cartan
F=dA+ANA.
La ecuacién de Bianchi siempre se cumple. La ecuaciéon tiene forma

dF + ANF—FAA=Q. (3-1)
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El funcional de Yang-Mills tiene la forma
1
[YM[A] = —/ tT'(F/\ *F)
2 Jum
ademds es invariante bajo transformaciones de gauge globales. Es decir, se cumple que

/ 1 / /
IYM[A] = IYM[gfldgng*lAg] = IYM[A] = 5/ tT(F A xF )

M

Usando el principio variacional obtenemos las condiciones para hallar los puntos estacionarios
de este funcional, las cuales tienen la forma

dx F+AN*F —xFNA=Q. (3-2)

y llevan por nombre ecuaciones de Yang-Mills. Debido a que se tiene que x x A = A la
ecuacion anterior puede escribirse como

d*F+AN+F —xF Axx A=0. (3-3)

Las ecuaciones anteriores las podemos reescribir de otras formas si definimos la derivada
exterior covariante d4 como

daQQ=dQ+AANQ+ (-1)TQAA

donde Q es una r—forma valuada en su(n). Asi, las ecuaciones de Bianchi y Yang-Mills
quedan

Aol =
dA*F =

Ahora si suponemos que tenemos r-formas en M valuadas en su(n) con soporte compacto,
podemos definir un producto interno como

(6.0 = — / r( A %)

Bajo estas condiciones definimos un operador, llamado el operador adjunto a d4
da = x tdx
Notemos que usando 3-2 podemos concluir que
SaF =x"ldy« F=x10=0 (3-4)
Ahora, si F' cumple 3-2, entonces también se cumple que

(dads + 8ada)F =0 (3-5)



20 3 Discretizacién de las ecuaciones de Yang-Mills en R?

3.1.1. Modelo discreto de la recta real

Tenemos a la recta real, R, la cual se va a dividir en intervalos de longitud finita de la
siguiente manera: tomamos un punto cualquiera z,, luego tomamos un nimero mayor (a la
derecha de zy) x1; asi mismo por la izquierda de zg, x_; y asi sucesivamente hasta tener
un conjunto de puntos {z,},ecz. A los intervalos (xy,zx41) los denotamos como e. Cabe
mencionar a los operadores o y 7 tales que 7tk =k + 1y ok =k — 1, para k € Z.

Definicién 3.1.1 (0-cadenas). Al espacio real generado por los elementos que llamaremos
basicos {x,} se denota por C°. A un elemento de C° se le llama 0-cadena y se escribe

a= E akxy,
k

donde a* son nimeros reales; el superindice k no significa que es una potencia de un nimero.

Definicién 3.1.2 (1-cadenas). Al espacio real generado por los elementos que llamaremos
bdsicos {e,} se denota por C*. A un elemento de C' se le llama 1-cadena y se escribe

b= the
k
donde igualmente b* son mimeros reales; el superindice k no significa que es una potencia
de un numero.

Definicién 3.1.3 (Operador frontera). Sea C = C° @ C' la suma directa de ambos espacios.
Definimos el operador frontera 0 en los basicos

8xk:O

e, = T — Ty
y lo extendemos por linealidad en los elementos de C.

Notemos que 02 = 99 = 0. Dicho de forma mas especifica, tenemos un complejo de cadenas

0 > O a>C’0 9 5 0.

El siguiente paso consta de tomar los duales, K° y K!, de C° y C! respectivamente.

Definicién 3.1.4 (Duales o cocadenas). Los elementos bdsicos de K° y K' son {2*} y {e*}
respectivamente y cumplen

<xk7 Z'j> = 5%

<€k7 6j> = 5i
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Cabe aclarar que (xy,e’) = {ex,x?) = 0. Las cocadenas (6 formas) de dimensiones 0y 1 son
de la forma

k k
a= E akx,BZE Bre
k k
ademds si
a= g bz, b= g brey,
k k

entonces

(a,a) = a* oy,

k
(b.8) = > VB
k

Para parejas de diferentes dimensiones definimos (-,-) como 0.

Definicién 3.1.5 (Derivada exterior). Sea K = K°@®K!. Definimos la operacién d, que serd
el andlogo de la derivada exterior, como

(b, da) = (0b, o), para todo b € C.

Por definicién, se cumple el andlogo discreto del teorema de Stokes, porque podemos pensar

este pairing como una integral. Notemos que da = 0 si a es cualquier 1-forma. Lo anterior
k_ k

se debe a que, independiente a quién sea b, 9b es una 0-cadena o 0. Ademés dz* = e’ — ¢
ya que

(eor, dz"™) = (Oegp, 7)Y = (v} — 201), 7%) = (24, 2%) = 1

(er,dz®)y = (Oey,2™) = (w7 — x1), 2%) = (=, 2%) = —1.

Sia =Y, axz”, entonces
do = g apda® = g o (e7F — eb).
k k
Aun podemos seguir reescribiendo la igualdad anterior como

do = Z(aTk — oy)er. (3-6)

k

Multiplicacién de formas

La intencién en esta seccién es definir una operacién andloga a la multiplicacién (producto
exterior) de O-formas y 1-formas del caso continuo, ademés de ver la relacién con el operador
d. Luego se definird una operacion analoga al operador estrella de Hodge .
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Definicién 3.1.6 (Producto exterior). El operador U lo definimos de la siguiente manera

v U ¢ = 2F
v U ko= eF
Fur™ = éF

y 0 en los demds casos. Ademds se extiende linealmente para cualquier elemento de K dicha
definicion.

Proposicién 3.1.1. Sean ¢ y ¢ dos formas de K. Entonces
dWU)=dpUp+ipUdp

Demostracion. Supongamos que, sin pérdida de generalidad, 1 es una 1-forma; entonces
1 U ¢ es otra 1-forma (distinta de 0) 6 0. En cualquier caso d(¢» U ¢) = 0, por otro lado,
dy = 0y 1 Udp=0 porque es la multiplicacién de 1 formas (6 de 1-forma y 0). Esto implica
que diy U@ + 1 Udp = 0, méas especificamente, d(i) U ¢) = dip U ¢ + 1p U dp. Lo anterior
prueba que si una de las dos formas es de dimensién 1, la igualdad se cumple y es 0. Sean

o= ) gyt
k

v = Z@kxk
k

dos 0-formas. Luego

YU = tpppat
k
y asi (usando la ecuacién 3-6)

dpug) = gwﬂfm — Yrpr)e”
dyUy = (Z(zm—wk Zw)
= Z(m — U)prre®
YUde = Z Vi) Z P — or)e")
= Z UVr(prk — pr)e

dpUp+yUdp = Z(mw — i)’ = d(1h U )

k

Por tanto, la proposicion se tiene. O
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Definicién 3.1.7 (Operador estrella de Hodge). El operador estrella se define en los bdsicos
como

;Habra razén para esta defnicién? Si, notemos que z* U xa* = z¥ U e = e*, por otro lado
ek Uxe? = e? Ua™ = ek, En el caso de R™ hay una descripcién més detallada en [4].

3.1.2. Modelo discreto para el espacio de Minskowski R?

La construccién que se hard a continuacién es siguiendo [8] donde se construye un modelo
discreto en R*. Tomamos C ® C como el complejo para R? y el dual para este complejo
K ® K. Es importante mencionar que un elemento basico de C ® C es un elemento de la
forma si, ® s, donde si, = Xk, €k, V Sky = Thys €k, ¥ k1, k2 € Z. Un elemento bésico de
K ® K es de la forma s** ® s*2 y cumplen

(Sp, @ Spy, s @ 552y =1

y 0 en otros casos (donde los cocadenas no se corresponden con las cadenas). La dimensién

k

de una forma de L ® K se define como el niimero de elementos e* en el producto tensorial.

En este caso existen O-formas, 1-formas y 2-formas.

Definicién 3.1.8. Se define el operador O en un elemento bdsico de C ® C como
8(sk1 X 8k2) == 8sk1 (024 Sko + Q(k}l)skl (024 8sk2

donde Q(k1) = —1 si s = ek ¢ 1 si M1 = M ademds Sk, = Tk, ek, con j = 1,2. Dicha
operacion se extiende linealmente.

Para simplificar la notacién escribimos el multi-indice k = (kq, ko) y un elemento sy, ® sg,

lo escribimos como s;, de igual manera para s* ® s*2 escribimos como s*.

Definicién 3.1.9 (Derivada exterior). El operador d se define de la siguiente manera en los
bdsicos

<Sj7 d3k> = <83j7 Sk>'
FEs fdcil notar que dds® = 0 sin importar quién sea la forma.

Definicién 3.1.10 (Producto exterior). El operador U para elementos bdsicos de K @ K se
define asi

(5" @ s") U (s @ ) = Qkz, ju) (" Us™) @ (5™ U s7)

Y Q(ko, 1) = —1 si s"2 =M y s/t = e/t y 1 en otros casos. Por definicién es una operacion
asociativa.
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A continuacién hacemos los célculos con todos los bésicos (para k = (ki, k2)):

(M ® M) U (M
(" @ ef2)u (2™ © 2™
(" ®e™) U (M @ a™
(M @ k) U (2™ @ ek
(" @ ef2) U (e @ et

(M U k) @ (2™ U h?) = (oM ® 2*2)
(2" Uef) @ (2™ U ™) = (M @ 2*2)
(" UuF) @ (2% U M) = (2 @ eR?)
(" UeM) @ (2™ u ekz) = (ef @ e*?)
(M Ua™) @ (2F2 U ah) = (M ® 2*2)
(M ue) @ (2™ urh) = (0 2™) =0
(M Uz™) @ (22 U ek?) = (e @ M)
(P ueM) @ (2 uek) = (0®ef2) =0
(

:L’kl U xlﬂ) ® ( kg U kaQ) ( ® ekQ)
—(#MueM) @ (e ur™) = —(eM ® e?)
(2 UM @ (e ue?) = (" ®0)=0
—(#MueM) @ (P ue) = —(e" ®0)=0
(ekzl U ZETkl) ® (6k2 U$Tk2) — (6k1 ® ek‘Q)
—(Mrue) @ (e ur™) = —(0®e) =0
(Mur™) @ (2 ueh) = (" ®0)=0
—(ruEem @ (2 ue?)=—0®0)=0

Notemos que en algunos calculos es necesario el operador 7 en ki, en ky 0 en ambos. Por tal
motivo, si k = (ky, ks); diremos 1k = (Tky, ka), ok = (k1,Tks) y T1ok = 7k = (Tky, Tko).
De igual manera con o. Para algunas cuentas mas adelante serd facil trabajar asi y sabiendo

coOmo se operan cada uno teniendo los resultados anteriores. También vamos a llamar a los

bésicos de la siguiente manera:

» 0 formas, ¥ = 2™ ©@ z*2

= 1 formas, €f = " @ 2?2, & = 2M @ €M

» 2 formas, ef = ef @ ek2

Proposicién 3.1.2. Sean ¢ y ¢ dos formas de K @ K. Entonces

dlpU) =dp U+ (—

donde p es la dimension de .

1)Po U dip (3-7)

Demostracion. Basta demostrar la igualdad para los elementos basicos de K ® IC.
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Primer caso: Sean ¢ = sf1 @ e*? y 1) = s/ @ s72. Notemos que d(e** U s72) = 0. Entonces

pUY = QUn)(s" Us™) @ (e Us™))
dlpUy)) = dQn)(s" Us™) @ (e U s™)
= QUd(s™ Us")® (e" U s™)]
= Qj)(ds" U s + M Uds) ® (eF2 U s?)

Por otro lado dp = ds* @ e* + Q(k;)s" @ de*? = dsf' @ ¥ ademas
dp = ds’* @ s72 + Q(j1)s"* ® ds’. Luego

dp U = (ds™ @ ") U (s ® s72) = Q(j1)(ds™ U s7) ® (eF2 U 72)
En este caso el término (—1)P es igual a —Q(k;); por ende

—Qk)pUdy = (s" @)U (ds" @ 5™ + Q(j1)s" ® ds™)
= —QUk)[-QU)(s" Uds™) ® (e U s™) + (s" Us") @ (e Uds™)]
= —Q(k)[-QU)(s" Uds™) @ (e U s™)]

En la cuenta anterior e*? U ds’ = 0 por la definicién del producto U. Si s*' = e*1| todas las
cuentas anteriores son 0 concluyendo que la igualdad

d(pU) = dp U+ (—=1)Pp U dip se tiene. Si s = 2¥1, se tiene que —Q(ky) = —1 y asf la
suma do U+ (—1)PoUdy = Q(j1)(dz* Usit + 27 Uds) @ (e"2 U s72) coincide con d(pU1).
Segundo caso: Sean ¢ = sM @ 2*? y ) = s/t ® 572

Uy = (s"Us)® (2™ U s?)
dlpUy) = d(s" Us") @ (2" Us™))
d(s¥ U s) @ (22 U ) + Q(k)Q(j1) (5" U ') @ d(z™ U s72)
= (ds" Us + M Uds™) @ (2" U s72) + Q(k)Q(51) (5™ U s7) @ (da*2 U 82 + 2*2 U ds??)

Tenemos que dp = ds* @ 2*2 + Q(k1)2" @ da*?, dyp = ds’ @ 272 + Q(j1)s™ ® da’?, también
que (=1)P = Q(k1) y

dpUy = (ds™ @2 + Q(k)2™ @ dz™) U (5" ® s7)

(ds™ Us™) @ (¢ U s™) + Q(k)Q() (s U &™) © (da** U s2)
Qk)pUdy = Q
= Q
Sisft = e d(eUy) = —QUr1)(eM U ) ® (da*? U s72 + 2™ U ds?). Los otros términos

quedan como dp U = —Q(j1)(ef U s) @ (dx*> U s72) y
—oUdp = —Q(j1)(s" Us) @ (2% U ds’). Sumando los dos términos anteriores tenemos la
igualdad d(pUv) = dp U + (=1)PpUdy. Si s = 21 Q(k,) = 1 y ahi todos los términos
coinciden, es decir, d(p Uv) = dp U + (—=1)Pp U dip. O

kl)(skl ® xkz) U (dsjl ® 772 4 Q(jl)sjl ® dsjz)
kD) [(s" Uds™) @ (a7 U ) + Q1) (5" U s™) ® (2™ U ds?)]

(
(
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Definicién 3.1.11 (Estrella de Hodge *). El operador % se define en los bdsicos de K @ K
asi

(sF1 @ s72) U x(s" @ s2) = Q(ky) e @ e

donde Q(ky) es -1 si skt =M y 1 si st = k1,

A continuacion calculamos el hodge de cada basico de K ® K:

w(2M @ ah) = (M ®eM)
x(eM @ah) = —(2™ @)
(2" @) = —(eM ®a™)
*(ekl ® ekg) — _(ka*l ® lﬂ'k‘z)
En resumen, xz* = ef, xf = —'% xeh = —€PF y xef = —27F Ademés x x 2F = 27F,

k Tk k

ke =F xxeh =Tk yxxel =

—e™". Notemos que el operador * envia basicos en bésicos
(salvo signos), por ende va a existir su inversa, *~'. El operador estrella que acabamos de
definir manda r-formas a 2 — r- formas como se desea, pero no requiere un nuevo complejo
simplicial tal como se define en el capitulo anterior. Recordemos que ese complejo surgia de
la subdivisién circuncéntrica del complejo ya dado.

3.1.3. Ecuaciones de Yang-Mills discretas

Siguiendo la idea de Volodymyr Sushch en [8] construyo las ecuaciones de Yang-Mills discretas
pero en el espacio que nos interesa: R2.

Es importante mencionar que ahora en adelante los coeficientes de las formas discretas son
elementos del dlgebra de Lie su(n) y que (s, as’) = a si los multiindices coinciden (k = j)
6 0 si no coinciden. Por tanto, acéd la derivada exterior cumple (s, ads®) = (dsy,, as®).

La 1-forma conexién en el mundo discreto, analoga a la 1-forma conexién del caso continuo,

2
A=Al = (Alel + Afeh)
j=1 k k

donde €% son las 1-formas discretas bésicas y Al un elemento de su(n). Si

S}

9=">_ gt (3-8)
k

donde los elementos 2* son las O-formas bésicas y g son elementos del grupo de Lie SU(n).
Aunque g no es un elemento de K ® K, las operaciones U y d tienen sentido y utilidad.

g =) gk,
k

Tomando
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entonces g U g~ = g7 U g = >, La*. Si llamamos e = Y, Ix*, se tiene que de = 0. Lo
anterior se cumple debido a que

de = Z Ldaz* = Z I, ((e"k1 — My @ah +ah @ (e - ekQ)) =0
k:kl,kz k‘:kl,k‘Q

Esto, mas explicitamente, es que si hacemos pairing con cualquier elemento elemento de
C ® C nos resulta 0 y da 0 porque k = ki, ky recorre todos los indices de la discretizacién
realizada.

Por otro lado, una 2-forma discreta se escribe como

F=> Fe
k

Fy, € su(n) y ¥ es un bésico.
Para construir la 2-forma curvatura discreta analoga a la continua tomamos

F=dA+AUA (3-9)
Proposicién 3.1.3. Si A =g tUdg+g 'UAUg, entonces F' =gt UF Ug.
Demostracion. Dado que de = 0,
dlgug ™) =dgUug ' +gUdg ' =0.

Por tanto tenemos la igualdad dgU ¢g~! = —g U dg~!. Calculemos

dA" = d(gtudg+g tUAUY)
= dg'Udg+dg'UAUg+g 'UdAUg—g tUAUdg
AUA = (=dgtug+gtUuAdUugU(gludg+gtUAUy)

—dg'UgUg ' Udg—dg ' UgUg P UAUg+g ' UAUgUg Udg
g 'UAUgUg'UAUyg
—dgt'Udg —dg ' UAUg+g 'UAUdg+g 'UAUAUg

_|_

Luego
dA + AUA=g'UdAUg+g ' UAUAUg=g 'UdA+AUA)Ug=g 'UFUyg.

O

Es facil demostrar la igualdad dFF + AUF — FUA = 0:

dF = d(dA+ AU A)=ddA+dAUA— AUdA=dAUA— AUdA. (3-10)
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Por otra parte, FF — AU A=dA, entonces 3-10 queda

dFF =dAUA—-AUdA = (F-AUAUA-AU((F—-AUA)
= FUA-AUAUA-AUF-AUAUA
= FUA-AUF

Luego dFF + AU F — F U A = 0. Por tanto, se estd cumpliendo la identidad de Bianchi en
nuestro modelo discreto. Es importante mencionar que esta identidad se cumple en el caso
continuo también. La ecuacién que tiene «mds importancia» es

d« F+AUxF —xFUA=0. (3-11)
Podemos generalizar la derivada exterior discreta covariante (d4€2) con la siguiente definicién:

Definicién 3.1.12 (Derivada exterior discreta covariante). Sea © una r-forma discreta. Se
define la derivada exterior discreta covariante, d 4,

dsQ=dQ+AUQ+ (—1)QU A,

Bajo esta definicion y la cuenta inmediatamente anterior, obtenemos dsF = 0 se cumple.
Por otro lado, la ecuacién d x FF+ AU xF — xF U A = 0 se reescribe asi, dy * F' =0

El siguiente paso es demostrar la invarianza gauge de las soluciones de las ecuaciones de
Yang-Mills en este modelo. Damos el primer paso con la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.4. Sea g una 0-forma arbitraria.
a) Para cualquier r-forma f se tiene que

*(gUf) =gUxf.
b) Si f es una 2-forma, entonces
*(fUg)=xfUyg.

Demostracion. a): Como se hizo anteriormente, operar (usar el operador U) una 0-forma
bésica con otra r-forma basica da como resultado la otra r-forma, es decir,

(2" @ 2F2) U (s @ s72) = (s" © ™).
Entonces si h =Y, gra® y f =", f,gr)s’(j),

(guf)= ngfk 5

dando asi

s(gU f) =+ gefsty) ngf,f (sf)) = g U /.
k
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b): f es de la forma f =Y, fre®, luego
(fug) = O_heHUOD aa*) = fugme®
k k k
k k k

Ahora
f = *Q_fe) =) fix () ==Y fua™
Concluimos que *(f U g) = xf U g. u

Proposicién 3.1.5. Las 0O-formas g = Y., gsz*, gv € SU(n), forman un grupo con la
operacion U.

Demostracién. De la definicién de U se tiene que 2¥Uz* = 2%, por lo que tenemos la cerradura
y la asociatividad del grupo. Ademds es claro que el elemento e = >, I,z* es la identidad
de este grupo y que para g = Y, gxz* tenemos su elemento inverso g~* = 3", g, 'z". ]

Proposicién 3.1.6. Si F = dA+ AU A es solucion de la ecuacion 3-11, ademds A’ =
g tUdg+ g tUAUg, entonces dy x F' = 0 donde g es una 0-forma. Esto es la invariancia
gauge.

Demostracién. Por la proposicién 3.1.3 obtenemos que F' = g~' U F'U g. Por las partes a (
6 b)de la proposicién 3.1.4

*xF' = x(g7'UFUg) =g 'UF)Ug=g 'UxFUyg
«F' = #(g7'UFUg)=%g ' U(FUg) =g ' Ux(FUg) =g UxFUg
Ahora
d* ' = dg'UxFUg)=dg 'UFUg+g'Ud«FUg+g 'UxFUdg
AUsF = (¢'Udg+g 'UAUg) U (gt UxFUg)

= ¢ 'UdgUg ' UxFUg+g 'UAUgUg 'UxFUg
g 'U(—gUdg HYUxFUg+g 'UAUgUg ' UxFUg
—dg ' UxFUg+g 'UAUxFUg
xF'UA = (¢7'UxFUg)U(g'Udg+g ' UAUY)
= g'UxFUgUg 'Udg+g 'UxFUgUg 'UAUyg
= g 'UxFUdg+g'UxFUAUg
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Luego

dy*xF' = dxF' + A UxF' —xF"UA
gl Udx FUg+ g 'UAUxFUg—g 'UxFUAUyg
= g'Ud*F+AUxF —xFUA)Ug
= ¢glUudy*xFUug=0

]

Ahora definimos un producto interno de formas en nuestro modelo. Tomemos V € C ® C
de la siguiente forma

V=Y (312
k

donde e, = e, ®er, y k1 =1,..., N1, ke = 1,..., No. Vamos a suponer, de ahora en adelante,
que los coeficientes de las formas se anulan “fuera de V7, es decir, si el coeficiente tiene
indice k = ky, ko y algin k; & {1,..., N;}, entonces ese coeficiente es 0. Entonces el producto
interno de dos formas del mismo grado, ® y ¥, se define

(D, )y = —tr(V,d U W) (3-13)

y para las formas discretas de diferente grado lo definimos como 0. Recordemos que (-, -)
resulta un elemento de su(n) lo cual es una matriz; por ello calculamos la traza (tr) de este.

Proposicién 3.1.7. Sean ® y ¥ formas discretas de grado 1 y 2 respectivamente. Entonces
(dP, W)y = (P,0V)y, (3-14)
donde 6@ = x71d x ® es el operador adjunto a d.

Demostracién. Usando que **~ 1 = 1, la definicién de (-, -) y la propiedad 3-7 de la derivada
exterior discreta

(dD,T)y = —tr(V,dd U D)
—tr(V,d(® U x¥)) —tr(V,dUdx V)
= {0V, U W) — tr(V,® U*(x"'d* T))
= —tr{OV,® U*U) + (&, 1d x U)y.

Falta demostrar que tr(0V, ® U *«W¥) = 0. Sean
O = > (Dpeh + D)

k
U = Z W, 2k,
k
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Por tanto
*U = Z ), % e
k
k
UV = Y (Dhef + DReh) U [ Y Tpa™]
k k
= =) (4ol + PRV peh)
k
- = Z(q)l{:l,kgqjkhokgekl ® lL‘k2 + ézl,kglpakhkzxkl & 6k2).
k1,k2
También
oV = Za@k = Z@(ekl X €k2)
k k
= Z [8€k1 & ekz — ekl & 8ek2]
k1,k2
= > [(@er, — 7h,) @ €1, — €8y @ (To, — Tk, )]
k1,k2
= Z[(%NI — 1) ® ep, — e, @ (Trny — 1)
k1,k2
= Z ek, ® T1 — e, @ Trn, + Tony @ €py — T1 @ ey ).
k1,k2
Entonces
<8V7 o U *\Ij> - Z [(I)llq,llpkho - (I)Ilcl,TNQ\Ijkl,NQ - (®%,k}2\ljo7k2 - (I)iNl,kijNle)]'

k1,k2
O
Los términos Wy, o, P,y Yoks ¥ Privy ke s01 0, ya que en los subindices hay un término que
se sale de 1, ..., N; (para i = 1,2). Esto implica que (OV,® U V) =0y tr(0V,® U x¥) = 0,
como se queria demostrar.

Proposicién 3.1.8. Sean ® y V formas discretas de grado 1. Luego
tr(V, U W) = —tr(V, ¥ U x* *x D) (3-15)
Demostracion. Sean

O = ) (Dhef + Dieh)
k

v o= Z(\If,lie’f—i-\llzeg)
k
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Luego

xxd =

. Calculando UV y U U x x $:

PUT =

UYUxxd =

Ahora

tr(V,® U W)

* [Z((I)kel + 0]

Z <I>1 * ke +CI)2 **e’;)

Z

k

1 Tk

LT 2 Tk)

Pres

D (@i + BREN UL (Whet + Wieh)]

k k
Z(CD ‘I’Zlke (I)Z\If%kek)
k
D (@) Vet — 2, i)
k
D (Wil + W) UY (Phef” + Bies”)]
k k
D (W@l et — WD) eh).
k

Tye®))

= Z €l Z Ulk\If2 ko

= tr Z 2k‘I’k)

= —tr Z@%k‘h <1>371k‘11i)
k

= —try (W@, -
k

= —tr(V,UUxx* ).

agk

2
1k§p

Wi Pg, 1)

]

Definicién 3.1.13 (Operador adjunto a d). Sea ® una I-forma discreta y ¥ una 2-forma

discreta. El operador adjunto, d4, de dy se define por

(da®,V)y = (P,040)y (3-16)

Teorema 3.1.1. Sea F' una 2-forma discreta. El operador adjunto a da cumple

5AF1::*_1

(dx F —xFUx*x A+ AUxF) (3-17)
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Demostracion. Sabemos que 64 se define como

donde ® es una 1-forma discreta. Hacemos el siguiente célculo, donde usamos (3-15):

(dA(I)7 F)V =

(da®, F)y = (P,04F)v,

—tr(V,d,® U xF)

—tr(V,(dd+AUP+DPUA)UF)

—tr(V,d® UxF) —tr(V,;AUD®U*F 4+ ®U AUxF)

Ao, F)y +tr(V,oUsxF Usxx A—dUAUxEF)

O OF )y +tr(V, 0 Usx 1 (xFUx*x A) —dUx ' (AUxF))
®,6F)y — (O, '(xFUx* A))y + (B, H(AUF))y

O, 6F —x "(xFUxx A) ++ (AUF))y
,*_1d>x<F—*_1(*FU**A)+*_1(AU*F))V

N d*x F —*FUxx A+ AUXF))y.

(
(
(
(
(@
(@

Asi, se tiene que 04 F =« 1(d* F —«F Ux*x A+ AUxF).

]

En el caso continuo, para el espacio de Minkowski, se tiene que ** A = A para toda 1-forma.

Por tanto la ecuacién equivalente en el caso discreto (pero que difiere con 3-11) se puede

escribir como

d« F+AUxF —xFUxxA=0.

k Tk k

(3-18)

En este modelo no se tiene que * * A = A debido a que * * ¢¥ = €7, * x €§ = €7*. Notemos

que si F' cumple la ecuacién 3-18, entonces se tiene el analogo de 3-4

04AF =0

Mas ain, se cumple el analogo de 3-5

(dAdA + (SAdA)F =0.



4. Relacidn con teoria gauge en el latice

Esta teoria se basa en construir un invariante bajo transformaciones gauge, tratadas en
los capitulos anteriores. Para lograr esto tenemos que construir un latice finito del espacio
d-dimensional tratado, en nuestro caso R% Un campo gauge en este lenguaje viene siendo
una 1-forma conexién que, como habiamos dicho antes, tiene relaciéon con una conexion vy,
a su vez, con el transporte paralelo. El transporte paralelo acéd sera clave al trabajar en el
latice, ya que nos va a servir para definir un invariante bajo transformaciones gauge. También
vamos a ver, de manera muy corta, que la discretizacién usada en el capitulo anterior sirve
para hacer teoria gauge en el latice debido a que nuestra discretizacion es un latice.

Partimos definiendo nuestro latice, de manera general, como
['={z:x=anip + angps, ni,ny € 7}

donde i1, 12 son precisamente los vectores canonicos, es decir, los vectores de longitud 1 que
generan cada direccion en el plano. A los elementos x € I les llamamos vértices y a las lineas
que unen cada par de vértices les llamamos aristas. El término a > 0 es la separacién que
hay en los vértices del latice. Notemos que en la seccion pasada tomamos una discretizacién
arbitraria sin necesidad de espaciar los véctices con la misma distancia, pero que podemos
escogerla de tal manera y obtenemos un latice con un espaciado tutil. En el caso practico,
hay que escoger el espaciado tal que sea lo més pequeno posible, como por ejemplo
1

a = ——
AUV

donde Apyy es la maxima energia permitida. Para tener mayor detalle podemos seguir [1],
[5], [6], [2], [7].

4.1. Campos Gauge en el latice

Asi como se trabajo en la seccién anterior, los campos gauge estan dados por las formas
valuadas en el dlgebra de Lie su(n), A;(z), As(x) y x € T
A cada arista que va de x a x + 1,

Ui(x) = exp™®@ € SU(n), j=1,2. (4-1)
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Siva de x + p1; a x, se define como
Ui(a) (42

de tal forma que la multiplicacién de estos elementos resulte la identidad del grupo de Lie

SU(n).

Pero, en nuestros términos de la discretizacion del capitulo anterior, el término A,(z) se
obtiene con el pairing

A(x) = (), A)
donde €], representa la arista que va de z a x4, v A = 3, (ALel + AZek). En el caso que
va de x + p a z el término

(et A)

cumple lo que se pide para que dé U;(z)" el elemento relacionado con esa arista en esa
direcciéon dada. He aqui la conexiéon que podemos hacer entre lo realizado en el capitulo
anterior y lo postulado en la teoria gauge en el latice.

Estos elementos, bajo una transformacién gauge Q(z), transforman como
Uj(z) = Q2)U;(@)Qz + p;)

justamente como hemos venido trabajando durante el capitulo anterior.

Bucles de Wilson

El siguiente paso es escribir una accion que sea invariante bajo transformaciones gauge.
Vamos a aprovechar la construccién corta inmediatamente anterior para definir los bucles

de Wilson.

Definicién 4.1.1 (Bucle de Wilson). Supongamos que tenemos un camino cerrado, es decir,
empezamos en un vértice y recorremos el ldtice como querramos y finalizamos en el vértice
del inicio. El Wilson loop consiste en hallar la traza del producto, en el mismo orden, de los

Uj(x)

Ejemplo: El caso mas sencillo es el de un cuadrado, por ejemplo, el cuadrado que surge de
iniciar en x, luego = + p1, luego = + py + po, luego x + o y, por ultimo, = tiene como Wilson
Loop

Wo = trUy (2)Us(x + pn)U} (2 + pa)Ud ()

El bucle de Wilson no sirve para definir la acciéon de Wilson el cual es invariante bajo una
transformacién gauge.

Definicién 4.1.2 (Accién de Wilson). Definimos la accion de Wilson como

s f
SWilson - _ﬁ %:(WD + WD)
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Aqui la constante 8 cumple que

8 1
e

2N g

donde g es la constante de acople y N es el niimero de vértices que tiene el latice.



5. Conclusiones

5.1. Conclusiones

Discretizar un espacio o una variedad diferenciable para hacer cdlculos y aproximaciones
es un trabajo muy comun en las ingenierias y ciencias. El paso de trabajar con algo mas
sencillo suele ser muy comun en las matematicas, acostumbramos a desglosar un problema
complicado en varios problemas «menos complicados».

En este trabajo pudimos hacer una aproximacion diferente de ecuaciones de las teorias
cuanticas de campos. La construccion de nuestro modelo discreto no requeria mucho conocimiento
previo, pero si de mucha creatividad para que el modelo fuese bueno. Hay que tener muy
claro que lo mas complicado del modelo discreto creado en el trabajo es el operador estrella
de Hodge. Esté claro que cumple sus propiedades del calculo exterior, pero que tiene un ligero
cambio siguiendo la definicién que se hizo en el capitulo 1 cuando dedicamos a entender el
calculo exterior discreto.
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En este capitulo tocaremos algunos conceptos basicos como lo son los grupos de Lie, las
algebras de Lie, las dlgebras de Lie de un grupo de Lie y el operador estrella de Hodge. No
se haran muchos detalles en demostrar unos teoremas, pero si para hablar de ciertos grupos
de Lie y sus algebras que son ttiles en el area de la fisica, més especialmente, en la teoria
cuantica de campos.

A.1. Grupos de Lie

Al hablar de un grupo de Lie tenemos que tocar dos campos de las matemaéticas, algebra
y geometria. Por un lado saber de teoria de grupos y por otro lado saber sobre variedades
diferenciales. En el campo de la teoria de campos Gauge seran importantes los grupos de
Lie para hablar de las transformaciones locales de las interacciones de los fermiones. Aqui se
cumplen ciertas simetrias internas de los campos actuando sobre los fermiones, por ejemplo,
el campo electromagnético es un campo gauge en el que interactiian fermiones con carga
eléctrica. El grupo de simetria que aparece aqui es U(1) (més adelante hablaremos sobre él).

Definicién A.1.1 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie, G, es una variedad diferenciable dotado
de una estructura de grupo y que las funcionesr: G x G — G yt: G — G, definidas como
r(g,h) = gh y t(g) = g~', son funciones suaves. También se puede escribir que la funcion
d:Gx G — G, definida como d(g,h) = gh™ es una funcién suave.

Algunos ejemplos de grupos de Lie:
1. R, con la operacion +, es un grupo aditivo abeliano con estructura de variedad diferenciable.

2. R, con la operacién -, es un grupo abeliano multiplicativo. Via la funcién f : R —
R*, donde f(x) = e* obtenemos un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo de
variedades; argumentando asi que R* es un grupo de Lie.

3. S' = {z € C: |z] = 1}, con la operacién multiplicacién de complejos. Comtinmente a
este grupo de Lie se le llama U(1) el cual es el grupo de Lie que representa las simetrias
en el campo electromagnético.
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4. Sean Gy, G, ..., G, grupos de Lie. Entonces G = G X - -+ X GG, es un grupo de Lie
si definimos la operacién componente a componente aprovechando que cada factor es
un grupo. Asi que el n-toro, definido

T =8'x--- xS
—_——
n veces

es un grupo de Lie.

5. El grupo lineal general, GL(n,K) = {A € Mat,«,(R) : det(A) # 0}. GL(n,K) =
det ' (K — {0}) es un abierto en Mat,(K) = K™ . Los subgrupos de GL(n,K) que
también son subvariedades Cy, se llaman grupos de Lie matriciales.

6. El grupo especial lineal, SL(n,K) = {A € Mat,«x,(K) : det(A) = 1}. Veamos que es un
grupo de Lie matricial. Probemos que SL(n.K) es una subvariedad C* de GL(n,K).
Tomemos la funcién det : GL(n,K) — K y asi SL(n,K) = det~'({1}). Basta probar
que para todo A € SL(n,K) la funcién d(det) 4 : TaGL(n,K) — T1K es sobreyectiva.
Sea X € T4Gl(n,K) = Mat, (K)

d(det)4(X) = % det(A +tX) = % det(A(I, +tA X))
t=0 t=0
d . d .
= — detAdet(I, +tA™X) = — det(l, +tA™X)
dt t=0 dt t=0
d
= 3 [1+ttr(A7'X) + O] = tr(A7'X)
t=0

Dado que d(det)4(A) = tr(A=*A) = tr(l,) = n, obtenemos que d(det), # 0. Por
tanto, d(det) 4 es sobreyectiva. También concluimos que SL(n, K) tiene dimensién n?—1

7. El grupo ortogonal, O(n) = {A € GL(n,R) : AAT = ATA = [,,}. Es un grupo de
Lie matricial y para demostrar eso consideremos el siguiente conjunto (las matrices
simétricas) S(n,R) = {M € Mat,(R) : M*T = M}. Considerando la funcién F :
GL(n,R — S(n,R) dada por F(A) = ATA se cumple que O(n) = F~1({I,}).
Basta probar que para todo A € O(n) la funcién dFy : TAGL(nR — Tpa)S(n,R)
es sobreyectiva. Sea M € TpaS(n,R) = S(n,R) arbitrario. Ahora para cualquier
X € T4GL(n,R) = Mat,(R)

d d
dF (X)) = —| FA+tX)=—| (A+tX)'(A+tX))
dt|,_, dt|,_,
= XTA+A™X
Ast 1 1 1 11
dFA(ﬁAM) = 5MTATA - 5ATAM =M+ M =M

por lo que dF)y es sobreyectiva para cualquier A € O(n). Ademés O(n) es dimension
2 _ n(ntl) _ n(n-1)
2~ 2

n
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El grupo especial ortogonal, SO(n) = O(n) N SL(n,R). Es un grupo de Lie matricial.
Sea GLT(n,R) = {A € Mat,(R) : detA > 0}. Notemos que GLT (n,R) = det~*((0, 00])
lo que implica que es un abierto de GL(n,R). Dado que, si A € O(n) entonces
detA = £1, podemos concluir que SO(n) = O(n) N GLT(n,R). Luego SO(n) es una
subvariedad C*° de GL*(n,R) que es abierto de GL(n,R) y concluimos que SO(n) es
una subvariedad de GL(n,R) de dimensién @

. U() = {A € GL(n,C) : AAT = ATA = I,} grupo unitario. Para probar que

es un grupo de Lie matricial el argumento es similar al de O(n) sélo cambiando T
(transposicién) por .

El grupo especial unitario, SU(n) = U(n) N SL(n,C). Es un grupo de Lie matricial.
Probaremos que es una subvariedad C* de U(n). Si A € U(n), entonces

1 = det(ATA) = detAdetA = detA € S'

Por tanto tenemos una funcién det : U(n) — S' C* y SU(n) = det *({1}). Toca
demostrar que dado A € SU(n) la funcién d(det) 4 : ToU(n) — TyesaS! es sobreyectiva.
Primero probaremos que d(det)r, : T7, U(n) — T}S! es sobreyectiva. Tomemos la curva
v : R — U(n) dada por y(t) = ¢I,,. Con esto tenemos que v(0) = I,,, ademéas

d

$(0) = dv(s,) € Tr,U(n)

Entonces

A(det), (3(0) = TN detr) = S| det(e?,)

= — "t = in e T,S!
dt],_,

Asi, d(det);, # 0y d(det);, es sobreyectiva. Por otra parte, definimos un difeomorfismo
C para cualquier A € SU(n) como

La:U(n)—U(n),La(B)=AB
Entonces det = det o L4, lo que implica que
d(d@t)[" = d(det o LA)In = d(det)LA([n) (@) d(LA)In = d(d@t)A o d(LA)[n

Debido a que d(det);, es sobreyectiva, tenemos que d(deet) 4 es sobreyectivo para todo
A € SU(n). Luego SU(n) es una subvariedad C* de dimensién n* — 1.
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A.2. Algebras de Lie

Definicién A.2.1 (Algebras de Lie). Un dlgebra de Lie sobre un campo K es un K-espacio
vectorial g junto con una operacion |-,-| 1 g X g — @ tal que para todo X,Y,Z € g y para
todo a, 8 € K satisface:

1. [X,Y] = -[Y, X] (Antisimetria).
2. [aX + BY, Z] = o[X, Z] + B|Y, Z] (Linealidad,).
3. XY, Z))+ 2, [ X, Y]]+ [Y,[Z, X]] = 0 (Identidad de Jacobi)

A la operacién [+, -] se le llama corchete de Lie. En caso que dimgg < oo, decimos que
g es de dimension finita. En el caso que [X,Y] = 0 para todo X,Y € g decimos que g es
abeliana.

Ejemplos:

1. Cualquier K-espacio vectorial V' es un algebra de Lie sobre K donde el corchete de Lie
es [u,v] = 0, para todo u,v € V.

2. R3 es un dlgebra de Lie sobre R con corchete de Lie [x,y] = x X y, para todo =,y € R3.

3. Si K = R,C, definimos gl(n,K) = Mat,(K). Este es el conjunto de matricess n x n

con entradas en K y lo dotamos con el corchete de Lie [A, B] = AB — BA para todo
A, B € gl(n,K).

4. Sea V un K-espacio vectorial. gl(V') = End(V') el conjunto de endomorfismos de V' es
un &lgebra de Lie sobre K con corchete [T,S] =T oS — SoT para todo T, S € gl(V).

5. Toda K-dlgebra A es un élgebra de Lie sobre K con corchete de Lie [a,b] = ab — ba
para todo a,b € A.

Definicién A.2.2. Sea g un dlgebra de Lie sobre K de dimension finita. Sea {T1,...,T,}
una base de g. Entonces existen fS € K tales que [T, Ty = f5,T.. A los elementos fS, se le
llaman constantes de estructura de g.

Es facil de demostrar que, cuando g es un dlgebra de Lie de dimension finita, la antisimetria
de el corchete de lie se expresa

ab = ~Jra

y la identidad de Jacobi (usando la notacién de Einstein)

fofor+ fonfo+ fofea=0

Ejemplo: Sea {ej, €9, €3} la base canénica de R3. Entonces

lei,ej] =€ xej = efjek
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donde efj es el stmbolo de Levi-Civita dado por

(

1, si (i, j, k) es una permutacién par de (1,2,3)
efj =< —1, si(i, ], k) es una permutacién impar de (1,2,3)
0 en otro caso

\

Definicién A.2.3 (Subélgebra de Lie). Sea g dlgebra de Lie sobre K. Una subdlgebra de
Lie de g es un K-subespacio vectorial ) de g tal que

X, Yeh=[X,Y]€ep
Ejemplos:

1. Sea K = R,C. Sea sl(n,K) = {A € gl(n,K) : trA = 0}. Le llamamos élgebra de Lie
especial lineal y es una subdlgebra de Lie de gl(n, K) puesto que

tr([A, B]) =tr(AB — BA) =tr(AB) —tr(BA) =0
Una base para esta subalgebra de Lie es
(B — By 1<i<n—1}U{E;:1<i#j}

donde E;; es la matriz donde la entrada ij es 1 y las demés son 0. En este sentido
dimgsl(n,K) = (n—1) 4+ (n* —n) =n? — 1.

2. s0(n) = {A € gl(n,R) : AT = —A} 4lgebra de Lie especial ortogonal. so(n) es una
subdlgebra de Lie de gl(n,R). Para ver esto, sean A, B € so(n),

[A, B]Y = (AB — BA)" = (AB)" — (BA)" = B"AT - A"B" = BA - AB = —[A, B]

Una base para so(n) es

n(n—1)
5

Por tanto dimgso(n) =

3. u(n) = {A € gl(n,C) : AT = —A} 4lgebra de Lie unitaria. u(n) es una subélgebra de
Lie de gl(n,C). Dados A, B € u(n)

[A,B]' = (AB — BA)' = (AB)" — (BA)' = BTA" — ATB' = BA — AB = —[A, B]
Una base para u(n) es

n(n—1) 9
3 =n-.

Asf concluimos que dimgu(n) =n + n(ng_l) +
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4. su(n) = {A € gl(n,C) : AT = —A y tr A = 0} algebra de Lie especial unitaria. su(n) es
una subalgebra de Lie de gl(n, C). Una base para su(n) es

Concluimos que dimgsu(n) = (n — 1) 4 2y 2eml — 2

Definicién A.2.4 (Homomorfismos de dgebra de Lie). Sean g,b dlgebras de Lie sobre el
campo K. Un homomorfismo entre estas dlgebras de Lie es una funcion K-lineal ¢ : g — b
tal que

V([X,Y]) = [0(X), ¥(Y)], para todo XY € g

En caso que la funcion sea biyectiva entonces decimos que es un isomorfismo de dlgebras de
Lie y lo denotamos g = §.

A.3. Algebra de un grupo de Lie

Definiciéon A.3.1. Sea G un grupo de Lie y g € G. La traslacion a derecha Ry : G — G y
la traslacion a izquierda Ly : G — G se definen por

Ry(h) = hg, Lg(h) = gH
respectivamente.

Cabe mencionar que para todo g € G las traslaciones R, y Ly son difeomorfismos C*° de G
en G.

Definicién A.3.2. Sea G un grupo de Lie. Un campo vectorial X € X(G) se le dice
mvariante a izquierda st

Ly X =X <= d(Ly)n(Xy) = Xy, para todo g,h € G

Al conjunto (que termina siendo un espacio vectorial) de todos los campos vectoriales invariantes
a izquierda sobre G se le denota X1 (G).

Notemos que si tenemos X,Y € X (G) entonces, dado g € G,
L, [X,Y] = [LgpX, LyY] =[X,Y]
Lo anterior demuestra que X1 (G) es una subdlgebra de Lie del dlgebra de Lie X(G).

Definicién A.3.3 (Algebra de Lie de un grupo de Lie). Sea G un grupo de Lie. A X(Q)
equipado con el corchete de X(G), [+, -], se le llama el dlgebra de Lie del grupo de Lie G.

Teorema A.3.1. Sea G un grupo de Lie. El dlgebra de Lie del grupo de Lie, X(G), es
isomorfo (como dlgebra de Lie) a T.G, el espacio tangente a G en el punto e (elemento
neutro del grupo); es decir, T.G = X(G).
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Demostracion. Partimos definiendo una transformacién lineal A : T.G — X.(G) de la
siguiente forma \(£) = X¢, donde X¢ € X(G) estd dado por

Xg =d(L,)e(§), para todo g € G

Luegp, dados g, h € G,
d(Ly)n(X5) = d(Lo)ald(Ln)e(€)] = d(Lg 0 Ly)e(€) = d(Lgn)e(€) = X,

Por tanto X¢ € X (G) para todo ¢ € T,G. Ahora probamos que A es un isomorfismo. Para
probar inyectividad, supongamos que A\(€) = A(n). Entonces X¢ = X" y, a su vez, X = X7.
Por otro lado tenemos que

Xg = d(Le>e(€) = ¢, Xg = d(Le)e(n) =,

asi & = 1, demostrando que \ es inyectiva. Para la sobreyectividad tomemos X € X1 (G).
Definamos £x € T.G como

Ex = Xe =d(Ly1)4(Xy), para todo g € G
Por tando, para todo g € G
d(Lg)e(Ex) = d(Lg)e(Xe) = d(Lg)e[d(Lg—1)g(Xy)] = d(Lg 0 Lg—1)4(Xy) = d(Le)g(Xg) = X,
Asi, Méx = X. O
Ejemplos:
1. Algebra de Lie de GL(n,K) es gl(n,K). Sea v : (—€,¢) — GL(n,K) una curva con
v(0) = I,,.Cercano a t = 0, la curva se puede aproximar por (t) = I,, + tA + O(t?),

donde A € gl(n, K). Es facil ver que 4(0) = A. Concluimos entonces que 77, GL(n,K) =
gl(n, K)

2. Algebra de lie de SL(n,K) es sl(n,K). Sea v : (—e,e) — SL(n,K) una curva con
v(0) = I,,. Asi como en el ejemplo anterior, cercano a t = 0 podemos escribir (t) =
I, + tA + O(t?) donde A € gl(n,K). Entonces ¥(0) = A. Debido v(t) € SL(n,K)
entonces

1 = dety(t) = det[l, + tA+ O(t*)] = 1 + ttr(A) + O(t?)

Por tanto tr(A) = 0, implicando que A € sl(n,K). Luego 17, SL(n,K) = sl(n, K).
3. Algebra de Lie de O(n) es o(n). Sea 7 : (—¢, €)) = O(n) una curva con (0) = I,,. Cerca

a t = 0 podemos escribir v(t) = I, + tA + O(t?), donde A € gl(n, R).Anédlogamente a
los argumentos anteriores, 7(0) = A. Debido a que v(t) € O(n) entonces
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Por tanto, derivando la ecuaciéon anterior
(O () + ()3 (t) = 0
Ahora evaluamos en t = 0 y obtenemos
Y(0)"v(0) +~(0)"4(0) = AT, + ITA=AT + A=0

Asi probamos que A € so(n). Luego 17, 0(n) = so(n). Si la curva fuera sobre SO(n),
se cumple que tr(A) = 0 porque dety(T) = 1. Esto implica que T;, SO(n) = T;,0(n) =
so(n).

4. Algebra de Lie de U(n) es u(n). El argumento es similar al anterior, pero cambiando
T por §.

5. Algebra de Lie de SU(n) es su(n) = {A € gl(n,C) : AT = —A y trA = 0}. Sea
v : (—€,€) = SU(n) una curva tal que v(0) = I,,. Esta curva puede ser escrita como
y(t) = I, + tA+ O(t?) con A € gl(n,C). Luego ¥(0. +.) = A Como 7(t) € SU(n)

1 = dety(t) = det[l, + tA+ O(*)] = 1 + ttrA + O(t?)

Por tanto trA = 0. Por otro lado 7(¢)y(t) = I,, lo que implica que, derivando,
()T (t) + ()T (t) = 0. Asi, al evaluar en ¢ = 0, obtenemos AT + A = 0. Concluimos
entonces que 17, SU(n) = su(n).

A.4. Operador estrella de Hodge

El operador estrella, *, de Hodge es de vital importancia en el cdlculo exterior. Primeramente
porque este es un isomorfismo entre ciertos espacios vectoriales que solemos usar en el calculo
exterior, segundo por la forma en que este estd definido el cual nos permite calcularlo sin
demasiado esfuerzo.

Supongamos que E es un R-espacio vectorial orientado de dimension finitan. Sea g : Ex E —
R un producto interno en E. g induce un producto interno en AP(E), el cual denotaremos
igualmente por g. Si tenemos una base orientada para E

{uy, ..., u,}
y una base para el dual de E, E*,

{ul,. . u™}
definimos ¢;; = g(u;,u;) y g” como la (i, j)-ésima entrada de la inversa de la matriz (g;;).
Sean «, € A\P(F), entonces

a = gozil_.,ipu“ A Au'

1 , A
/8 ey _/BjL-.jpqu /\ .« .. /\ u]P
p



46 A Apéndice

Denotamos por o/t = g/t ... glray 4

Definicién A.4.1. Definimos, para o, f € NP(E),

|
g(a. B) = Ze7 7 By gy

Esta definicién no depende de la escogencia de la base para F y para el dual E*.

Sean {u),...,u,} otra base orientada para E y {u,... u™} base dual. Denotamos por
9i; = g(uj,uf) y g = (i, j)-ésima entrada de la inversa de (gj;). Existe una matriz invertible
(A%;) tal que u; = uiAij, por otro lado, si A7 = (i, j)-ésima entrada de la inversa de (A*)),
entonces u” = u'A,”’. Lo anterior conduce a las siguientes igualdades

ggj = Akz‘Aljgkl

! o i A 7kl
gu — AkZAl g
Ademas
. 1 / 111 /\ /\ /’ip
o = g U AU
1 !/ 19 19
/8 - _/8‘71 jujl/\"'/\u]p
p i
/ _ AN J / _ AR J
donde oy, ; =A% - AT aj.j, v B, =A% - AT B, Luego
ooy Lomi iy
| iy p'g g i1 ipPin.ip
L, . o
— 1 J1 kil ? Ip  kpl r1 T S1 s
— ;!(Akl Ah q 1 1) e (Ak:Al:9 P p)(A LR A fpamump)(A PR A ;?pﬂslmsp)
1 , , , .
o 7 r 2 T J1 AS J S k1l kpyl
- H(AkllA ;1) e (AkppA Z,)(All A }1) T (AlppA ?,,)g B g’ parrnrpﬁsr“sp
1 r sp kil kpl
= Ijék)’zl . e (5kpp5l181 . e (Slppg .. g p parl---rpﬂsr--sp
_ 1 ki1ly kplp
= Hg g Oékl--.kpﬁll---zp
1
Iyl
= HOZ B,
Tomamos una base ortonormal orientada para E, {ej,...,e,}. Entonces existe un tnico
elemento y, que cumple i (e, ..., e,) = 1. A dicho elemento se le llama forma de volumen

determinada por g. Si tenemos una base orientada para E

{u, ..., un}
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y una base para el dual de E

{ul,...,u"}

g = \/Idet(giy)lu* A~ A u”

Teorema A.4.1 (Existencia del operador estrella de Hodge). Sea E un R-espacio vectorial
orientado de dimension n. Sea g: E X E — R un producto interno. Entonces existe un unica
isomorfismo lineal x : \P(E) — A" P(E) tal que

gi; = 8(u;,u ), entonces

aAx*f = g(a, B)pg, para todo o, f € NP(E)

Demostracion. Seay € A""P(E). Definimos la funcién ¢, : AP(E) — R tal que si o € AP(E),
entonces a Ay € A"(E) que es un miltiplo de la forma de volumen s1,. Asi que ¢, (o) cumple

a Ny =@y (a)uy

Tenemos asi que ¢, € (AP(E))*. Probaremos que si ¢,(a) = 0 para cualquier a € AP(E),

entonces v = 0. Sean {uy,...,u,} base orientada de E'y {u',... ,u"} base dual. Luego
v = Z 'Yil‘..in,puil A A uin—p
11 < <Ip—p
Ahora sean k; < ---k, los indices que falta en {1,...,n} y tomemos el siguiente elemento

a=uf" A AuFr. Por tanto
O=aNny= Z Viy g WA AU N A
i< <in_p

Pero a A y(Upy, -+ Uk, Wy - U5 ,) = Vjr.ju_, = 0. Concluimos entonces que v — ¢ es
una transformacién lineal inyectiva de A" P(E) en (AP(E))*. Debido a que las dimensiones
de ambos espacios coinciden, llegamos a la conclusién que la transformacién lineal es un
isomorfismo. Notemos que para cada elemento fijo 5 € AP(E) tenemos una funcién a —
(cr, B), el cual es un elemento de (AP(E))*. Podemos encontrar entonces un unico elemento
v € A"P(E) con ¢, (o) = g(a, ), para todo a € AP(E), en otras palabras

aAvs = g(a, B)ug, para todo o € NP(E)
Luego definimos * : AP(E) — A" P(E) de la forma
x5 = 75, para todo § € NP(E)

Esta transformacién lineal es inyectiva debido a que si *3 = 0, entonces 73 = 0 y, a su vez,
g(a, B) = 0 para todo o € AP(E). Lo anterior implica que 5 = 0. Por ultimo, * : AP(E) —
A""P(E) es un isomorfismo que cumple

a A xfB = g(a, B)ug, para todo o, € NP(E)
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