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No hemos encontrado nada equivocado en la

teoŕıa de la electrodinámica cuántica. Por tanto,

yo diŕıa que es la joya de la f́ısica, la posesión

de la que estamos más orgullosos.

Richard Feynman
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su paciencia, por haber aclarado tantas dudas, por exigirme a estudiar más allá de lo que
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Resumen

El cálculo exterior discreto tiene una gran utilidad en los cálculos que se hacen en algunas

teoŕıas que, en principio, son dif́ıciles de efectuar. Pasar de un modelo continuo a un modelo

discreto tiene sus ventajas al momento de la comprensión de los sucesos y al momento de

la experimentación en la f́ısica para corroborar ciertas deducciones teóricas. Pero, ¿cómo

conectamos el mundo continuo con el mundo discreto? Para ello definiremos dos funciones

importantes: el mapeo de De Rham y el mapeo de Whitney. Estas funciones conectan los

objetos más importantes para hacer cálculo en cada teoŕıa, las formas (continuas y discretas).

Además en el cálculo exterior discreto tenemos operadores que son análogos a los del cálculo

exterior continuo, tal como el producto exterior (el cual no se definirá aqúı en la teoŕıa del

caṕıtulo 2), el operador estrella de hodge y un producto interno.

Por otro lado, encontrar un buen modelo discreto para aplicar todas estas ideas es la tarea

importante y clave de este trabajo. Aqúı hemos optado por hacer un discretización al plano

R2 de forma de un látice. Creamos un análogo de un producto exterior, un análogo del

teorema de Stokes, un análogo de la derivada exterior, un análogo del operador estrella de

Hodge y un producto interno interesante para concluir dicha discretización conectando con

las ecuaciones de Yang-Mills, nuestro principal enfoque.

Palabras claves: Yang-Mills, operador estrella de Hodge, transporte paralelo, holonomı́a,

conexión, discretización.

Abstract (Discretization of the Maxwell and
Yang-Mills equations)

Discrete exterior calculus has great utility in calculations performed in certain theories

that are, in principle, difficult to carry out. Transitioning from a continuous model to a

discrete model has its advantages when it comes to understanding events and in experimental

physics to corroborate certain theoretical deductions. But how do we connect the continuous

approach with the discrete approach? To do this, we will define two important functions: the

De Rham map and the Whitney map. These functions connect the most important objects

for performing calculations in each theory, namely forms (both continuous and discrete).

Additionally, in discrete exterior calculus, we have operators that are analogous to those in

continuous exterior calculus, such as the exterior product (which will not be defined here in

the theory of Chapter 2), the Hodge star operator, and an inner product.

On the other hand, finding a good discrete model to apply all these ideas is the important and

key task of this work. Here, we have chosen to discretize the plane R2 in the form of a lattice.

We create an analogue of the exterior product, an analogue of Stokes’ theorem, an analogue



x

of the exterior derivative, an analogue of the Hodge star operator, and an interesting inner

product to conclude this discretization, connecting with Yang-Mills equations, our main

focus.

key words: Yang-Mills, Hodge star operator, parallel transport, holonomy, connection,

discretization.
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1. Introducción

1.1. Contexto histórico e ideas

En la década de los 50 del siglo XX, más exactamente, en 1954 Chen Ning Yang y

Robert Mills generalizaron el lagrangiano de la electrodinámica cuántica. ¿Cuáles son

los ingredientes de estas teoŕıas? Primero, una teoŕıa de campos gauge es un tipo de teoŕıa

cuántica de campos, es decir, hace parte del modelo estándar que describe las interacciones

de las part́ıculas. Estas teoŕıas se basan en que la part́ıculas, en este caso fermiones, son

vistas desde el grupo de simetŕıa (grupo de Lie) y que se les llama transformaciones locales.

Para hacer estas descripciones requerimos de un campo (campo de Yang-Mills) y en el

caso del electromagnetismo el campo describe las interacciones de los fermiones dotados

con carga eléctrica; para esta teoŕıa el grupo de simetŕıa viene siendo el grupo de Lie U(1)

que representa el cambio de fase. El grupo de simetŕıas anterior, U(1), es un grupo de Lie

abeliano. El trabajo de Yang y Mills fue precisamente hacer descripciones en el que el grupo

de simetŕıas sea un grupo de Lie no abeliano, como por ejemplo SU(2), SU(3).

En estas teoŕıas es necesario tener un conocimiento amplio matemáticamente hablando

debido a que la formulación matemática requiere saber sobre fibrados principales, conexión,

transporte paralelo, grupos de Lie, álgebras de Lie. De esos conceptos hablaré en los preliminares

y en el apéndice de esta tesis.

¿Cómo podemos ver estos campos de Yang-Mills de una manera sencilla para el lector sin

conocimiento f́ısico o matemático avanzado? Empecemos hablando de la teoŕıa electromagnética.

Aqúı la part́ıcula portadora de carga es el fotón, el cual no interactúa con otro fotón; en otras

palabras, el fotón no posee carga eléctrica. Las part́ıculas cargadas del electromagnetismo

son los electrones y la forma en que se describen las fuerzas eléctricas y el campo vienen

dados por la Ley de Coulomb que, resumiendo, dice que la fuerza entre dos cargas eléctricas

es directamente proporcional a la intensidad de las cargas e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia que los separa. Ahora, en el caso de los campos de Yang-Mills la

part́ıcula portadora de carga son los gluones que śı tienen carga y pueden interactuar entre

śı. La carga le llamamos carga de color, pero no tiene que ver con el color de la part́ıcula

o algo similar. Las part́ıculas cargadas son los gluones y los quarks. Entonces tenemos una

diferencia muy importante aqúı con el electromagnetismo y es que la part́ıcula portadora de

carga śı interactúa consigo misma. Otra diferencia clave es que nosotros podemos ((aislar))
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una part́ıcula cargada eléctricamente debido a la Ley de Coulomb, pero en el caso de los

gluones no es posible. Dado que ellos pueden interactuar entre śı, podemos pensar a los

gluones como unos resortes y entre más querramos alejar un gluón de otro, más enerǵıa se va

a requerir. Incluso la naturaleza para ((ahorrar)) enerǵıa prefiere ((romper)) ese ((pegamento))

(de aqúı el nombre de gluones, glue) para crear un par quark-antiquark. En el caso de los

electrones cuando hay interacción se liberan fotones.

1.2. Este trabajo

La intención de esta tesis es construir un modelo discreto de las ecuaciones de Yang-Mills en

R2 espacio-tiempo (1 dimensión para cada uno) de Minkowski. Para ello vamos a construir

cada uno de los operadores usados en la teoŕıa del cálculo exterior. También vamos a

hacer uso de conceptos más avanzados de la matemáticas como lo es la conexión y el

transporte paralelo sobre un fibrado principal. Hacer un modelo discreto consiste en construir

unos dominios fáciles de trabajar (triángulos, rectángulos, etc); en la tesis se describen con

simplejos (triángulos) en la parte teórica (caṕıtulo 2, preliminares) y en la práctica (caṕıtulo

3, discretización de las ecuaciones de Yang-Mills) se usa rectángulos formando aśı un látice. A

partir de estos dominios construimos los duales, por otro lado vamos creando definiciones que

van cuadrando con cada uno de los resultados que la teoŕıa del cálculo exsterior requiere y con

lo que la teoŕıa de Yang-Mills requiere. Lo más importante de este enfoque es que pasamos de

ecuaciones diferenciales a ecuaciones lineales debido a que los operadores construidos pueden

verse matricialmente, donde en el caso la descripción de este trabajo será más espećıfica por

tener una discretización espećıfica.

En el caṕıtulo 3 se hará de manera detallada cada uno de los operadores necesarios en el

cálculo exterior discreto y también la descripción del caso continuo de las ecuaciones de

Yang-Mills. Tenemos una 1-forma A sobre R2 con valores en su(n) y que tenemos la 2-forma

curvatura, F como

F = dA+ A ∧ A

Si ahora transformamos A con g una transformación gauge global de la forma

A′ = g−1Ag + dg−1g

entonces F transforma como

F ′ = g−1Fg.

Las ecuaciones de Yang-Mills están dadas por

dF + A ∧ F − F ∧ A = 0

d ∗ F + A ∧ ∗F − ∗F ∧ A = 0,
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donde d es la derivada exterior y ∗ es el operador estrella de Hodge. Además, con la métrica

dada en el espacio de Minkoswki R1,1 se tiene que ∗ ∗ A = A, por tanto podemos ver la

segunda ecuación anterior como

d ∗ F + A ∧ ∗F − ∗F ∧ ∗ ∗ A = 0.



2. Preliminares

2.1. Espacios fibrados

Comúnmente en las matemáticas usemos mucho la frase que cierto espacio se comporta

((localmente como)). Por ejemplo, cuando hablamos de variedades diferenciables nos topamos

con espacios topológicos que localmente son como Rn. En esta sección corta hablaremos de

conjuntos que localmente son como un producto cartesiano de conjuntos. Por ejemplo, un

cilindro vendŕıa siendo un producto cartesiano de S1 con R, pero la cinta de Möbius no es

un producto cartesiano de dos conjuntos, pero localmente śı lo es.

Definición 2.1.1 (Haz). Un haz es una tripleta (E,M, π) donde E y M son variedades

diferenciables y π : E →M es una submersión sobreyectiva. A E le llamamos espacio total,

M es el espacio base y π proyección del haz. Cuando la variedad π−1({p}) es difeomorfa a

una variedad F , para todo p ∈M , a F le llamamos la fibra t́ıpica y a π−1({p}) la fibra en p.

Definición 2.1.2 (Espacio fibrado). Un espacio fibrado (E,M, π,G) es un haz (E,M, π)

dotado con una fibra t́ıpica F , un grupo de Lie G de diferomorfismos de F sobre śı mismo y

un cubrimiento abierto {Uα} de M tal que:

1. π−1(Uα) es difeomorfo a Uα×F . Donde el difeomorfismo ϕα : π−1(Uα) → Uα×F tiene

la forma ϕα(p) = (π(p), ψα(p)) y el siguiente diagrama conmuta:

π−1(Uα) Uα × F

Uα Uα

ϕα

π pr1

id

donde pr1 es la proyección de la primera componente. Para todo p ∈ Uα la restricción

ϕα|π−1({p}) es un difeomorfismo entre la fibra sobre p y la fibra t́ıpica F . Al difeomorfismo

anterior lo denotamos como ϕα,p.

2. El difeomorfismo ϕα,p ◦ ϕ−1
β,p : F → F es un elemento del grupo estructural G para todo

p ∈ Uα ∩Uβ. Si el grupo G tiene un solo elemento, el elemento neutro, entonces el haz

es trivial (E =M × F ), π = pr1).

3. La función gαβ : Uα ∩ Uβ → G definida como gαβ(p) = ϕα,p ◦ ϕ−1
β,p es diferenciable.
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A las funciones gαβ se les llama funciones de transición del espacio fibrado. Además cumplen

la siguiente condición, llamada condición de cociclo, para todo punto p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ:

gαγ(p) = gαβ(p)gβγ(p).

Definición 2.1.3 (Sección local de un fibrado). Una sección local del espacio fibrado π :

E → M es una función suave s : U → E de tal forma que π ◦ s = idU , donde U es un

abierto de M . Es decir, s(p) ∈ π−1(p) para todo p ∈ U . Una sección global es cuando el

dominio es todo M . Denotamos al conjunto de todas las secciones globales del fibrado por

ΓM = {s :M → E : π ◦ s = idM}.

Definición 2.1.4 (Fibrado vectorial). Un fibrado vectorial es un fibrado (E,M, π,G) donde

la fibra t́ıpica F es un espacio vectorial y para cada p ∈ Uα la función ϕα,p es un isomorfismo

de espacios vectoriales entre π−1(p) y F .

Un ejemplo de un fibrado vectorial real es el fibrado tangente de una variedad diferenciable

M . Donde el espacio base está dado por

E = TM = ⨿p∈MTpM

y para construir la cubierta abierta de M se usa la misma de la variedad.

Definición 2.1.5 (Fibrado principal). Un fibrado principal es un espacio fibrado (P,M, π,G)

donde la fibra es F = G y viene dotado con una acción libre de grupo a derecha, τ : P ×G→
P , diferenciable tal que las trivializaciones locales respetan la acción a derecha. Éste fibrado

es isomorfo a ρ : P → P/G. Aqúı P/G es el conjunto de clases de equivalencia que surgen

de los representantes de las órbitas de la acción a derecha.

A partir de un fibrado principal podemos construir otro fibrado que llevará de nombre fibrado

asociado. Sea π : P → M un fibrado principal con grupo estructural G y una acción por la

izquierda de G sobre una variedad F . La idea es construir un fibrado con base M y fibra

t́ıpica F .

Definimos la relación de equivalencia sobre P × F de la siguiente manera

(p, y) ∼ (pg, g−1y), g ∈ G.

Denotaremos P×GF al conjunto de clases de equivalencia (P×GF = P×F/ ∼) y definamos

la proyección πF : P ×G F →M como

πF ([p, y]) = π(p).

Dado α existe, por de finición, un difeomorfismo ϕα : π−1(Uα) → Uα × G. Definimos ϕα :

π−1
F (Uα) → Uα × F como

ϕα([p, y]) = (x, ϕα,x(p) · y)

donde p ∈ π−1(x). Con esta construcción podemos dotar a P ×G F de estructura de espacio

fibrado cuyas funciones de transición coinciden con las del fibrado principal.
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Definición 2.1.6 (Fibrado asociado). Sea π : P → M un fibrado principal con grupo

estructural G y una acción por la izquierda de G sobre una variedad F . El fibrado creado

anteriormente πF : P ×G F →M es el fibrado asociado.

2.2. Conexiones y transporte paralelo

Vamos a dar dos definiciones equivalentes de conexión en un fibrado principal π : P → M .

Primero definimos el subespacio vertical en un punto p ∈ P , Vp = {X ∈ TpP : π∗X = 0}. La
intención es crear una noción de cómo transportar paralelamente un vector de un espacio

tangente a otro espacio tangente.

Definición 2.2.1 (Levantamiento horizontal). Una conexión es una escogencia suave para

cada p ∈ P de una transformación lineal σp : TmM → TpP donde m = π(p) tal que

1. π∗ ◦ σp = IdTmM ,

2. σpg = g∗σp.

Al conjunto Hp le llamamos el subespacio horizontal. A un elemento de Hp se le llama vector

horizontal.

Definición 2.2.2 (Subespacio horizontal). Una conexión es una escogencia suave para cada

p ∈ P de un subespacio Hp de TpP tal que

1. TpP = Vp ⊕Hp,

2. Hpg = g∗Hp.

Demostremos que estas definiciones son equivalentes. Dado una escogencia de un levantamiento

horizontal sigmap para cada p ∈ P , definamos Hp = σp(TmM). Notemos que si Xp ∈ Hp,

π∗Xp = 0 sólo si Xp = 0 ya que π∗ ◦ σp = IdTmM . Para cualquier Xp ∈ Tp podemos

escribir Xp = σpπ∗Xp + (Xp − σpπ∗Xp). Notemos que σpπ∗Xp ∈ Hp y Xp − σpπ∗Xp ∈ Vp
porque se tiene que π∗(Xp − σpπ∗Xp) = π∗Xp − π∗σpπ∗Xp = π∗Xp − π∗Xp = 0. Aśı

TpP = Vp ⊕ Hp, además la segunda condición de la primera definición implica la segunda

condición de la segunda definición. Supongamos ahora que tenemos una escogencia de un

subespacio horizontal, Hp. Si xp ∈ Hp y Xp ̸= 0, entonces π∗Xp ̸= 0, lo que implica

que π∗|Hp es inyectiva. Sea ϕi : π−1(Ui) → Ui × G una trivialización local. Notemos que

π = pr1 ◦ ϕ−1, donde pr1 : U × G → U es la proyección en la primera componente. Luego

π∗ = pr1∗ ◦ ϕ−1
i∗ . Puesto que pr1∗ es sobreyectiva, entonces π∗ es sobreyectiva. Concluimos

que π∗|Hp es un isomorfismo lineal. Podemos definir σp = π∗|−1
Hp
. Ahora σ−1

pg = π∗|g∗Hp y

(g∗σp)
−1 = σ−1

p g−1
∗ = π∗|Hp(g

−1
∗ ) = π∗|g∗Hp dado que π ◦ g = π. Esto último prueba la

segunda condición de la definición 1.
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Una 1- forma ω ∈ Ω(E, g), g es el álgebra de Lie de G , puede definir una conexión sobre

π : P →M y este cumple

v ∈ HpE ⇔ ω(v) = 0.

A ω se le llama la 1-forma conexión.

Sea π : P →M un fibrado principal con conexión HpE definida por una 1-forma ω ∈ Ω(E, g)

y sea f : TpP → HpP la función que env́ıa al elemento de TpP a su correspondiente vector

horizontal.

Definición 2.2.3 (Derivada exterior covariante). Sea ω ∈ Ω(P, g). Sea φ ∈ Ω(P, V ), donde

V es un espacio vectorial con base {ei}. En este sentido φ = φi ⊗ ei. Definimos la derivada

exterior covariante de φ por

dωφ(v1, . . . , vr+1) = dφ(fv1, . . . , fvr+1)

donde dφ = (dφi)⊗ ei.

A la 2-forma Ω = dωω se le llama forma de curvatura de la conexión. Además cumple

Ω = dω + ω ∧ ω.

que si tenemos una base {ξa} de g y sus constantes de estructura de Ca
bc lo anterior tiene la

forma

Ωa = dωa +
1

2
Ca

bcω
b ∧ ωc.

Esta forma de curvatura satisface la identidad de Bianchi

dωΩ = 0.

Sea s : U → P una sección de P sobre un abierto U de M . Sean A = s∗ω y F = s∗Ω las

imágenes rećıprocas de las formas de conexión y curvatura por s. Luego ecuación de Cartan

se escribe como

F = dA+ A ∧ A

Suponiendo que U es el dominio de definición de un sistema de coordenadas {xµ}, entonces

A = Aµdx
µ

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν

donde Aµ y Fµν son funciones con dominio U y con valores en el álgebra de Lie g. Tenemos

la siguiente igualdad

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
+ [Aµ, Aν ].
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En términos de la base {ξa} tenemos

Aµ = Aa
νξa

Fµν = F a
µνξa

F a
µν =

∂Aa
ν

∂xµ
−
∂Aa

µ

∂xν
+ Ca

bcA
b
µA

c
ν .

Por último, si {Uα} es el cubrimiento de M usado para definir la estructura del fibrado y si

si : Ui → P y sj : Uj → P son dos secciones de P tal que Ui ∩ Uj ̸= ∅ obtenemos

Aj = g−1
ij Aigij + g−1

ij dgij

Fj = g−1
ij Figij

donde Ai = s∗iω, Fi = s∗iΩ y gij : Ui ∩ Uj → G es la función de transición.

Ahora vamos a definir el concepto de transporte paralelo asociado a una conexión.

Definición 2.2.4. Sea π : P → M un fibrado principal de grupo estructural G con una

conexión definida por una 1-forma ω ∈ Ω(P, g) y sea γ : [t0, t1] → M un camino en M .

Decimos que un camino γ̃ : [t0, t1] → P de γ si π(γ̃(t)) = γ(t) y γ̃(t) ∈ Hγ̃(E).

Dado un camino γ sobre M supongamos que p0 ∈ π−1(γ(t0)), entonces existe un único

levantamiento horizontal de γ, γ̃, tal que γ̃(t0) = p0. De manera local se tiene que el

levantamiento debe tener la forma

γ̃(t) = s(γ)(t)) · g(γ(t))

donde s : U → P es una sección local y g : U → G una función diferenciable. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que g(γ(0)) = e. Con esto garantizamos que s(γ(0)) = γ̃(0). Que

el vector ˙̃γ sea horizontal es equivalente a

d

dt
g(γ(t)) = −Aγ(t)(γ̇(t))g(γ(t))

donde A = s∗ω. La solución si hacemos t = t1 está dada por

g(γ(t1)) = Pexp(−
∫
γ

A).

donde Pexp es la exponencial ordenada de camino.

Definición 2.2.5 (Transporte paralelo). Sea γ : [t0, t1] → M un camino. Sea p0 = γ(t0).

Sabemos que existe un único levantamiento horizonal, γ̃ tal que γ̃(t0) = p0. El transporte

paralelo de p0 a lo largo del camino γ está dado por p1 = γ̃(t1) ∈ π−1(γ(t1)).
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Podemos incluso definir una función τγ : π−1(γ(t0)) → π−1(γ(t1)) como τγ(p0) = p1. Esta

función es compatible con la acción a derecha por la derecha de G.

Sea x ∈ M y γ : [t0, t1] → M un camino con γ(t0) = γ(t1) = x. La función τγ : π−1(x) →
π−1(x) es compatible con la acción a derecha, la cual es libre y transitiva. Esto implica que

dado un punto p ∈ π−1(x) se puede asociar a τγ(p) el único elemento gγ ∈ G que cumple

τγ(p) = p · gγ. Además se tiene que si p · g ∈ π−1(x), entonces τγ(p · g) = p · (gγg). Estos
elementos gγ forman un grupo llamado el grupo de holonomı́a de la conexión.

2.3. Cálculo exterior discreto

La idea de esta sección es resumir las ideas principales del cálculo exterior que vamos a

exponer en el caṕıtulo siguiente a este. Empezamos comentando que el cálculo exterior

discreto es una herramienta en el que hacer cómputo es más fácil que en el mundo continuo.

Implementar este área del conocimiento en la f́ısica es clave para comprender algunas teoŕıas,

por ejemplo, la teoŕıa de campos Gauge. Hay mayor descripción de esta construcción en [3].

Primero damos unas definiciones claves. Trataremos solo con complejos simpliciales y no

abstractos, aunque la definición es análoga.

Definición 2.3.1 (Puntos geométricamente independientes). El conjunto {v0, . . . , vp} es

geométricamente independiente si el conjunto {v1−v0, . . . , vp−v0} es linealmente independiente.

De manera equivalente, que el conjunto {v1 − v0, v2 − v1, . . . , vp − vp−1} sea linealmente

independiente.

Definición 2.3.2 (Simplejo). Un p- simplejo σp es la clausura convexa de p + 1 puntos

geométricamente independientes v0, . . . , vp. Más expĺıcitamente,

σp = {x ∈ RN : x =

p∑
i=0

µivi, donde µ
i ≥ 0 y

p∑
i

µi = 1}.

A los puntos vi se les llama vértices del simplejo, p es la dimensión del mismo. Una cara de

σp es un simplejo generado por un subconjunto de {v0, . . . , vp}. La unión de las caras es la

frontera del simplejo σp y lo denotamos por Bd(σp). El interior entonces lo definimos como

Int(σp) = σp \Bd(σp). Si σq es una cara propia de σp lo denotamos por σq ≺ σp.

Definición 2.3.3 (Complejo simplicial). Un complejo simplicial K en RN es un conjunto

de simplejos en RN tal que

Toda cara de un simplejo de K es un elemento de K

La intersección de cualquier par de simplejos de K es una cara de cada simplejo, ó es

vaćıo.
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La dimensión del complejoK es el mayor de las dimensiones de los simplejos que lo conforman.

A la unión de todos los simplejos de K lo denotaremos como |K| y lo llamaremos el

politopo. Al politopo lo dotamos con la topoloǵıa subespacio de RN . La definición de complejo

simplicial se puede extender de manera abstracta, en el sentido que no necesariamente los

subconjuntos son simplejos de RN .

Definición 2.3.4. Un complejo simplicial lineal K de dimensión n en RN es aquel donde

todos sus simplejos están en el mismo n-subespacio af́ın de RN .

Definición 2.3.5. Una triangulación simplicial del politopo |K| es cualquier complejo simplicial

L cuyo politopo |L| coincide con el politopo |K|.

Definición 2.3.6 (Subcomplejo simplicial). Sea K un complejo simplicial. Decimos que L

es un subcomplejo de K si L es una colección de conjuntos de K de tal forma que contiene

todas las caras de sus elementos, es decir, que L sea un complejo simplicial en śı mismo.

Un subcomplejo de un complejo K, llamado p-esqueleto de K, consiste en la colección de

todos los simplejos de dimensión a lo sumo p. La estrella cerrada de un simplejo s en K

es la unión de todos los simplejos de K que cumplen que s es una cara. Diremos que dos

p-simplejos son adyacentes si ellos comparten una cara de dimensión p− 1.

Definición 2.3.7. Sea σp el simplejo cuyos vértices son {v0, . . . , vn}. Diremos que dos

maneras de ordenar los vértices son equivalentes si difieren por una permutación par. Esta

definición separa en dos clases de equivalencia v́ıa las permutaciones de los vértices. Si

{v0, . . . , vp} son los vértices de σp, entonces escribimos [v0, . . . , vp] para denotar que el

simplejo está orientado.

Ejemplo: Consideremos 3 puntos no colineales v0, v1, v2 ∈ R2. Digamos que el triángulo que

se contruye está con los vértices ordenados en contra de las manecillas del reloj. Entonces los

3 vértices no tienen orientación, los 1-simplejos (segmentos) están orientados [v0, v1], [v1, v2]

y [v0, v2]. El triángulo (2-simplejo) entonces está orientado [v0, v1, v2].

Con esta notación seguimos el orden de izquierda a derecha para definir la orientación del

simplejo. En el caso que tenemos [v0, v1] nos referimos a que la arista va de v0 a v1.

Definición 2.3.8 (Orientación inducida). Sea σp = [v0, . . . , vp] un simplejo orientado, donde

p ≥ 1. Podemos orientar cualquier cara de dimensión p − 1 y dicha orientación lleva

nombre orientación inducida. Para p > 1, si i es par, la orientación inducida de la cara

v0, . . . , v̂i, . . . , vp es la misma del simplejo orientado [v0, . . . , v̂i, . . . , vp]. En caso contrario, el

signo es el opuesto. El śımbolo v̂i denota quitar el vértice vi.

Ejemplos: Supongamos que tenemos el triángulo orientado en contra de las manecillas del

reloj σ = [v0, v1, v2]. Entonces la orientación inducida de los 1-simplejos están dados de la
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siguiente forma: la de v0v2 es la contraria de [v0, v2] es decir, [v2, v0], la de v1v2 es la misma

de [v1, v2] y la de v0v1 es la misma de [v0, v1].

Digamos que tenemos dos simplejos σ y τ de la misma dimensión p que comparten una cara

de dimensión p− 1. Decimos que tienen la misma orientación si la orientación inducida por

σ de esa cara es la contraria por la orientación inducida por τ a la misma cara.

Hay otro caso y es cuando los simplejos tienen la misma dimensión y generan el mismo plano.

En este caso decimos que tienen la misma orientaación si sus vértices orientan el plano de

la misma manera.

Definición 2.3.9. Sean σp y τ p dos simplejos que pueden ser comparados (comparten una

cara de dimensión p−1 ó generan el mismo plano). Si tienen la misma orientación, decimos

que tienen orientación relativa de +1, en caso contrario -1. Denotaremos esto como

sgn(σp, τ p) = ±1.

Es necesario hablar de una construcción de un complejo simplicial a partir de uno ya dado,

además que será clave en la definición del operador estrella de Hodge.

Definición 2.3.10. El circuncentro de un p-simplejo σp es el punto donde equidistan los

vértices del simplejo. Diremos que un simplejo es un simplejo bien centrado si su circuncentro

pertenece al interior del simplejo. Un complejo simplicial donde todos los simplejo son bien

centrados lo llamaremos complejo simplicial bien centrado.

Supongamos que ahora todos los complejos simpliciales son bien centrados para hacer la

siguiente construcción.

Definición 2.3.11. La subdivisión circuncéntrica de un complejo simplicial bien centrado

K de dimensión n, denotado por csd K, es un complejo simplicial que consiste de todos los

simplejos de la forma [c(σ1, . . . , c(σk)] para 1 ≤ k ≤ n. Aqúı se tiene que σ1 ≺ σ2 ≺ · · · ≺ σk.

Cada elemento de esta forma se le llama simplejo de subdivisión.

Definición 2.3.12 (Celda dual circuncéntrica). Sea K un complejo simplicial bien centrado

de dimensión n. Sea σp uno de sus simplejos. La celda dual circuncéntrica de σp, denotado

por D(σp), se define como

D(σp) :=

n−p⋃
r=0

⋃
σp≺σ1≺···≺σr

Int(c(σp)c(σ1) · · · c(σr)).

Para r=0, σp ≺ σ1 ≺ · · · ≺ σr se interpreta como σp.

¿Cómo orientar duales elemantales? Primero consideremos que tenemos un complejo

simplicial K de dimensión n.

Para el caso que p = n, el dual es un vértice aśı que no tiene orientación.
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Para p = 0, definimos s := sgn([c(σ0), . . . , c(σn)], σn).

Para 1 ≤ p ≤ n−1. Supongamos que el simplejo dual elemental está orientado, digamos

s[c(σp), . . . , c(σn)] = ±1 ya está determinado. Supongamos que el complejo simplicial

está orientado. σp y σn son simplejos orientados de K y definimos entonces

s := sgn([c(σ0), . . . , c(σp)], σp)× sgn([c(σ0), . . . , c(σn)], σn)

donde sgn es la orientación relativa definida anteriormente.

Ejemplo (Extráıdo de la tesis ”Discrete exterior calculus”de Anil N. Hirani):

Tomemos un complejo simplicial orientado como en la figura (ver en [3]).

Figura 2-1.: Complejo simplicial orientado de dimensión 2

Sea p = 1 y tomemos σ1 = [v1, v0]. Notemos que se tiene v0 ≺ [v1, v0] ≺ [v0, v1, v2]. Digamos

que c(σ1) = c01 y c(σ2) = c012. Por tanto el dual elemental es s[c(σ1), c(σ2)] = s[c01, c012]

y simplejo de subdivisión es [c(σ0], c(σ1)] = [v0, c01]. ¿Cuánto da s? Usando el algoritmo

explicado:

s = sgn([c(σ0), c(σ1)], σ1)× sgn([c(σ0, c(σ1), c(σ2))], σ2)

= sgn([v0, c01], [v1, v0])× sgn([v0, c01, c012], [v0, v1, v2])

= (−1)(+1)

= −1

Entonces debemos orientar el simplejo dual elemental c01c012 como −[c01, c012] = [c012, c01].

Si escogemos otro simplejo de subdivisión la respuesta no cambiaŕıa.

Formas diferenciales discretas

En esta sección corta vamos a definir un aálogo a la formas diferenciales del caso continuo.

Vamos a ver que la definición será tal que se cumpla un análogo del teorema de Stokes.



2.3 Cálculo exterior discreto 13

Definición 2.3.13 (Cadenas). Sea K un complejo simplicial. Sea Cp(K,Z) el grupo libre

abeliano generado por p-simplejos orientados. Los elementos de Cp(K,Z) son llamados p-cadenas.

Más espećıficamente, Cp(K,Z) es un espacio vectorial real.

Definición 2.3.14 (Cocadenas o formas discetas). Una p-forma discreta α es un homomorfismo

del grupo de cadenas Cp(K,Z) a R. En otras palabras, una p-forma discreta es un elemento

de Hom(Cp(K,Z)) el espacio de cocadenas. Vamos a denotar este conjunto como Cp(K;Z)
o, más práctico, Ωp

d(K). Aqúı el sub́ındice d por ((discreto)).

Notemos que para una p-cadena
∑

i aic
p
i , donde αi ∈ R y una p-forma discreta α se cumple

α(
∑
i

aic
p
i ) =

∑
i

aiα(c
p
i )

y para dos p-formas discretas α, β y una p-cadena c tenemos

(α + β)(c) = α(c) + β(c)

Mapeos de Whitney y de De Rham

La idea es tomar una forma suave de una variedad, en nuestro caso interesa Rn, para asignar

una forma discreta. Por otro lado tomar una forma discreta y asignarle una forma suave.

Esto es, hallar una manera de conectar ambos mundos.

Definición 2.3.15 (Mapeo de De Rham). Sea α una p-forma de M = Rn. Definimos la

función ψp : Ωp(M) → Ωp
d(K) definido por sus valores de los simplejos σp del complejo K

en Rn

ψp(α)(σp) = ⟨ψp(α), σp⟩ :=
∫
σp

α.

Es fácil ver que el elemento ψp(α) ∈ Ωp
d(K)

En este sentido el pairing queda definido aśı, si llamamos αd = ψp(α),

⟨αd, c⟩ = ⟨ψp(α), c⟩, para c ∈ K.

Definición 2.3.16 (Mapeo de Whitney). Dado un simplejo orientado σp = [vλ0 , . . . , vλp ] en

K definimos el mapeo de Whitney ϕp : Ωp
d(K) → Ωp(M) por

ϕp([vλ0 , . . . , vλp ]) = p!

p∑
i=0

(−1)iϕλi
dϕλ0∧· · ·∧ d̂ϕλi

∧· · · dϕλp = p!ϕλi
dϕλ0∧· · ·∧ d̂ϕλi

∧· · · dϕλp

donde d̂ϕλi
consiste en eliminar el término. La segunda parte de la igualdad es siguiendo la

notación de Einstein.

Ejemplos:
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1. Sea σ = vi un vértice. Luego ϕ(vi) = ϕi.

2. Sea σ = [vi, vj]. Entonces

ϕ(σ) = ϕidϕj − ϕjdϕi

La fórmula de este mapeo se asimila a la del operador frontera en los simplejos que será

definida más adelante. De hecho de ah́ı viene esta definición. Este mapeo cumple una fórmula

interesante con la derivada exterior:

dϕ([vλ0 , . . . , vλp ]) = (p+ 1)!dϕλo ∧ · · · ∧ dϕλp

Por otro lado también tenemos la siguiente propiedad:∫
σp
i

ϕ(σp
j ) = δji

Cadenas duales y sus cocadenas

Definición 2.3.17. Sea K un complejo simplificial bien centrado de dimensión n en RN .

El operador estrella dualidad ⋆ : Cp(K,Z) → Cn−p(csdK,Z) se define por

⋆(σp) =
∑

σp≺σp+1≺···≺σn

sσp,...,σn [c(σp), c(σp+1), . . . , c(σn))]

donde sσp,...,σn es ±1 aśı cómo se hizo en la definición 2.3.12. Como conjunto coincide con la

definición de celda dual circuncéntrica, pero son objetos diferentes, debido a que este último

es un elemento de un grupo libre.

Definición 2.3.18. Sea K un complejo simplicial. Definimos ⋆K = {⋆σ : σ ∈ K}. Al

conjunto Cp(csdK,Z) lo denotaremos por Cp(⋆K,Z).

Notemos que el operador ⋆ va de Cp(K,Z) a un subgrupo de Cn−p(csdK,Z). Extenderemos

la definición de ⋆K a K usando la definición siguiente.

Definición 2.3.19. El operador ⋆ lo extendemos de tal forma que

⋆ ⋆ (σp) = (−1)p(n−p)σp

donde p es la dimensión del simplejo.

Definición 2.3.20. Las cocadenas en Cp(⋆K,Z) son las formas discretas duales de dimensión

p. Denotamos por Ωp
d(⋆K) al espacio de las p-formas duales.
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Funciones entre complejos y pullback de formas

Definición 2.3.21. Sean K y L dos complejos simpliciales y f : K(0) → L(0) una función

entre vértices de complejos. Supongamos que f es tal que si v0, . . . , vm genera un simplejo

de K, entonces f(v0), . . . , f(vm) son vértices de un simplejo de L. Bajo estas condiciones f

puede ser extendido a una función continua g : |K| → |L| cumpliendo

x =
m∑
i=0

µivi =⇒ g(x) =
m∑
i=0

µif(vi).

A g le llamamos la función simplicial inducida por la funcón de vértices f . En caso que f sea

una biyección y v0, . . . , vm genera un simplejo de K sii f(v0), . . . , f(vm) genera un simplejo de

L, entonces la función simplicial inducida g es un homeomorfismo, llamado homeomorfismo

simplicial o isomorfismo entre K y L.

Definición 2.3.22. Sean K y L complejos simplificiales y φ : |K| → |L| un isomorfismo de

complejos. Entonces el pullback discrete primal de φ está dado por

⟨φ∗(α), σp⟩ := ⟨α, φ(σp)⟩, para todo α ∈ Ωp
d y σ

p ∈ K

Esto puede verse como una versión discreta del cambio de variable en el cálculo exterior.

Derivada exterior discreta

Definición 2.3.23. Sea K un complejo simplicial. El operador frontera ∂p : Cp(K,Z) →
Cp−1(K,Z) es la transformación lineal definida por

∂pσ
p = ∂p([v0, v1, . . . , vp]) =

p∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp].

Aqúı [v0, . . . , v̂i, . . . , vp] es el p− 1-simplejo que se obtiene quitando el vértice vi. El operador

frontera cumple ∂p ◦ ∂p−1 = 0.

Ejemplos: La idea es ver el patrón que se cumple para luego hacer la prueba del teorema

siguiente.

1. ∂[v0, v1] = [v1]− [v0]. Luego ∂∂[v0, v1] = ∂[v1]− ∂[v0] = 0− 0 = 0.

2. ∂[v0, v1, v2] = [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1] . Entonces

∂∂[v0, v1, v2] = ∂([v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1])

= ∂[v1, v2]− ∂[v0, v2] + ∂[v0, v1]

= [v2]− [v1]− [v2] + [v0] + [v1]− [v0]

= 0
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3. ∂[v0, v1, v2, v3] = [v1, v2, v3]− [v0, v2, v3] + [v0, v1, v3]− [v0, v1, v2]. Entonces

∂∂[v0, v1, v2, v3] = ∂([v1, v2, v3]− [v0, v2, v3] + [v0, v1, v3]− [v0, v1, v2])

= ∂[v1, v2, v3]− ∂[v0, v2, v3] + ∂[v0, v1, v3]− ∂[v0, v1, v2]

= [v2, v3]− [v1, v3] + [v1, v2]− [v2, v3] + [v0, v3]− [v0, v2]

+ [v1, v3]− [v0, v3] + [v0, v1]− [v1, v2] + [v0, v2]− [v0, v1]

= [v2, v3]− [v2, v3] + [v1, v3]− [v1, v3] + [v1, v2]− [v1, v2]

+ [v0, v3]− [v0, v3] + [v0, v2]− [v0, v2] + [v0, v3]− [v0, v3]

= 0

Teorema 2.3.1. La composición ∂p ◦ ∂p−1 = 0

Demostración. Hagamos la prueba para los elementos básicos. Entonces

∂pσ
p = ∂p([v0, v1, . . . , vp]) =

p∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp].

Luego

(∂p−1 ◦ ∂n)(σp) =
∑
j<i

(−1)i(−1)i[vo, . . . , v̂j, . . . , v̂i, . . . , vn]

+
∑
j>i

(−1)i(−1)j−1[vo, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vn]

= 0

Esto se tiene debido a que∑
j<i

(−1)i(−1)i[vo, . . . , v̂j, . . . , v̂i, . . . , vn] = −
∑
j>i

(−1)i(−1)j−1[vo, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vn]

Este operador frontera define un complejo de cadenas sobre el complejo simplicial

0 Cn(K) · · · Cp(K) · · · C0(K) 0.
∂n ∂p+1 ∂p ∂1

Definición 2.3.24. Sea K un complejo simplicial. El operador co-frontera δp : Cp(K,R) →
Cp+1(K,R) se define por

⟨δpαp, cp+1⟩ = ⟨αp, ∂p+1cp+1⟩,

para todo αp ∈ Ωp
d(K) y cp+1 ∈ Cp+1(K,R). Lo anterior se puede escribir como

δp(αp) = αp ◦ ∂p+1
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Dado que ∂p ◦ ∂p−1 = 0 este operador define un complejo de cocadenas en el complejo K

0 Cn(K) · · · Cp(K) · · · C0(K) 0
δn−1 δp δp−1 δ0

Definición 2.3.25 (Derivada exterior discreta). Sea K un complejo simplicial. La derivada

exterior discreta d : Ωp
d(K) → Ωp+1

d (K) es simplemente el operador cofrontera δp.

Es importante mencionar que tenemos un análogo discreto del teorema de Stokes. Por

defincición tenemos

⟨dα, c⟩ = ⟨α, ∂c⟩.

Por otro lado, si tenemos un homeomorfismo de complejos simpliciales φ : |K| → |L| y
σp+1 ∈ K, entonces

⟨φ∗(dα), σp+1⟩ = ⟨dα, φ(σp+1)⟩ = ⟨α, ∂φ(σp+1)⟩ = ⟨φ∗α, ∂σp+1⟩ = ⟨d(φ∗α), σp+1⟩

prueba que la derivada exterior discreta es natural con respecto al pullback discreto de

formas.

Definición 2.3.26 (Operador estrella de Hodge). Sea K un complejo simplicial bien centrado.

El operador estrella de Hodge discreto, ∗ : Ωp
d(K) → Ωn−p

d (K) , se define como

1

| ⋆ σp|
⟨∗α, ⋆σp⟩ := 1

|σp|
⟨α, σp⟩.

donde |σp| es el volumen del simplejo.

El operador estrella de Hodge cumple que si α ∈ Ωp
d(K)

∗ ∗ α = (−1)p(n−p)α

Esto es debido a que ⋆ ⋆ (σp) = (−1)p(n−p)σp para una cadena.

Toda la construcción de estos operadores hacen que una ecuación diferencial quede como

un ecuación lineal, ya que podemos ver cada operador v́ıa una matriz, siempre y cuando la

discretización sea finita. En el caso de la derivada exterior es fácil ver que es una matriz

de tamano m × n donde m son los simplejos de orden p + 1 y n los simplejos de orden p.

Por ejemplo, si d : Ω0
d(K) → Ω1

d(K), entonces la matriz es de tamaño m× n donde m es la

cantidad de aristas del complejo y n es el número de vértices del simplejo.

Para el caso del operador estrella de Hodge, la matriz es cuadrada y el tamaño está determinado

por el número de p-simplejos.



3. Discretización de las ecuaciones de

Yang-Mills en R2

3.1. Ecuaciones de Yang-Mills en R2

Sea M = R1,1 = R2 el espacio-tiempo de Minkowski. Tomando el fibrado trivial π : P =

M × SU(n) →M cuya acción a derecha de SU(n) sobre P está dada por

(x, g) · h = (x, g · h)

para todo (x, g) ∈ P y para todo h ∈ SU(n) Sea s : M → P la sección definida por

s(x) = (x, e), tal que e es el elemento identidad de SU(n). Cualquier otra sección, s′, de este

fibrado tiene la forma

s′(x) = (x, g(x))) = (x, e) · g(x) = s(x) · g(x)

con g : M → SU(n) es una función diferenciable la cual le llamamos transformación gauge

global. Sea ω una conexión sobre el fibrado principal con forma de curvatura Ω. Debido a que

el fibrado es trivial, la conexión ω está determinada por su potencial gauge A = s∗ω; aqúı

A es una 1-forma sobre M que toma valores en el álgebra de Lie su(n). Podemos obtener

un nuevo potencial gauge usando una transformación gauge global g : M → SU(n) que

transforma aśı

A′ = g−1dg + g−1Ag.

De manera análoga la forma de curvatura Ω está determinada por su intensidad de campo

F = s∗Ω y también se tranforsma, v́ıa una transformación de gauge global g :M → SU(n),

como

F ′ = g−1Fg.

y está relacionada con el potencial gauge por la ecuación estructural de Cartan

F = dA+ A ∧ A.

La ecuación de Bianchi siempre se cumple. La ecuación tiene forma

dF + A ∧ F − F ∧ A = 0. (3-1)
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El funcional de Yang-Mills tiene la forma

IYM [A] =
1

2

∫
M

tr(F ∧ ∗F )

además es invariante bajo transformaciones de gauge globales. Es decir, se cumple que

IYM [A] = IYM [g−1dg + g−1Ag] = IYM [A′] =
1

2

∫
M

tr(F ′ ∧ ∗F ′).

Usando el principio variacional obtenemos las condiciones para hallar los puntos estacionarios

de este funcional, las cuales tienen la forma

d ∗ F + A ∧ ∗F − ∗F ∧ A = 0. (3-2)

y llevan por nombre ecuaciones de Yang-Mills. Debido a que se tiene que ∗ ∗ A = A la

ecuación anterior puede escribirse como

d ∗ F + A ∧ ∗F − ∗F ∧ ∗ ∗ A = 0. (3-3)

Las ecuaciones anteriores las podemos reescribir de otras formas si definimos la derivada

exterior covariante dA como

dAΩ = dΩ + A ∧ Ω + (−1)r+1Ω ∧ A

donde Ω es una r−forma valuada en su(n). Aśı, las ecuaciones de Bianchi y Yang-Mills

quedan

dAF = 0

dA ∗ F = 0

Ahora si suponemos que tenemos r-formas en M valuadas en su(n) con soporte compacto,

podemos definir un producto interno como

⟨ϕ, ψ⟩ = −
∫
tr(ϕ ∧ ∗ψ)

Bajo estas condiciones definimos un operador, llamado el operador adjunto a dA

δA = ∗−1dA∗

Notemos que usando 3-2 podemos concluir que

δAF = ∗−1dA ∗ F = ∗−10 = 0 (3-4)

Ahora, si F cumple 3-2, entonces también se cumple que

(dAδA + δAdA)F = 0 (3-5)
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3.1.1. Modelo discreto de la recta real

Tenemos a la recta real, R, la cual se va a dividir en intervalos de longitud finita de la

siguiente manera: tomamos un punto cualquiera x0, luego tomamos un número mayor (a la

derecha de x0) x1; aśı mismo por la izquierda de x0, x−1 y aśı sucesivamente hasta tener

un conjunto de puntos {xn}n∈Z. A los intervalos (xk, xk+1) los denotamos como ek. Cabe

mencionar a los operadores σ y τ tales que τk = k + 1 y σk = k − 1, para k ∈ Z.

Definición 3.1.1 (0-cadenas). Al espacio real generado por los elementos que llamaremos

básicos {xn} se denota por C0. A un elemento de C0 se le llama 0-cadena y se escribe

a =
∑
k

akxk

donde ak son números reales; el supeŕındice k no significa que es una potencia de un número.

Definición 3.1.2 (1-cadenas). Al espacio real generado por los elementos que llamaremos

básicos {en} se denota por C1. A un elemento de C1 se le llama 1-cadena y se escribe

b =
∑
k

bkek

donde igualmente bk son números reales; el supeŕındice k no significa que es una potencia

de un número.

Definición 3.1.3 (Operador frontera). Sea C = C0 ⊕C1 la suma directa de ambos espacios.

Definimos el operador frontera ∂ en los básicos

∂xk = 0

∂ek = xτk − xk

y lo extendemos por linealidad en los elementos de C.

Notemos que ∂2 = ∂∂ = 0. Dicho de forma más espećıfica, tenemos un complejo de cadenas

0 C1 C0 0.∂ ∂

El siguiente paso consta de tomar los duales, K0 y K1, de C0 y C1 respectivamente.

Definición 3.1.4 (Duales o cocadenas). Los elementos básicos de K0 y K1 son {xk} y {ek}
respectivamente y cumplen

⟨xk, xj⟩ = δjk

⟨ek, ej⟩ = δjk
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Cabe aclarar que ⟨xk, ej⟩ = ⟨ek, xj⟩ = 0. Las cocadenas (ó formas) de dimensiones 0 y 1 son

de la forma

α =
∑
k

αkx
k, β =

∑
k

βke
k

además si

a =
∑
k

akxk, b =
∑
k

bkek

entonces

⟨a, α⟩ =
∑
k

akαk

⟨b, β⟩ =
∑
k

bkβk.

Para parejas de diferentes dimensiones definimos ⟨·, ·⟩ como 0.

Definición 3.1.5 (Derivada exterior). Sea K = K0⊕K1. Definimos la operación d, que será

el análogo de la derivada exterior, como

⟨b, dα⟩ = ⟨∂b, α⟩, para todo b ∈ C.

Por definición, se cumple el análogo discreto del teorema de Stokes, porque podemos pensar

este pairing como una integral. Notemos que dα = 0 si α es cualquier 1-forma. Lo anterior

se debe a que, independiente a quién sea b, ∂b es una 0-cadena o 0. Además dxk = eσk − ek

ya que

⟨eσk, dxk⟩ = ⟨∂eσk, xk⟩ = ⟨(xk − xσk), x
k⟩ = ⟨xk, xk⟩ = 1

⟨ek, dxk⟩ = ⟨∂ek, xk⟩ = ⟨(xτk − xk), x
k⟩ = ⟨−xk, xk⟩ = −1.

Si α =
∑

k αkx
k, entonces

dα =
∑
k

αkdx
k =

∑
k

αk(e
σk − ek).

Aún podemos seguir reescribiendo la igualdad anterior como

dα =
∑
k

(ατk − αk)e
k. (3-6)

Multiplicación de formas

La intención en esta sección es definir una operación análoga a la multiplicación (producto

exterior) de 0-formas y 1-formas del caso continuo, además de ver la relación con el operador

d. Luego se definirá una operación análoga al operador estrella de Hodge ∗.



22 3 Discretización de las ecuaciones de Yang-Mills en R2

Definición 3.1.6 (Producto exterior). El operador ∪ lo definimos de la siguiente manera

xk ∪ xk = xk

xk ∪ ek = ek

ek ∪ xτk = ek

y 0 en los demás casos. Además se extiende linealmente para cualquier elemento de K dicha

definición.

Proposición 3.1.1. Sean ψ y φ dos formas de K. Entonces

d(ψ ∪ φ) = dψ ∪ φ+ ψ ∪ dφ

Demostración. Supongamos que, sin pérdida de generalidad, ψ es una 1-forma; entonces

ψ ∪ φ es otra 1-forma (distinta de 0) ó 0. En cualquier caso d(ψ ∪ φ) = 0, por otro lado,

dψ = 0 y ψ ∪ dφ=0 porque es la multiplicación de 1 formas (ó de 1-forma y 0). Esto implica

que dψ ∪ φ + ψ ∪ dφ = 0, más espećıficamente, d(ψ ∪ φ) = dψ ∪ φ + ψ ∪ dφ. Lo anterior

prueba que si una de las dos formas es de dimensión 1, la igualdad se cumple y es 0. Sean

ψ =
∑
k

ψkx
k

φ =
∑
k

φkx
k

dos 0-formas. Luego

ψ ∪ φ =
∑
k

ψkφkx
k

y aśı (usando la ecuación 3-6)

d(ψ ∪ φ) =
∑
k

(ψτkφτk − ψkφk)e
k

dψ ∪ φ = (
∑
k

(ψτk − ψk)e
k) ∪ (

∑
k

φkx
k)

=
∑
k

(ψτk − ψk)φτke
k

ψ ∪ dφ = (
∑
k

ψkx
k) ∪ (

∑
k

(φτk − φk)e
k)

=
∑
k

ψk(φτk − φk)e
k

dψ ∪ φ+ ψ ∪ dφ =
∑
k

(ψτkφτk − ψkφk)e
k = d(ψ ∪ φ)

Por tanto, la proposición se tiene.
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Definición 3.1.7 (Operador estrella de Hodge). El operador estrella se define en los básicos

como

∗xk = ek

∗ek = xτk.

¿Habrá razón para esta defnición? Śı, notemos que xk ∪ ∗xk = xk ∪ ek = ek, por otro lado

ek ∪ ∗ek = ek ∪ xτk = ek. En el caso de Rn hay una descripción más detallada en [4].

3.1.2. Modelo discreto para el espacio de Minskowski R2

La construcción que se hará a continuación es siguiendo [8] donde se construye un modelo

discreto en R4. Tomamos C ⊗ C como el complejo para R2 y el dual para este complejo

K ⊗ K. Es importante mencionar que un elemento básico de C ⊗ C es un elemento de la

forma sk1 ⊗ sk2 donde sk1 = xk1 , ek1 y sk2 = xk2 , ek2 y k1, k2 ∈ Z. Un elemento básico de

K ⊗K es de la forma sk1 ⊗ sk2 y cumplen

⟨sk1 ⊗ sk2 , s
k1 ⊗ sk2⟩ = 1

y 0 en otros casos (donde los cocadenas no se corresponden con las cadenas). La dimensión

de una forma de K⊗K se define como el número de elementos eki en el producto tensorial.

En este caso existen 0-formas, 1-formas y 2-formas.

Definición 3.1.8. Se define el operador ∂ en un elemento básico de C ⊗ C como

∂(sk1 ⊗ sk2) = ∂sk1 ⊗ sk2 +Q(k1)sk1 ⊗ ∂sk2

donde Q(k1) = −1 si sk1 = ek1 ó 1 si sk1 = xk1; además skj = xkj , ekj con j = 1, 2. Dicha

operación se extiende linealmente.

Para simplificar la notación escribimos el multi-́ındice k = (k1, k2) y un elemento sk1 ⊗ sk2
lo escribimos como sk, de igual manera para sk1 ⊗ sk2 escribimos como sk.

Definición 3.1.9 (Derivada exterior). El operador d se define de la siguiente manera en los

básicos

⟨sj, dsk⟩ = ⟨∂sj, sk⟩.

Es fácil notar que ddsk = 0 sin importar quién sea la forma.

Definición 3.1.10 (Producto exterior). El operador ∪ para elementos básicos de K⊗K se

define aśı

(sk1 ⊗ sk2) ∪ (sj1 ⊗ sj2) = Q(k2, j1)(s
k1 ∪ sj1)⊗ (sk2 ∪ sj2)

y Q(k2, j1) = −1 si sk2 = ek2 y sj1 = ej1 y 1 en otros casos. Por definición es una operación

asociativa.
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A continuación hacemos los cálculos con todos los básicos (para k = (k1, k2)):

(xk1 ⊗ xk2) ∪ (xk1 ⊗ xk2) = (xk1 ∪ xk1)⊗ (xk2 ∪ xk2) = (xk1 ⊗ xk2)

(xk1 ⊗ xk2) ∪ (ek1 ⊗ xk2) = (xk1 ∪ ek1)⊗ (xk2 ∪ xk2) = (ek1 ⊗ xk2)

(xk1 ⊗ xk2) ∪ (xk1 ⊗ ek2) = (xk1 ∪ xk1)⊗ (xk2 ∪ ek2) = (xk1 ⊗ ek2)

(xk1 ⊗ xk2) ∪ (ek1 ⊗ ek2) = (xk1 ∪ ek1)⊗ (xk2 ∪ ek2) = (ek1 ⊗ ek2)

(ek1 ⊗ xk2) ∪ (xτk1 ⊗ xk2) = (ek1 ∪ xτk1)⊗ (xk2 ∪ xk2) = (ek1 ⊗ xk2)

(ek1 ⊗ xk2) ∪ (ek1 ⊗ xk2) = (ek1 ∪ ek1)⊗ (xk2 ∪ xk2) = (0⊗ xk2) = 0

(ek1 ⊗ xk2) ∪ (xτk1 ⊗ ek2) = (ek1 ∪ xτk1)⊗ (xk2 ∪ ek2) = (ek1 ⊗ ek2)

(ek1 ⊗ xk2) ∪ (ek1 ⊗ ek2) = (ek1 ∪ ek1)⊗ (xk2 ∪ ek2) = (0⊗ ek2) = 0

(xk1 ⊗ ek2) ∪ (xk1 ⊗ xτk2) = (xk1 ∪ xk1)⊗ (ek2 ∪ xτk2) = (xk1 ⊗ ek2)

(xk1 ⊗ ek2) ∪ (ek1 ⊗ xτk2) = −(xk1 ∪ ek1)⊗ (ek2 ∪ xτk2) = −(ek1 ⊗ ek2)

(xk1 ⊗ ek2) ∪ (xk1 ⊗ ek2) = (xk1 ∪ xk1)⊗ (ek2 ∪ ek2) = (xk1 ⊗ 0) = 0

(xk1 ⊗ ek2) ∪ (ek1 ⊗ ek2) = −(xk1 ∪ ek1)⊗ (ek2 ∪ ek2) = −(ek1 ⊗ 0) = 0

(ek1 ⊗ ek2) ∪ (xτk1 ⊗ xτk2) = (ek1 ∪ xτk1)⊗ (ek2 ∪ xτk2) = (ek1 ⊗ ek2)

(ek1 ⊗ ek2) ∪ (ek1 ⊗ xτk2) = −(ek1 ∪ ek1)⊗ (ek2 ∪ xτk2) = −(0⊗ ek2) = 0

(ek1 ⊗ ek2) ∪ (xτk1 ⊗ ek2) = (ek1 ∪ xτk1)⊗ (ek2 ∪ ek2) = (ek2 ⊗ 0) = 0

(ek1 ⊗ ek2) ∪ (ek1 ⊗ ek2) = −(ek1 ∪ (ek1)⊗ (ek2 ∪ ek2) = −(0⊗ 0) = 0

Notemos que en algunos cálculos es necesario el operador τ en k1, en k2 o en ambos. Por tal

motivo, si k = (k1, k2); diremos τ1k = (τk1, k2), τ2k = (k1, τk2) y τ12k = τk = (τk1, τk2).

De igual manera con σ. Para algunas cuentas mas adelante será fácil trabajar aśı y sabiendo

cómo se operan cada uno teniendo los resultados anteriores. También vamos a llamar a los

básicos de la siguiente manera:

0 formas, xk = xk1 ⊗ xk2 .

1 formas, ϵk1 = ϵk1 ⊗ xk2 , ϵk2 = xk1 ⊗ ϵk2 .

2 formas, ek = ek1 ⊗ ek2 .

Proposición 3.1.2. Sean ψ y φ dos formas de K ⊗K. Entonces

d(φ ∪ ψ) = dφ ∪ ψ + (−1)pφ ∪ dψ (3-7)

donde p es la dimensión de φ.

Demostración. Basta demostrar la igualdad para los elementos básicos de K ⊗K.
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Primer caso: Sean φ = sk1 ⊗ ek2 y ψ = sj1 ⊗ sj2 . Notemos que d(ek2 ∪ sj2) = 0. Entonces

φ ∪ ψ = Q(j1)(s
k1 ∪ sj1)⊗ (ek2 ∪ sj2))

d(φ ∪ ψ)) = d(Q(j1)(s
k1 ∪ sj1)⊗ (ek2 ∪ sj2)

= Q(j1)[d(s
k1 ∪ sj1)⊗ (ek2 ∪ sj2)]

= Q(j1)(ds
k1 ∪ sj1 + sk1 ∪ dsj1)⊗ (ek2 ∪ sj2)

Por otro lado dφ = dsk1 ⊗ ek2 +Q(k1)s
k1 ⊗ dek2 = dsk1 ⊗ ek2 además

dψ = dsj1 ⊗ sj2 +Q(j1)s
j1 ⊗ dsj2 . Luego

dφ ∪ ψ = (dsk1 ⊗ ek2) ∪ (sj1 ⊗ sj2) = Q(j1)(ds
k1 ∪ sj1)⊗ (ek2 ∪ sj2)

En este caso el término (−1)p es igual a −Q(k1); por ende

−Q(k1)φ ∪ dψ = (sk1 ⊗ ek2) ∪ (dsj1 ⊗ sj2 +Q(j1)s
j1 ⊗ dsj2)

= −Q(k1)[−Q(j1)(sk1 ∪ dsj1)⊗ (ek2 ∪ sj2) + (sk1 ∪ sj1)⊗ (ek2 ∪ dsj2)]
= −Q(k1)[−Q(j1)(sk1 ∪ dsj1)⊗ (ek2 ∪ sj2)]

En la cuenta anterior ek2 ∪ dsj2 = 0 por la definición del producto ∪. Si sk1 = ek1 , todas las

cuentas anteriores son 0 concluyendo que la igualdad

d(φ ∪ ψ) = dφ ∪ ψ + (−1)pφ ∪ dψ se tiene. Si sk1 = xk1 , se tiene que −Q(k1) = −1 y aśı la

suma dφ∪ψ+(−1)pφ∪dψ = Q(j1)(dx
k1 ∪sj1 +xk1 ∪dsj1)⊗ (ek2 ∪sj2) coincide con d(φ∪ψ).

Segundo caso: Sean φ = sk1 ⊗ xk2 y ψ = sj1 ⊗ sj2 .

φ ∪ ψ = (sk1 ∪ sj1)⊗ (xk2 ∪ sj2)
d(φ ∪ ψ) = d((sk1 ∪ sj1)⊗ (xk2 ∪ sj2))

= d(sk1 ∪ sj1)⊗ (xk2 ∪ sj2) +Q(k1)Q(j1)(s
k1 ∪ sj1)⊗ d(xk2 ∪ sj2)

= (dsk1 ∪ sj1 + sk1 ∪ dsj1)⊗ (xk2 ∪ sj2) +Q(k1)Q(j1)(s
k1 ∪ sj1)⊗ (dxk2 ∪ sj2 + xk2 ∪ dsj2)

Tenemos que dφ = dsk1 ⊗ xk2 +Q(k1)x
k1 ⊗ dxk2 , dψ = dsj1 ⊗ xj2 +Q(j1)s

j1 ⊗ dxj2 , también

que (−1)p = Q(k1) y

dφ ∪ ψ = (dsk1 ⊗ xk2 +Q(k1)x
k1 ⊗ dxk2) ∪ (sj1 ⊗ sj2)

= (dsk1 ∪ sj1)⊗ (xk2 ∪ sj2) +Q(k1)Q(j1)(s
k1 ∪ sj1)⊗ (dxk2 ∪ sj2)

Q(k1)φ ∪ dψ = Q(k1)(s
k1 ⊗ xk2) ∪ (dsj1 ⊗ xj2 +Q(j1)s

j1 ⊗ dsj2)

= Q(k1)[(s
k1 ∪ dsj1)⊗ (xk2 ∪ sj2) +Q(j1)(s

k1 ∪ sj1)⊗ (xk2 ∪ dsj2)]

Si sk1 = ek1 , d(φ ∪ ψ) = −Q(j1)(ek1 ∪ sj1) ⊗ (dxk2 ∪ sj2 + xk2 ∪ dsj2). Los otros términos

quedan como dφ ∪ ψ = −Q(j1)(ek1 ∪ sj1)⊗ (dxk2 ∪ sj2) y
−φ∪ dψ = −Q(j1)(sk1 ∪ sj1)⊗ (xk2 ∪ dsj2). Sumando los dos términos anteriores tenemos la

igualdad d(φ∪ψ) = dφ∪ψ+ (−1)pφ∪ dψ. Si sk1 = xk1 , Q(k1) = 1 y ah́ı todos los términos

coinciden, es decir, d(φ ∪ ψ) = dφ ∪ ψ + (−1)pφ ∪ dψ.
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Definición 3.1.11 (Estrella de Hodge ∗). El operador ∗ se define en los básicos de K ⊗ K
aśı

(sk1 ⊗ sk2) ∪ ∗(sk1 ⊗ sk2) = Q(k1)e
k1 ⊗ ek2

donde Q(k1) es -1 si sk1 = ek1 y 1 si sk1 = xk1.

A continuación calculamos el hodge de cada básico de K ⊗K:

∗(xk1 ⊗ xk2) = (ek1 ⊗ ek2)

∗(ek1 ⊗ xk2) = −(xτk1 ⊗ ek2)

∗(xk1 ⊗ ek2) = −(ek1 ⊗ xτk2)

∗(ek1 ⊗ ek2) = −(xτk1 ⊗ xτk2)

En resumen, ∗xk = ek, ∗ϵk1 = −ϵτ1k2 , ∗ϵk2 = −ϵτ2k1 y ∗ek = −xτk. Además ∗ ∗ xk = xτk,

∗ ∗ ϵk1 = ϵτk1 , ∗ ∗ ϵk2 = ϵτk2 y ∗ ∗ ek = −eτk. Notemos que el operador ∗ env́ıa básicos en básicos

(salvo signos), por ende va a existir su inversa, ∗−1. El operador estrella que acabamos de

definir manda r-formas a 2− r- formas como se desea, pero no requiere un nuevo complejo

simplicial tal como se define en el caṕıtulo anterior. Recordemos que ese complejo surǵıa de

la subdivisión circuncéntrica del complejo ya dado.

3.1.3. Ecuaciones de Yang-Mills discretas

Siguiendo la idea de Volodymyr Sushch en [8] construyo las ecuaciones de Yang-Mills discretas

pero en el espacio que nos interesa: R2.

Es importante mencionar que ahora en adelante los coeficientes de las formas discretas son

elementos del álgebra de Lie su(n) y que ⟨sk, αsj⟩ = α si los multíındices coinciden (k = j)

ó 0 si no coinciden. Por tanto, acá la derivada exterior cumple ⟨sk, αdsk⟩ = ⟨∂sk, αsk⟩.
La 1-forma conexión en el mundo discreto, análoga a la 1-forma conexión del caso continuo,

es

A =
2∑

j=1

∑
k

Aj
kϵ

k
j =

∑
k

(A1
kϵ

k
1 + A2

kϵ
k
2)

donde ϵkj son las 1-formas discretas básicas y Aj
k un elemento de su(n). Si

g =
∑
k

gkx
k, (3-8)

donde los elementos xk son las 0-formas básicas y gk son elementos del grupo de Lie SU(n).

Aunque g no es un elemento de K ⊗ K, las operaciones ∪ y d tienen sentido y utilidad.

Tomando

g−1 =
∑
k

g−1
k xk,
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entonces g ∪ g−1 = g−1 ∪ g =
∑

k I2x
k. Si llamamos e =

∑
k I2x

k, se tiene que de = 0. Lo

anterior se cumple debido a que

de =
∑

k=k1,k2

I2dx
k =

∑
k=k1,k2

I2
(
(eσk1 − ek1)⊗ xk2 + xk1 ⊗ (eσk2 − ek2)

)
= 0

Esto, más expĺıcitamente, es que si hacemos pairing con cualquier elemento elemento de

C ⊗ C nos resulta 0 y da 0 porque k = k1, k2 recorre todos los ı́ndices de la discretización

realizada.

Por otro lado, una 2-forma discreta se escribe como

F =
∑
k

Fke
k,

Fk ∈ su(n) y ek es un básico.

Para construir la 2-forma curvatura discreta análoga a la continua tomamos

F = dA+ A ∪ A (3-9)

Proposición 3.1.3. Si A′ = g−1 ∪ dg + g−1 ∪ A ∪ g , entonces F ′ = g−1 ∪ F ∪ g.

Demostración. Dado que de = 0,

d(g ∪ g−1) = dg ∪ g−1 + g ∪ dg−1 = 0.

Por tanto tenemos la igualdad dg ∪ g−1 = −g ∪ dg−1. Calculemos

dA′ = d(g−1 ∪ dg + g−1 ∪ A ∪ g)
= dg−1 ∪ dg + dg−1 ∪ A ∪ g + g−1 ∪ dA ∪ g − g−1 ∪ A ∪ dg

A′ ∪ A′ = (−dg−1 ∪ g + g−1 ∪ A ∪ g) ∪ (g−1 ∪ dg + g−1 ∪ A ∪ g)
= −dg−1 ∪ g ∪ g−1 ∪ dg − dg−1 ∪ g ∪ g−1 ∪ A ∪ g + g−1 ∪ A ∪ g ∪ g−1 ∪ dg
+ g−1 ∪ A ∪ g ∪ g−1 ∪ A ∪ g
= −dg−1 ∪ dg − dg−1 ∪ A ∪ g + g−1 ∪ A ∪ dg + g−1 ∪ A ∪ A ∪ g

Luego

dA′ + A′ ∪ A = g−1 ∪ dA ∪ g + g−1 ∪ A ∪ A ∪ g = g−1 ∪ (dA+ A ∪ A) ∪ g = g−1 ∪ F ∪ g.

Es fácil demostrar la igualdad dF + A ∪ F − F ∪ A = 0:

dF = d(dA+ A ∪ A) = ddA+ dA ∪ A− A ∪ dA = dA ∪ A− A ∪ dA. (3-10)
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Por otra parte, F − A ∪ A=dA, entonces 3-10 queda

dF = dA ∪ A− A ∪ dA = (F − A ∪ A) ∪ A− A ∪ (F − A ∪ A)
= F ∪ A− A ∪ A ∪ A− A ∪ F − A ∪ A ∪ A
= F ∪ A− A ∪ F

Luego dF + A ∪ F − F ∪ A = 0. Por tanto, se está cumpliendo la identidad de Bianchi en

nuestro modelo discreto. Es importante mencionar que esta identidad se cumple en el caso

continuo también. La ecuación que tiene ((más importancia)) es

d ∗ F + A ∪ ∗F − ∗F ∪ A = 0. (3-11)

Podemos generalizar la derivada exterior discreta covariante (dAΩ) con la siguiente definición:

Definición 3.1.12 (Derivada exterior discreta covariante). Sea Ω una r-forma discreta. Se

define la derivada exterior discreta covariante, dA,

dAΩ = dΩ + A ∪ Ω + (−1)r+1Ω ∪ A,

Bajo esta definición y la cuenta inmediatamente anterior, obtenemos dAF = 0 se cumple.

Por otro lado, la ecuación d ∗ F + A ∪ ∗F − ∗F ∪ A = 0 se reescribe aśı, dA ∗ F = 0

El siguiente paso es demostrar la invarianza gauge de las soluciones de las ecuaciones de

Yang-Mills en este modelo. Damos el primer paso con la siguiente proposición.

Proposición 3.1.4. Sea g una 0-forma arbitraria.

a) Para cualquier r-forma f se tiene que

∗(g ∪ f) = g ∪ ∗f.

b) Si f es una 2-forma, entonces

∗(f ∪ g) = ∗f ∪ g.

Demostración. a): Como se hizo anteriormente, operar (usar el operador ∪) una 0-forma

básica con otra r-forma básica da como resultado la otra r-forma, es decir,

(xk1 ⊗ xk2) ∪ (sk1 ⊗ sk2) = (sk1 ⊗ sk2).

Entonces si h =
∑

k gkx
k y f =

∑
k f

(r)
k sk(r),

(g ∪ f) =
∑
k

gkf
(r)
k sk(r)

dando aśı

∗(g ∪ f) = ∗(
∑
k

gkf
(r)
k sk(r)) =

∑
k

gkf
(r)
k ∗ (sk(r)) = g ∪ ∗f.
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b): f es de la forma f =
∑

k fke
k, luego

(f ∪ g) = (
∑
k

fke
k) ∪ (

∑
k

gkx
k) =

∑
k

fkgτke
k

∗(f ∪ g) = ∗(
∑
k

fkgτke
k) =

∑
k

fkgτk ∗ (ek) = −
∑
k

fkgτkx
τk.

Ahora

∗f = ∗(
∑
k

fke
k) =

∑
k

fk ∗ (ek) = −
∑
k

fkx
τk

∗f ∪ g = (−
∑
k

fkx
τk) ∪ (

∑
k

gkx
k) = −

∑
k

fkgτkx
τk.

Concluimos que ∗(f ∪ g) = ∗f ∪ g.

Proposición 3.1.5. Las 0-formas g =
∑

k gkx
k, gk ∈ SU(n), forman un grupo con la

operación ∪.

Demostración. De la definición de ∪ se tiene que xk∪xk = xk, por lo que tenemos la cerradura

y la asociatividad del grupo. Además es claro que el elemento e =
∑

k I2x
k es la identidad

de este grupo y que para g =
∑

k gkx
k tenemos su elemento inverso g−1 =

∑
k g

−1
k xk.

Proposición 3.1.6. Si F = dA + A ∪ A es solución de la ecuación 3-11, además A′ =

g−1 ∪ dg+ g−1 ∪A∪ g, entonces dA′ ∗F ′ = 0 donde g es una 0-forma. Esto es la invariancia

gauge.

Demostración. Por la proposición 3.1.3 obtenemos que F ′ = g−1 ∪ F ∪ g. Por las partes a (

ó b)de la proposición 3.1.4

∗F ′ = ∗(g−1 ∪ F ∪ g) = ∗(g−1 ∪ F ) ∪ g = g−1 ∪ ∗F ∪ g
∗F ′ = ∗(g−1 ∪ F ∪ g) = ∗g−1 ∪ (F ∪ g) = g−1 ∪ ∗(F ∪ g) = g−1 ∪ ∗F ∪ g

Ahora

d ∗ F ′ = d(g−1 ∪ ∗F ∪ g) = dg−1 ∪ F ∪ g + g−1 ∪ d ∗ F ∪ g + g−1 ∪ ∗F ∪ dg
A′ ∪ ∗F ′ = (g−1 ∪ dg + g−1 ∪ A ∪ g) ∪ (g−1 ∪ ∗F ∪ g)

= g−1 ∪ dg ∪ g−1 ∪ ∗F ∪ g + g−1 ∪ A ∪ g ∪ g−1 ∪ ∗F ∪ g
= g−1 ∪ (−g ∪ dg−1) ∪ ∗F ∪ g + g−1 ∪ A ∪ g ∪ g−1 ∪ ∗F ∪ g
= −dg−1 ∪ ∗F ∪ g + g−1 ∪ A ∪ ∗F ∪ g

∗F ′ ∪ A′ = (g−1 ∪ ∗F ∪ g) ∪ (g−1 ∪ dg + g−1 ∪ A ∪ g)
= g−1 ∪ ∗F ∪ g ∪ g−1 ∪ dg + g−1 ∪ ∗F ∪ g ∪ g−1 ∪ A ∪ g
= g−1 ∪ ∗F ∪ dg + g−1 ∪ ∗F ∪ A ∪ g
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Luego

dA′ ∗ F ′ = d ∗ F ′ + A′ ∪ ∗F ′ − ∗F ′ ∪ A′

= g−1 ∪ d ∗ F ∪ g + g−1 ∪ A ∪ ∗F ∪ g − g−1 ∪ ∗F ∪ A ∪ g
= g−1 ∪ (d ∗ F + A ∪ ∗F − ∗F ∪ A) ∪ g
= g−1 ∪ dA ∗ F ∪ g = 0

Ahora definimos un producto interno de formas en nuestro modelo. Tomemos V ∈ C ⊗ C
de la siguiente forma

V =
∑
k

ek, (3-12)

donde ek = ek1 ⊗ ek2 y k1 = 1, ..., N1, k2 = 1, ..., N2. Vamos a suponer, de ahora en adelante,

que los coeficientes de las formas se anulan “fuera de V ”, es decir, si el coeficiente tiene

ı́ndice k = k1, k2 y algún ki ̸∈ {1, . . . , Ni}, entonces ese coeficiente es 0. Entonces el producto
interno de dos formas del mismo grado, Φ y Ψ, se define

(Φ,Ψ)V = −tr⟨V,Φ ∪ ∗Ψ⟩ (3-13)

y para las formas discretas de diferente grado lo definimos como 0. Recordemos que ⟨·, ·⟩
resulta un elemento de su(n) lo cual es una matriz; por ello calculamos la traza (tr) de este.

Proposición 3.1.7. Sean Φ y Ψ formas discretas de grado 1 y 2 respectivamente. Entonces

(dΦ,Ψ)V = (Φ, δΨ)V , (3-14)

donde δΦ = ∗−1d ∗ Φ es el operador adjunto a d.

Demostración. Usando que ∗∗−1 = 1, la definición de ⟨·, ·⟩ y la propiedad 3-7 de la derivada

exterior discreta

(dΦ,Ψ)V = −tr⟨V, dΦ ∪ ∗Ψ⟩
= −tr⟨V, d(Φ ∪ ∗Ψ)⟩ − tr⟨V,Φ ∪ d ∗Ψ⟩
= −tr⟨∂V,Φ ∪ ∗Ψ⟩ − tr⟨V,Φ ∪ ∗(∗−1d ∗Ψ)⟩
= −tr⟨∂V,Φ ∪ ∗Ψ⟩+ (Φ, ∗−1d ∗Ψ)V .

Falta demostrar que tr⟨∂V,Φ ∪ ∗Ψ⟩ = 0. Sean

Φ =
∑
k

(Φ1
kϵ

k
1 + Φ2

kϵ
k
2)

Ψ =
∑
k

Ψkx
k.
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Por tanto

∗Ψ =
∑
k

Ψk ∗ ek

= −
∑
k

Ψkx
τk

Φ ∪ ∗Ψ = [
∑
k

(Φ1
kϵ

k
1 + Φ2

kϵ
k
2)] ∪ [−

∑
k

Ψkx
τk]

= −
∑
k

(Φ1
kΨσ2kϵ

k
1 + Φ2

kΨσ1kϵ
k
2)

= −
∑
k1,k2

(Φ1
k1,k2

Ψk1,σk2e
k1 ⊗ xk2 + Φ2

k1.k2
Ψσk1,k2x

k1 ⊗ ek2).

También

∂V =
∑
k

∂ek =
∑
k

∂(ek1 ⊗ ek2)

=
∑
k1,k2

[∂ek1 ⊗ ek2 − ek1 ⊗ ∂ek2 ]

=
∑
k1,k2

[(xτk1 − xk1)⊗ ek2 − ek1 ⊗ (xτk2 − xk2)]

=
∑
k1,k2

[(xτN1 − x1)⊗ ek2 − ek1 ⊗ (xτN2 − x1)]

=
∑
k1,k2

[ek1 ⊗ x1 − ek1 ⊗ xτN2 + xτN1 ⊗ ek2 − x1 ⊗ ek2 ].

Entonces

⟨∂V,Φ ∪ ∗Ψ⟩ =
∑
k1,k2

[Φ1
k1,1

Ψk1,0 − Φ1
k1,τN2

Ψk1,N2 − (Φ2
1,k2

Ψ0,k2 − Φ2
τN1,k2

ΨN1,k2)].

Los términos Ψ1
k1,0

, Φ1
k1,τN2

, Ψ0,k2 y ΦτN1,k2 son 0, ya que en los sub́ındices hay un término que

se sale de 1, ..., Ni (para i = 1, 2). Esto implica que ⟨∂V,Φ ∪ ∗Ψ⟩ = 0 y tr⟨∂V,Φ ∪ ∗Ψ⟩ = 0,

como se queŕıa demostrar.

Proposición 3.1.8. Sean Φ y Ψ formas discretas de grado 1. Luego

tr⟨V,Φ ∪Ψ⟩ = −tr⟨V,Ψ ∪ ∗ ∗ Φ⟩ (3-15)

Demostración. Sean

Φ =
∑
k

(Φ1
kϵ

k
1 + Φ2

kϵ
k
2)

Ψ =
∑
k

(Ψ1
kϵ

k
1 +Ψ2

kϵ
k
2).
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Luego

∗ ∗ Φ = ∗ ∗ [
∑
k

(Φ1
kϵ

k
1 + Φ2

kϵ
k
2)]

=
∑
k

(Φ1
k ∗ ∗ϵk1 + Φ2

k ∗ ∗ϵk2)

=
∑
k

(Φ1
kϵ

τk
1 + Φ2

kϵ
τk
2 )

. Calculando Φ ∪Ψ y Ψ ∪ ∗ ∗ Φ:

Φ ∪Ψ = [
∑
k

(Φ1
kϵ

k
1 + Φ2

kϵ
k
2)] ∪ [

∑
k

(Ψ1
kϵ

k
1 +Ψ2

kϵ
k
2)]

=
∑
k

(Φ1
kΨ

2
τ1k
ek − Φ2

kΨ
1
τ2k
ek)

=
∑
k

(Φ1
σ1k

Ψ2
ke

k − Φ2
σ2k

Ψ1
ke

k)

Ψ ∪ ∗ ∗ Φ = [
∑
k

(Ψ1
kϵ

k
1 +Ψ2

kϵ
k
2)] ∪ [

∑
k

(Φ1
kϵ

τk
1 + Φ2

kϵ
τk
2 )]

=
∑
k

(Ψ1
kΦ

2
σ2k
ek −Ψ2

kΦ
1
σ1k
ek).

Ahora

tr⟨V,Φ ∪Ψ⟩ = tr⟨
∑
k

ek,
∑
k

(Φ1
σ1k

Ψ2
ke

k − Φ2
σ2k

Ψ1
ke

k)⟩

= tr
∑
k

(Φ1
σ1k

Ψ2
k − Φ2

σ2k
Ψ1

k)

= −tr
∑
k

(Φ2
σ2k

Ψ1
k − Φ1

σ1k
Ψ2

k)

= −tr
∑
k

(Ψ1
kΦ

2
σ2k

−Ψ2
kΦ

1
σ1k

)

= −tr⟨V,Ψ ∪ ∗ ∗ Φ⟩.

Definición 3.1.13 (Operador adjunto a dA). Sea Φ una 1-forma discreta y Ψ una 2-forma

discreta.El operador adjunto, δA, de dA se define por

(dAΦ,Ψ)V = (Φ, δAΨ)V (3-16)

Teorema 3.1.1. Sea F una 2-forma discreta. El operador adjunto a dA cumple

δAF = ∗−1(d ∗ F − ∗F ∪ ∗ ∗ A+ A ∪ ∗F ) (3-17)
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Demostración. Sabemos que δA se define como

(dAΦ, F )V = (Φ, δAF )V ,

donde Φ es una 1-forma discreta. Hacemos el siguiente cálculo, donde usamos (3-15):

(dAΦ, F )V = −tr⟨V, dAΦ ∪ ∗F ⟩
= −tr⟨V, (dΦ + A ∪ Φ + Φ ∪ A) ∪ ∗F ⟩
= −tr⟨V, dΦ ∪ ∗F ⟩ − tr⟨V,A ∪ Φ ∪ ∗F + Φ ∪ A ∪ ∗F ⟩
= (dΦ, F )V + tr⟨V,Φ ∪ ∗F ∪ ∗ ∗ A− Φ ∪ A ∪ ∗F ⟩
= (Φ, δF )V + tr⟨V,Φ ∪ ∗ ∗−1 (∗F ∪ ∗ ∗ A)− Φ ∪ ∗ ∗−1 (A ∪ ∗F )⟩
= (Φ, δF )V − (Φ, ∗−1(∗F ∪ ∗ ∗ A))V + (Φ, ∗−1(A ∪ ∗F ))V
= (Φ, δF − ∗−1(∗F ∪ ∗ ∗ A) + ∗−1(A ∪ ∗F ))V
= (Φ, ∗−1d ∗ F − ∗−1(∗F ∪ ∗ ∗ A) + ∗−1(A ∪ ∗F ))V
= (Φ, ∗−1(d ∗ F − ∗F ∪ ∗ ∗ A+ A ∪ ∗F ))V .

Aśı, se tiene que δAF = ∗−1(d ∗ F − ∗F ∪ ∗ ∗ A+ A ∪ ∗F ).

En el caso continuo, para el espacio de Minkowski, se tiene que ∗∗A = A para toda 1-forma.

Por tanto la ecuación equivalente en el caso discreto (pero que difiere con 3-11) se puede

escribir como

d ∗ F + A ∪ ∗F − ∗F ∪ ∗ ∗ A = 0. (3-18)

En este modelo no se tiene que ∗ ∗ A = A debido a que ∗ ∗ ϵk1 = ϵτk1 , ∗ ∗ ϵk2 = ϵτk2 . Notemos

que si F cumple la ecuación 3-18, entonces se tiene el análogo de 3-4

δAF = 0

Más aún, se cumple el análogo de 3-5

(dAδA + δAdA)F = 0.



4. Relación con teoŕıa gauge en el látice

Esta teoŕıa se basa en construir un invariante bajo transformaciones gauge, tratadas en

los caṕıtulos anteriores. Para lograr esto tenemos que construir un látice finito del espacio

d-dimensional tratado, en nuestro caso R2. Un campo gauge en este lenguaje viene siendo

una 1-forma conexión que, como hab́ıamos dicho antes, tiene relación con una conexión y,

a su vez, con el transporte paralelo. El transporte paralelo acá será clave al trabajar en el

látice, ya que nos va a servir para definir un invariante bajo transformaciones gauge. También

vamos a ver, de manera muy corta, que la discretización usada en el caṕıtulo anterior sirve

para hacer teoŕıa gauge en el látice debido a que nuestra discretización es un látice.

Partimos definiendo nuestro látice, de manera general, como

Γ = {x : x = an1µ1 + an2µ2, n1, n2 ∈ Z}

donde µ1, µ2 son precisamente los vectores canónicos, es decir, los vectores de longitud 1 que

generan cada dirección en el plano. A los elementos x ∈ Γ les llamamos vértices y a las ĺıneas

que unen cada par de vértices les llamamos aristas. El término a > 0 es la separación que

hay en los vértices del látice. Notemos que en la sección pasada tomamos una discretización

arbitraria sin necesidad de espaciar los véctices con la misma distancia, pero que podemos

escogerla de tal manera y obtenemos un látice con un espaciado útil. En el caso práctico,

hay que escoger el espaciado tal que sea lo más pequeño posible, como por ejemplo

a =
1

ΛUV

donde ΛUV es la máxima enerǵıa permitida. Para tener mayor detalle podemos seguir [1],

[5], [6], [2], [7].

4.1. Campos Gauge en el látice

Aśı como se trabajó en la sección anterior, los campos gauge están dados por las formas

valuadas en el álgebra de Lie su(n), A1(x), A2(x) y x ∈ Γ.

A cada arista que va de x a x+ µj

Uj(x) = expiaAj(x) ∈ SU(n), j = 1, 2. (4-1)
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Si va de x+ µj a x, se define como

U †
j (x) (4-2)

de tal forma que la multiplicación de estos elementos resulte la identidad del grupo de Lie

SU(n).

Pero, en nuestros términos de la discretización del caṕıtulo anterior, el término Aµ(x) se

obtiene con el pairing

Aj(x) = ⟨ϵjk, A⟩

donde ϵjk representa la arista que va de x a x + µj y A =
∑

k(A
1
kϵ

k
1 + A2

kϵ
k
2). En el caso que

va de x+ µ a x el término

−⟨ϵjk, A⟩

cumple lo que se pide para que dé Uj(x)
† el elemento relacionado con esa arista en esa

dirección dada. He aqúı la conexión que podemos hacer entre lo realizado en el caṕıtulo

anterior y lo postulado en la teoŕıa gauge en el látice.

Estos elementos, bajo una transformación gauge Ω(x), transforman como

Uj(x) → Ω(x)Uj(x)Ω(x+ µj)

justamente como hemos venido trabajando durante el caṕıtulo anterior.

Bucles de Wilson

El siguiente paso es escribir una acción que sea invariante bajo transformaciones gauge.

Vamos a aprovechar la construcción corta inmediatamente anterior para definir los bucles

de Wilson.

Definición 4.1.1 (Bucle de Wilson). Supongamos que tenemos un camino cerrado, es decir,

empezamos en un vértice y recorremos el látice como querramos y finalizamos en el vértice

del inicio. El Wilson loop consiste en hallar la traza del producto, en el mismo orden, de los

Uj(x)

Ejemplo: El caso más sencillo es el de un cuadrado, por ejemplo, el cuadrado que surge de

iniciar en x, luego x+µ1, luego x+µ1+µ2, luego x+µ2 y, por último, x tiene como Wilson

Loop

W□ = trU1(x)U2(x+ µ1)U
†
1(x+ µ2)U

†
2(x)

El bucle de Wilson no sirve para definir la acción de Wilson el cual es invariante bajo una

transformación gauge.

Definición 4.1.2 (Acción de Wilson). Definimos la acción de Wilson como

SWilson = − β

2N

∑
□

(W□ +W †
□)
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Aqúı la constante β cumple que
β

2N
=

1

g2

donde g es la constante de acople y N es el número de vértices que tiene el látice.



5. Conclusiones

5.1. Conclusiones

Discretizar un espacio o una variedad diferenciable para hacer cálculos y aproximaciones

es un trabajo muy común en las ingenieŕıas y ciencias. El paso de trabajar con algo más

sencillo suele ser muy común en las matemáticas, acostumbramos a desglosar un problema

complicado en varios problemas ((menos complicados)).

En este trabajo pudimos hacer una aproximación diferente de ecuaciones de las teoŕıas

cuánticas de campos. La construcción de nuestro modelo discreto no requeŕıa mucho conocimiento

previo, pero śı de mucha creatividad para que el modelo fuese bueno. Hay que tener muy

claro que lo más complicado del modelo discreto creado en el trabajo es el operador estrella

de Hodge. Está claro que cumple sus propiedades del cálculo exterior, pero que tiene un ligero

cambio siguiendo la definición que se hizo en el caṕıtulo 1 cuando dedicamos a entender el

cálculo exterior discreto.



A. Apéndice

En este caṕıtulo tocaremos algunos conceptos básicos como lo son los grupos de Lie, las

álgebras de Lie, las álgebras de Lie de un grupo de Lie y el operador estrella de Hodge. No

se harán muchos detalles en demostrar unos teoremas, pero śı para hablar de ciertos grupos

de Lie y sus álgebras que son útiles en el área de la f́ısica, más especialmente, en la teoŕıa

cuántica de campos.

A.1. Grupos de Lie

Al hablar de un grupo de Lie tenemos que tocar dos campos de las matemáticas, álgebra

y geometŕıa. Por un lado saber de teoŕıa de grupos y por otro lado saber sobre variedades

diferenciales. En el campo de la teoŕıa de campos Gauge serán importantes los grupos de

Lie para hablar de las transformaciones locales de las interacciones de los fermiones. Aqúı se

cumplen ciertas simetŕıas internas de los campos actuando sobre los fermiones, por ejemplo,

el campo electromagnético es un campo gauge en el que interactúan fermiones con carga

eléctrica. El grupo de simetŕıa que aparece aqúı es U(1) (más adelante hablaremos sobre él).

Definición A.1.1 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie, G, es una variedad diferenciable dotado

de una estructura de grupo y que las funciones r : G×G→ G y t : G→ G, definidas como

r(g, h) = gh y t(g) = g−1, son funciones suaves. También se puede escribir que la función

d : G×G→ G, definida como d(g, h) = gh−1 es una función suave.

Algunos ejemplos de grupos de Lie:

1. R, con la operación +, es un grupo aditivo abeliano con estructura de variedad diferenciable.

2. R+, con la operación ·, es un grupo abeliano multiplicativo. Vı́a la función f : R →
R+, donde f(x) = ex obtenemos un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo de

variedades; argumentando aśı que R+ es un grupo de Lie.

3. S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, con la operación multiplicación de complejos. Comúnmente a

este grupo de Lie se le llama U(1) el cual es el grupo de Lie que representa las simetŕıas

en el campo electromagnético.



A.1 Grupos de Lie 39

4. Sean G1, G2, . . . , Gn grupos de Lie. Entonces G = G1 × · · · × Gn es un grupo de Lie

si definimos la operación componente a componente aprovechando que cada factor es

un grupo. Aśı que el n-toro, definido

Tn = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n veces

es un grupo de Lie.

5. El grupo lineal general, GL(n,K) = {A ∈ Matn×n(R) : det(A) ̸= 0}. GL(n,K) =

det−1(K − {0}) es un abierto en Matn(K) ∼= Kn2
. Los subgrupos de GL(n,K) que

también son subvariedades C∞ se llaman grupos de Lie matriciales.

6. El grupo especial lineal, SL(n,K) = {A ∈Matn×n(K) : det(A) = 1}. Veamos que es un

grupo de Lie matricial. Probemos que SL(n.K) es una subvariedad C∞ de GL(n,K).

Tomemos la función det : GL(n,K) → K y aśı SL(n,K) = det−1({1}). Basta probar

que para todo A ∈ SL(n,K) la función d(det)A : TAGL(n,K) → T1K es sobreyectiva.

Sea X ∈ TAGl(n,K) ∼= Matn(K)

d(det)A(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A+ tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(A(In + tA−1X))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

detAdet(In + tA−1X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(In + tA−1X)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[1 + ttr(A−1X) +O(t2)] = tr(A−1X)

Dado que d(det)A(A) = tr(A−1A) = tr(In) = n, obtenemos que d(det)A ̸= 0. Por

tanto, d(det)A es sobreyectiva. También concluimos que SL(n,K) tiene dimensión n2−1

7. El grupo ortogonal, O(n) = {A ∈ GL(n,R) : AAT = ATA = In}. Es un grupo de

Lie matricial y para demostrar eso consideremos el siguiente conjunto (las matrices

simétricas) S(n,R) = {M ∈ Matn(R) : MT = M}. Considerando la función F :

GL(n,R → S(n,R) dada por F (A) = ATA se cumple que O(n) = F−1({In}).
Basta probar que para todo A ∈ O(n) la función dFA : TAGL(nR → TF (A)S(n,R)
es sobreyectiva. Sea M ∈ TF (A)S(n,R) ∼= S(n,R) arbitrario. Ahora para cualquier

X ∈ TAGL(n,R) ∼= Matn(R)

dFA(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (A+ tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(A+ tX)T (A+ tX))

= XTA+ ATX

Aśı

dFA(
1

2
AM) =

1

2
MTATA+

1

2
ATAM =

1

2
M +

1

2
M =M

por lo que dFA es sobreyectiva para cualquier A ∈ O(n). Además O(n) es dimensión

n2 − n(n+1)
2

= n(n−1)
2

.
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8. El grupo especial ortogonal, SO(n) = O(n) ∩ SL(n,R). Es un grupo de Lie matricial.

SeaGL+(n,R) = {A ∈Matn(R) : detA > 0}. Notemos queGL+(n,R) = det−1((0,∞])

lo que implica que es un abierto de GL(n,R). Dado que, si A ∈ O(n) entonces

detA = ±1, podemos concluir que SO(n) = O(n) ∩ GL+(n,R). Luego SO(n) es una

subvariedad C∞ de GL+(n,R) que es abierto de GL(n,R) y concluimos que SO(n) es

una subvariedad de GL(n,R) de dimensión n(n−1)
2

.

9. U(n) = {A ∈ GL(n,C) : AA† = A†A = In} grupo unitario. Para probar que

es un grupo de Lie matricial el argumento es similar al de O(n) sólo cambiando T

(transposición) por †.

10. El grupo especial unitario, SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C). Es un grupo de Lie matricial.

Probaremos que es una subvariedad C∞ de U(n). Si A ∈ U(n), entonces

1 = det(A†A) = detAdetA =⇒ detA ∈ S1

Por tanto tenemos una función det : U(n) → S1 C∞ y SU(n) = det−1({1}). Toca
demostrar que dado A ∈ SU(n) la función d(det)A : TAU(n) → TdetAS1 es sobreyectiva.

Primero probaremos que d(det)In : TInU(n) → T1S1 es sobreyectiva. Tomemos la curva

γ : R → U(n) dada por γ(t) = eitIn. Con esto tenemos que γ(0) = In, además

γ̇(0) = dγ0(
d

dt
) ∈ TInU(n)

Entonces

d(det)In(γ̇(0)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det(eitIn)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

enit = in ∈ T1S1

Aśı, d(det)In ̸= 0 y d(det)In es sobreyectiva. Por otra parte, definimos un difeomorfismo

C∞ para cualquier A ∈ SU(n) como

LA : U(n) → U(n), LA(B) = AB

Entonces det = det ◦ LA, lo que implica que

d(det)In = d(det ◦ LA)In = d(det)LA(In) ◦ d(LA)In = d(det)A ◦ d(LA)In

Debido a que d(det)In es sobreyectiva, tenemos que d(deet)A es sobreyectivo para todo

A ∈ SU(n). Luego SU(n) es una subvariedad C∞ de dimensión n2 − 1.
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A.2. Álgebras de Lie

Definición A.2.1 (Álgebras de Lie). Un álgebra de Lie sobre un campo K es un K-espacio

vectorial g junto con una operación [·, ·] : g × g → g tal que para todo X, Y, Z ∈ g y para

todo α, β ∈ K satisface:

1. [X, Y ] = −[Y,X] (Antisimetŕıa).

2. [αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z] (Linealidad).

3. [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0 (Identidad de Jacobi)

A la operación [·, ·] se le llama corchete de Lie. En caso que dimKg < ∞, decimos que

g es de dimensión finita. En el caso que [X, Y ] = 0 para todo X, Y ∈ g decimos que g es

abeliana.

Ejemplos:

1. Cualquier K-espacio vectorial V es un álgebra de Lie sobre K donde el corchete de Lie

es [u, v] = 0, para todo u, v ∈ V .

2. R3 es un álgebra de Lie sobre R con corchete de Lie [x, y] = x×y, para todo x, y ∈ R3.

3. Si K = R,C, definimos gl(n,K) = Matn(K). Éste es el conjunto de matricess n × n

con entradas en K y lo dotamos con el corchete de Lie [A,B] = AB − BA para todo

A,B ∈ gl(n,K).

4. Sea V un K-espacio vectorial. gl(V ) = End(V ) el conjunto de endomorfismos de V es

un álgebra de Lie sobre K con corchete [T, S] = T ◦ S − S ◦ T para todo T, S ∈ gl(V ).

5. Toda K-álgebra A es un álgebra de Lie sobre K con corchete de Lie [a, b] = ab − ba

para todo a, b ∈ A.

Definición A.2.2. Sea g un álgebra de Lie sobre K de dimensión finita. Sea {T1, . . . , Tn}
una base de g. Entonces existen f c

ab ∈ K tales que [Ta, Tb] = f c
abTc. A los elementos f c

ab se le

llaman constantes de estructura de g.

Es fácil de demostrar que, cuando g es un álgebra de Lie de dimensión finita, la antisimetŕıa

de el corchete de lie se expresa

f c
ab = −f c

ba

y la identidad de Jacobi (usando la notación de Einstein)

fd
bcf

e
ad + fd

abf
e
cd + fd

caf
e
bd = 0

Ejemplo: Sea {e1, e2, e3} la base canónica de R3. Entonces

[ei, ej] = ei × ej = ϵkijek
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donde ϵkij es el śımbolo de Levi-Civita dado por

ϵkij =



1, si (i, j, k) es una permutación par de (1,2,3)

−1, si (i, j, k) es una permutación impar de (1,2,3)

0 en otro caso

Definición A.2.3 (Subálgebra de Lie). Sea g álgebra de Lie sobre K. Una subálgebra de

Lie de g es un K-subespacio vectorial h de g tal que

X, Y ∈ h =⇒ [X, Y ] ∈ h

Ejemplos:

1. Sea K = R,C. Sea sl(n,K) = {A ∈ gl(n,K) : trA = 0}. Le llamamos álgebra de Lie

especial lineal y es una subálgebra de Lie de gl(n,K) puesto que

tr([A,B]) = tr(AB −BA) = tr(AB)− tr(BA) = 0

Una base para esta subálgebra de Lie es

{Eii − Ei+1i+1 : 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {Eij : 1 ≤ i ̸= j}

donde Eij es la matriz donde la entrada ij es 1 y las demás son 0. En este sentido

dimKsl(n,K) = (n− 1) + (n2 − n) = n2 − 1.

2. so(n) = {A ∈ gl(n,R) : AT = −A} álgebra de Lie especial ortogonal. so(n) es una

subálgebra de Lie de gl(n,R). Para ver esto, sean A,B ∈ so(n),

[A,B]T = (AB −BA)T = (AB)T − (BA)T = BTAT − ATBT = BA− AB = −[A,B]

Una base para so(n) es

{Eij − Eji : 1 ≤ i < j ≤ n}

Por tanto dimRso(n) =
n(n−1)

2
.

3. u(n) = {A ∈ gl(n,C) : A† = −A} álgebra de Lie unitaria. u(n) es una subálgebra de

Lie de gl(n,C). Dados A,B ∈ u(n)

[A,B]† = (AB −BA)† = (AB)† − (BA)† = B†A† − A†B† = BA− AB = −[A,B]

Una base para u(n) es

{iEii : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {i(Eij + Eji) : 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {Eij − Eji : 1 ≤ i < j ≤ n}

Aśı concluimos que dimRu(n) = n+ n(n−1)
2

+ n(n−1)
2

= n2.



A.3 Álgebra de un grupo de Lie 43

4. su(n) = {A ∈ gl(n,C) : A† = −A y trA = 0} álgebra de Lie especial unitaria. su(n) es

una subálgebra de Lie de gl(n,C). Una base para su(n) es

{i(Eii − Ei+1i+1) : 1 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {i(Eij + Eji) : 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {Eij − Eji}

Concluimos que dimRsu(n) = (n− 1) + n(n−1)
2

+ n(n−1)
2

= n2 − 1.

Definición A.2.4 (Homomorfismos de ágebra de Lie). Sean g, h álgebras de Lie sobre el

campo K. Un homomorfismo entre estas álgebras de Lie es una función K-lineal ψ : g → h

tal que

ψ([X, Y ]) = [ψ(X), ψ(Y )], para todo X, Y ∈ g

En caso que la función sea biyectiva entonces decimos que es un isomorfismo de álgebras de

Lie y lo denotamos g ∼= h.

A.3. Álgebra de un grupo de Lie

Definición A.3.1. Sea G un grupo de Lie y g ∈ G. La traslación a derecha Rg : G → G y

la traslación a izquierda Lg : G→ G se definen por

Rg(h) = hg, Lg(h) = gH

respectivamente.

Cabe mencionar que para todo g ∈ G las traslaciones Rg y Lg son difeomorfismos C∞ de G

en G.

Definición A.3.2. Sea G un grupo de Lie. Un campo vectorial X ∈ X(G) se le dice

invariante a izquierda si

Lg∗X = X ⇐⇒ d(Lg)h(Xh) = Xgh, para todo g, h ∈ G

Al conjunto (que termina siendo un espacio vectorial) de todos los campos vectoriales invariantes

a izquierda sobre G se le denota XL(G).

Notemos que si tenemos X, Y ∈ XL(G) entonces, dado g ∈ G,

Lg∗[X, Y ] = [Lg∗X,Lg∗Y ] = [X, Y ]

Lo anterior demuestra que XL(G) es una subálgebra de Lie del álgebra de Lie X(G).

Definición A.3.3 (Álgebra de Lie de un grupo de Lie). Sea G un grupo de Lie. A X(G)

equipado con el corchete de X(G), [·, ·], se le llama el álgebra de Lie del grupo de Lie G.

Teorema A.3.1. Sea G un grupo de Lie. El álgebra de Lie del grupo de Lie, X(G), es

isomorfo (como álgebra de Lie) a TeG, el espacio tangente a G en el punto e (elemento

neutro del grupo); es decir, TeG ∼= XL(G).
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Demostración. Partimos definiendo una transformación lineal λ : TeG → XL(G) de la

siguiente forma λ(ξ) = Xξ, donde Xξ ∈ X(G) está dado por

Xξ
g = d(Lg)e(ξ), para todo g ∈ G

Luegp, dados g, h ∈ G,

d(Lg)h(X
ξ
h) = d(Lg)h[d(Lh)e(ξ)] = d(Lg ◦ Lh)e(ξ) = d(Lgh)e(ξ) = Xξ

gh

Por tanto Xξ ∈ XL(G) para todo ξ ∈ TeG. Ahora probamos que λ es un isomorfismo. Para

probar inyectividad, supongamos que λ(ξ) = λ(η). Entonces Xξ = Xη y, a su vez, Xξ
e = Xη

e .

Por otro lado tenemos que

Xξ
e = d(Le)e(ξ) = ξ, Xη

e = d(Le)e(η) = η,

aśı ξ = η, demostrando que λ es inyectiva. Para la sobreyectividad tomemos X ∈ XL(G).

Definamos ξX ∈ TeG como

ξX = Xe = d(Lg−1)g(Xg), para todo g ∈ G

Por tando, para todo g ∈ G

d(Lg)e(ξX) = d(Lg)e(Xe) = d(Lg)e[d(Lg−1)g(Xg)] = d(Lg ◦ Lg−1)g(Xg) = d(Le)g(Xg) = Xg.

Aśı, λ(ξX = X.

Ejemplos:

1. Álgebra de Lie de GL(n,K) es gl(n,K). Sea γ : (−ϵ, ϵ) → GL(n,K) una curva con

γ(0) = In.Cercano a t = 0, la curva se puede aproximar por γ(t) = In + tA + O(t2),

donde A ∈ gl(n,K). Es fácil ver que γ̇(0) = A. Concluimos entonces que TInGL(n,K) =

gl(n,K)

2. Álgebra de lie de SL(n,K) es sl(n,K). Sea γ : (−ϵ, ϵ) → SL(n,K) una curva con

γ(0) = In. Aśı como en el ejemplo anterior, cercano a t = 0 podemos escribir γ(t) =

In + tA + O(t2) donde A ∈ gl(n,K). Entonces γ̇(0) = A. Debido γ(t) ∈ SL(n,K)

entonces

1 = detγ(t) = det[In + tA+O(t2)] = 1 + ttr(A) +O(t2)

Por tanto tr(A) = 0, implicando que A ∈ sl(n,K). Luego TInSL(n,K) = sl(n,K).

3. Álgebra de Lie de O(n) es o(n). Sea γ : (−ϵ, ϵ)) → O(n) una curva con γ(0) = In. Cerca

a t = 0 podemos escribir γ(t) = In + tA + O(t2), donde A ∈ gl(n,R).Análogamente a

los argumentos anteriores, γ̇(0) = A. Debido a que γ(t) ∈ O(n) entonces

γ(t)Tγ(t) = In
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Por tanto, derivando la ecuación anterior

γ̇(t)Tγ(t) + γ(t)T γ̇(t) = 0

Ahora evaluamos en t = 0 y obtenemos

γ̇(0)Tγ(0) + γ(0)T γ̇(0) = AT In + ITnA = AT + A = 0

Aśı probamos que A ∈ so(n). Luego TInO(n) = so(n). Si la curva fuera sobre SO(n),

se cumple que tr(A) = 0 porque detγ(T ) = 1. Esto implica que TInSO(n) = TInO(n) =

so(n).

4. Álgebra de Lie de U(n) es u(n). El argumento es similar al anterior, pero cambiando

T por †.

5. Álgebra de Lie de SU(n) es su(n) = {A ∈ gl(n,C) : A† = −A y trA = 0}. Sea
γ : (−ϵ, ϵ) → SU(n) una curva tal que γ(0) = In. Esta curva puede ser escrita como

γ(t) = In + tA+O(t2) con A ∈ gl(n,C). Luego γ̇(0.+ .) = A Como γ(t) ∈ SU(n)

1 = detγ(t) = det[In + tA+O(t2)] = 1 + ttrA+O(t2)

Por tanto trA = 0. Por otro lado γ†(t)γ(t) = In, lo que implica que, derivando,

γ̇(t)†γ(t) + γ(t)†γ̇(t) = 0. Aśı, al evaluar en t = 0, obtenemos A† +A = 0. Concluimos

entonces que TInSU(n) = su(n).

A.4. Operador estrella de Hodge

El operador estrella, ∗, de Hodge es de vital importancia en el cálculo exterior. Primeramente

porque este es un isomorfismo entre ciertos espacios vectoriales que solemos usar en el cálculo

exterior, segundo por la forma en que este está definido el cual nos permite calcularlo sin

demasiado esfuerzo.

Supongamos que E es un R-espacio vectorial orientado de dimensión finita n. Sea g : E×E →
R un producto interno en E. g induce un producto interno en ∧p(E), el cual denotaremos

igualmente por g. Si tenemos una base orientada para E

{u1, . . . , un}

y una base para el dual de E, E∗,

{u1, . . . , un}

definimos gij = g(ui, uj) y g
ij como la (i, j)-ésima entrada de la inversa de la matriz (gij).

Sean α, β ∈ ∧p(E), entonces

α =
1

p
αi1...ipu

i1 ∧ · · · ∧ uip

β =
1

p
βj1...jpu

j1 ∧ · · · ∧ ujp
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Denotamos por αj1...jp = gi1j1 · · · gipjpαi1...ip

Definición A.4.1. Definimos, para α, β ∈ ∧p(E),

g(α, β) =
1

p!
αj1...jpβj1...jp

Esta definición no depende de la escogencia de la base para E y para el dual E∗.

Sean {u′1, . . . , u′n} otra base orientada para E y {u′1, . . . , u′n} base dual. Denotamos por

g′ij = g(u′i, u
′
j) y g

′ij = (i, j)-ésima entrada de la inversa de (g′ij). Existe una matriz invertible

(Ai
j) tal que u

′
j = uiA

i
j, por otro lado, si A j

i = (i, j)-ésima entrada de la inversa de (Ai
j),

entonces u′j = uiA j
i . Lo anterior conduce a las siguientes igualdades

g′ij = Ak
iA

l
jgkl

g′ij = A i
k A

j
l g

kl

Además

α =
1

p
α′
i1...ip

u′i1 ∧ · · · ∧ u′ip

β =
1

p
β′
j1...jp

u′j1 ∧ · · · ∧ u′jp

donde α′
i1...ip

= Aj1
i1
· · ·Ajp

ip
αj1···jp y β′

i1...ip
= Aj1

i1
· · ·Ajp

ip
βj1···jp . Luego

1

p!
α′j1···jpβ′

j1···jp =
1

p!
g′i1j1 · · · g′ipjpα′

i1...ip
β′
i1...ip

=
1

p!
(A i1

k1
A j1

l1
gk1l1) · · · (A ip

kp
A

jp
lp
gkplp)(Ar1

i1
· · ·Arp

ip
αr1···rp)(A

s1
j1
· · ·Asp

jp
βs1···sp)

=
1

p!
(A i1

k1
Ar1

i1
) · · · (A ip

kp
A

rp
ip
)(A j1

l1
As1

j1
) · · · (A jp

lp
A

sp
jp
)gk1l1 · · · gkplpαr1···rpβs1···sp

=
1

p!
δ r1
k1

· · · δ rp
kp
δ s1
l1

· · · δ sp
lp
gk1l1 · · · gkplpαr1···rpβs1···sp

=
1

p!
gk1l1 · · · gkplpαk1···kpβl1···lp

=
1

p!
αl1···lpβl1···lp

Tomamos una base ortonormal orientada para E, {e1, . . . , en}. Entonces existe un único

elemento µg que cumple µg(e1, . . . , en) = 1. A dicho elemento se le llama forma de volumen

determinada por g. Si tenemos una base orientada para E

{u1, . . . , un}
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y una base para el dual de E

{u1, . . . , un}

gij = g(ui, uj), entonces

µg =
√

|det(gij)|u1 ∧ · · · ∧ un

Teorema A.4.1 (Existencia del operador estrella de Hodge). Sea E un R-espacio vectorial

orientado de dimensión n. Sea g : E×E → R un producto interno. Entonces existe un única

isomorfismo lineal ∗ : ∧p(E) → ∧n−p(E) tal que

α ∧ ∗β = g(α, β)µg, para todo α, β ∈ ∧p(E)

Demostración. Sea γ ∈ ∧n−p(E). Definimos la función φγ : ∧p(E) → R tal que si α ∈ ∧p(E),

entonces α∧γ ∈ ∧n(E) que es un múltiplo de la forma de volumen µg. Aśı que φγ(α) cumple

α ∧ γ = φγ(α)µg

Tenemos aśı que φγ ∈ (∧p(E))∗. Probaremos que si φγ(α) = 0 para cualquier α ∈ ∧p(E),

entonces γ = 0. Sean {u1, . . . , un} base orientada de E y {u1, . . . , un} base dual. Luego

γ =
∑

i1<···<in−p

γi1...in−pu
i1 ∧ · · · ∧ uin−p

Ahora sean k1 < · · · kp los ı́ndices que falta en {1, . . . , n} y tomemos el siguiente elemento

α = uk1 ∧ · · · ∧ ukp . Por tanto

0 = α ∧ γ =
∑

i1<···<in−p

γi1...in−pu
k1 ∧ · · · ∧ ukpui1 ∧ · · · ∧ uin−p

Pero α ∧ γ(uk1 , . . . , ukp , uj1 , . . . , ujn−p) = γj1...jn−p = 0. Concluimos entonces que γ → φγ es

una transformación lineal inyectiva de ∧n−p(E) en (∧p(E))∗. Debido a que las dimensiones

de ambos espacios coinciden, llegamos a la conclusión que la transformación lineal es un

isomorfismo. Notemos que para cada elemento fijo β ∈ ∧p(E) tenemos una función α →
(α, β), el cual es un elemento de (∧p(E))∗. Podemos encontrar entonces un único elemento

γβ ∈ ∧n−p(E) con φγβ(α) = g(α, β), para todo α ∈ ∧p(E), en otras palabras

α ∧ γβ = g(α, β)µg, para todo α ∈ ∧p(E)

Luego definimos ∗ : ∧p(E) → ∧n−p(E) de la forma

∗β = γβ, para todo β ∈ ∧p(E)

Esta transformación lineal es inyectiva debido a que si ∗β = 0, entonces γβ = 0 y, a su vez,

g(α, β) = 0 para todo α ∈ ∧p(E). Lo anterior implica que β = 0. Por último, ∗ : ∧p(E) →
∧n−p(E) es un isomorfismo que cumple

α ∧ ∗β = g(α, β)µg, para todo α, β ∈ ∧p(E)
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