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Resumen

El presente trabajo tiene como propdsito estudiar el impacto del usaftiedreinteractivo

GeoGebra como ayuda para la ensefianza y el aprendizaje de las secciones conicas.

A través de talleres con el uso de GeoGebra se espera mostrar que los estudiantes tienen
mejores oportunidades de visualizacion de las propiedades geométimmselriones
conicas en su proceso de enseft@pmandizaje y en consecuencia puedan desarrollar una

perspectiva mas amplia de lo que es esta parte de la geometria.

Las actividades desarrolladas estan basadas en el disefio y aplicacion de tallerea@ssructu

usando esoftwareGeoGebra y teniendo en cuenta el modelo de Van Hiele.

Estas actividades son aplicadas a estudiantes de grado noveno tres (903) como grupo
experimental en la Institucion Educativa Jorge Villamil Ortega del municipio de Gigante

Huila.

En este estudio se evidedajue los estudiantes pasaron del nivel cero de visualizacién o
reconocimiento al nivel 1 de andlisis del modelo de Van Hiele pusmseatdue por
medio del uso del software GeoGebra descubrieron y generalizaron leslpdes de los

lugares geométricos de las secciones conicas.

Palabras claves Secciones Conicas, Circunferencia, Parabola, Elipse, Hipérbola,

Ensefanz#\prendizaje SoftwareGedGebra, Niveles Van Hiele.
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Conic sections building using GeoGebra, in nineth grade in Jorge Villamil

Ortega, a rural school in GiganteHuila.

Abstract

This study aims at identifying the impactugingthe open source GeoGebra as a tool to

teach and learn conic sections.set of activities werdesignedaccording to the Van Hiele
Model supported by the use of GeoGeMaanwhile these activities were developed by

ninth graders (course 903) of theblic school Jorge Villamil Ortega, located in the
municipality of Gigante (Huila)Consequentlyit was cemonstrated thaeoGebraffered
betteropportunitiesor studentgo visualize geometric properties of conic sections.
Accordingly,the results demonstrated that students moved from level O or visualization and
recognition to level 1 or Analysis accordito Van Hiele ModelConcisely activities based

on Geogebra software allowed students to unveil and generalize properties of conic sections.

Keywords: Conic Sections, Circumference, Parabola, Ellipse, Hyperbole, Teaching And

Learning, Geogebra SoftwareaN Hiele Levels Of Geometric Understanding.
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1. Introduccioén

La educacion actual en Colombia, mediante el Proyecto Educativo Institucional (PEI)
busca implementaambientes y entornos pedagdgicos viables a los estudiantes con el fin de

gue aprendan de la forma més sencilla posible y a la vez practica.

Teniendo presente lo anterior, para la ensefianza de las matematicas se estan
utilizando recursos digitales y ambiestde aprendizaje enriquecidos que permiten el proceso
de enseflanza y a la vez despiertan el interés por aprender las matematicas de una manera
sencilla y practica. En este trabajo se mostrara la conveniencia del uso de la herramienta
computacional GeoGebipara la ensefianza de las secciones conicas a los estudiantes de

grado noveno de la institucion educativa Jorge Villamil Ortega zona rural de Gigante (Huila).

Con elsoftwareGeoGebra podemos construir las secciones coneascunferencia,
la pardbolala elipse y la hipérbola, de tal forma que el estudiante tenga la posibilidad de
trabajar la geometria y el algebra simultdneamente de forma dindmica e integrada observando
la diferencia de cada una de ellas definidas como un conjunto de puntos daeesatisa
ecuacion algebraica. De esta forma el estudiante conceptualiza propiedades geométricas que
le permiten plantear y resolver problemas exandnaconjeturando y verificando con la
ayuda del GeoGebra, es decir facilitandole al estudiante la pteibie conjeturar y de

preguntar del porqué de determinados hechos, llevandolo a explorar otras situaciones.



2. Justificacion

El tema de estudio de las secciones conicas esta incluido en los estandares basicos
estipulados por el MEN como parte del ayglieaje de la geometria y su aspecto algebraico y

la aplicacion de estas en la naturaleza y situaciones de la vida cotidiana.

El uso de las TIC a través dalftwareGeoGebra como herramienta para la
construccion de secciones conicas permite desarrollrestudiante una perspectiva mas

amplia de lo que es la geometria mediante la experimentacion



3. Objetivos

3.1.0Dbjetivo general

Introducir elsoftwareinteractivo GeoGebra como herramienta para el desarrollo del
pensamiento espacial de los estudiantes de noveno grado en el proceso eapediatizaje

a partir del estudio de la construccion de las secciones conicas.
3.2.0bjetivos especificos

1 Permitirel intercambio y discusion de ideas de los estudiantes en la construccién
de secciones conicas a través de una herramienta computacional.

1 Capacitar a los estudiantes de noveno grado de la instituciébn educativa Jorge
Villamil Ortega en el manejo deoftwareGeoGebra que les permita hacer de su
proceso de ensefianza algo mas dinamico.

1 Estudiar las propiedades geométricas de las secciones conicas a través de sus

ecuaciones aprovechando las herramientas que proseivedreGeoGebra



4. Marco teorico

4.1.Historia de las secciones conicas

El estudio de las conicas se remonta a la época de los griegos en el siglo IV a. C. en la
literatura griega apareddenaechmug350 a.C. a 325 a.CMenaechmus descubrid las
conicas casi por casualidad, buscando una solucion al famoso (e irresoluble) problema de la
duplicacién del cubo (dado un cubo, hallar, usando sélo regla y compas, el lado de un cubo
de volumen doble)Al respecto Boye(2010) canenta que sBefinié las conicas como la
interseccion de un cono y un plano perpendicular a su generatriz, por lo que si el vértice del
cono era un angulo agudo (oxitoma) solo obtenia elipses; si era un angulo recto, (ortotoma)

pardbolas; y si era obtugamblitoma) hipérbolas. (Ver figura 1)

Figural. Elipse (agudo), Parabola (recto), Hipérbola (obtuso).
Fuente: Tomado de Torres (2002).

Menaechmusncontré un camino hacia la solucion del problema de la duplicacién del
cubousando la interseccién de dos curvas coni€abign una hipérbola y una parabola o

bien dos parabolas!

Sean las pardbolas de ecuaciccs. O ®w <O WES muy sencillo comprobar

que la abscisa del punto de interseccion de amte V¢, igual ala arista del cubo

doble. {er figura2)



Figura2. Punto de interseccion xZ2, de ambas dificas
Fuente: Tomado de Alegria (2003).

De esta manera nos damos cuenta que de un problema de aquel tiempo, se dio el
comienzode la creacion de las conicas de uso muy generalizado y de muchas aplicaciones

hoy en dia.

En el mismo siglo el gedmetra Euclides escribid 4 libros sobre las secciones coénicas,
de los cuales ninguno se conserva en la actualidad. Segin Répplsjandia, Aristeo
(contemporaneo de Euclides) trab&s cdnicas y las llamd: seccién del cono rectangulo,
seccion del cono acutangulo y seccion del cono obtusangulo (pardbola, elipse e hipérbola
actual). Pero, al igual que ocurre con los cuatro libros dedesciho se conservan

documentos de esos trabajos.

Si entre los matematicos griegos Euclides representa el maestro sistematizador, el

talento del helenismo Apolonio de Perga, personifica el virtuosismo geométrico.

Mientras Euclides codifica dros Elementodos fundamentos de la Geometria griega
de la regla y el compas como cuerpo de doctrina central de la totalidad de las ciencias
matematicas elementales, Apolonio polarizé su actividad investigadora en una direccién casi
monotematica con una sagade tan magistral que sus investigaciones sobre conicas, donde
aparecen sus bellisimos descubrimientos sobre ejes, centros, diametros, asintotas, focos,

rectas maximas y minimasangentes y normalesetc., le convierten en el primer



especialista que regira laHistoria de la Geometrig dan justificacion al apelativo dgran

gedmetra.

Apolonio representfen la Geometria grieg#éd grandeza técnica especializada, el
virtuosismo geomeétrico por excelencia. Es verdad que su obra hizo olvidar lo que
antes de él se habia escrito en el campo de su mayor brillantez, las conicas, pero por
Su caracter tan especializado y tan dificil, gugra esta obra maestra, las Conicas, se
conoce hoy en su integridad y mas de la mitad de ella permanecio oculta para el
mundo occidental hasta que fue publicada por Edmond Halley en(GiiZinan,

2001)

Apolonio de Perga (262 a.C190 a.C.) La mayoraste de los exiguos datos
conocidos sobre la vida de Apolonio provienen de unas pocas noticias que el propio autor
resefia en las introducciones a algunos de los libros de su magha®dnicasEstudié
en el Museo de Alejandria con los sucesores dédescy residio tanto en la propia capital
alejandrina como en Efeso y Pérgamo, urbe que gozaba del prestigio de una Biblioteca y un
emporio académico del Saber, similares a los de Alejandria, ciudad donde murié hacia el 190

a.C.

El Tesoro del Andlisis diea Coleccion Matematica de Pappus estaba constituido en
granparte por obras de Apolonio,noédas o conservadas entonces de forma fragmentaria,
gue debian de incluir mucho material geométrico cuyo estudio forma parte hoy de la
Geometria Analitica. Aunquena de sus obras fundamentales, es las Conicas, extendio los
resultados conocidos sobre conicas en un tratado titSecimones conicagormado por 8
libros y con 487 proposiciones. De todas formas, solo se conserva en el original griego solo la
mitad,los cuatro primeros de sus ochos libros; pero por suerte un matematicd heddiie,

ibn Qurra tradujo los tres libros siguientes al arabe antes de que desapareciera su version



griega y esta traduccion se ha conservado. En los siglos XVI y XVII fueron traducidos al
latin por Johanms Baptista Memkus en 1537, Abraham Echellensis, Giacomo Alfonso Borelli
en 1661 yEdmund Halley en 171Mesde entonces se han publicado muchas vess&m

lenguas modernas.

Las Conicas de Apolonio desplazaron a todos sus rivales en este campo, incluyendo
las Conicas de Euclides, y al parecer no se hizo ningun otro intento de mejorarlas en la
antigiiedad. Si la supervivencia es en algun sentido unaangelid calidad, entonces los
Elementos de Euclides y las Conicas de Apolonio fueron sin duda las mejores obras en su

género en la matematica antigua.

Por su parte, el profesor Miguel de Guzman en el afio 20020(se citd en
Calderén 2013 en la seccioneticada a Apolonig sugiere, en términos actuales, el siguiente

indice de la obra:

|. Modos de obtencion y propiedades fundamentales de las conicas.

Il. Diametros, ejes y asintotas.

lll. Teoremas notables. Propiedades de los focos.

IV. Namero de puntode interseccion de las conicas.

V. Segmentos de méxima y minimatditia a las cénicas. Normaljoduta, centro de
curvatura.

VI. Igualdad y semejanza de las secciones conicas.

VII. Relaciones métricas sobre diametros.

VIII. Se desconoce su conteniftal vez problemas sobre diametros conjugafins)

El libro | comienza con la generacion del cono circular oblicuo de dos hojas que,
seccionado por un plano, dara lugar a los diferentes tipos de cénicas. Apolonio habia captado

como esta consideracion da solo cono permite la obtencidon de las tres conicas, segun la



inclinacion diversa del plano y ademas identificaré la Hipérbola como una curva con dos ramas
(Figura 3). En estos puntos importantes se aparta de sus antecesores en el campo, logrando una

visibn mas unitaria y mejor sistematizada del tema.
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Figura3. Cono seccionado por un plano.
Fuente: Tomado de Ibafiez (2002).

Apolonio acufi¢ para la posteridad los nombres de elipse, parabola e hipérbola para
las seccionesobnicas. Los términos adoptados en realidad no eran nuevos, sino que
procedian, como sabemos, del lenguaje pitagorico de la solucion de ecuaciones cuadraticas
del método de Aplicacion de las Areas. Elipse significa deficiencia; Hipérbola significa
exceso €n el lenguaje ordinario una hipérbole es una exageracion); y por ultimo Parabola

significa equiparacion.

El libro Il estudia fundamentalmente las propiedades de las asintotas de la hipérbola.
Caracteriza la asintota OM por la distancia PM sobre la taggamtuncion de OP vy el
parametro correspondiente (\iégura 4). Estudia al final el problema importante siguiente:
trazar una tangente que forme un angulo dado con el diametro que pasa por el punto de

contacto



Figura4 Asintotas de la hipérbola.
Fuente: Tomado de Tapia (2002).

El libro 11l se dedica primero a estudiar las relaciones de triAngulos y cuadrilateros
determinados por tangentes y diAmetros conjugados. Obtiene la relacion armonica sobre los
cuatro puntos determinados en una secante a la conica que pasa por un potaoydas
dos de interseccion de la secante con la cénica. En la proposicién 41 se establece como tres
tangentes a la parabola se cortan en la misma razén y asi resulta la parabola como envolvente
de las rectas con esta propiedad. En la proposiciopat@ae la hipérbola como lugar de
puntos tales que xy = constante, siendo x e y abscisa y ordenada respecto a los ejes
constituidos por las asintotas. Desde la proposicion 45 hasta la 52 aparecen propiedades
interesantes sobre los focos. En la proposidbee establece como desde un foco F se ve
bajo un angulo rectv F 6 MIGegmento determinado por una tangente cualquiera entre las
tangentes en A i @ver figura 5). La proposicion 49 afirma esencialmente que la podaria (Se
llama podaria de la cun@con respecto al puntd al lugar geométrico de las proyecciones
ortogonales d@ sobre las tangentes de la cu@)adel foco es el circulo de diametré\A&en
la elipse e hipérbola. La 52 contiene lo que hoy solemos tomar a veces como definicion de

elipse (PFPF'=2a).

Los focos, en Apolonio, soh|- Q3 i“| " | § 0 x3 3204 (

i3 g X8 d es decir, "los puntos que surgen de la aplicacion" de areas.
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Figurab. Elipse y sus focos
Fuente: Tomado déapia(2002).

El libro IV es de bastante menos valor. En €l estudia el niUmero de puntos de
interseccion de las conicas. Es interesante desde un punto de vista légico que, de sus 57

proposiciones, las 23 primeras se demuestran por reduccion al absurdo.

El libro V, que consta de 77 proposiciones es, con gran diferencia, el mas
sorprendente de todos. Se puede decir que en él Apolonio, 20 siglos antes que Huygens (en su
Horologium Oscillatorium, de 1673), introduce ya, a su modo, con instrumentos puramente
sintéticos, nociones tales como normal a una curva, evoluta, centro de curvatura, etc. Y que
logra obtener estos elementos para las conicas de la manera mas rigurosa. La normal desde un
punto exterior viene definida a través de la propiedad de maximamardistancia desde el
punto a la curva. Apolonio comienza por considerar el punto E sobre el eje principal tal que
AE = p/2 (ver figura 6). Demuestra entonces que para cualquier punto P sobre la elipse se
verifica0'O 60O 60 vy asi esta a distanaie E mayor que A. Por tanto, AE es para E
el segmento de distancia minima desde E a la elipse. Considera luego E en situaciones mas

generales y analogamente determina la normal desde E.
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Figura®. Elipse.
Fuente: Tomado de Tapia (2002).

Las proposiciones mas llamativas de toda la obra son ciertamente la 51 y 52 de este
libro quinto. En ellas consigue, por procedimientos puramente sintéticos, obtener la evoluta
de las cédnicas, es decir, el lugar métrico de los centros de curvatura, mediante la
determinacion del nimero de normales distintas desde cada punto. En las proposigiones 55
63 obtiene las normales desde un punto exterior, reduciendo el problema a la determinacién
del pie de la normal sobtta conica por interseccion de ésta con una hipérbola equilatera

asociada al punto exterior.

En el libro VI, dedicado fundamentalmente a la igualdad y semejanza de conicas,
aparece el problema interesante siguiatdela la conica y dado un cono circulaacto,
hallar una seccion del cono que sea igual a la conica deddlamativa la elegancia de la

resolucién de este problema.

Las proposiciones del libro VII, nuevas en su mayor parte, como Apolonio mismo

sefiala, contienen numerosas relaciones mégitas diAmetros conjugados, areas, etc...

Apolonio de Perga no disponia de la geometria analitica en aquel tiempo, Como

manifiesta Boye(2010)en suHistoria de la Matematica

El hecho de que Apolonio, uno de los mas grandes gedmetras de la antigdedad, n

consiguiese desarrollar de una manera efectiva la Geometria Analitica, se debe
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probablemente mas a una pobreza en el nimero de curvas que de pensamiento; los
métodos generales no son ni muy necesarios ni muy Utiles cuando los problemas se
refieren siempr a un numero limitado de casos particulares. Por otra parte, es bien
cierto que los primeros inventores de la Geometria Analitica tenian a su disposicion
toda el algebra renacentista [el Algebra de los cosistas italianos y el Algebra simbélica
de Vieta],mientras que Apolonio tuvo que trabajar con las herramientas del Algebra
Geomeétrica, mucho mas rigurosa, pero a la vez mucho més incbmoda de manejar.

(p.208)

No obstante, lo dicho y con todas las limitaciones apuntadas, debemos ponderar la
magnifica obra € Apolonio ya que no soélo seria decisiva sobre la revolucidén astronomica
operada por Kepler sino que fue también incisiva sobre el pensamiento geométrico de Fermat
y Descartes en el alumbramiento de sus Geometrias Analiticas. La mayoria de las
propiedadesgjue se conocen y con las cuales se definen hoy las conicas como lugares
geomeétricos, ejes, centros, diametros, asintotas, focos, tangentes y normales entre otros. Su
obra fue el referente sobre las conicas durante varios siglos hasta que en el si§lerdX¥tl
y Descartes, crean la Geometria Analitica con la introduccién de los sistemas de

coordenadds

El filosofo y matematico Rene Beartes (1596 1650) desarrolldin método para
relacionar las curvas con ecuaciones. Este método es la llamada geometria analitica. (La
Geometria Analitica es uno de los instrumentos mas potentes que se ha elaborado en la
Historia del Pensamiento matematico, y que ha cambiado radi¢alladaz de muchas
ramas de la Matematica y de la Ciencia. La geometria analitica es la parte de la matematica

gue resuelve problemas geométricos bajo el concurso del algebra mediante el uso de sistemas

1Steine en 1832 Illam- a este tipo de geometr2a iGeome
con el auxilio de coordenadas, mas cominmente llamada Geometria Analitica.
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de coordenadasyomo resultado de este descubrintbeiescartes logré probar que todas
las conicas se pueden describir mediante ecuaciones de segundo grado. En el ensayo como

apéndice a su famoguscours de la Méthode pour Bien ConduaeRaison(1637).

En este tratado, se encuentran por primera veasexpresadas por ecuaciones
algebraicas, las que posteriormente se llamarian coordenadas de sus puntos y estas
coordenadas estaban indicadas por los mismos simbolos (X, y) que se utilizan actualmente.
Luego, dedico el resto de su obra a otros desasrdébalgebra, entre ellos la regla de los

signos a la que puso su nombre.

Durante mucho tiempo, posterior a 1637, el método de coordenadas de Descartes
guedd como forma de expresar y derivar algebraicamente las propiedades conocidas de las
curvas, principlmente de las secciones conicas. Isaac Newton, matemético y fisico inglés, lo
uso primero para iniciar un nuevo campo de la geometria; la clasificacion de curvas planas de
tercer grado, trabajo publicado en 1704. Newton hizo que las coordenadas rejpresenta
valores tanto positivos como negativos, entre tanto Descartes considero a las coordenadas

como extensiones de segmentos lineales y, por tanto, como nimeros Unicamente positivos.

En el transcurso del siglo XVIII, el método de las coordenadas se dpdistidio de
nuevas propiedades de las curvas, de tangentes, de areas, longitudes de arco, puntos
singulares y al espacio. Sin embargo, fue la revolucion francesa de 1789 la que abri6 el
camino al tratamiento sistematico del método de coordenadas que@inaramos como

Geometria Analitica.

4.2.Lugar geométrico

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano cartesiano que cumple con

una caracteristica geométrica en comun. En relacion con la caracteristica comun de los puntos
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gue pertenecen al luggeométrico del plano es posible realizar su representacion analitica
por medio de una ecuacion. La cual se denomina ecuacion de un lugar geométrico. También
es posible realizar la representacién geométrica por medio de una grafica en el plano

cartesiano.

Para determinar la ecuacion de un lugar geométrico, se expresan algebraicamente las
propiedades de los puntos P(X, y) de ese lugar, mediante igualdades que relacionan las
variablesioy ca Como ejemplo se puede considerar el lugar geométrico represpatado
cualquier funcion, la gréfica de la funcion representa la condicion que existe entre las dos

componentes mediante la condicion que da la funcion.

Otro enfoque permite tratar a las conicas como lugares geométricos, es decir, como

conjunto de puntos queimplen una propiedad determinada:

Elipse es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de distancias a dos

puntos fijos, llamados focos, es constante.

Circunferencia es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto fijo,

llamad centro, es constante.

Hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias

a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

Parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que estan a igual distancia de

un puntdfijo, llamado foco, y una recta dada, llamada directriz.

4.2.1.LaCircunferencia.

Definimos la circunferencia como el conjunto de puntos en un plano cuya distancia (el

radio) a un punto fijo, llamado centro, es constante.
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Si el centro es (h, k) y el radio @3 la forma canonica para la ecuacion de la

circunferenciae @ 'C w ¢ W

Este es un ejemplo de una seccién conica, es decir, de una curva que se forman al cortar

un cono cuadrético doble con un planoadai el nombre de seccion conica.
4.2.1.1 Ecuacion de la circunferencia

QO 10 D0D6s 19w O G5 |

\ o v g N

W « W « i
Elevando los miembros al cuadrado:
W W i
Desarrollando:

W O Gw aw i m, donde,® - -

N

ETES

-
<
/L

Figura?. Circunferencia curva que se formaacortar un cono cuadratico doble con un plano.
Fuente: Tomado de Giraldo (2011).
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4.2.2.La Parabola.

Si el foco F esta en la directriz L, la paraboléaa®cta que pasa por Fy es
perpendicular a L. Esto se considera un caso degenerado, por lo que de aqui en adelante

supondremos que F no estid en L.

La ecuacion mas sencilla para una parabola se obtiene cuando su foco se encuentra en
uno de los ejes y surdctriz es perpendicular a éste. Suponga que el foco esta en el punto
F(O, p) en la parte positiva del ejgy que la directriz es larecta 1, un punto P(X, y)

esta en la parabola si y solasiO 0 G De la férmula de la distancia,

Cuando igualamos estas expresiones, elevamos al cuadrado y simplificamos,

obtenemos

w — Despejandaotenemosw TN ©

Estas ecuaciones revelan la simetria de la pardbola con respget@alré eje wlo

Il amamos eje de | a par8bola duna forma abrev

El punto en donde la pardbola cruza su eje es el vértice. El vértice de la parabola

11 westa en el origen. El nimero positiy@s la distancia focal de la parabola.
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Ejes

Grenerador

Figura8. Parabola cura que se formal cortar un cono cuadratico doble con un plano
FuenteTomado de Giraldo (2011).

Si la parabola abre hacia abajo, con foco®n ) y con directriz la rectad nh

entonces las ecuaciones correspondientes a la forma candnica son

El vértice se encuentra a la
mutad de la distancia entre la P
directriz y el foco :

L

Directriz: y =-F O(x,P)

Figura9. Parabola vertical
FuenteTomado de Giraldo (2011).

4.2.3.La Elipse.

Se define una elipse como el lugar geométliedodos los puntos P del plano tales

gue la suma de sus distancias, rl y r2, a dos puntos fijos, F1 y F2, llamados focos, es

constante.

Si |l os focos est8n en F1(1c, O0) vy

coordenadas de un punto P en la eliptisfaaen la

F2(c,

0
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W W W

W W
Para simplificar esta ecuacion, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos

al cuadrado, despejamos el radical que queda y elevamos nuevamente al cuadrado para

obtener

FiguralO. Elipse horizontal.
FuenteTomado de Giraldo (2011).

Como PF1+PF2 es mayor que la longitud F1 F2 (la desigualdad del tridngulo para el
mayor que 2c. En consecuenci

triangulo PF1 F2), el nUmero 2as

c2 en la ecuacion es positivo.
Los pasos algebraicos que conducen a la ecuacién pueden revertirse para demostrar

gue cada punto P cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion de esta forma, can 0 < ¢ <

también satisface la ecuacion PF1+PF2= 2a. Por lo tanto, un punto esta en la elipse si y so6lo

si sus coordenadas satisfacen la ecuacion.
& y la ecuacion anterior se puede escribir asf:

NG @, entoncesd o

~
¥

Siw

> Q
>
e
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4.2.4.La Hipérbola

Si Il os focos est8&8n en F1(1c, O0) vy F2(c,

esta en la hipérbola si y solo si

g A U g A U c A

Para simplificar esta ecuacion, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos

al cuadrado, degpamos el radical que queda y elevamos otra vez al cuadrado para:obtener

- — P (5.1)

Hasta aqu?2, esta ecuaci-n se parece a |
gue 2a, siendo la difereiacde dos lados del triangulo PF1F2, es menor que 2c, el tercer lado.

Por lo tanto, un punto esta en la hipérbola si y solo si sus coordenadas satisfacen la ecuacion.

Si denotamos por b a la raiz cuadrada positiva de ¢ ,

A VA A (5.2)

Entoncess & y la ecuacioén (5.1) se escribira en forma compacta as:

- — P (5.3)Figura

a

0
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e

X=-a Xx=a

F 9 0 Qﬁe,n)

Figurall Hipérbola
FuenteTomado de Giraldo (2011).

Las hipérbolas tienen dos ramas. Para puntos en la rama de la derecha de la hipérbola

gue se muestra, PF1+PF2=2a. Para puntos en la rama de la izquierB&1RPE2.

Entonces hacemos:

€
e-
(3

Vertices

T CEEHIDJ Q
Eje focal

Figural2. Puntos en el eje focal de una hipérhola
Fuente:Tomado de Giraldo (2011).

4.3. Modeloeducativo Van Hiele

En la didactica de la geometria ha tenido una fuerte influencia el trabajo desarrollado
por Pierre van Hiele y Dina van Diegeldof para comprender y orientar el desarrollo del
pensamiento geomeétrico de los estudiantes. El modelo tedrico conocido chnhoaes ni vel e

de van HieleoO comenz- a proponerse en 1959 vy
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experimentaciones e investigaciones que han llevado a introducir diversas matizaciones, pero
gue aun continda siendo Util para organizar el curriculo de geometriadarcirion

primaria y secundaria. Los esposos Van Hiele, a partir de su experiencia como docentes de
matematicas, elaboraron un modelo que trata de explicar como puede un profesor ayudar a
sus alumnos para que mejoren su razonamiento. Asi, este modeta,edgdide una

perspectiva cognitiva, como se desarrolla el pensamiento geométrico de los estudiantes, y
desde una perspectiva didactica la manera como el profesor puede guiar este desarrollo para
alcanzar niveles de razonamiento superiores. Es impor&fidéas que, segun este modelo se
determina el nivel de aprendizaje de un estudiante no tanto por lo que puede resolver o hacer,

sino por la forma@mo se expresa y la formaroo razona.

En este modelo se proponen cinco niveles jerarquicos para desardyinpgaension y
el dominio de las nociones y habilidades espaciales. Cada uno de los cinco niveles describe
procesos de pensamiento que se ponen en juego ante tareas y situaciones geométricas. A
continuacion, describimos brevemente las caracteristicas datm niveles y los tipos de

actividades que pueden desarrollarse en cada uno de ellos
4.3.1. Nvelesde Van Hiele

La definicibn geométrica de cada seccion conica (elipse, hipérbola y parabola) se
puede lograr con base en el modelo educativo de &g, Hio sélo porque es un modelo
disefiado inicialmente para la geometria, sino por su caracter visual geométrico, que facilita

definiciones formales a partir del reconocimiento visual, el andlisis y la clasificacion.
Nivel O: Visualizacion o reconocimiento

Los objetos de pensamiento en el nivel 0 son formas y se conciben segun su

aparienciaLos alumnos reconocen las figuras y las nombran basandose en las caracteristicas
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visuales globales que tienen. Los alumnos que razonan segun este nivel son cdyzaess de
mediciones e incluso de hablar sobre propiedades de las formas, pero no piensan

explicitamente sobre estas propiedades. Lo que define una forma es su apariencia. Un
cuadrado es un cuadrado Aporque se pselrece a
factor dominante en este nivel, esta apariencia puede llevar a atribuir propiedades

impertinentes a las formas. Por ejemplo, un cuadrado que se ha girado 45° respecto de la
vertical puede que no se consi dRomgeestan cuadr a
formas juntas porque tienen el Losprosluotosdals pect o

pensamiento del ni vel O son clases 0o agrupac

Nivel 1: Andlisis.

Los objetos de pensamiento en el nivelldases de formas, en lugar de formas

individuales.

Los estudiantes que razonan segun este nivel son capaces de considerar todas las
formas incluidas en una clase en lugar de una forma singular. En lugar de hablar sobre este
rectangulo, es posible habkobre todos los rectdngulos. Al centrarse en una clase de formas,
los alumnos son capaces de pensar sobre lo que hace que un rectangulo sea un rectangulo
(cuatro lados, lados opuestos paralelos, lados opuestos de la misma longitud, cuatro angulos
rectos, tagonales congruentes, etc.). Las caracteristicas irrelevantes (como el tamafio o la
orientacién) pasan a un segundo plano. Los estudiantes comienzan a darse cuenta de que unas
colecciones de formas pertenecen a la misma clase debido a sus propiedademrBiau
pertenece a |l a clase de | os cubos, tiene | as
|l os cubos tienen seis caras congruentes, Yy ¢
propiedades estaban como implicitas en el nivel 0. Los sujetosvel 1 pueden ser capaces

de listar todas las propiedades de los cuadrados, rectangulos, y paralelogramos, pero no ver
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las relaciones de inclusion entre estas clases, que todos los cuadrados son rectangulos y todos

los rectangulos son paralelogram@siando se les pide que definan una forma, es probable
gue listen todas las propiedades que conozaeproductos del pensamiento del nivel 1 son

las propiedades de las formas.

Nivel 2: Deduccion informalo clasificacion

Los objetos del pensamiento del nivel 2 son las propiedades de las fomeabkda
gue los estudiantes comienzan a ser capaces de pensar sobre propiddaddgates
geomeétricos sin las restricciones de un objeto particular, son capaces de dessacibaies

entre estas propiedades. 0Si | rectingala Siesun s

§ng

cuadrado, todos los &ngulos son rectos. Si es un cuadrado, entoncesdebeu n r ect §n g

Con una mayor <capaci daide ndteo nucdegsras se pledesa z onami e

clasificar usando s6lo un minimo de caracteristicas. Por ejemplo, lagktsocongruentes y

al menos un angulo recto puede ser suficiente para definir un cuddradectangulos son
paralelogramos con un angulo rectos lodservaciones van mas alldlaepropias

propiedades y comienzan a centrarse en argumentos l6gicos sobre las profiedades.
estudiantes del nivel 2 seran capaces de seguir y apreciar un argumento dedoctiab

sobre las formas y sus propiedades. as demostr aci on e siruitywu e den
gue rigurosamente deductivas. Sin embargo, se entiende que un argumenteeligico
caracteristicas que obligan a aceptar la conclusion. La comprension de la estructura
axiomatica de un sistema deduotformal no llega a alcanzardeas productos de

pensamiento del nivel 2 son relaciones entre propiedades de los objetos geométricos.

Nivel 3: Deduccién

Los objetos de pensamiento en el nivel 3 son relaciones entre propiedades de los

objetos geométrico&n este nivel los estudiantes son capaces de examinar algo mas que las

S

¢
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propiedades dias formas. Su pensamiento anterior ha producido conjeturas sobre relaciones
entrepropiedades. ¢ Son correctas estas conjeturas? ¢ Son verdaderas? A medida que tiene
lugar esteandlisis de los argumentos informales, la estructura de un sistema completo de
axiomasgdefiniciones, teoremas, corolarios, y postulados comienza a desarrollarse y puede
serconsiderada como el medio necesario para establecer la verdad geonmedritgetos de

este nivel comienzan a apreciar la necesidad de construir un sistema logico que repose sobre
un conjunto minimo de supuestos y a partir del cual se deriven todas las proposiciones. Estos
estudiantes son capaces de trabajar con enunciadcaizsssobre propiedades geométricas

y llegar a conclusiones basadas mas sobre la l6gica que sobre la intuicion. Este es el nivel
requerido en los cursos de geometria de bachillerato. Un estudiante operando en este nivel 3
puede observar claramente quedagyonales de un rectdngulo se cortan en su punto medio,

de la misma manera que lo puede hacer un estudiante situado en un nivel inferior. Sin
embargo, en el nivel 3, se aprecia la necesidad de probar esta proposicion a partir de una serie
de argumentosatiuctivos. El estudiante del nivel 2 puede seguir el argumento, pero no
reconoce la necesidad de hacer la demostracion deduats/productos del pensamiento del

nivel 3 son sistemas axiomaticos deductivos para la geometria.

Nivel 4: Rigor.

Los objetos de pensamiento del nivel 4 son sistemas axiomaticos para la geometria.
En el nivel maximo de la jerarquia de pensamiento geométrico propuesto por vaelHiele,
objeto de atencion son los propios sistemas axiomaticos, no las deduccionesedentro d
sistema. Se aprecian las distinciones y relaciones entre los diferentes sistemas axiomaticos.
Este es el nivel requerido en los cursos universitarios especializados en los que se estudia la
geometria como una rama de las matematicesproductos dpensamiento del nivel 4 son

comparaciones y contrastes entre diferentes sistemas axiomaticos de geometria.
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El Ministerio de Educacion Nacion@EN) en losLineamientos Curriculare€1998)

sostienen que

Las investigaciones de Van Hiele y de los psic@@agviéticos muestran que el paso
de un nivel a otro no es automatico y es independiente de la edad. Muchos adultos se
encuentran en un nivel 0 porque no han tenido oportunidad de enfrentarse con

experiencias que les ayuden a pasar al nig.29)

En sis trabajos los Van Hiele enfatizan en la ideafiglgpaso de un nivel a otro
depende m8s de | a ense¢fanzaesdeeigcdabunalgan que de
importancia a la organizacion del proceso de ensefaeadizaje, asi como a las
actividades disefiadas y los materiales utilizados. A continuacion, se presentan las fases del

modelo Van Hiele en la figura 13.

4 3.2. Fasesdel Modelo Van Hiele

N\ N\
Fase 2 IR £t 4

e Orientacion  Explicitacidn * Orientacion
dirigida libre

o S”

Figural3. Fases del modelo Van Hiele.
Fuente: Tomado de Calderén (2013)

= [nformacion = |ntegracion

Fase s

Las caracteristicas principales de cada una de las fases son las siguientes (Jaime y

Gutiérrez, 1990):

4.4.1.1. Rse 1: Preguntas/Informacion

En estafase se debe tratar de determinar el punto de partida de los estudiantes, lo que

algunos autorellaman los conocimientos previesbre el tema que se va a tratar, y el camino
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a seguir de las actividades siguientes. Se puede realizar mediante un tegurttapr
individuales utilizando actividades del nivel de partida. Cabe sefalar que muchas veces el nivel
no lo marca tanto la pregunta coma la respuesta, es decir, diseflamos una pregunta pensando en
un nivel concreto y, la respuesta recibida, puede seialamivel distinto del pensado

inicialmente.

4.4.1.2. Fase2: Orientaciéndirigida.

Teniendo en cuenta los psaberes del estudiante, es aqui donde mas toma
importancia la capacidad didactica del profesor pues los autores Van Hiele, desde su
experiencissefalan que el rendimiento de los estudiantes no es bueno si no existen una serie
de actividades concretas, bien secuenciadas, para que los estudiantes descubran, comprendan,
asimilen, apliquen, etc., las ideas, conceptos, propiedades, relaciones rastiguetseran

motivo de su aprendizaje en ese nivel.

4.4.1.3. Fase 3 Explicacion (Explicitacion)

Es una fase de interaccion (intercambio de ideas y experiencias) entre estudiantes y en
la que el papel del docente se reduce a corregir el lenguaje etudgantes conforme a lo
requerido en ese nivel. La interaccién entre estudiantes es importante ya que les obliga a

ordenar sus ideas, analizarlas y expresarlas de modo comprensible para los demas.

4.4.1.4. Fase 4: Orientacioribre.

En esta fase el estiante se enfrenta a actividades mas complejas fundamentalmente
referidas a aplicar lo anteriormente adquirido, tanto respecto a contenidos como al lenguaje
necesario. Estas actividades deberan ser lo suficientemente abiertas, lo ideal son problemas

abietos para que puedan ser abordables de diferentes maneras o puedan ser de varias respuestas
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correctas conforme a la interpretacion del enunciado. Esta idea le obliga a una mayor necesidad

de justificar sus respuestas utilizando un razonamiento y lenguaje€a mas pulido.

4.4.1.5. Fase 5: Integracion

En esta fase, no se trabajan contenidos nuevos, sino que se sintetizan los ya
trabajados. Se trata de que los estudiantes adquieran una vision general de los contenidos y
meétodos que tienen a disposicion, relacionando los nuevos conocimientos con otros
campos que hayan estudiado anteriormente. El profesor puede fomentar este trabajo
proporcionando comprensiones globales, sin que estas comprensiones le aporten nuevos
conceptos o propiedades atwdiante. Debe ser una acumulacion, comparacion y

combinacion de cosas que el estudiante ya conoce.

Finalmente, una vez superada esta fase los estudiantes han alcanzado un nuevo nivel
de conocimientos y estan listos para repetir las fases de aprendizhja\el

inmediatamente superior.

Se usaré este modelo porque hace que el estudiante desarrolle su inteligencia de
acuerdo a los niveles teniendo en cuenta (edad, ambiente social, capacidades y aspiraciones)
y se forme con buen desarrollo intelectuahsipnados por lo que hacen y por su entorno,
capaces de asumir los retos de la nueva sociedad, de manera que puedan aportar al desarrollo

integral, autbnomo y competitivo del pais.

De este modo, la propuesta didactica estara centrada en lograr quediasestule
grado noveno de la institucion educativa Jorge Villamil Ortega zona rural de Gldaitde
alcancen el primer nivel de razonamiento que proponen los esposos Van Hiele. Asi,
participaron como muestra de la investigacion 27 estudiantes cuyas edadaban entre 14

y 18 afios y que no tenian conocimientos previos sobre las cénicas.
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5. GeoGebra

En el afio 2002 salié la primera version del programa GeoGebra, su creador y actual
director del equipo es Markus Hohenwarter (ver figura 14). Actualneengé proyecto
trabajan cerca de ocho personas de diversos paises del mundo: Inglaterra, Hungria, Francia,
Luxemburgo, Estados Unidos y Alemania. Ademas del apoyo que reciben de algunas

personas de la comunidad, traductores, instituciones y proyectosdasoci

Figural4. Mérkus Hohenwarter.
Fuente: Borbo6n (2010)

Tal como su nombre lo dice, GeoGebra es un programa que mezcla la geometria con
el algebra. En este sentido, para la pge@métrica se puede ubicar dentro de los programas
dindmicos de geometria los cuales, en general, permiten realizar construcciones geométricas,
con la ventaja de poder mover los puntos de la construccion y observar sus invariantes y
caracteristicas. Sin drargo, GeoGebra presenta caracteristicas adicionales que los
programas dindmicos de geometria por lo general no poseen y que lo hace especial, conforme
se realizan las construcciones geométricas en una ventana se van mostrando las expresiones
algebraicas @e representan a las lineas, los segmentos, circulos y puntos de la construccion;
también permite trabajar con las funciones al poderlas graficar y manipular de una manera

sencilla.

GeoGebra también puede calcular la derivada de las funciones, poseaaihqe

de célculo y ademas ya tiene implementadas muchas funciones de manera interna lo que



29

ahorra mucho trabajo (por ejemplo, la aproximacién del area bajo la curva utilizando

rectangulos).

La pantalla principal muestra la zona de trabajo donde est@jel® de coordenadas y
la ventana a la izquierda que es la ventana algebraica. Arriba esta el menua y la barra de

herramientas y abajo esté la linea de comando.

Ademas de todas las utilidades ya planteadas de este programa se puede agregar una
de suma impaancia, GeoGebra es un programa gratuito y se puede usar mientras no sea para
uso comercial. Es decir, este programa se puede llevar a cualquier colegio o universidad sin
problemas de licencias, también se les puede dar a todos los estudiantes partligea lo
en sus casas, esto es una gran ventaja para que los estudiantes puedan estudiar por su cuenta o
profundizar lo que se ha visto en clase. La zona de trabajo es donde se realizan las
construcciones geométricas, es en donde se ponen los pun@seséals rectas, segmentos,
rayos, circulos, entre otros. Cada vez que se hace una de estas construcciones se agrega un

elemento nuevo a la ventana algebraica de una expresion que representa al objeto realizado.

La linea de comando es importante ya que todjue se puede realizar con el ratén
en GeoGebra también se puede llevar a cabo escribiendo cada paso alli. Para utilizar
GeoGebra lo mas comun es utilizar la barra de herramientas, cada uno de los botones que
aparecen alli tiene un pequefidrigulo enla parte inferior con el cual se despliega un menu
de herramientas (otra forma de desplegar este menu es mantener el boton del ratdén
presionado y mover el raton hacia abajo), los botones se agrupan segun herramientas

comunes.

-
. —
Figura 15. Botén comando.
Fuente: Software GeoGebra
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Cuando en uno de estos botones se elige alguna herramienta de su menu emergente
esta ya queda seleccionada en el boton por defecto, entonces para seleccionar esataerrami
en particular ya no es necesario volver a escogerla del mend emergente sino que solo se debe

seleccionar el boton que la contidRegura 15.

5.1. ista Gréfica

La Vista Graficaocupa la parte central. En ella aparecen los objetos graficos. Sobre la
Vista Gréficase pueden representar directamente objetos geométricos eligiendo la
herramienta deseada con el ratdn. Es aconsejable, mientras no se domine cada herramienta,
atender al texto de ayuda que aparece en la barra de herramientas. Cualquier objeto
geomeétrico creado en\4sta Graficatendra su representacion algebraica éridta

Algebraica

Podemos mover cualquier objeto poWiata Gréficasimplemente arrastrdndolo con
el ratdon, siempre que el objeto sea desplazable (algunos objetos no serpoegieporque
estan fijos por construccion o porque asi lo hemos decidido). Al tiempo que movemos un

objeto, podemos observar la actualizacién inmediata de su valo¥estdalgebraica

También podemos ocultar o mostrar cualquier objeto ¥ista Graficamediante el
menu contextual (haciendo clic derecho sobre el objeto). Para ajustar la parte visible de la
Vista Gréficadisponemos de varios recursos, utilizamos las herramientas Acercamiento y
Alejamiento (la posicidén del puntero en el moneet¢ hacer clic determina el centro del
zoom). También podemos mostrar u ocultar los ejésodedenadas y la cuadricula usando

el menu VistaFigura 16.
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e T ‘;‘,.»"“

Figural6. Menu vista.
FuenteTomado de Falc6n (2009).

5.2.Vista Algebraica

La Vista Algebraicaocupa la parte central izquierda. Se puede ocultar o mostrar desde
el menu VistaPor defecto, se encuentra visible. En ella aparecen los valores numéricos de los
objetos. En |&/ista Algebraicahay tres carpetas, aunque la carpeta de Objetos Auxiliares
pueda encontrarse oculta (en tal caso, se puede hacer visible dasdé #ista Cada

carpeta puede desplegarse o replegarse haciendo doble clic en su nombre.

Los objetos aparecen conmeismo color que tienen en\asta Grafica Por defecto,
los puntos libres aparecen con color azul intenso, los puntos semilibres en azul palido, los

angulos y listas en verde oscuro, y el resto de objetos en negro o gris oscuro.

En | a carpbra@asimOljeetso s YWlain | os objetos que
valor, es decir, los puntos libres y cualquier objeto definido directamente (sin usar objetos ya

construidos).
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En | a carpeta fiObjetos Dependienteso se s
sean desplazables (pero no independientes, no libres) o sean puntos semilibres, que son
aquellos que se pueden mover libremente en otro objeto geométrico (segmento, recta,

circunferencia...)

En | a carpeta fAObjetos Auxietojllgoes o podemo
dependiente, que queramos apartar, ya sea porque no pertenece a la linea principal de la

construccion o por cualquier otra razon.

5.3. Mista de hoja de Calculo

La Hoja de Calculmocupa la parte central derecha. Se puede ocultar o mostrar desd
el menu VistaPor defecto, se encuentra oculta. Es una potente herramienta auxiliar que

permite crear e interactuar con los objetos graficos de forma tabular, o pegar y copiar tablas.

Cada celda de la Hoja de Calculo posee un nombre anico (Al, Q4e.sirge de
vinculo automatico con el objeto de que posea el mismo nombre. Ese nhombre puede usarse en

expresiones y comandos como referencia al valor que contenga cada celda.

Cada celda admite cualquier comando, expresion u operacion aceptada por GeoGebra.
El objeto creado en una celda tomara el nombre de ella y su representacion gréfica se
visualizara en |&/ista Grafica De forma predefinida, los objetos creados en la Hoja de

Célculo se clasifican como Objetos Auxiliares.

5.4. Barra de Entrada

La barra de Entradacupa la parte inferior. Se puede ocultar o mostrar desderl
Vista. Por defecto, se encuentra visible. Permite introducir directamente desde el teclado de

nameros, operaciones, coordenadas, ecuaciones y comandos.
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Basta hacer un cliobre el campo de Entrada para posicionar el cursor en él 'y

comenzar a teclear. Para aplicar el texto introducido se pulsa la tecla Intro o Enter.

Una vez aplicada, esa representacion algebraica se hara visibMigia ldlgebraica

mientras que en Mdista Graficaaparecera la gréfica correspondiente.

Si optamos por introducir un comando, ya sea tecleando su nombre o eligiéndolo de la

lista desplegable, podemos pulsar la tecla F1 para conocer su sintaxis.

5.5. Menus

5.5.1.Menu Archivo.

Pueden anotarse datos correspondientes
construccion. Ademas, se puede fijar la escala de impresion (en cm) y establecer la
orientacion del papel (horizontal si se desea una impresion apaisada y vertical en caso
contraio). También exporta la hoja dinamica como pagina Welsta Graficacomo imagen
png, eps entre otros formatos, (Figura 17).

) GeoGebra
—
1Arch'~o; Edita Vista Opciones Hemamie

Nueva Ventana Ctri+N ‘
Nuevo
| & Abre Ciri+O
¥ Guarda Ctri=S
Guarda Como... ..
Exporna »
| &% Previsualiza Impresién Ctri+P

€2 elipse.ggdb

W Ciemra Alt«F4

Figural?7. Menu archivo
Fuente: Tomado dsoftware GeoGebra
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5.5.2.Menu Edita.

Es muy util para rectificar o anular las ultimas acciones u operaciones realizadas en la
construccion. Ademas, permite borrar y seleccionar los objetos derivados o dependientes, al
copiar laVista Giéfica en el portapapeles del sistema, se puedargagilmente esta imagen

en otros documentofrigura 18.

s -

(Egita) vista Opclones Herramientas Ventana Ayuda

Deshace Ctri~Z
# Rehace Clri+Y
€EF Bora Suprimir

Figural8. Menu edita
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.

5.5.3. Menu Vista.

Se decide qué diferentes partes mostrar u ocultar, segun se tilde o no, por ejemplo, la
Vista Algebraicala Vista de Hoja de CalculoBarra de EntradaAdemas muestra el

protocolode construccién y barra de navegacion por pasos de construccion. Figura 19

Opciones Hemramientas Ventana Ayuda

Ejes
{i£ cuadricuia

v Vista Algebraica Cirl«Mayusculas+A
Vista de Hoja de Calculo Cirl+Mayusculas+S
Objetos Auxiliares
Division Horizontal

Barra de Entrada

LK SHE S

Lista de Comandos

Protocolo de la Construccion

Barra de Navegacion por Pasos de Construccién
Botdn de Reproduccién

Botdn que abre &l protocolo da construcion

< < «f

@

Adlualiza Vista Grafica (Limpia rastros) Clri+F
Recdiculo de Todos los Objetos Ciri+R
Figural9. Barra de navegacion.

Fuente: Tomado de Software GeoGebra.
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5.5.4.Menu Opciones

Permite cambiar y guardar los ajustes preferidos que se hubieran establecido en el
men¥% de Opciones. Por ejemplo, cambiar | a Un
Estilo de Punto, Tamafio de Casilla de Control, y Estilo del Angulo Recto. Ademds, pue
cambiarse el estilo de la notacion de las Coordenadas y decidir qué objetos se van a rotular o

el RotuladaFigura 20.

L ——
|Opdones| Herramientas WVenlana Ayuda
Algebra >

< Atraccion de Punto 3 Cuadricula
< Unidad Angular

Redondeo

Contnuidad

. 200 A AR, 4

<" Estilo de Punto

Coordenadas

Tamafio de Casillas de Control
Estilo de Angulo Redo
Rotuiado

K

v

Tamano de Letra
Idioma ¥

Vista Grafica

(@ = @5

Guardar Configuracién
Restablece I1a Configuracién Original

Figura20. Menu opciones
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.

5.5.5.Menu Herramientas.

Permite personalizar la barra de herramientas, cualquier herramienta se borra o bien se
le modifica su nombre o icono para la construccion que va a reéfizara 2).

_—_—s— . ———
|Hetramlentas I Ventana Ayuda

1 &% Creacion de Herramienta Nueva ...
- | Gestion de Herramientas ...

Personalizar Barra de Herramientas ...

Figura2l MenUGherramienta
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.
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5.5.6.Menu Ventana

Es particularmente util, porque permite abrir ventanas simultdneamente, se emplea

como herramienta de presentacion al tener varios bocetos abiertos, para ir pasando de uno a

otro (Figura 22.

| ————
[Ventana)] Ayuda

. Nueva Ventana Clrl+N

Figura22. Men( ventana
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.

5.5.7.Menu Ayuda.

Da acceso a la version html del documento de Ayuda de GeoGebra, también cuenta con
la asistencia a foros via internet (en el hispanoparlante, se pueden dirigir las preguntas y recibir
las respuestas en espafol), y contiene un juego de materiales irsdrurtados con

GeoGebra por usuarios de todo el mundo a través de GeoGebréRjikia 23.

lAyudaIA

_ Ayuda

/]

- o0po ¢

'
www. geogebra. org
GeoGebra Forum
GeoGebraWiki

Acerca de GeoGebra / Licencia

Figura23. Menu Ayuda
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.

5.5.8.Menu Contextual de Objeta

Al hacer clic derecho sobre un objeto se muestra ese menu contextual, en el que se

pueden elegir algunas de las opciones mas frecuentes. Todas ellas se encuentran incluidas en

el cuadro de di 8l ogo de Propiedaddes del obj e

Entradao.
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Las primeras opciones son especificas del tipo de objeto, se refieren a su formato
algebraico y so6lo se muestran cuandditda Algebraicgpermanece visible. El resto de las

opciones son mas generales, aungue no todas aparecen para todetdes

Seleccionando Propiedades se abre un cuadro de dialogo donde podemos asmbiar |
propiedades del objeto (sutiodb, color, tamarfio, grosor, estilo, sombreado, visibilidad, capa,

etc.)(Figura 24.

A
<«

Punto A
Coordenacas Polares

Muestra Objeto
Muesira Rotulo

\ >

Activa Rastro

Copia en Campo de Entrada

o

Renombra
-/ Borra

| Propiedades ...

Figura24. Mena Contextual de objeto.
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.

5.5.9.Menu Contextual de Vista Grafica

Al hacer un clic derecho sobre cualquier parte vacia'\dista Graficase abre el menu

contextual de visualizacidifrigura 295.

Vista Grafica
1 Ejes
£ cCuadricula
Q@& Zoom
EjeX .  EjeY >
Muestra Todos ios Objetos
Vista Estandar

=] Vista Grafica

Figura25. Menu contextual vista gfica.
Fuente: Tomado de Software GeoGebra.
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5.6.Barra de Herramientas

‘ Aqui se encuentran las herramientas de flecha que permiten mover elementos, rotarlos

oregistrar valores en la hoja de célculo.

«* | Aqui se construye todo lo que tiene que ver con puntos: puntos libres, puntos de

interseccion y puntos medios.

_~| En este boton se encuentran todas las herramientas que construyen objetos rectos:

rectas, segmentosyos y vectores.

Este contiene las construcciones basicas con regla y compas: rectas paralelas,
perpendiculares, mediatrices, bisectrices, rectas tangentes a un circulo, rectas polares,

ajuste lineal y lugares geométricos.

Aqui estan las herramientas @aealizar poligonos, tanto regulares como irregulares.

Este botdn contiene las herramientas para construir todo lo relacionado con circulos:

circunferencias, semicircunferencias, arcos y sectores circulares.

Estas herramientas permiten construir lasaai elipses, hipérbolas y parabolas.

Con estas herramientas se realizan las medidas de longitudes, angulos, areas y

pendientes.

Las herramientas para realizar reflejos, traslaciones y rotaciones se encuentran aqui.

En este botén se encuentran lasdrarentas que contienen los controles: deslizadores,
Casillas de control, imagenes y también las opciones de texto y para determinar si dos

elementos cumplen alguna caracteristica.
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+ | Por Ultimo, en esta opcion se encuentran las opciones graficas: ocufi@strar

objetos, hacer zoom y desplazar la pantalla.
5.7. LosModos

Veamos algunos ejemplos de la correspondencia entre acciones de botones (GeoGebra
l as |l ama fAimodoso), ejecutables con el rat
comandos, la barreecentrada nos recuerda en todo momento el modo seleccionado y la
razon entre las escalas de los ejes. GeoGebra denota, por defecto, a los puntos y poligonos
con mayusculas y a los demas objetos (numeros, vectores, lugares geométricos, ecuaciones y
funciones) con mindsculas. Asi, si escribimos A = (2, 3), GeoGebra entiende que el objeto es
un punto, mientras que si escribimos a = (2, 3) interpreta que es un vector libre. Para los

angulos usa el alfabeto griego. También se pueden afiadir subindices, seas nleiss.
5.8. Comandos exclusivos a través del teclado

Ademas de los modos y sus comandos asociados, y del ingreso directo, GeoGebra
ofrece otros comandos, en donde podemos observar el especial interés que se muestra en el
estudio de los elementos pripales de conicas y funciones. GeoGebra ayuda a la

introduccién de comandos de cuatro formas:

A Mostrando una lista con todos los comandos, donde podemos elegir el deseado con un
simple clic.

A Autocompletando los nombres de los comandos al introdug@rilagras letras,
bastando pulsar Intro para pasar a escribir los argumentos.

A Pulsando en el boton Entrada, lo que activa el modo del mismo nombre, que otorga la
posibilidad de introducir el nombre de un objeto en la linea de comandos simplemente

haciendo kic sobre él en cualquiera de las dos ventanas, algebraica o grafica.
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A Ofreciendo listas de simbolos frecuentes, como exponentes, factor de conversién a

radianes letras griegas.

En los comandos que ofrece GeoGebra se observa un cuidadoso interés por las
representaciones que ayuden a la comprension de los conceptos basicos. Es el caso, por
ejemplo, del comando Pendiente, que anexa a una recta un triangulo rectangulo de cateto
horizontal unidad con hipotenusa yaciente sobre la misma, representacion extrarteadame
atil para comprender los conceptos de pendiente, derivada y funcion derivada. O el caso de
Suma Inferior y Suma Superior que dibuja rectangulos por debajo y por encima de la gréafica
de la funcién. O el comando Integral [f, g, a, b], que sombrea Brregmprendida entre las
gréficas de dos funciones.

5.9. GQeacién de macros

Los Aimacroso son |istas ordenadas de acci
nombre. Al ser ejecutadas, se comportan como un comando mas. Por ejemplo, podemos crear
las accionepara construir un triangulo equilatero a partir de una altura dada y grabar todo el
proceso en un nuevo comando ||l amado ATri 8ngu
cuenta con este interesante y practico recurso en la actual version de GeoGebra&ssainque

prevista su disponibilidad en futuras versiones.

5.10. Geacion de péaginas web interactivas

Cualquiera de nuestras construcciones puede exportarse como una aplicaciéon

interactiva (applet de Java) embebida en una pagina web con un simple clic.

Para losusuarios avanzados, GeoGebra también dispone de una lista de parametros
ajustables en el codigo html del applet incrustado. Si usted es de los exigentes y todavia pide

mas versatilidad, GeoGebra le ofrece todo un repertorio de métodos de JavaScript que le
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permitiran comunicar los objetos y propiedades de la aplicacion con comandos html u otras

aplicaciones.

GeoGebra puede operar con numeros, angulos, puntos, vectores, segmentos, rectas,
secciones conicas, funciones y curvas paramétricas. Es posibleriegtesaobjetos en la

Barra deEntradaanotando sus coordenadas o ecuaciones y pulsando la tecla Enter.
5.11. Nomeros

Si se anota un numero (por ejemplo: 3), GeoGebra le asigna como nombre una letra
minuscula. Si se prefiere otro nombre, es preciso anataguido del signo igual que
antecederd al valor numérico (por ejemplo: para crear un decimal r se anota r = 5,32). Los
nYamer os y 8ngul os wusan el punto 6.6 como sep
constante °~ o | a e cédailosEseleceidn anpaas enlos mgnisegueseo n e s

despliegan préximos a Barra de Entrada usando las teclas de atajo.
5.12. Angulos

Los 8ngulos se ingresan en grados (0) o ¢

los valores en radianes y puede lbédn anotarse como pi.

A Alt-O (MacOS: CtdO) para el simbolo de grados 0

A Alt-P (MacOS:CtHP) para el s2mbol o

GeoGebra realiza todos los célculos internos en radianes. El simbolo (0) no es sino una

constante para convertir ~ /180 de grados a r
Ejemplos:

A Si® o TeS un nimero, entonces @ convierte a un angulo o 1T el nimero

&) sin cambiar su valor
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A Anotar® |j° el 8ngulo U vuelve @ isinvambiari r se

su valor.

5.13. Runtos y Vectores

A Para ingresar un puntd o un vector v en coordenadas cartesianas se anota

~

plt ¢0 v .

A Para usar coordenadas polares se anotaphrt’ £ 0 LT 8

El punto y coma separa las coordenadas. Si no se anota el simbolo de grados,

GeoGebra asumira que el valor del angulo éspaiesado en radianes. En GeoGebra, también

pueden hacerse calculos con puntos y vectores.

Ejemplos:

A Puede establecerse el punto medide los punto$ U" anotando: I " jgen

la Barra de Entrada

A Puede calcularse la longitud de un veétanotandodngitud 0 i 1 i0&0

5.14. Rectas

Una recta se ingresa como una ecuacion lineal en x e y o en forma paramétrica en la

Barra de EntradaEn ambos casos, se pueden emplear en tal ecuacion, variables previamente

definidas(numeros, puntos, vectores)

Ejemplos:

A Podemos definir una recta g ingresando la ecud€ T ¢ como ecuacion

lineal.

A Debe definirse un parametbod o antes de ingresar la recta g en formato

paramétrico comiao vw oth o.
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A En primer lugar, deben definirse los paramefr ¢ 0® p antes de ingresar la

ecuacion@gn & @ para obtener una reci@en el formato interceptado

5.15. Hes

Al hacer ejes de coordenadas se accede con los comandos correspondientes a través

de ejewy ejewrespectivamente.
Ejemplo:

A El comando Perpendiculad iQ "@Qconstruye la recta perpendicular al ¥jgue

pasa por el punto A.
5.16.Secciones Conicas

Una seccién conica se ingresa como una ecuacion cuadratieeerse pueden

emplear en la ecuacién, variables previamdefaidas (nUmeros, puntos, vectores).

Ejemplos:
A ElipseAEd ¢ poeUcg pr1T
A HipérbolaEEBw®@ ¢ poeU¢g prTT
A Pardbolab AU~ ¢ 1 @
A Circunferencia D®™ ¢ ®©~ ¢ CU
A Circunferencia®@ D @ v ~ ¢ W ¢~ ¢ cu

Si se definen dos parametids T w® o, a partir de ellos se puede ingresar una

elipse comQ DB cw™ ¢ O cw” ¢ & ¢ ¢8
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5.17.Funcién de x

Para ingresar una funcion podemos emplear variables previamente definidas

(numeros puntos, vectores) y otras funciones.

Ejemplos:

A Funcion®® Qe ow” 6 ® ¢
A Funcion'QDQo 0 O 8w

A Funcién sin nombrd: Q@ 0 O &

Todas las funciones internas (como seno, coseno, tangsimtecos, tan sec yotras

trigonométricas) se describen en la seccion dedicada a Funciofigsfipidas y

Operaciones.

También se pueden emplear los coman@so € " Q & FB®ara las derivadas de

una funcionQw previamente definida:
Ejemplo:

A Tras definir la funcién"Qcomo "Q® ow~ 0 W ¢8Se puede derivar la
funcion, dando clic en la opcion Comando ubicada é&3afaa de entradaseleccione

la pestafia Derivada, y digierivada "Qw en la respectivBarra de entrada.

Lo cual amrecera en la vista algebraitaw W ¢ como la derivada de la

funcién correspondiente; nuevamente escriba éBafea de entradaw ¢ Qo ¢ vy da

como resultad®® WE GO ¢ ® ¢ 8
Para limitar una funcién a un intervalio hdebe emplearse el comari@iencion

El comando Factoriza [Polinomio]: Factoriza el polinomio dado.
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Ejemplo:
A TOH®O € d "Qdad ¢ da por resultadio W C ® O.
5.18. Variables Booleanas y Operaciones

Pueden emplearse las variables Booleanas cierto y falso en GeoGebra. Basta ingresar,

por ejemplo, a = true o b = false erBlarra de Entraday pulsar la tecla Enter.

También pueden usarse variables Booleanas como numeros (valor 0 "0 1). Esto
permite usaun casillero como la velocidad dinAmica dedeslizador animadocomo para
gue controle el iniciy detencion de la animacion. Este caso, dloton de animaciosolo
aparecera en Mista Gréaficacuando hubiera también un deslizador animado con velocidad

estatica (es decir. adinamica).
5.19. (peraciones Booleanas

Se pueden usar en GeoGebra, las siguientes operaciones con variables y condiciones
booleanas sea seleccionandolas de la lista desplegable proxiBarealde Entradasea

ingresandolas usanabteclado.

Tablal. Operaciones Boleanas

Lista | Teclado Ejemplo Tipos

Tqual = — a= b oa==bh nimeros, puntos, rectas, conicas a, b
desigual # = a#b o al=b nimeros, puntos, rectas, conicas a, b
menor que < < a<h nimeros a, b

mayor que > = a>bh niimeros a, b

menor o igual a < <= a<hoaj=b niimeros a, b

mayor o igual a > s aboaj;=b niimeros a, b

Y. A 00 an b Booleanas a, b

0. v | avboa— — Booleanas a, b

No = ! =a o la Booleanas a

paralela I al b rectas a, b
perpendicular 1 alb rectas a, b

Fuene: Tomada de Trujillo y Giraldo (2011).
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5.20. Lista de Objetos y de Operaciones

Usando llaves pueden crearse listas de varios objetos (como puntos, segmentos,

circunferencias).

A

A

Ejemplos:
0 oMM establece una lista de tres puntos definidos previardébteos.

0 Tt h pfp h¢hg  produce una lista de los puntos ingresados, en tantos

puntos sin nominar.
5.20.1.mparar Listas de Objetos
Pueden compararsegltistas de objetos empleando la siguiente sintaxis:

a "Qp 0 @ a "Qk: &aontrola si las dos listas son iguales y brinda como resultado de
salidab Qi QO BDRIGENQO A IR a8 Q

a "Qp 0 Wa Qr:&ontrola si las dos listas son desiguales y brinda como resultado
de salida) Qi QO DRIGEMD G IR G Q

5.20.2. Alicar Operaciones y Funciones a las Listas

Cada vez gue se aplican operaciones y funcionedgfi@idas a ktas, se obtiene

como resultado, una nueva lista.

Sumas y Restas

Ejemplos:

A Listal + Lista2: Suma uno a uno, cada par de elementos correspondientes de unay

otra lista. Las dos listas deben tener la misma longitud.

A Lista + Namero: Suma el niimero a cada dados elementos de la lista.
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A Listal- Lista2: Resta los elementos de la segunda lista a cada uno de los
correspondientes de la primera.

A Lista- Numero: Resta el nUmero a cada uno de los elementos de la lista.
Multiplicacion y Division.
Ejemplos:

A 0 Qipd @ Qig.avibltiplica uno a uno, cada par de elementos correspondientes de

una y otra lista. Si las dos listas son matrices compatibles, se emplea la multiplicacion

de matrices.

A 0 Qi 20 & ‘Qi: Kultiplica por el nimero, cada une tbs elementos de la lista.

A 0 "Qip @ Qic:dDivide uno a uno, cada uno de los elementos de la primera lista por
los correspondientes de la segunda.

A Lista / Numero: Divide cada elemento de la lista, por el nUmero.

A Numero / Lista: Divide el numerpor cada elemento de la lista.

Usando funciones

A 0 "Qi "oc¢iEleva al cuadrado cada elemento de la lista.

A | "Q& Qi :Apdica la funcién seno a cada elemento de la lista.

5.21. N0omeros Complejos y Operaciones

GeoGebra no trata directamente coimeros complejos, pero se pueden emplear

puntos para simular operaciones con numeros complejos.

Ejemplo: Si se ingresa el nimero complejo 1°(en la Barra de Entrada, aparece el
punto (3, 4) en |&ista Gréafica Las coordenadas de este punto aparegem (3 + 4i) en la

VistaAlgebraica
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Se puede exponer cualquier punto como un niamero complejo/&idailgebraica
Al abrir la Caja de Dialogo de Propiedades del punto, se puede seleccionar NUmero
Complejo en la lista de formatos de Coordenadas deslaffia Algebra. Si la variabi#o
hubiera sido definida, sera reconocida como el par ordéfadortp o el nimero
complejort  p'QEsto implica que la variabl®ambién puede usarse para anotar nimeros

complejos en IBarrade Entradacé aif o 18
5.21.1.Sumas y Restas
Ejemplos:

A ¢ 1 p  ¢'QDa por resultado el nimero complegio p'@

A ¢ 1 p  ¢'Qda por resultado el nUmero complejo c@
5.21.2. Multiplicacion y Division.
Ejemplos:

A ¢ Qz p ¢'Qdaporresultado el nimero complejo ¢c@

A ¢ ‘UFp ¢Qdaporresultado el nUumero complgjo @

La multiplicacion habitualcip z ph ¢ da por resultado el producto escalar de los

dos vectores.
Otros ejemplos:
GeoGebra también reconoce mgiones con niumeros reales y complejos.

A o T L'Qda por resultado el nimero complgjo LvQ
A o T 0'Qda por resultado el niumero complejp  VQ

A of 1 "Qda por resultado el nimero complgjo ocQ
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A 0z p ¢Qdaporresultado el nUmero complejo  @Q

5.22. Estadistica
5.22.1. Media

A D QQR®MI DB 6 G Qi #Chalcula la media de los elementos listados

A 0 QQ QBRI DBoo ¢ o: Ealcula la media de las abscisas (coordasa) de los
puntos listadas

A 0 QQ QIR D@6 ¢ o: €dlcula la media de las ordenadas (coordenadas y) de los

puntos listados.

5.22.2. Mediana

0 QQQDHEQADAD G Q1 € Determina la mediana de los elementos lissad
5.22.3. Moda

D€ QOQI'DAY 6 & Qi :&Determina la moda de los elementos listados.
Ejemplos:

A 0 ¢ Qdhhoft  Da por resultado una lista vacia

hphchott  Da por resultado la listg

_g(

ADEQd
A 0 ¢ Qdhphchghotott  Da por resultado la listgphgho
5.22.4. Nrmal.
A 0éi1 aaQfo®i VEREOMBR QI M@ O "QdECatch la funcion
wa QNG
A QQi VEOWMMQ Khidonde  es lafuncion de densidad de probabilidad para

0 mip .
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5.23. @mandos de Hoja de Calculo
5.23.1. Raingo Celda

YHE Q¢ 6 B RROHQD QN dEtea una lista conteniendo los valores de

las celdas dentro dellrgo establecido.
Ejemplo:
Al anotar los siguientes valores en las celdas correspondientes de la Hoja de Calculo:

A d6p p¢ TtHo  «elcomanddy ®¢ Q¢ 6 Apo@ @a por

resultado la listapft fw .

5.23.2. @lumna.

6 & & 6 WEXH QL@ ¢ 6: id por resultado la columna de la celda como un

namero (empezando por 1)
Ejemplo:

A 6 ¢ a6 ds @a porresultado el nimeéd ¢ dado que la columna B es la

segunda de la hoja de célculo.
5.233. Nombre Columna.

0 anil Q6 ¢ a8 0a@d: @B o ¢ O por resultado el nombre de la

columna de la celda como un texto.
Ejemplod,

A GEéaonil Q6¢apdid Gpor r esul t avistaGeédficat ext o AAD
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5.23.4. Ha.

"0Q® & & VLY@ ¢ 6: & por resultado el n‘umero de la fila de la celda de la

hoja de calculo (empezando por 1).

A EjemplafO" Q@ @ da por resultado el nimeso 08
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5.24. runciones PreDefinidas y Operacions

Las funciones préefinidas deben ingresarse usando paréntesis y sin dejar espacio

alguno entre el nombre de la funcion y el paréntesis. Las siguientes operaciones estan

disponibles en GeoGeb

Tabla2. FuncionesPre-definidas
Operacién / funcion Entrada
i 0oad®
i Qi 0
0i £€Q0 WO ¢ 2 £0 QGO OOQDQE
ni € Q6 ©o ¢ 2 £0 QG W) OOQDHQE
‘QQLERDI Q ¥
Qoné i QEOGQUOOQ Y
NOOO E1 QO A
"Q0 £800N & & & QO A G O
N GE o0 Qi Qi
WEE1 QQE @E QD w
WéE €1 QQE @E QW )
O OUBDI € 06O ¢ OWi
i QQ¢ ¢ i "Q¢
I oo GQI Q0 inio
i o OQOO Wi O
EVE QI A QORI 0D & ¢ I ©OE'QE a
QO 8OO € & QE 0 Q] QmRéQ
a € Q01 "DEd HHD Do a0& €aéQ
a € Qi @@ a & a'Q
o€ QUi WP aé a'Q
wéEi Qe ¢ WE |
i Q¢ ¢ i Q¢
0WE Q& 0Q 0 WEe
Ol & | Q¢ ¢ OWE |
Ol d&QE ¢ Wi Q¢
O O&E "QQE 6 Q WO WE
Wé i TBR @d Qoé WED
[ Q&N Bo QO € i "
0 ¢ "QUBH Bb Qo 0 3@
wé | @00 Go Qo é 0 ® i
i Q& 800 @b Qo é Wi ¢
O & Qe 0N Bo QO ¢ wo e
a Ow&IE 0 'AINE & N QOTXQ "Qa € €l
a'Q¢ QIiE 0 QiIMa &€ I QOTXQ ®'QQa
YQQE £ 'QQE i €0€0Q

FuenteTomado de Trujillo y Giraldo (2011).
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6. Actividades a Realizar

Dentro de las actividades que se realiza con los estudiantes, se usara el modelo de Van
Hiele, que consta de cinco fases: informacion, orientacion dirigida, explicitacion, orientacion
libre e integracion, usando s#ftwareGeoGebra, se manejarada una € las fases del

modelo y las observaciones que se realizaran utilizarstiftelareGeoGebra.

6.1. Fasel: Informacion

En la primera seccién se aplicara un examen diagndstico sobre secciones conicas
donde, el profesor tiene la oportunidad de identificaictnocimientos previos que puedan
tener sus alumnos sobre este nuevo campo de trabajo y su nivel de razonamiento en el
mismo. Ademas, los alumnos deben recibir informacion para conocer el campo de estudio
gue van a iniciar, los tipos de problemas queavegsolver, los métodos y materiales que

utilizaran.

6.2. Resultadosy andlisis prueba diagnéstica

Se aplicé un examen diagnostico sobre secciones conicas donde, el profesor tiene la
oportunidad de identificar los conocimientos previos que puedan tersdususos sobre este
nuevo campo de trabajo y su nivel de razonamiento en el mismo. La prueba diagndstica se

realizo con 27 estudiantes del grado 903 de la institucién educativa Jorge Villamil Ortega.

6.3. Rueba diagndstica secciones cénicas

1. ¢ Qué sorCénicas?

A. Figuras geométricas que se dan en la geometria analitica.

B. Cuando se gira una recta y genera una figura
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C. Figuras geomeétricas que aparecen cuando hacemos la interseccion de un cono con un
plano.

D. Dos rectas secantes.

Se busca indagar si edstudiante tiene algunos conocimientos basicos del tema de

conicas, si sabe de donde se origina o tiene algunos conocimientos previos.

¢ QUE SON CONICAS?

H Respuesta correcta

B Respuesta incorrecta

Figura26. Cénicas prueba diagistica
Fuentecreacion propia.

El 63% de los estudiantes contestafayuras geométricas que aparecen cuando
hacemos la interseccién de un plano con un cono. Lo cual es la respuesta correcta y el otro
37% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En
consecuencia, la mayor parte de los esantds del grado 903 reconoce gog las secciones

conicas y de dide se originan.

2. ¢ Qué linea plana resulta de la intersecciébn delcono e « yelplanoyY =1?

A. Una recta.
B. Una circunferencia

C. Una hipérbola
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D. Una elipse
Se pretende determinarel grado de conocimiento basico de los estudiantes, dependiendo
de la forma en que el plano corta la superficie conica de revolucidén puedan identificar si

la curva obtenida es una circunferencia, ungarabola, una elipse o una hipérbola.

B Respuesta correcta

B Respuesta incorrecta

Figura27. Interseccién del cono con el plano prueba distjoa
FuenteFuentexcreacion propia.

Solo el 11% de los estudiantes contestamoa:hipérbola, lo cual es taspuesta
correcta. Y el otro 89% dieron otro tipo de respuesta diferente a éactegio cual evidencia
gue aungue saben que las secciones conicadigoras geomeétricas que aparecen cuando
hacemos la interseccidén de un cono con un plamadentifican el tipo de curva o figura que
se obtiene cuanda plano corta la superficie conica de revolucion a saber si es una

circunferencia, parabola, hipérbola o elipse.

3. ¢Qué linea plana resulta de la interseccion delcono e  « yelplanoZ =17

A. Una elipse
B. Una hipérbola
C. Unarecta

D. Una circunferencia
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Se pretende determinarel grado de conocimiento basico de los estudiantes, dependiendo
de la forma en que el plano corta la superficie conica de revolucién puedan identificsi

la curva obtenida es una circunferencia, una parabola, una elipse o una hipérbola.

H Respuesta correcta

B Respuesta incorrecta

Figura28. Interseccion del cono con el plano horizontal prueba diastjna
Fuenteccreacion propia.

Solo el 22% de los estudiantes dieron la respuesta comupataircunferenciay el
otro 89% dieron otro tipo de respuesta diferente a la correcta, lo cual evidencia que aunque
saben que las secciones conicasfigumas geométricas que aparecen cuarab@imos la
interseccion de un cono con un plano no identifican el tipo de curva o figura que se obtiene
cuandcel plano corta la superficie cénica de revolucion a saber si es una circunferencia,

parabola, hipérbola o elipse.

4. Cual es el lugar geométrico eltodos los puntos que se encuentran a la misma distancia

de una recta fija y un punto fijo llamado foco

A. Elipse
B. Hipérbola
C. Parabola

D. Circunferencia
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Conocimiento basico que se quiere saber con esta pregunta es si el estudiante maneja el
concepto de la construccion de parabola yaaeutilizando solo regla y compg, mediante
el uso de cuerdas u otros objetos y lo mas actual con el uso de programas de computacion

en nuestro caso con GeoGebra.

B Respuesta correcta

E Respuesta incorrecta

Figura29. Concepto de construccion de parabola prueba disgoa
Fuentecreacion propia.

El 37% de los estudiantes contestagmarabola lo cual es la respuesta correcta y el
otro 63% de los estudiantes contestaron otro tipesjguesta diferente a la correcta. En
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 no maneja el concepto de la
construccion de paraboja se, utilizando solo regla y compdmediante el uso de cuerdas u
otros objetos y lo mas actual celhuso de programas deftwareen nuestro caso con

GeoGebra.

5. Indicar la ecuacion de la parabola cuya difica es:

A ® W
B.w w
Cw w8
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Conocimiento basico si el estudiante ya sabe funciones cuadraticas, tablas y graficos

para poder trabajar con coénicas.

o i e II..
T 3"
1340y 21
k = ..-'Tllr ‘]‘ - k
- \n\
# i m Respuesta
Fd | Y correcta
¥ L'l
i = .,I | ! m Respuesta
F | incorrecta

-8

i L]

Figura30. Ecuacion de la parabola prueba diaggtica
Fuentexcreacion propia.

Se observa que el 26% de los estudiantes del grado 903 dieron la respuesta correcta
que esw W segun las opciones de respuesta tipo prueba saber y el 74% contestaron otro
tipo de respuesta diferente a la correcta. Lo cual se evidencia que la mayoria de estudiantes
no manejan el concepto de funciones cuadraticas a pesar de que esta dentroelel plan d
estudios del grado novemnima parabola puede tener su vértice en cualquier par de
coordenadas y puede estar orientada hacia arriba, hacia abajo o hacia la izquierda o la

derecha.

6. Cual es la ecuacion canonica que se usa para modelar los platos de lasraagele tv.

A. Parabola
B. Elipse
C. Circunferencia

D. Hipérbola
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Conocimiento basico si el estudiante sabe identificar una figura cénica en el medio donde

vive.

B Respuesta correcta

B Respuesta incorrecta

Figura31l. Identificacién de una figura cénica prueb@agnistica
Fuentecreacién propia.

El 33% de los estudiantes contestamarabola lo cual es la respuesta correcta y el
otro 63% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En
consecuencia, la mayor parteldg estudiantes del grado 903identifican una seccion

conica en el medio donde viven.
7. La elipse es el lugar geométrico de puntos

A. Cuyo cociente de longitudes a dos puntos fijos es constante.
B. Cuya suma de longitudes a dos puntos fijos es constante.
C. Cuya diferencia de longitudes a dos puntos fijos es constante.

D. Cuyos productos de longitudes a dos puntos fijos es constante.

Lo que se busca con esta pregunta es saber si el estudiante maneja la ecuacién candnica de
la elipse, pero ademas conocerdasiguientes elementos: focos, eje focal o eje principal,

centro, eje normal o secundario, vértices, eje mayor, eje menor y lado recto.
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B Respuesta correcta

B Respuesta
incorrecta

Figura32. Conocimientos elementos de la elipse prueba distipa
Fuentecreacion propia.

El 26% de los estudiantes dieron la respuesta correcta qug/@suma de
longitudes a dos puntos fijos es constante. El otro 74% dieron otro tipo de respuesta diferente
a la correcta. Lo que se busca con esta pregsrgaber si el estudiante maneja la ecuacién
canonica de la elipse, pero ademas conocer los siguientes elementos: focos, eje focal o eje

principal, centro, eje normal o secundario, vértices, eje mayor, eje menor y lado recto.

8. Indicar la ecuacién de la cuna cuya gréfica es

AA— w p
B.— w p
C.— w p
D — w p

Lo que se busca con esta pregunta es saber si el estudiante maneja la ecuacion canonica
de la elipse, pero ademas conocer los siguientes elementos: focos, eje focal o eje

principal, centro, eje normal o secundario, vértices, eje mayor, eje menor y lado recto.



61

——h—

H Respuesta correcta

)

Figura33. Ecuacién canodnica de la elipse prueba diésfica
Fuenteccreacion propia.

v

m Respuesta incorrecta

Solo un 4% de los estudiantes dio la respuesta correcta que es)  p, el resto

96% dio otra respuesta diferente a la correcta. Lo que se busca con esta pregunta es saber si el
estudiante maneja la ecuacion canonica de la elipse, pero ademas conocer los siguientes
elementos: focos, eje focal o eje principal, centronejenal o secundario, vértices, eje

mayor, eje menor y lado recto.

9. Sefalar la grafica correspondiente a una curva cuya ecuacion g'Fs: ;T
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En este punto se trata de que el estudiante identifique §utipo de ecuacién es, en
cuanto a las cuatro secciones conicas. Para esto debe tener un conocimiento basico de
las férmulas o ecuaciones que conforman una circunferencia, parabola, elipse o

hipérbola.

B Respuesta correcta

B Respuesta incorrecta

Figura34. Identificaciénde una curva canénica por medio de su ecuacion prueba diagnéstica.
Fuenteccreacion propia.

El 19% de los estudiantes contestaron: circunferencia lo cual es la respuesta correcta y
el otro 81% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuestatéifel@icorrecta. En
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 8fEhtifican que tipo de
ecuacion es, en cuanto a las cuatro secciones conicas. Para esto debe tener un conocimiento
basico de las férmulas o ecuaciones que conformanitmeferencia, parabola, elipse o

hipérbola.

10.La ecuacion cuadratica en dos variables en que ambos cuadrados tienen signo

desigual corresponden a una:

A. Paréabola
B. Elipse
C. Circunferencia

D. Hipérbola
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En este punto el estudiante debe conocer o manejar la ecuacion general de segundo grado
= ||[e« e F¢ 3 ,dondeA, B,C,D,E,F sonnimerosrealesy A, B

y C diferentes de cero.
Cuando B= 0 entonces: A=C es una circunferencia
A C mismo signo es una elipse

A C signos contrarios es una hipérbola

m Respuesta correcta

m Respuesta incorrecta

Figura35. Ecuacion cuadratica prueba diagnéstica
Fuentecreacion propia.

El 26% de los estudiantes contestaron: Hipértoleual es la respuesta correcta y el
otro 74% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En
consecuencia, la mayor parte dedstudiantes del grado 903 wentifican la ecuacion

general de segundo grado.

En base de los resultados del examen diagnostico se puede verificar que 73% de los
estudiantes no manejan los conocimientos necesarios para el trabajo que se va a realizar sob
secciones conicas y el otro 27% manejan algunas ideas vagas sobre el tema. En
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 de la institucion educativa
Jorge Villamil Ortega de tener que ubicarlos en uno de los niveles del modelo Heeléan

de acuerdo con los resultados del examen diagndstico, se encuentran en el nivel cero (0) de
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Visualizacion o reconocimiento. Sin embargo, se espera que estos conocimientos previos se

disipen en realizacion de la actividad.

En la segunda sém se ealizé una explicacion en forma de presentacion sobre la
historia de las cénicas y su aplicacion en la actualidad. También la explicacion del uso del
softwaregratuito GeoGebra con el cual se trabajara durante todas las fases ya que los

estudiantes no lo conocen y nunca han trabajado con este programa.

Figura36. Fotografias
Fuente propiedad del autor.

En la tercera s&mn seprocedi6 a realizar un taller introductorio 1 y 2. Con el fin de
gue los estudiantes se familiaricen con los diferentes comandos que maoéjasee

GeoGebra y proporcionar herramientas necesarias para construcciones posteriores. Los
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talleres son: Talleintroductorio 1Construccion del triangulo rectangulo con angulos de

w 1thyp 1T o 11. Taller introductorio Zonstruccion del cuadrado

6.3.1. Taller introductorio 1

Construccion paso a paso: Triangulo rectangulo con angutosd® 11 wo TT.

1. Abraun nuevo archivo en GeoGebra.

2. Oculta los ejes, para esto elija el menu Vista y desmarque la opcion Ejes.

3. Elija la herramienta Nuevo Punto y construya en la zona gréfica dos puntos Ay B.

4. Utilicela herramienta recta que pasa por los puntos Ay B.

5. Utilice la herramienta punto en objeto y coloque entre los puntos A y B, se crea un nuevo
punto C

6. Escoge la herramienta circunferencia con centro y punto y construya el circulo con centro
en A que pasa por el punto C. Construya un segunddcc@on centro en C que pase por A.

7. Elija la herramienta Interseccion de Dos Objetos y construya el punto de interseccion D de
los dos Circulos.

8. Escoja la herramienta circunferencia con centro y punto y construya el circulo con centro
en D que pasa pel punto A.

9. Elija la herramienta Interseccion de Dos Objetos y construya el punto E de interseccién de
los dos Circulos.

10. Utilice la herramienta punto medio y una los dos puntos de intersecciéon D y E. se crea el
punto medio F.

11. Utilice la herranenta recta y una el punto A con el punto medio F. el cual se crea un

angulo dew Tt.

2 A partir de este apartado se aclara que todas las fotoggafide autoria del autor fueron tomadas con como
insumo de la presente investigacion.
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12. utilice la herramienta punto en objeto y cree un nuevo punto entre A y B.se crea el punto
G.

13.Escoja la herramienta circunferencia con centro y punto y constrairawgb con centro

en B que pasa por el punto G. Construya un segundo circulo con centro en G que pase por B.
14. Elija la herramienta Interseccion de Dos Objetos y construya el punto de interseccién H
de los dos Circulos.

15. Utilice la herramienta puntoedio y una los dos puntos de interseccion G y H. se crea el
punto medio I.

16. Utilice la herramienta recta y una el punto B con el punto medio I. el cual se crea un
angulo deo TT.

17. Para crear el triangulo rectangulo escoja la herramienta puntemdedcton y une las

dos rectas que se intersectan.

18. Utilice la herramienta poligono y una los tres vértices o puntos que conforman el
triangulo rectangulo.

20.Por ultimo, utilice la herramienta Expone / Oculta Objeto para ocultar los circulos y todo

lo demas hasta dejar visible Gnicamente el triangulo.
Adicional:

21. Para comprobar que el tridngulo efectivamente es rectangulo, mida la longitud de los

lados del tridngulo y sus angulos.

22. Mueva los puntos A y B observe que, no importa como se muénangulo siempre se
mantiene siendo rectangulo. Observe ademas cémo las expresiones algebraicas cambian en la

ventana algebraica.
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6.3.2. Taller introductorio 2.

Construccion paso a padel cuadrado.

1. Abra un archivo en GeoGebra

2. Oculta los ejegara esto elija el menu vista y desmarque la opcion ejes.

3. Elija la herramienta Nuevo Punto y construya en la zona gréafica dos puntos Ay B.

4. Utilice la herramienta Segmento entre Dos Puntos y construya el segmento AB.

5. Utilice la herramienta Recte/endicular y construya la recta perpendicular al segmento
AB que pase por el punto A, luego use la misma herramienta para construir la recta
perpendicular al segmento AB que pase por el punto B.

6. Utilice la herramienta Circunferencia dado su Centrag de sus Puntos y construya el
circulo con centro en el punto A que pase por B.

7. Elija la herramienta interseccion de Dos Objetos y construya el punto de interseccién C entre
el circulo y la recta b.

8. Utilice la herramienta Recta Paralela para comdauecta paralela al segmento AB que
pase por el punto C.

9. Elija la herramienta interseccion de Dos Objetos y construya el punto de interseccién D entre
la recta paralela y la recta c.

10. Utilice la herramienta Segmento entre Dos Puntos y constsysefimentos AC, CD y

DB.

11. El cuadrilatero ABCD es un cuadrado.

12. Mueva los puntos A y B observe que, no importa como se mueva, el cuadrilatero siempre
se mantiene siendo cuadrado.

13. Por ultimo, utilice la herramienta Expone / Oculta Objeto pattaoelicirculo y las rectas,
dejando solo visible el cuadrado.

14. Mida los lados del cuadrado en la herramienta Distancia o Longitud.
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A partir de la aplicacion da segunda y la tercera sesigries estudiantes ya tienen
conocimientos necesarios para continuar con las actividades establecidasoftovaed
GeoGebra y conocimientos generales sobre la historia de las secciones conicas: de donde
salen, los nombres que tienen cada una de eliadiftaentes figuras geométricas o curvas
gue se generan al interceptar un plano con una superfici@d@revolucion sin mencionar

formulas o parte algebraica y su reconocimiento en la vida cotidiana.
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¢, Qué son conicas?, con respecto a la preguntaneo 1.

Algunas respuestas dadas por los estudiantes.

[ %W y,umu}’m'w qua apanecen LCuomods’
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OKJQM*""M M /Q\— &/L/Y’Wa/ Am Qu ,q,Q )O,Qom/o/
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El 96% de los estudiantes contestaron la respuesta correcta y solo un 4% dio otra
respuesta diferente. Lo cual pas6 del 63% de respuestas correctas aplicadas en el examen
diagrostico al 96% de remiestas correctas dess de aplicarse la segunda&@egxplicacion
en forma de presentacién sobre la historia de las conicas y su aplicacion en la actualidad. Es

decir, se obtuvo un 33% mejores resultadosutesgde aplicarse la segunda&es
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¢, Qué lira plana resulta de la interseccion del cono @  « yelplanoY =17,

con respecto a la pregunta 2

Dy acotdd a Ja )LXYL cagem ol f!b{ f/%b v /é@
Viiué\l) obyvoksy  am elan 51 y(‘ ?W L
me all 192 A gautnie Y Sk 22
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6 Yua thmitee gt Jo K pnbsde .
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lca h;’;e‘rbo'\,a-

@ h\?&(‘ bdcjg ~,Pcp'r ,  commid =/
P lanre > r A os COrCSS
Vo TP Pcxy &= -~
El 85% de los estudiantes dieron la respuesta correcta la cual se forma una hipérbola y
el 15% otra respuesta diferente a la respussti@ecta. Lo cual paso de 11% de respuestas
correctas del examen diaggtico al 85% de respuestas correalaspés de aplicarse la

segunda s&&n explicacion en forma de presentaci&s decir, se obtuvo un 74% mejores

resultados desggs de aplicarse Begunda séén.
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¢, Qué linea plana resulta de la interseccion delcomo e « yelplano Z =

1?, con respecto a la tercera pregunta del diagnostico.

3M‘O 0. Uﬂﬁ C“NWMEY@H(;‘,‘O, Po{qve NCmC]O

h
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A QM Cooke G opemd dm ?éa.mva Dszeahd gm

gééf\mm Q)\n(’ﬂmoh cwan mg@;’(é R 98 a@ vm\gym@
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Z ‘%r'@/wu)_ %«ﬁm\ W )  Umel  ginedm %}mq& ]

El 87% de los estudiantes dieron la respuesta correcta la cual se forma una hipérbola y
el 11%otra respuesta diferente a la respuesta correcta. Lo cual paso de 22% de respuestas
correctas del examen diaggtico al 87% de respuestas correctesués de aplicarse la
segunda s@&sn explicacion en forma de presentacis decir, se obtuvo un 65% meje

resultados desgs de aplicarse la segunda&@es

Ecuacién candnica que se usa para modelar los platos de las antenas de tv. Con respecto

a la sexta pregunta.

ég yg M 9%n V) gbﬁ!) cbsany ookﬁ) Am C’JLQAL \7 Am Qe
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’\ 1 v ?{‘ A Yywnwoe 4*( Q‘\U\jQ\QC_VQQ '
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El 90% de los estudiantes dieron la respuesta correcta la cual tiene forma de parabola
y el 10% otra respuesta diferente a la respuesta correcta. Lo cual paso de 33% de respuestas
correctas del examen diaggtico al 90% de respuestas correctesués de aplicarse la
segunda s@&sn explicacion en forma de presentaci&s decir, se obtuvo WBY% mejores

resultados desgs de aplicarse la segunda&@es

6.4. Fase 2: Orientacion dirigida

En esta fase con la orientacidon del Docente y con actividades concretas y bien
dirigidas se realiza la construccion de secciones conicas (Circunferencia, Parabola, Elipse,
Hipérbola) mediante aloftwareGeoGebra, lo cual le permite analizar, practjcaredir las
diferentes construcciones por parte de los estudiantes, ademas que mientras realizan la
construccion de cada una de las secciones conicas ellos mismos se dan cuenta de por qué la

definicion tedrica de la circunferencia, parabola, elipse .

Teniendo en cuenta lo anterior empezamos la construccion de las secciones cénicas.

En la cuarta, quinta y sexta &&s

CIRCUNFERENCIA

La circunferencia es el lugar geométrico de puntos que equidistan de uno fijo llamado centro.

La distancia de upunto cualquiera de la circunferencia al centro se denomina radio.

Pasos a seguir

Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menu Vista seleccionamos sin gjes, sin

cuadricula y sin Vista algebraica y en el Menu Opciones desactivar cuadricula.
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Seleccionamos lderramienta Deslizadory damos clic en un lugar de la Vista Grafica.
Aparece una ventana como la de la imagen. Fijese que en la Npaonfime aparece, este es

el nombre del deslizador.

entana Ayuoa
o ||| em k a2 Deslizador
) . . = . .
x‘./’? i | NS 3 _ | ClicenVista Grafica donde ira el Deslizador
© N
Deslizador s
_ . Mombre
@ Mumero
) Angulo al a -

Intervalo | DeslizadorlAnimacién

min: |-5 max: |5 Incremento: | 0.1

[ Aplica H Cancelar

En la pestafia Deslizador la dejamos en Horizontal y en la de Animacion cambiamos
Oscilarte por Incremento. Damos clic en Aplica y modificaragsl pora =0simplemente

moviendo el punto.

Escogemos ahora la herramie@iecunferencia dado su radio, damos clic en la ventana
gréfica, y cuando nos pida el radio escribimoPamos OK y emprincipio parece que no ha
hecho nada, pero si seleccionamos otra vez y movemos el destizdzi@rvamos que

ocurre.
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I | | . O om k a=2 Circunferencia dados su Centro y Radio
L ] \'/? i || BN _'_7 Punto central. Luego, valor del radio
*

Circunferencia dados su Centro y uno de sus Puntos
Circunferencia dados su Centro y Radio ‘
Compas

Circunferencia dados Tres de sus Puntos

Semicircunferencia dados Dos Puntos
Arco de Circunferencia dados su Centro y Dos Extremos

Arco de Circunferencia dados Tres de sus Puntos

Sector Circular dados su Centro y Dos Puntos

D> QN Qi@

Sector Circular dados Tres Puntos de su arco

Yatrazada la circunferencia con ceriroyamos a la pestafia nuevo punto, marcamos un punto
B en la circunferencia dada; se dirige a la pestafia segmento ente dos puntos e indicamos un

segmento entre el puntoy B.

Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

i A / ./?." M @ FE) | em \'_ a=z Nuevo Punto: Clic en Vista Grafica o sobre curva, recta,
] ] A N [N st 5 \'/7 Ll || N e | poligenao o funcidn
tos Libre
Recta que pasa por Dos Puntos
tosDepE/./ quep P
tos Auxili
/' Segmento entre Dos Puntos ‘

)

- Segmento dados Punto Extremo y Longitud

,/', Semirrecta que pasa por Dos Puntos

/ Vector entre Dos Puntos

//_:: Vector desde un Punto
I

Luego seleccione circunferencia, dando clic derecho al mouse, escoja la opcién ocultar
objeto, al realizar eso, escoja el puBtandica activar rastro, con el cursor en la herramienta

elige y mueve, mueve el purBo Observe el trazo de una circunferencia.
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r=23.49
- Mueve el punto B

E
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Elipse

La elipse se define como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de sus

distancias a dos puntos fijo8 y "0, llamadodocos es constante.

Pasos a seguir:

Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menu Vista seleccionamos sin ejes,

sin cuadricula y sin Vista algebraica y en el Menu Opciones desactivar cuadricula.

Para empezar, seleccionamos un punto donde sera el priméOfgautyo punto que seré.

Paso seguido seleccionamos una recta que pade pdD.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A . @ . Elige y Mueve
pv L N2 [ Arstars setecansr ovetos 5o
X

. Objetos Libres
@ F1=(1.79,-1)
9 F2=(578,-1)
@ ay=1
. Objetos Dependientes

)

Luego construiremos una circunferencia con centf@sgmnradio mayor a la distancia de

"O w0 de la siguiente forma:

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Anda

t’ X e w4 ~ " an N o] ey 'f‘ Circunterencia @ados su Centro y Radio
§ 3 H L LA |11Y o - o \Ji—3 . Purto cen¥al, Luega, valer dal radio
'Dj"f:"f‘ 'L"": i (37 Circunfecercia ¢ados su Ceno y uno 08 sus Puntos
4 F2=113.11) I~ : =
itos Dependetes (&) cuemeenss anos s cermos s Sirineenca sndos sy e W
s uy=-11 | ‘wﬂgdn
4 cxe10ay +(y-19)=9 | L*3| Compa= =
hE J Clrcunfersncia a3dos Tres de sus Puntos oK Cancelar
(™ semicicunferendia dados Dos Purtcs
.“‘ Arco e Creunferencia 0ados su Centro y Dos Exremos e —
= > a R
| : Arco te Creunferancia dados Tros de sus Puos i \
| ,/ \
(f; Sactor Circular 4acos sy Centra y Doz Funtos / \
== / \
-, Sector Circular dados Tres Puntos de su sico ! \
1
\ ] =
\ /
\ /
\\\ //
\\ //
S
) Entrada s S

Marque el punto A sobre la circunferencia y trace una recta que pase sobré@hfese

punto; seguidamente construiremos un segmento que una &Dfogo el punto A.
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Arcnto Eota Wista Opoones Hemamieress ventana Awca
| : 9| 21| Segmento entre Dos Puntos (=
‘ % 5) XJ.[XJ ! #:).: @ I ey I \a‘ =3 ‘-!-.1 s P Lad
» Of]:lus‘g‘u; ,r" Reda que pasa por Dos Punios /
Lo F =[286,¢ b
i o F,- 478, <" Segmerto entre Doe Pumos =
b O‘!u:!u; OD;:f o ®  Segmerto dados Punto Edremo y Longitud
i :
P b 2.90x 4
L e ix-28) ™ Somrreds que pasa por Dos Puntos
- 2 d4=-301
o7 Vector entrs Dos Punios s
',: vector desoe un Purko /
’/
#) Enrada: ~ o ~|comanso. -

Al segmentdO0 le trazamos su mediatriz, luego en la pestafa interseteidos objetos,

marcaremos el punto de interseccién entre la recta b y la mediatriz; a ese punto lo

denotaremos como X.

Ver Ventana Ayuda

%

An:hwu Edita Visiz Opci

(&) 46 | /70 | [ 125% [~ | | IZ] = Herramientas Rel
Ayuda

BN

=
% Interseccion de Dos Objetos B
.| ©CHcenlaintersecoidn o en cida objeto [ o]

). Objet
> A

.A Nusvo Punto

F
. X je
interseccion de Dos Objetos
@ FJ .

s Objet .
2 X .. Punto Mealo o Centro
@ a:-0.u2x + 216y - 1.59
& D:-2.96x + 1.5y = 6.56
2 ci(x - 26§ +(y - 0.76)° = 11.01
2 a-3.01
> e:-0.56x + 2.94y - 3.69

& Fntrada- 2 Jlia
L4 mm < [ e

~+ | Camanda -l
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Oculta los objetos auxiliares, y calcula la distancia de los segn8gsw O en la pestafia

distancia o longitud.



79

Si desea calar el (estilo, color, decoracién, etc.) de los segmentos u otro objeto,

simplemente da clic izquierdo al raton y selecciona la opcion propiedades.

Para calcular el resultado de la suma de ambas distancias, ingresamos en comando de entrada
los valoresY2o 0 © "QYy el resultado se observara en la vista grafica. Por lo tanto, el punto
X cumple con la definicidén de la elipse, al sumar ambas distancias o longitudes el resultado

es constante.

1) CecGenea - alipse.ggh

Archivo Edta Vistas Opcionss Heramiemas Ventana Syuad

[\, A - = . R T
- - - Jill (o /
e . - & P 2l e/

b X =Tnt ﬂnqub ¥
3
o) B 3 A o Tres punios o dos reclas »

Objetes Libres

4 F1 =052, .1.01)
4 F2=(578, 1)
Qbjelos Depandienias
g A LB . A53
- X=|224,122)
4 o 001x « 527y~ 535
O b 554x « 428y~ 7.2
e x-052 iy * 101y -49
-0 4 =562
O e:0.99x - 553y = 451
4 1=-282
4 Q=418

.

€ Envaca  TETHEN

» i
ol A
3| Angalo

- ‘
o7 AU dada su Amplitud
‘- Resutado=7

.’ "#| Distanda o Longitud ‘
=) i
gd Area

e Pandienie

* - a «~/|Comando.. ~

Active el trazo del punto X en la opcion activa rastrobdédn izquierdo del raton y con el

cursor mueve el punto A. Observe el trazo de una elipse.



L GaoGeta - alipsa.gob
archies Edita Vista Opoiones Hemamieniss Verntzng Ayuds

= |

\
i":_’; .\\:_
DI:|H|\15 Liores
& F1 =052, A0
# F2={&7e,-1)
Dhjetes Dependientes
I i I, )
3 = (3PE, 120
4 A 001k« 53y =535
bi 451K + B35y = -7.75
ol [E DS iy + 1.0 - 49
10 =45
a: 00 - 4.5y = 6.1
=358
& 0=342

L=
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Engs y Misss [

Arrasirar o seleccionar objebos {Esc) =3
Resulado=7T Muavs sl punta &

& Entraga:

- Comando .. =
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Parabola

La parabola se define como un lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de

una recta fija |, llamada directriz y de un punto fijdl&nado foco.

Asi, el puntdP (x, y) pertenece a la paraboladsiP, M) =d (P, F), donde M es un punto de la

directriz | tal que PM es perpendicular a la recta |.
Pasos a seguir para la construccion

Lo primero, como siempre, preparar el escenariol &feal Vistaseleccionamos sin ejes,
sin cuadricula y siWista algebraicaPara construir una parabola lo primero eshteat de

herramientay seleccionar recta que pasa por dos puntos
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€ Gealcbrn B ' B e —=——)
[Arcwe Egita Vista Opoenss Hemameemas Vertana Aywda ‘
t% ‘E - J o - fecta que pasa por Dos Puntos (5
|3 il Marcac dos punos ~
- —_—
*) Envads 7 v @ v Comano.. -
— — —

Luego hacemos un punto fuera de esa recta, y lo denominamoglcfomo de la pardbola y

a la recta la denominamos como la directriz.

2 GeoGebra =5
Archivo Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda
[ | | A== [ 3 r=) ' - 22l | Nuevo Punto: Ciic an Vista GraNca o 20bre cuna, racta. C‘
| R ll /,.‘; *":.H I;‘ 1 G}J e/ [4,,] '\J B ..E. poligano o funcidn »
& ~ J 2 S o Dl . 2 4
¥
-
Directriz
® Envaca = ~!la ~| comande . -~

Trazamos una recta perpendicular de la directriz que pasa por el foco, la cual denominaremos

el eje de la parébola.
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7 GeoGebra i i 3 e | ) Sy
Aschivo Edta Vista Opcicnes Herramientas Ventana Asuda
= = l - Rl - X - | ES Recta Perpendicular (=)
{ % o l ® JE~ !L -‘*i‘: ) \:/,‘ e ‘/-.7_‘ S N\Ng —)'—,' » Puntoyrscia parpencscuiar s
EH
F
4
Direcuiz
& Entraga; = - a ~ Comando . -

En la pestafia interseccion de Dos objetos marca el puitedseccion entre el foco y la
directriz; al segmento formado le marcamos el punto medio en la pestafia Punto medio o

centro. A este punto lo denominaremos el vértice de la parabola representandolo como el

punto V.
Archivo Edits Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda
- i - = R -
~ . - - L . "" - . » . =2 S entre Dos P [ l
”~ - =
! ! e || F | (:/.;, e/} i'ﬁ.‘. 0\_,*“ 'i', Elogir Gos punlos »
e
F
<
Directiz
& Envraca 5 ~ @ > Comando -

Ahora, marca un punto M sobredaectriz, a ese punto le trazamos una recta perpendicular;

esa recta debe ser paralela al eje.
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€ GeoGebra Loz | o) S
Archivo Ecita Vista Opciones Hemamientas Yenlana Ayuda
| N~ - - 1l ’"\‘ e 2N oez Intorsaccion do Dos Objoton =)
| L.} > El -« AR b"".( “.',. 2| 'Q-,: S A\ Q=1 ‘i‘ Clic en 1a interaeccién o an cada objeto -
F
L
v
<
&) Enwaca: - ~ o = Comando.. -

Paso seguido trazar un segmento que una al foco con el punto M, a ese segmento le

indicamos su mediatriz.

Agchivo Edita Wsta Opciones Hemrmamientas Ventana Ayuda
‘ Al 2SN ey 2 N ] szl | mediatniz
| [1@ ‘ - o ll'/" & l‘:—j, <iolle N\ — | P | Dos puntes o un segmento -~
T e 707 =]
-
Dirzctriz \
//
&) Entraca ~ @ v Comando -

Marca el punto de interseccion entre la rexdealela al eje, y la mediatriz construida, a ese

punto lo llamaremos P.

Traza segmentos que una el punto F con el punt® P, pculta las construcciones auxiliares
y calcula las distancias o longitudes de estos segmentos en la pestafia Distanciaa; kengitu

observa que son las mismas distancias y por lo tanto cumple con la definicion de parabola:
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nEl conjunto de puntos que cumplen con | a

parabola a un punto llamado foco es la misma desde el punto P@Mqgoe se encuentra en

la recta | |l l amada directri zo.

:‘ll:hm Edita Visita Opciones MHemmamientas Ventana Ayuds
. IX. ‘/-_,M /1, I ::.,7 CJ;:[ :9 ::7 —O’.",. >‘{:l‘ ‘.;’j‘ ‘ 2K - ?a:;aloselemonar ovjetios (Esc) ,-ci

5.3;1/14':

of'—"—"f’"
\
535

| Dare ctriz L
‘i’; Entrada; - ',:a, ~  Comando .. -

Activa el trazo del punto P en la opcién activa rastro del botén izquierdo del ratén y con el

cursor mueve el punto M. Observe el trazo de una parabola.

% - om _ \ l[ P N[ < Elige y Mueve
g sl e e Sl ——=ll| .} Amastar o seleccionar objetos (Esc) -

erd

‘\
% "F//f
.
\-
.\ & 34
- Vv
' o

Dirsctriz L

» @ v Comando.. -,

#&) Entrada
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Hipérbola

La hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la
diferencia de sus distancias a dos puntos 1a8"O, llamados focos, es constante. Asi, el
puntod ofto pertenece a la hipérbola@ 0RO  QORO  ¢ofERQ 0RO

Q0RO  c¢ddondedes un nimero real positivo.
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Pasos a seguir para la construccion:

Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menu Vista seleccionamos sin ejes,

sin cuadricula y sin Vista algebraica.

Al igual que la elipse dibuja una recta que pase por dos pu@esO 8.uego traza un

segmento entre los dos foc® w™O 8

Archive Editz Visia Opcionss Hemramienias Ventanz Ayuda

DREN I E RN
J. Objeios Libres x

L@ F1-(-1.32,052)
- @ F2=(3.72,0.5)
Objeios Dependientes
Lo a,:0.02x ~ 5.04y = 2.50
-~ b=5.04

W

L]

F1 F2

oo | La s ] Lo > Reproduce 2E= s =

& Entraca = -~ g | Comando.. -~

En la pestafia Punto medio o centro, marca el punto medio del sef@@ngaonstruye

una circunferencia con centro &y punto A de la siguiente forma:

J Objatos Libres
- F1=({-1.32, 0.52)

- @ F2=(3.72,0.5)

J Objetos Dependientes

@ A—|-042, 21

- @ C=[1.2, 0.51)

i 2,1 0.02x + 5.04y = 2.50

P- G D= 5.0

@ oo+ 132 4 (v - 0521 - 4

= N = T e I> Repioguce || 2k s =

&3 Ertrada; = ~ |@ - Comanda. -
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El paso a seguir es trazar una recta que pase sobre &Dfp@b punto A; luego dibuje un

segmento que una al fod® con el punto A.

Asrchivo Editz Visia Opciones Herramienias Ventanz Ajyuda

DRE RS o BFA

J. Objetos Libres e
PP F1-(-1.32,052)

“ @ F2<(3.72,0.5)

Obisios Dependienles

@ A-(DA12,2.12)

i@ Cc-(1.2.051)

i » 8,:0.02x + 5.04y - 2.59
i@ b-504

@ cilx+ 132+ (y -0.52 =4
P di-1BX - 1.2y =274
: > e—437

Circunferencia dados su Centro y uno de sus Puntos
= Centroyun Punto ce la Circunferencia

W]

mm | [ ose s 4™

&% Ertrada

> Reproduce [ 2k=1s = .

Ahora construye la mediatriz del segme€i@0, y marca el punto de interseccién entre la

recta "O0 y la mediatriz; a ese punto lo denotaremos X.

¥ GeoGebra - hiperbol. >

)

Archive Edits Visia Opcionss Hemramienias Ventanz Ayuda
Desplazar Vista Grafca
A 3

L,\; A - - - - éi._ B

J|lle SE=" Hle 2 - =t e -3 | Desplazar Vista Grafica o Ejes (Manisculas + Desplazar)
il Objetos Libres T/
I F1=¢-1.32,0.52)

@ F2=(3.72,0.5)

. Objeios Dependientes
@ A (036, 1.61)

i@ C-(1.2,051)
P @ X =(2.73.3.15)

L 5 2,:0.02x + 5.04y = 2.50
i b=504
oﬁ IV )
;</ /

P Cix+ 132 ~(y -052F =4
Oculta las construcciones auxiliares y trace los segmédin® " O. Calcule las distancias

e~z

-

i a:-1.09% = 1.68y —- 2.31
PP e-354
- @ FE3.36x-1.11y = 5.69

de cada segmento en la pestafia Distancia o Longitud

Para calcular el resultado de la diferencia de ambas distancias, ingresamos en comando de

entrada los valorée¥Q w @ € "Qy el resultado se observara en la vista grafica.
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o

Por lo tanto, el punto X cumple con la definicion de la hipérbola, al masiaas distancias

longitudes el resultado es constante.

KO'GeoGebta - hiperbela.gg
[[archive Eata vista Op

-[—J‘Qx‘F@‘ﬂ‘";—

L. Cbjetos Libres
@ F1=(-132,052)
& F2-(3.72,05)

). Cbjetos Dependientes
@ A-(0.47,1.41)

| Engey Mueve
=l Arrastrar o selecaonar objetos (Esc)

@

|
Ees

2 C=-(1.2,051)
- @ X=(2.51,249)
9 a=4.28 0
.5 A:002x+ 504y =259
=il Resultado=2
O e+ 1327+ ty-0.52) -4
) d: 089 + 1.79 - 2.11
1 e=338 Mugve el punto A
0 1:3.25x -0.91y =593
2 g-228

O

N - e -
&% Entraca;  Textofa-g) £ ~ilg ~|comando.. w|
"

Active el trazo del punto X en la opcion activa rastro del boton izquierdo del raton y con el

cursor mueva el punto A. Observe el trazo de una hipérbola

Herr Ayuda

| | o =2 ] Elige y Mueve =]
| I "vl Jui (D ‘ ‘ = ‘ "I’,; Arrastrar o seleccionar objetos (Esch -
L. Onjetos Libres ra —
* F1 =(-1.32,0.52) Ll
—® F2=(3.72.0.5) - -
. Cujetos Depandientes - -

@ A—(-1.53,-1.47} e F

-
<
<
-
&

1 0.02% + 5.04y— 2.59 ’
Resultado=_2 F

L)
H

x + 132 + (y-0.52) -3
.89x - 0.21y - -2.73

erepne Bex
lvn_‘-wl

5.6
25K+ 1.07y = 4.8
628

0000

= ~lm v llcamanna -~
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6.5. Fase 3:Explicacion (Explicitacion)

Al llegar a esta fase, por medio de la construccion de cada una de las secciones
conicas con edoftwareGeoGebra, cada uno de los estudiantes ya saben del por qué la
definicion de cada una de las conicas (circunferencia, parabola, bipFbola). Pues lo
comprobaron. Expresaron de palabra o por escrito los elementos que conforman cada una de
las figuras geométricas, resultados que han obtenido, intercambiaron sus experiencias y

discutieron sobre ellas con sus comparfieros y el profesor.
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En definitiva, podemos afirmar que tantoseftwarecomo la estructura de la actividad han
creado un aprendizaje significativo en los estudiantes del grado 903 de la institucién educativa

Jorge Villamil Ortega.
6.6. Fase 4:Orientacion libre.

Los estudiantes aplican sus conocimientos y lenguaje de forma significativa a otras
situaciones distintas de las presentadas, pero con estructura comparable. Seran tareas abiertas

mas complejague puedan presentarse de diferentes farmas
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En esta fase de orientacion libre se busca reforzar el contenido y llevarlo a diferentes
situaciones cada vez mas complejas, en donde los alumnos y alumnas reconozcan e
identifiquen los distintos elementos y las ecuaciones de las conicas, sean capaces d
construirlas y relacionar la ecuacion con la curva, estimular la creatividad, la curiosidad, la
imaginacion y la intuicion, desarrollar la capacidad de explorar e investigar en la resolucién
de problemas, sean capaces de expresar, comunicar y expadeasudilizando el lenguaje

matematico y sean capaces de discultir, investigar en grupo y desarrollar el espiritu critico.

Para esto se les pide a los estudiantes que resuelvan una serie de talleres y preguntas
relacionadas con cada una de las seccia@sas (Circunferencia, parabola, elipse,

Hipérbola) usando aoftwareGeoGebra. Se realizara en las secciones 7, 8, 9 y 10.

6.6.1. Talleres de secciones conicas

Taller Circunferencia: Sesoén 7.

1. Abre elsoftwareGeoGebra e introduce el valor r = 8, construye la circunferencia de centro
(0,0) y radio r. En la ventana de éalgebra, observa la ecuacion. ¢Qué ecuacion candnica se
forma?

2. Pulsa con el botén derecho sobre r o sobre la circunferencia y escoge |pogagdades

en definicion. Modifica el valor de r y observa. ¢Qué se nwadén la ecuacion? ¢Qué

cambi®

3. Introduce los valores a= 5, b= 7 y construye una circunferencia de centro (a, b) y radio = 7.

¢, Qué ecuacion se forma?

4. Muestra en la ventanaadjca los valores a y b. Modia los parametros a'y b. ¢ COmo aari

la ecuacién de la circunferencia?
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5. Halla la ecuacién de la circunferencia de centro el punto C-8)(t,que pasa por el punto

A (1,1) ¢ Cuél es su radio?

6. Ahora, ya debes ser capde escribir la ecuacion de la circunferencia de centraXC5) (y

radio 9. Realicela.

7. ¢Representa la ecuacié 2+ 2w - 4x +6y - 5= 0 es una circunferencia? Justifica la

Respuesta. En caso afirmativo, ¢,cuél es el centro y el radio?

8. Dados logpuntos O= (B1) B= (2,2) y C= (5,2), dibuja la circunferencia que pasa por esos

puntos, escribe su ecuacion.

9. Determinar si los siguientes puntos pertenecen a la circunferencia cuya ecuacion es

®w — +@@ p =9 2P c-,4) b) Q=¢,-1)

10. Determinar si los siguientes puntos pertenecen a la circunferencia cuya ecuacion es
® W o a)0  uiip p b)l Tho
11.Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene un diametro con extremos en los puntos

M (3,-8) yN (-1,6). Encontrar su ecuacion general, centro y radio.

Al terminar el taller con los estudiantes, ya ellos por medicaféivareGeoGebra lograron

identificar las ecuaciones candnicas de la circunferencia cuando su centro es (0,0).

» Vista Grafica

X

» Vista Algebraica

Cénica / / ]

L@ Xt ey-64 /
e , / P ALl /
® A=(0,0) 10 \ damo) Lwea Jq & 1 rqgdio ¢

7“ % :

/

/ 7 r- / / /
o, /o ( 1."{\//('!(/:(/(,1 A Fuafe o Lealro

48
7 aro

-
/
C /
-, [ienc /mc q eQLior
dc / (,/ft.?/:r(r?(;’_ c) /\""/zras Y

nlcq
20 s o
2
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De la misma forma al ir realizando el taller identificaron la ecuacién candnica de la

circunferencia cuando su centro es diferente al origeplaeb cartesiano k).
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LLALelel AN |
2 (4 [ vista Grifica [

b Vista Algebraica

Cénica Ot c~

® c(x-5P+ly-77=49
Purio

B=(8.17,1324)
0 Cc=i57)
Segmento
0 =7

> 1 T
e B G

Q

e {owrma 10 ewicion Qonvaey e (a Ciico-
S enta p Radio v Y Centro en d ponde
BCh k) o Cx-h)*+(y-%)%ry en eoke
PBeo e\ c¢(53), donde h=s yk=3 4 el
Ers} dorde Gueda (x-9)* +(4-1V=49q

:5
A
-\/ A =C-o5) 3;
s =t —-s'n °W BB v —~o =S 3o

=c T2 La cedoacen Cononscyg Qe o

L @:CV re‘:en R Ce n vada « - Cer\—\.o
=nc\l CPLnd Ponto CCh,wd e G _h)*=+
Cy— <) = en csye s O el C C,s, doc\—
e W=y & =S5 - e\ v =< Aonde se

quc\G A FHt)2 A Crv —s )= 8 v,

Lograron identificar en una ecuacion general de segundo grado si representa una
circunferencia por medio dsbftwareGeoGebra y sus elementos ademas de la ecuacion

canonica.
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Al finalizar la actividad de la circunferencia los estudiantes han pasado del nivel O al
nivel 1 del modelo de Van Hiele, es decir, ahora como podemos observar surge en ellos el
descubrimiento yla generalizacion de propiedades a partir de las observaciones que se

realizaron en el transcurso de la actividad.

Taller Parabola. Ses6n 8.

1. Determine el eje de simetria, el foco, la directriz, el valor de p y hacia donde abre la parabola

cuya ecuacién as P Q

2. Representar graficamente la parabola cuyo vértice es (0,0), foco (2,0) y directr2z x =

3. Representar graficamente largaola con centro en (0,0) cuya ecuacién ces
UwaDetermine el eje de simetria, el foco, la directriz, el valor de p, longitud del lado recto y

hacia donde abre la parabola.

4. Encontrar la ecuacién y la directriz de la parabola a partir de la figura.

m— e - = ~— ol -

5. Representar graficamente la parabola cuya ecuaciow ep T ®W ¢ . Indicar el
vértice, eje de simetria, lado recto, el foco y la directriz.

6. Encontrar la ecuacion de una parabola con vérti€B) (2p=2 con eje de simetria paralelo
al ejey.

7. Deerminar la ecuacion canonica de la parabola con vértic2 @y y foco en (1,4). Luego

representarla graficamente.
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Al terminar el taller con los estudiantes, ya ellos por medicaféivareGeoGebra lograron

identificar las ecuaciones candnicas de lalpala cuando su vértice es (0,0). Ademas de sus

elementos.
) Vista Algebraica o B 'V\staGréﬂca_
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